
1 1 1 1 1
2" + 22 + 23 + 24 + 25 + ... = 1

mial dla Pawla i Tomka jasne znaczenie - cale jablko otrzymane

w kawalkach!!! Nie mieli tez chlopcy problemu ze zrozumieniem zapisu

Rys. 1. Dzieci dostaly cale jablko.

mala delia

Podzial swiatecznej pomaranczy

Nasi chlopcy, Pawel (7 lat) i Tomek (9 lat), dobrze wiedza, ze jesli

dostana ode mnie pól jablka G), potem pól polówki (~ . ~), potem pól

pozostalej cwiartki (~. (~ . ~) ), to dostana, gdy bede im tak bez

konca dodawal po kawalku, cale jablko. Wytlumaczylem im zapis:

w naszym podziale 21n = 2 . 2 .~ ... 2 = ~. (~. (~ ..... (~) )) jest

rozmiarem kawalka jablka, który chlopcy dostali w n-tym podziale,

1 równy kawalkowi, którego im jeszcze nie oddalem. Wzór
64

1

32

11111 1 1
2" + 22 + 23 + 24 + 25 + ... + 2n = 1 - 2n '

bo oddawal on dokladnie sytuacje po n-tym krojeniu, gdy zostal mi

jeszcze kawalek (2:)' a im tego kawalka brakowalo do calego jablka.

Ale jak wytlumaczyc dzieciom wzór na sume

1 1 1 1 1
3" + 32 + 33 + 34 + 35 + ...

czy

1 1 1 II?
5" + 52 + 53 + 54 + 55 + ....

My, matematycy, znamy dziesiatki metod obliczenia powyzszych sum.

Wiemy, ze opisuja one ciag geometryczny; ale jak przedstawic rozwiazanie
dostepne dla dzieci?

*****

Dawno, dawno temu, gdy mialem siedem lat, mama zdobyla na Wigilie

pomarancze. W tamtych czasach byla to prawdziwa zdobycz; specjal

wigilijny. Doczekalismy sie, przy koncu wieczerzy wigilijnej, podzialu

pomaranczy. Mama rozdzielila ja na trzy równe czesci, po jednej dala

mnie i bratu, a jedna zostawila sobie. Szybko polknelismy nasze kawalki

i poprosilismy mame o wiecej. Mama podzielila swoja czesc na trzy równe

kawalki, jeden zostawila sobie, a nam dala reszte. Po chwili z naszych

kawalków nic nie zostalo i jeszcze raz poprosilismy o wiecej. I znowu

mama podzielila swój maly kawalek pomiedzy nas i siebie. Nie minelo

wiele czasu i mama nie miala juz nic. Ja i mój brat zjedlismy po pól

pomaranczy. Bardzo nam smakowala.
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Czesc mamy

l
27

Rys. 2

Z tej historii, dzieci, plyna dwa moraly:

1. Mama zrobi wszystko dla swoich dzieci,
1 1 1 1 1 1

2, 3 + 32 + 33 + 34 + 35 + .. ' = 2'

*****

- A co bedzie - zapytal Tomek - jesli mamie znudzi sie dzielenie

i przerwie po stu podzialach?

- Nic nie bedzie - dopowiedzial Pawelek - mamie zostanie troche soku,

a moze tylko atom,

- Masz racje - odpowiedzialem - ale jesli mama przestanie dzielic po

trzech cieciach, to bedzie cos miala, chociaz dla smaku. A moze po kilku

podzialach na trzy równe czesci mama podzieli reszte l.la pól miedzy

dzieci. Kazde z dzieci dostanie znowu pól pomaranczy, ale formula bedzie

miala postac:

1 1 1 1 1 1 1(1) 13 + 32 + 33 + 34 + 35 + ... 3n + 2 3n = 2'

W formule n oznacza liczbe podzialów na 3 równe czesci, a 31n jest

wielkoscia ostatniego kawalka pozostalego mamie i rozdzielonego

przez nia na pól miedzy chlopców, Mozemy tez nasza formule zapisac

w postaci:

1 1 1 1 1 1 1 1(1)3 + 32 + 33 + 34 + 35 + ... + 3n = 2 - 2 3n .

- A co by bylo - zapytal Tomek - gdyby i mama, i tata przyniesli po

pomaranczy, a dzieci bylo troje?

- Kazdy dostalby po ~ pomaranczy - szybko powiedzial Pawelek, który

wlasnie nauczyl sie ulamków - ale mysle - dorzucil - ze rodzice

podzieliliby dalej swoje czesci.

- Jesli rodzice podzieliliby swoje czesci na piec równych kawalków, kazde

z dzieci dostaloby dodatkowo ~ . ~ = (~) 2 pomaranczy i rodzicom

zostaloby takze po kawalku wielkosci (~f.Jesli tak rodzice beda

dzielic bez konca, to dzieci dostana obie pomarancze, czyli kazde z nich

~ pomaranczy - podsumowal Tomek.

Zgodzilem sie i zapisalem formalnie, przeprowadzone przez dzieci,
rozumowame:

2 (2)2 (2)3 (2)4 25+ 5 + 5 + 5 + ... = 3'

A co bedzie, jesli po n cieciach rodzicom znudzi sie podzial i oddadza

reszte dzieciom? Pamietajcie, ze kazde z rodziców ma kawalek z n-tego
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podzialu, wielkosci (~) n.

- Jasne! Dzieci jest troje, wiec kazde dostanie od rodzica dodatkowo

~ (~) n, czyli od obojga rodziców ~ (~) n - zauwazyl Tomek.

- Mozemy to zapisac formula - podsumowalem:

2 (2)2 (2)3 (2)4 (2)n 2 (2)n 25+ 5 + 5 + 5 + ... + 5 + 3 5 = 3·

Czy mozemy przeprowadzic podobne rozumowanie, na przyklad,

11 (11)2 ?z 41 + 41 + ....
- Chyba tak - powiedzial po zastanowieniu Tomek i zaczal swoje

opowiadanie.

- Na poczestunek do naszej klasy, która ma 30 dzieci, przyszlo

11 rodziców, kazdy z pizza. Podzielili pizze miedzy dzieci i siebie.

K .d d l 11 11. D··· dl ... d·
az y osta ')() , 11 = 41 PIZZY· zleCI zja y swoJe porcje l ro Zlce

dzielili dalej. W koncu kazde dziecko zjadlo ~~ pizzy, a rodzicom nie
zostalo nic - zasmial sie Tomek.

- Algebraicznie otrzymamy - podsumowalem:

11 (11)2 (11)3 (11)4 (11)5 1141 + 41 + 41 + 41 + 41 + ... = 30·

- To ja umiem rozwiazac "nieskonczona sume" dla kazdej liczby dzieci

i rodziców - wykrzyknal Tomek.

Pomoglem Tomkowi zapisac formule dla d dzieci i r rodziców:

r (r)2 ( r )3 ( r )4 ( r )5 rd+r+ d+r + d+r + d+r + d+r +."=(i.

- A co bedzie, gdy rodzicom znudzi sie dzielenie i po prostu kaza

dzieciom wziac reszte pizzy? - zapytali chlopcy. Z pewnym trudem

zapisalismy:

r (r)2 ( r )3 ( r )4 ( r)5 (r)n r ( r)n rd+r+ d+r + d+r + d+r + d+r + ... + d+r +(i d+r = (i.

- Ale to smieszne - zachichotal Pawelek - jesli rodzice maja jedno

dziecko, to zje ono dwie pomarancze.

- Tak - powiedzielismy jednoczesnie z Tomkiem. Otrzymamy formule:

2 (2)2 (2)3 (2)43+ 3 + 3 + 3 + ... = 2.

***

Zjedlismy ze smakiem przygotowana przez mame pizze, a potem jablka

i pomaraftcze.

Mala Delte z pomoca Pawelka i Tomka przygotowal Józef PRZYTYCKI

l,] 4'222.2

I t/ lo = 2 (a + f ) cos O + 0/ , sm O.

Rozwiazanie zadania F 507.

Zalózmy, ze na uklad pada swiatlo o wektorze pola

elektrycznego (cos <p, sin <p). Jezeli os pierwszego polaryzatora

jest zorientowana wzdluz osi x l to przepuszczone swiatlo bedzie

opisane wektorem (Q cos 'Pl E sin I.p). Obrócmy teraz ten wektor

o kat O, aby przejsc do ukladu wspólrzednych zwiazanego

z drugim polaryzatorem. Otrzymamy:

(acos<pcosO - ,sin<psinO,acos<psinO + ESin<pcosO).

Wektor polaryzacji po przejsciu przez drugi polaryzator ma
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nastepujaca postac w nowym ukladzie wspólrzednych:

(a' cos <pcos O - aESin <psin O, ,a cos <p sin O + " sin <pcos O) .

Natezenie swiatla jest dane przez sume kwadratów skladowych tego wektora:

I,(<p)/Io = a'(acos<pcosO - ,sin<psinO)' + ,'(a cos <p sin O + fsin<pcosO)2

Dla swiatla niespolaryzowanego musimy usrednic natezenie wzgledem kata <p,

co daje:


