
Klub 44

!=44
Termin nadsylania rozwiazan:

30 VI 2000

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 38/ N, gdzie 8 oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

400. Pochodna iloczynu jest równa iloczynowi pochodnych 

pomyslal uczen i zastosowal "wzór" (Jg)' = /,g', uzyskujac

Zadania z matematyki nr 399, 400
Redaguje Marcin E. KUCZMA

399. Niech n > l bedzie ustalona liczba naturalna. Ile jest wszelako prawidlowy wynik. Z pochodnymi drugiego rzedu

permutacji (Xl, ... , xn) zbioru {l, ... ,n} o tej wlasnosci, musi byc tak samo: (J g)" = fil gil; i znów dobry wynik! Co
ze dla kazdego i = l, ... , n-l róznica Xi - Xi+l dzieli sie to za funkcje? Znalezc wszystkie pary funkcji f, g: Ill -> Ill

przez i? majacych ciagle pochodne drugiego rzedu, spelniajacych te
dwa równania i takich, ze ich iloczyn nie jest funkcja stala.
Zadanie 400 zostalo opracowane na podstawie propozycji,
która zglosil pan Krystian Bartniczek z Wiirselen.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 12/1999
Przypominamy tresc zadan:

391. Okrag wpisany w trójkat ABG jest styczny do boku AB
w punkcie T. Niech X bedzie dowolnym punktem na boku BG

(róznym od B i G). Udowodnic, ze okregi wpisane w trójkaty BXT,
TXA, AXG maja wspólna prosta styczna.

392. Dane sa liczby calkowite x, y, z o tej wlasnosci, ze liczba
x666 + y666 _ z666 dzieli sie przez 1999. Dowiesc, ze co najmniej
jedna z liczb x, y dzieli sie przez 1999.

A

B x

391. Prowadzimy prosta nie majaca punktów wspólnych
z odcinkiem BG, styczna do okregów wpisanych
w trójkaty BXT i AXG odpowiednio w punktach
KiL. Punkty stycznosci pierwszego z tych okregów
z prostymi XT, TB, BX oznaczmy odpowiednio przez
M, P, U. Punkty stycznosci drugiego z tych okregów
z prostymi AX, GA, X G oznaczmy odpowiednio przez
N, Q, V. Prosta KL przecina odcinek TX w punkcie Y,
a odcinek AX w punkcie Z. Poniewaz T jest punktem
stycznosci boku AB trójkata ABG z okregiem wpisanym
w ten trójkat, zatem

2· IATI = IABI + lAGI - IBGI.

Zauwazmy, ze

IABI = IATI + ITPI + IPBI = IATI + ITMI + IBUI,

G lAGI = IAQI + IQGI = lANI + IGVI,

IBC[ = IBUI + IUVI + WGI = IBUI + IKLI + IGVI·

Podstawiamy te równosci do wzoru (*) i po redukcji otrzymujemy

IATI = ITMI + IANI-IKLI·

Skoro zas ITMI = ITYI + IKYI, lANI = IAZI + IZLI, zatem ostatecznie

IATI = ITYI + IAZI + IKYI + IZLI-IKLI = ITYI + IAZI- IYZI.

Stad wynika, ze w czworokat ATY Z mozna wpisac okrag, i mamy teze zadania.

392. Przyjmijmy n = 666. Liczba 3n + l = 1999 jest
pierwsza. Wszystkie kongruencje w tym rozwiazaniu
sa brane (mod 1999). Dana w zalozeniu zaleznosc
xn + yn == zn podnosimy stronami do trzeciej potegi:

x3n + 3xnyn(xn + yn) + y3n == z3n.

Sume xn + yn zastepujemy przez zn:

x3n +3(xyz)n +y3n == z3n.

Przypuscmy, ze X =I'- O oraz y =I'- O;wówczas x3n == l oraz
y3n == l (na podstawie malego twierdzenia Fermata),
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i otrzymujemy
2 + 3(xyzt == z3n.

Widac stad, ze takze z =I'- O, a wiec z3n == 1. Dostajemy
kongruencje 3(xyz)n == -l; podnosimy ja stronami do
trzeciej potegi:

27(xyz)3n == -l,
i mamy sprzecznosc, skoro x3n == y3n == z3n == l.

Uczynione przypuszczenie musialo byc falszywe. Tak wiec
X == O lub y == O.



Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 284 (WT=1,30) i 285 (WT=3,10)

z numeru 10/1999
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Tomasz Wietecha

Andrzej Nowogrodzki
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Tomasz Rudny
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31,95
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24,70
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19,25
17,17

Zadania z fizyki nr 296, 297

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Termin nadsylania rozwiazan: 30 VI 2000

296. Gestosc masy pewnej planety zalezy liniowo (tzn. wg wzoru p = po - kr) od
odleglosci r od jej srodka, przy czym na powierzchni planety spada do 1/4 gestosci
maksymalnej. W jakiej odleglosci od srodka natezenie pola grawitacyjnego jest
maksymalne?

297. Jak wiadomo, ruch elektronu nalezy rozpatrywac jako rozprzestrzenianie sie
fali o dlugosci danej wzorem A = h/p. Czestotliwosc tej fali z kolei mozemy znalezc
ze wzoru 1/ = E/h (wzór ten najczesciej bywa podawany w zwiazku z kwantami
promieniowania, ale jednak stosuje sie takze do czastek majacych mase - vide równanie
Schrodingera). Dla elektronu swobodnego E = Ekin = mv2/2 (o ile predkosc jest
nieduza w porównaniu z predkoscia swiatla), a dalej, mnozac dlugosc fali przez jej
czestotliwosc, otrzymamy predkosc v = AI/ = E/p = v/2. Gdzie tkwi blad?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1999

Przypominamy tresc zadan:

288. Zabawka "jojo" sklada sie z dwóch jednorodnych walców o promieniu Rl i lacznej masie ml,
polaczonych oska - walcem o promieniu Tl i bardzo malej masie. Dla drugiej takiej zabawki
analogiczne parametry sa równe R2, m2 i T2. Na oskach nawinieto konce dlugiej nici, która
przelozono przez blok (rys. l), po czym oba "joja" puszczono. Jesli mase bloku i tarcie w jego osi
mozna pominac, to jaki zwiazek musza spelniac wymienione parametry, aby "jaja" spadly z tej

samej wysokosci w ciagu tego samego czasu?

Rys. l

289. Mamy dwa kilogramy wody A o temperaturze O°C i jeden kilogram wody B o temperaturze
100°C. Jaka jest maksymalna temperatura, do której mozemy ogrzac wode A, korzystajac z ciepla
dostarczonego przez wode B? Rozwazyc dwa warianty zadania:
a) Mozemy dzielic kazda wode na dowolna liczbe czesci, wlewac do naczyn umozliwiajacych wymiane
ciepla (bez mieszania) i ponawiac te czynnosci dowolna ilosc razy. Na koncu nalezy zlac cala wode A

do jednego naczynia - temperatura po jej wyrównaniu jest wielkoscia szukana·
b) Oprócz czynnosci wymienionych wyzej mozemy uzyc silnika cieplnego korzystajacego z wody
goracej jako grzejnika, a z zimnej jako chlodnicy. Prace tego silnika mozna zmagazynowac
i zuzytkowac w dowolny sposób, np. do napedu chlodziarki oziebiajacej jedna wode, a ogrzewajacej
inna·

Cieplo wlasciwe wody uznajemy za stale.

goraca

Rys. 2

288. Oznaczmy sile napiecia nici przez N, a przyspieszenie
obu zabawek (z zalozenia jednakowe) przez a. Równania
ruchu postepowego maja postac

a stad

ml(g - a) = m2(g - a).

Po odrzuceniu rozwiazania a = g (obrót walców wymaga,
aby sila napiecia nici byla rózna od zera) otrzymujemy
wynik mI = m2. Promienie walców nie maja - jak widac
- zadnego znaczenia.

289. a) Podzielmy obie partie wody na n jednakowych
czesci i przeprowadzmy wymiane ciepla na zasadzie
przeciwpradu (rys. 2). Wyniki eksperymentu
komputerowego sa nastepujace: dla duzych n cala
woda B oziebi sie do temperatury bardzo bliskiej O°C,

natomiast temperatura kolejnych czesci wody A bedzie
rÓzna - pierwsza polowa ogrzeje sie do temperatury
bliskiej 100°C, a druga pozostanie w temperaturze
bliskiej O°C (im wieksze n, tym mniej wody bedzie
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mialo temperature posrednia). Zatem po wyrównaniu
temperatura wody A bedzie bliska 50°C.

b) Podczas dzialania idealnego silnika cieplnego (a takze
idealnej chlodziarki) spelnione jest równanie

dQI _ dQ2
TI - - T2 '

gdzie dQI i dQ2 sa cieplami oddanymi grzejnikowi
i chlodnicy, a TI i T2 - ich temperaturami. Podstawiajac
dQI = mlcdTI, dQ2 = m2cdT2 i calkujac, otrzymujemy
mI In TI + m2 In T2 = const, czyli w naszym przypadku

2ln273 + In 373 = 2lnTA + InTE,

gdzie TA i TE sa koncowymi temperaturami wody A i B.

Ponadto z zasady zachowania energii mamy

2·273 + 373 = 2TA + TE.

Oprócz fizycznie nieistotnego rozwiazania TA = 273 K,
TE = 373 K istnieje drugie: TA = 337,4 K, TE = 244,2 K.
W skali Celsjusza otrzymalismy wiec temperature wody A

równa 64,4°C.


