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Spróbujemy uogólnic pojecie macierzy na dowolny wymiar bedacy liczba

naturalna. Cóz to wlasciwie znaczy? Otóz jedna z definicji podaje, ze macierz

o n wierszach i k kolumnach to funkcja dwóch zmiennych, której dziedzina jest

iloczyn kartezjanski zbioru {l, 2, ... , n} oraz zbioru {l, 2, ... , k}, natomiast

wartosciami sa liczby zespolone. Jezeli teraz na tak zdefiniowana macierz

spojrzymy z geometrycznego punktu widzenia, to wyda nam sie ona obiektem

dwuwymiarowym. Powstaje mysl, by rozwazac macierze trój-, cztero- i wiecej

wymiarowe. Przykladowo, macierz trójwymiarowa to zbiór elementów

indeksowanych trzema liczbami. Do jednoznacznego okreslenia elementu

takiej macierzy potrzeba trzech liczb: numeru wiersza, numeru kolumny

i dodatkowo numeru trzeciej zmiennej, która nazwalem glebia. Dla macierzy

wiecej wymiarowych z oczywistych wzgledów wiersz zostal zastapiony l-sciana,

kolumna to 2-sciana itd. Macierz ma tyle wymiarów, ile ma róznych i-scian.

Zapiszmy teraz bardziej formalna definicje macierzy n-wymiarowej.

Definicja. Przyporzadkujmy kazdej n-tce uporzadkowanej (iI, i2"'" in) liczb

naturalnych, gdzie

1 < il < kI, 1 < i2 < k2, ••• , 1 < in < kn,

dowolna liczbe zespolona. Otrzymujemy funkcje (n zmiennych) na zbiorze

uporzadkowanych n-tek zwana macierza n-wymiarowa.

Dla tak zdefiniowanej macierzy n-wymiarowej mozna wprowadzic szereg pojec,

w prosty sposób uogólniajac standardowe definicje dla zwyklych macierzy.

W ten sposób mozna wprowadzic pojecie równosci macierzy, okreslic ich

dodawanie, odejmowanie czy mnozenie przez skalar. Podajmy dla przykladu

definicje transpozycji macierzy.

Definicja. Niech dana bedzie macierz A = [ai1,i2, ... ,in], gdzie il = 1,2, ... , k,

i2 = 1,2, ... , k, ... , in = 1,2, , k. Macierza transponowana macierzy A

nazywamy macierz A T = [bi1,i2, ,in], gdzie bili2 ... in = ain,in_l ... i1'

Znacznie trudniejsze okazuje sie zdefiniowanie analogii wyznacznika dla

macierzy n-wymiarowych. W dalszym ciagu zajmowac sie bedziemy tylko takimi

macierzami Ak' dla których kI = k2 = ... = kn = k, czyli odpowiednikami

macierzy kwadratowych. Pominiemy tez przypadek n = k = 1. Zacznijmy od

nastepujacej definicji.

Definicja. Wyznacznikiem pierwotnym stopnia n macierzy Ak' n =f. o,
nazywamy wyrazenie

detAk =
eri, i=1,2, ... ,n
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Rozwiazanie zadania M 949.

Rozwazmy trójkat równoramienny ABC
7r 27T 21T

z katami 5' 5' 5'
A

gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie permutacje:

Niech B D bedzie dwusieczna kata B.

Wtedy BC = BD = AD. Zalózmy,

ze BC = 1. Z trójkatów ABD i BCD
" 2"

mamy AB = 2 cos -, C D = 2 cos - .
5 5

Równosc AD = AB - CD daje teze.

B c

OnlOn2 .•• Onk

liczb 1,2, ... , k, natomiast J(Oi) jest iloscia inwersji w i-tej permutacji, przy

czym i = 1,2, ... ,n.

Zachodzi twierdzenie:

Twierdzenie

(*) Jesli n jest nieparzyste, to det Ak = o,

(**) Jesli natomiast n jest parzyste, to istnieja takie macierze, ze det Ak =f. o.

Powyzsze twierdzenie stanowi podstawe do dobrego zdefiniowania wyznacznika

dla macierzy wymiaru parzystego.

Pozostaje natomiast nierozwiazana kwestia okreslenia mnozenia macierzy

n-wymiarowych. Gdyby to sie udalo, mozna byloby uogólnic wiele waznych
twierdzen z teorii zwyklych macierzy.
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Na koniec pozwole sobie na pewna spekulacje. Badajac macierze n-wymiarowe,

zauwazamy ich odmienne zachowanie dla wymiarów parzystych i nieparzystych

(np. w zachowaniu wyznacznika pierwotnego). Jesli pójdziemy dalej i macierze

uwazac bedziemy za obiekty geometryczne, to nie jest wykluczone, ze róznice

w zachowaniu sie wyznacznika beda mogly byc wyjasnione na podstawie

wlasnosci samej przestrzeni. Pewne wlasnosci metryczne sa przeciez zalezne od

parzystosci badz nieparzystosci wymiaru: tak jest np. ze wzorem na objetosc

kuli n-wymiarowej. Miedzy innymi z tego wzgledu uwazam, ze traktowanie

macierzy jako obiektów geometrycznych moze byc istotne .
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Rozwiazanie zadania F 545.

Róznica cisnien w obu rurkach jest

równa cisnieniu hydrodynamicznemu

przeplywajacej cieczy, czyli
2

pv

-2- = pgh.

Jesli A jest zbiorem, którego elementami

sa zbiory (taki zbiór nazywa sie czesto

rodzina zbiorów), to suma rodziny A jest

zbiór zlozony z wszystkich tych i tylko

tych elementów, które naleza do chocby

jednego zbioru z rodziny A.

Jesli zbiór to kolekcja, zgromadzenie pewnych obiektów (na przyklad

obdarzonych okreslona wlasnoscia) w jedna calosc, to rozpatrzmy kolekcje,
gromadzaca wszystkie zbiory X o nastepujacej, prostej do sformulowania

wlasnosci: X lf. X. Jesli ta kolekcja jest zbiorem Z, to sprawdzenie, czy Z ma

rzeczona wlasnosc, prowadzi do sprzecznosci. Istotnie, gdy Z lf. Z, to Z spelnia

warunek przynaleznosci do Z, a wiec Z E Z. Jesli zas Z E Z, to Z nie ma

wlasnosci definiujacej Z, zatem Z lf. Z. Tak wiec Z jest kolekcja, która nie moze

byc i nie jest zbiorem. Aby pozbyc sie takich paradoksów, zaksjomatyzowano
pojecie zbioru.

Georg Cantor, matematyk, którego prace spowodowaly narodziny teorii zbiorów

(zwanej w Polsce teoria mnogosci), udowodnil, ze zaden zbiór nie ma dosc

elementów, by mozna bylo w sposób róznowartosciowy kazdemu podzbiorowi

przypisac jeden element zbioru - na pewno nie wystarczy dla wszystkich

podzbiorów. Owo twierdzenie Cantora ma ciekawe konsekwencje, wynika z niego

w szczególnosci, ze nie istnieje zbiór, którego elementami bylyby wszystkie

zbiory. Inaczej mówiac, nie istnieje zaden wielki nadzbiór, gromadzacy w sobie

wszystkie zbiory. Gdyby W byl takim zbiorem, to nalezalby do niego kazdy

podzbiór zbioru W, bo kazdy taki podzbiór jest przeciez zbiorem, ale wtedy

moglibysmy kazdemu podzbiorowi A zbioru W przypisac element W, mianowicie

sam zbiór A - wbrew twierdzeniu Cantora. A wiec kolekcja wszystkich zbiorów

nie jest zbiorem. Co wiecej, nie jest zbiorem nawet kolekcja wszystkich zbiorów

jednoelementowych. Moglibysmy przeciez dla kazdego zbioru A utworzyc

jednoelementowy zbiór {A} (którego jedynym elementem jest zbiór A) i potem

- gdyby wszystkie zbiory jednoelementowe nalezaly do jednego, wspólnego

zbioru - wziac sume takich jednoelementowców (a na to teoria mnogosci

pozwala), a wtedy do takiej sumy nalezalby kazdy zbiór - co jest przeciez

niemozliwe, jak przed chwila widzielismy. Tak wiec zbiorów jednoelementowych

jest "za duzo", by mozna je bylo zebrac w zbiór. Ale to juz nie jest paradoks: to
twierdzenie teorii mnogosci.

Takie zbiory-niezbiory (powiedzmy, "zbiory") spotyka sie na tyle czesto,

ze pewnie warto cos z nimi zrobic, wiec zrobiono. Wybrano rozwiazanie

proste: zamiast pojecia pierwotnego (czyli niedefiniowanego w teorii) "zbiór"

wprowadzono pojecie "klasa", definiujac zbiór jako taka klase, która jest

elementem innej klasy. W ten sposób "zbiór" W stal sie obiektem legalnym,

podobnie jak "zbiór", do którego naleza wszystkie zbiory. Po prostu owe

"zbiory" sa klasami, ale nie zbiorami (i nie moga byc elementami innej klasy).

Filatelisci badaja znaczki pocztowe, klasyfikuja je i opisuja, przecietny

smiertelnik uzywa ich do wysylania listów. Przecietny smiertelnik-matematyk

uzywa zbiorów i "zbiorów", nie zastanawiajac sie nad ich klasyfikacja. I slusznie.

Zamiast dzielic kolekcje na klasy i zbiory, mozna sie umówic, ze mówimy tylko

o zbiorach, bedacych podzbiorami pewnego "wszechzbioru" (nazywanego

niekiedy zbiorem uniwersalnym). Wtedy wystarczy zwykla, "bezklasowa" teoria

mnogosci. A filatelisci moga rozwijac dalej swoje zainteresowania ...

Wiktor BARTOL
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