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Rys. 1

Rys. 3

Liczbe rzeczywista x mozemy przedstawic w postaci sumy liczby calkowitej

i liczby rzeczywistej lezacej pomiedzy O i 1. Dokladniej, niech [x] bedzie

najwieksza liczba calkowita nie wieksza od x i niech u(x) = x - [x]. Wtedy

O:::;u(x) < 1i x = [x] + u(x).

Zauwazmy, ze x wyznacza nastepujacy zbiór liczb lezacych w przedziale (0,1)

(*) u(x), u(2x), u(3x), u(4x), ...

O zbiorze tym mozemy myslec nastepujaco. Najpierw zaznaczamy na prostej

punkty x, 2x, 3x, ... , a potem nawijamy wszystko na okrag o dlugosci 1. W ten

sposób punkty nx i mx, dla których u(nx) = u(mx), pokryja sie. Nastepnie

mozemy okrag rozerwac w zerze, czyli w miejscu w którym nalozyly sie liczby

naturalne, i wyprostowac w odcinek jednostkowy. Teraz zbiór (*) juz widac

(rys. 1).

Jesli x = a/b jest liczba wymierna, to u(na/b) = na/b - [na/b] musi byc jedna

z liczb O, l/b, 2/b, ... , (b - 1)/b i zbiór (*) zawiera tylko skonczona liczbe róznych

elementów (rys. 2, dla x = 1/8).

Niech teraz x bedzie liczba niewymierna. Wtedy w ciagu (*) nie wystepuja

dwie takie same liczby. Gdyby bowiem u(kx) = u(lx) dla pewnych róznych

liczb naturalnych k i l, to kx - [kx] = lx - [lx], wiec (k - l)x = [lx] - [kx],

i w konsekwencji x = ([lx] - [kx])/(k -l) jest liczba wymierna.
Oczywiscie równiez u( nx) # O dla dowolnej liczby naturalnej n.

Twierdzenie Kroneckera pokazuje, jak zbiór (*) jest "polozony" w otwartym

odcinku (0,1).

Twierdzenie. Dla dowolnej liczby niewymiernej x zbiór (*) jest gesty w (0,1),

tzn. dla kazdych liczb a < /3 z przedzialu (0,1) istnieje taka liczba naturalna k,
ze a < u(kx) < /3.

Dla liczb wymiernych to nie jest prawda, poniewaz wtedy zbiór (*) jest

skonczony. Stad wynika, ze gestosc zbioru (*) w odcinku (O, 1) charakteryzuje

liczby niewymierne. Dokladniej, nastepujacy odwrotny rezultat jest takze

prawdziwy: jesli zbiór (*) jest gesty w (0,1), to x jest liczba niewymierna.

W dowodzie bedziemy potrzebowali nastepujacego faktu:

Lemat. Niech x bedzie liczba rzeczywista, a c dowolna liczba rzeczywista

dodatnia. Wtedy istnieje taka liczba wymierna a/b, ze Ix - a/bl < c/b, lub
równowaznie, istnieja takie liczby calkowite a oraz b 2: 1, ze Ibx - al < c.

Lemat mówi zatem, ze dla dowolnego c istnieje takie calkowite b, ze po

nawinieciu na okrag punkt bx wyladuje w odleglosci od zera nie wiekszej niz c.

Udowodnimy najpierw Twierdzenie Kroneckera. Niech x bedzie liczba

niewymierna· Wezmy dowolne liczby O :::; a < /3 :::; 1. Niech c = /3 - a. Wtedy

na mocy lematu istnieja takie liczby calkowite n 2: 1 i k, ze Inx - ki < c.
Rozpatrzmy nastepujace dwa przypadki:

(P.I): nx - k = cI> O. Wtedy u(nx) = CI. Innymi slowy, po nawinieciu na okrag

pierwszych n punktów ciagu x, 2x, 3x, ... liczba nx wyladowala w odleglosci

CI :::; c za zerem. Gdy nawiniemy dalsze n punktów, to liczba 2nx wyladuje

w odleglosci 2cl za zerem itd. W ten sposób na okregu pojawi sie seria punktów,

z których kazdy odlegly jest od poprzedniego o mniej niz c (rys. 3). Jasne jest

wiec, ze którys z tych punktów wpadnie w przedzial a < /3, który jest dlugosci c.

A tego, ze wpadnie, wlasnie mielismy dowiesc.

(P.2): -c < nx - k < O. Ten przypadek pozostawimy inwencji Czytelnika, który

oprócz ruchu zgodnego z ruchem wskazówek zegara zna tez ruch w przeciwna

strone·

Dowód lematu. Zauwazmy, ze wystarczy udowodnic ten lemat dla liczb

rzeczywistych x z przedzialu (0,1).
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Rys. 2

Zbiór liczb wymiernych jest gesty

w zbiorze liczb rzeczywistych.

r---r---r---r---r- ...
O X 2x 3x 4x

Wiecej informacji o liczbach

rzeczywistych mozna znalezc w artykule

R. Sikorskiego "Czy liczby rzeczywiste

sa rzeczywiste?", Delta 1/1974, przedruk

w Delcie 6/1998.
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Oczywiscie Q = [l/c] + 1.

Zasada szufladkowa Dirichleta: Jesli z n
zbiorów wybieramy n + l elementów, to

co najmniej dwa naleza do tego samego
zbioru.

Latwo wykazac, ze dla dowolnych liczb

a i {3, ula - {3) = ula) - u({3) wtedy

i tylko wtedy, gdy ula) - u({3) ::: 0, oraz

ula - {3) = l - (u(a) - u({3)) wtedy

i tylko wtedy, gdy ula) - u({3) < O.

To jest dokladnie to, co zrobil Kronecker

w swojej pracy z 1884 roku.

Ten rezultat jest znacznie silniejszy od

lematu - znajdujemy jedna liczbe b

wspólna dla wszystkich Xl, ... , Xn.

Korzystajac z lematu, mozemy tylko dla

Xi dobrac bi l oczywiscie b1, ... , bn sa

na ogól róznymi liczbami.

Rozwiazanie zadania F 550.

Gdy fotografowany jest skrawek

tarczy Slonca zblizajacy sie do Ziemi,

obserwowana czestotliwosc VI rózni sie

od emitowanej 1./ zgodnie ze wzorem

I vc

v =--,
c-v

gdzie v jest predkoscia liniowa zródla

wzgledem obserwatora. Natomiast gdy

zródlo oddala sie, obserwujemy swiatlo

o czestotliwosci v":

1/ ue
v --o

c+v
Z powyzszych dwóch równan oraz z tego,

c

ze v = >: l otrzymujemy, ze

2VA C~A 3 m
~A = i stad v = -- = 2 . 10 -.

c 2A s

Niech Q bedzie najmniejsza liczba naturalna wieksza od l/E. Wtedy E :::: l/Q.

Podzielmy odcinek (O, 1) na Q (parami rozlacznych) przedzialów:

(o, l/Q), (l/Q, 2/Q), ... , ((Q - 2)/Q, (Q - l)/Q), ((Q - l)/Q, 1).

Nastepnie wezmy Q + 1 liczb

O, u(x), u(2x), ... , u((Q - l)x), u(Qx),

lezacych w przedziale (0,1). Wtedy z zasady szufladkowej Dirichleta co

najmniej dwie liczby u(blx) i u(b2x), gdzie O :::; bl < b2 :::; Q, naleza do jednego

z przedzialów (moze sie zdarzyc - jesli x jest liczba wymierna - ze te liczby

sa równe, tzn. u(blx) = u(b2x) - ale to oczywiscie w niczym nie przeszkadza).

Poniewaz dlugosc kazdego z tych przedzialów wynosi l/Q, wiec

lu(b2x) - u(blx) I < l/Q.

Niech b = b2 - bl, oczywiscie O < b:::; Q. Jesli u(b2x) - u(blx) :::: O, to

u(bx) = u(b2x) - u(blx); oraz jesli ta róznica jest mniejsza od zera,

to u(bx) = 1 - (u(b2x) - u(blx)). Zatem z powyzszej równosci wynika, ze

O:::; u(bx) < l/Q lub 1 - l/Q < u(bx) :::; 1 (tzn. l/Q> 1 - u(bx) :::: O).

W pierwszym przypadku bierzemy a = [bx], poniewaz wtedy Ibx - al =
= bx - [bx] = u(bx) < l/Q < E. W drugim, Ibx - ([bx] + 1)1= Ibx - [bx] -11 =

= 1 - (bx - [bx]) < l/Q < E. Zatem wystarczy wziac a = [bx] + 1. •

Mozna sie zastanawiac nad wielowymiarowa wersja twierdzenia 1. Na

przyklad, dla jakich liczb Xl, X2, punkty (u(Xd,U(X2))' (u(2xd,u(2x2))'

(u(3xd, U(3X2))' ... sa geste w kwadracie jednostkowym. Oc.zywiscie, Xl, x2

musza byc niewymierne, ale to nie wystarczy, np. dla Xl = X2, punkty

(u(nxd,u(nx2)) leza tylko na przekatnej (i sa tam geste). Potrzebny jest

dodatkowy warunek: tzw. liniowa niezaleznosc Xl, x2 nad zbiorem liczb

wymiernych, tzn. nieistnienie takich nie zerowych licz b wymiernych al i a2,

ze alXl + a2X2 = O. Dowód wielowymiarowej wersji jest bardziej skomplikowany.

Mozemy natomiast latwo uogólnic lemat i jego dowód na przypadek wielu liczb.

Niech Xl, ... , Xn beda liczbami rzeczywistymi, E dowolna liczba rzeczywista

dodatnia· Wtedy istnieje liczba naturalna b i liczby calkowite al, ... ,an, takie,
ze

Ibxi-ail<E dla i=1,2, ... ,n.

Dowód przeprowadzimy dla n = 2, poniewaz ten przypadek mozna latwo

narysowac na plaszczyznie. Po pierwsze, podobnie jak w dowodzie lematu,

mozemy zalozyc, ze O :::; Xl, X2 < 1. Po drugie, niech liczba naturalna Q bedzie

zdefiniowana jak poprzednio. Poniewaz n = 2, wiec wezmy kwadrat jednostkowy

K = (0,1) x (0,1) i podzielmy go na Q2 malych kwadracików o boku Q, tzn. na

kwadraty postaci (i/Q, (i + l/Q)) x U/Q, (j + l)/Q), gdzie i,j = O,1, ... , Q-L

Nastepnie wezmy punkty (O, O), (u(xd, U(X2)), ... , (u(Q2xd, U(Q2X2)) nalezace

do K. Poniewaz tych punktów jest Q2 + 1, wiec dwa z nich musza nalezec do

tego samego "malego kwadracika". Dlugosc boku kazdego takiego kwadracika

jest równa l/Q, zatem istnieja takie liczby calkowite O :::; bl < b2 :::; Q2, ze

lu(blXd - u(b2xdl < l/Q i lu(blX2) - u(b2X2)1 < l/Q. Teraz, tak samo jak

w dowodzie lematu, wykazujemy, ze dla b = b2 - bl, O:::; U(bXi) < l/Q lub

l/Q> 1 - U(bXi) :::: O, gdzie i = 1 lub 2. A nastepnie dobieramy al dla Xl i a2

dla X2.

Dla n = 3 bierzemy szescian jednostkowy (0,1)3 i dzielimy na Q3
"malych szescianów" o boku l/Q rozpietych na siatce punktów postaci

(iI/Q, i2/Q, i3/Q), gdzie il, i2, i3 = O, ... , Q-L Dla n :::: 4 postepujemy

analogicznie. Chociaz n-wymiarowej kostki nie mozna sobie "wyobrazic"

(w kazdym razie trudno), to mozna ja interpretowac jako zbiór takich

n-elementowych ciagów (Xl, ... ,xn), ze O :::; Xk < 1 dla k = 1,2, ... , n.
Analogicznie "male kostki" to zbiory takich ciagów (Xl,' .. , xn), ze

ik/Q :::; Xk < (ik + l)/Q; dla róznych ciagów liczb il"'" in mamy rózne "male
kostki" .
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