
Rozwiazanie zadania F 56l.
Mamy tu do czynienia z polaczonymi

równolegle dwoma kondensatorami

o pojemnosciach Cl = EoSJ/d =
= coS(lo - l)/dlo i C2 = CCOS2/d =
= cEoSl/dlo, a wiec: C = Cl + C2·

Rozwiazanie zadania F 562.
Jezeli ciecz znajdzie sie w silnie

niejednorodnym polu w poblizu brzegów

okladek, to ulegnie ona polaryzacji

i bedzie wciagana w przestrzen pomiedzy

plytkami. Poniewaz ladunek okladek nie

zmienia sie, a pojemnosc kondensatora

rosnie, wiec energia pola maleje. Jest to

skompensowane wzrostem energii

potencjalnej slupa cieczy miedzy

okladkami. Z prawa zachowania energii

mamy:

q2 q2 l
2Co = 2C + 2mgh.

Swiat wieloscianów

Piotr PAWLIKOWSKI

Trudno wyobrazic sobie numer Delty poswiecony wszelkiego rodzaju

"majsterkowaniu" bez artykulu o wieloscianach. Jest to chyba naj ciekawszy

dzial matematyki, jesli chodzi o mozliwosc wykonywania modeli. Co prawda,

mozna znalezc w Internecie programy pozwalajace stwarzac na ekranie obrazy

najrózniejszych bryl, ale nawet najwspanialszy model wirtualny, ogladany
na ekranie monitora, zawsze na nim pozostanie i nie zastapi w pelni modelu,

który mozna wziac w dlonie, poobracac, postawic na pólce czy tez powiesic

na choince. Starannie wykonane modele moga sie stac oryginalna ozdoba

i dekoracja nie tylko szkolnej pracowni matematycznej.

Sadze, ze chyba kazdy z Czytelników skleil wlasnorecznie przynajmniej kilka

prostych modeli wieloscianów. Jestem zarazem przekonany, ze dla wielu

przygoda zwiazana z wykonywaniem modeli zakonczyla sie, zanim jeszcze

zdazyla sie rozpoczac.

Z reguly modele wieloscianów skleja sie z plaskiej siatki. Dostepny w Internecie

program Poly Pro (www.peda.com) umozliwia m.in. wydrukowanie siatek ponad

stu róznych wieloscianów wypuklych. Wykorzystywanie gotowych siatek do

wykonywania modeli ma sporo plusów, w tym tez "plusy ujemne". Czasami 

zwlaszcza przy bardziej skomplikowanych modelach manipulowanie cala siatka

bywa klopotliwe, prócz tego chcac przedstawic siatke takiego wieloscianu na

znormalizowanej kartce (np. A4), jestesmy zmuszeni do zmniejszenia wymiarów

modelu. Ponadto modele wykonane z jednego kawalka kartonu sa z reguly

jednobarwne.

Dlatego tez pragne zachecic Czytelników do próby wykonania pewnej liczby

modeli z pojedynczych wielokatów wycietych z kolorowego kartonu. Jest

to z pewnoscia nieco pracochlonne, ale daje dobre efekty i bardzo podnosi

atrakcyjnosc wykonanych modeli. Zanim przystapimy do pracy, przedstawie

kilka uwag natury technicznej. Nalezy pamietac o tym, ze model zawsze

pozostanie modelem. Nie do unikniecia sa pewne niedoskonalosci - nie ma i nie

bedzie modeli doskonalych.

Potrzebne beda: kolorowy karton (160-200 g), linijka (najlepiej metalowa),

nozyk do tapet, "szpikulec" (np. nózka cyrkla), nozyczki i dobry klej.

Z nabyciem tego ostatniego nie ma juz problemów - osobiscie polecam klej

introligatorski (zwykle kleje biurowe nie nadaja sie do wykonywania bardziej

skomplikowanych modeli). Dobrze jest zaczac od rzeczy naj prostszych (a w tym

przypadku jednoczesnie najwazniejszych) - od modeli bryl platonskich.

Tutaj:

(wybralismy rozwiazanie nieujemne).

ab

Co = cOd"'

b

C = cO;:j(a + (c - l)h)

(patrz zadanie F 561) i m = pbhd.

Po podstawieniach i uproszczeniach

otrzymujemy:

(c - 1)q2 = Eopghab2(a + (c - l)h).

Ladunek na okladkach mozna wyrazic

przez potencjal q = 'PoCo = co'Po "J.

Po uproszczeniach otrzymujemy równanie

kwadratowe:

a E a,02
h2 + --h - ~ = O,

c - l pgd2

którego rozwiazaniem jest szukana

wartosc wysokosci, na która wzniesie sie
ciecz:

Z ich wykonaniem nikt nie powinien miec klopotów. Na grubszym kartonie

konstruujemy stosowny wielokat foremny, który posluzy nam za szablon.

Mozna to zrobic klasycznie - cyrklem i linijka, albo za pomoca katomierza.

Szablon przykladamy do kartonu, z którego chcemy wykonac model. Nakluwamy

wierzcholki wielokata, przenoszac je w ten sposób na karton. Zaznaczone punkty

laczymy przy linijce nozykiem do tapet (uwaga na palce) delikatnie nacinajac

papier. Naciecie gwarantuje, ze skrzydelka potrzebne do polaczenia sasiednich

scian dadza sie latwo zagiac. Wycinamy i sklejamy ze soba poszczególne

elementy.

(a) 2 Eoa'P~

-- +4--
c - l pgd2

a lh=---+-
c - l 2
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Rys. l

Do wykonania czworoscianu warto uzyc 4 kolorów, dla szescianu - 3,

dla osmioscianu - 2 lub 4, dla dwunastoscianu - 4, a dla dwudziestoscianu - 5.

Znalezienie dobrego rozkladu kolorów (zwlaszcza dla ostatnich dwóch modeli)

niech pozostanie zadaniem dla Czytelnika.

Nastepny krok to wykonanie modeli bryl archimedesowych. Pelna ich liste

mozna bez trudu znalezc w literaturze (np. w "Encyklopedii szkolnej 

matematyka"). Tutaj wspomne jedynie, ze jest ich 13, do ich wykonania oprócz

trójkatów, kwadratów i pieciokatów potrzebne beda jeszcze szescio-, osmio-
i dziesieciokaty foremne, oraz ze liczba ich scian waha sie od 8 do 92.

Po wykonaniu tych dwóch zestawów modeli mozna pójsc dalej.

Wezmy dowolny z wieloscianów platonskich lub archimedesowych. Jesli

polaczymy w nim srodki wszystkich scian schodzacych sie w jednym

wierzcholku, otrzymamy wieloscian dualny majacy taka liczbe wierzcholków, jak

liczba scian wieloscianu wyjsciowego oraz liczbe scian równa liczbie wierzcholków

wyjsciowego. Liczby krawedzi obu bryl sa równe. Latwo sie przekonac, ze

dualnym do czworoscianu jest czworoscian, do szescianu - osmioscian, do

dwunastoscianu - dwudziestoscian (i na odwrót). Jezeli dany wieloscian
mozna wpisac w kule, to sciane wieloscianu dualnego mozna stosunkowo latwo

wyznaczyc, stosujac metode Dormana Luke'a. Dla jej przedstawienia posluze sie

przykladem archimedesowego szescio-osmioscianu (bryly zlozonej z laczonych na

przemian 6 kwadratów i 8 trójkatów równobocznych).

Przeprowadzmy plaszczyzne przechodzaca przez srodki krawedzi wychodzacych

z jednego wierzcholka. W tym przypadku otrzymujemy w przekroju prostokat

o stosunku boków 1 : v'2 (rys. 1). Na tym przekroju opisujemy okrag,
a nastepnie prowadzimy styczne do tego okregu w punktach bedacych

wierzcholkami przekroju (rys. 2).

Odcinki stycznych wyznaczaja nam sciane bryly dualnej. W omawianym

przykladzie jest nia romb, a wieloscian dualny to dwunastoscian rombowy.

W opisany sposób mozemy wyznaczyc sciane i zbudowac model bryly dualnej

do kazdej archimedesowej (a takze do wielu innych).

Bardzo atrakcyjnie wygladaja modele przenikajacych sie bryl, z których jedna

jest dualna do drugiej. Rysunki 3 i 4 przedstawiaja szescian z osmioscianem oraz

szescio-osmioscian z dwunastoscianem rombowym.

Wykonanie takich modeli takze nie jest specjalnie trudne. Dobre efekty daje

oddzielne wykonanie pewnej liczby ostroslupów, które nastepnie laczy sie. Przy

odrobinie wprawy mozna laczyc je "na styk" krawedziami podstaw, ale mozna

tez przygotowac laczniki w postaci "podwójnych" skrzydelek przyklejanych

do podstaw. Patrzac na rysunek 3 mozna zobaczyc, ze do wykonania tego

modelu potrzeba 6 ostroslupów prawidlowych czworokatnych (sciany boczne

sa równoboczne) i 8 ostroslupów prawidlowych trójkatnych, których sciany

boczne sa trójkatami prostokatnymi. Do wykonania modelu z rysunku 4

potrzeba: 6 ostroslupów prawidlowych czworokatnych, których sciany boczne

sa przystajace do trójkata ABF z rysunku 2, 8 ostroslupów prawidlowych

trójkatnych o scianach bocznych przystajacych do trójkata BCD oraz

14 ostroslupów o podstawie BDEF i scianach bocznych na przemian

prostokatnych i równobocznych.

Analogicznie mozna wykonac kompozycje innych par wieloscianów dualnych.

Na koniec proponuje wykonanie ta sama technika modeli dwóch innych

waznych wieloscianów. Ostroslupy potrzebne do wykonania obu modeli sa

prawidlowe i ich sciany boczne sa trójkatami o kacie przy podstawie 72°. Do

wykonania pierwszego z nich potrzeba 12 ostroslupów pieciokatnych, wykonanie

drugiego wymaga polaczenia 20 ostroslupów trójkatnych. Laczymy je tak,
by wewnatrz bryly powstal odpowiednio dwunastoscian lub dwudziestoscian

foremny. Dociekliwosci Czytelników pozostawiam odpowiedz na pytanie

"co to za wielosciany?" .
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Rys.3

Rys.2

Rys.4 Zycze wytrwalosci i dobrej zabawy.
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