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® Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsylacé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 V 2004

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Rozwigzanie zadania M 1056.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Niech a bedzie dowolng liczbg rzeczywista Zadania z matematyki nr 477. 478
’

wiekszg od 1. Wéwczas liczba
1 1
b=—-(a—9-0,1111...) = —=(a — 1)
6 6

jest liczbg dodatnig. Liczbe¢ t¢ mozemy
przedstawié¢ w postaci sumy dziewieciu
liczb dodatnich by, ba, ..., by, z ktérych
kazda ma w rozwinigciu dziesigtnym
jedynie cyfry 0 lub 1. Mozna to zrobié
tak, jak to pokazano na ponizszym

przyktladzie:

1,1111111
1,0101111
1,0101101
0,0101101
0,0001101
0,0000101
0,0000100
0,0000100
+ 0,0000100
3,1415926
Stad uzyskujemy
a=6b+1=(6by +0,1111...)+
+(6by + 0,1111 .. )+
+... 4+
+(6bg +0,1111...).

Redaguje Marcin E. KUCZMA

477. Udowodnié, ze dla kazdej dodatniej liczby caltkowitej n oraz dla dowolnych
liczb rzeczywistych z, ..

., Ty, zachodzi nieréwnosé

n
Tk
; T4+a3+... +af <Vn

478. W tréjkacie ABC wysokosé C'D dzieli kat przy wierzchotku C' tak, ze
|[<BCD| =2-|4ACD]|. Odcinek CE jest dwusieczna kata BC'D; punkty D, E
leza na odcinku AB. Wykazaé, ze |AD| - |BC| = |CD|-|BE|.

Zadanie 478 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktora zglosit pan
Krzysztof Kaminski z Pabianic.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/2003
Przypominamy tres¢ zadan:

469. Skonczony zbiér liczb naturalnych A bedziemy nazywaé dopuszczalnym, jesli nie zawiera zadnej
pary liczb kolejnych. Dla kazdego takiego zbioru oznaczmy przez w(A) iloczyn wszystkich liczb
w tym zbiorze (dla zbioru pustego przyjmujemy (@) = 1).

Dana jest liczba naturalna n. Obliczyé sume kwadratéw liczb w(A), odpowiadajacych wszystkim

Pozostaje zauwazy¢, ze kazda z liczb
(6br +0,1111...) dlak =1,2,...,9 jest
liczbg szczesliwg.

zbiorom dopuszczalnym zawartym w zbiorze {1,...,n}.

470. W kwadracie o boku dlugosci 1 lezy n-kat wypukly (n > 3). Dowiesé, ze pewne trzy kolejne

wierzchotki tego wielokata sa wierzchotkami tréjkata o polu nie wigkszym niz 8/71,2.

469. Oznaczmy szukana warto$¢ przez F(n).
Ustalmy n > 2. Rodzina wszystkich zbiorow
dopuszczalnych, ktére sa zawarte w zbiorze {1,...,n},
sklada sie z tych zbioréw dopuszczalnych A, ktére
sa zawarte w zbiorze {1,...,n—1}, oraz zbioréw
postaci A = Ag U {n}, gdzie Ay jest dopuszczalnym
podzbiorem zbioru {1,...,n—2}. Suma kwadratéw liczb
m(A) dla zbioré6w A pierwszego typu wynosi F(n—1).
Suma kwadratéw liczb w(A) dla zbioréw A drugiego
typu wynosi n?2F(n—2). Otrzymujemy zalezno$é
rekurencyjna

F(n)=F(n—1)+n*F(n—2)
z oczywistymi warunkami poczatkowymi F(0) = 1,
F(1) = 2. Korzystajac z uzyskanego wzoru
rekurencyjnego, dostajemy przez tatwa indukcje
odpowiedZ: F(n) = (n+ 1)!.

470. Przyjmijmy, ze kolejne boki wielokata maja
dtugoéci aq, ..., a,. Rzutujemy je na dwa prostopadte
boki kwadratu AB i BC. Niech z1,...,z, beda
dlugosciami rzutéw na odcinek AB, a y1,...,Yn
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dtugosciami rzutow na odcinek BC'. Wielokat jest
wypukly, wiec rozwazane rzuty pokrywaja kazdy
z odcinkéw AB i BC co najwyzej dwukrotnie. Stad

dowi<2 Y ui<2
a; = /a7 +yi <z +yi,

wiec > a; < 4, 1 wobec tego
n
> (ai+ai1) <8
i=1
(numeracja cykliczna, a,41 = a1). Istnieje zatem
co najmniej jeden numer k, dla ktérego

Przy tym

8
ar + ag+1 < —
n

Liczby ay i ak4+1 sa dlugosciami dwoch kolejnych bokow
wielokata. Pole S trojkata wyznaczonego przez te dwa
boki spelnia nierownosé, ktora chcieliSmy uzyskac:

2
A Gk11 1 ap + Q41 8
5SS gi( 2 ) Sq2
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Termin nadsylania rozwigzan:
31V 2004

Czotléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
362 (WT = 3,20) i 363 (WT = 1,65)
z numeru 9/2003

Jacek Piotrowski — Rzeszéw 14,10
Leszek Grzanka  — Chechto 14,03
Tomasz Wietecha — Tarnéw 12,27

Andrzej Idzik — Bolestawiec 12,12

P61 roku temu tak si¢ zlozyto, ze
praktycznie cata czoléwka ligowa
zakoniczyla swoje kolejne 44-punktowe

Zadania z fizyki nr 374, 375

375. Gaz doskonaly jest zamkniety w cylindrze
(rys. 1) tlokiem polaczonym z dnem cylindra
sprezyna o stalej sprezystosci k i zerowej dhugosci
swobodnej (tzn. sila wywierana przez sprezyne jest
réwna zeru, gdy tlok styka sie z dnem cylindra).
Na zewnatrz cylindra jest proznia. Ile ciepta trzeba
dostarczy¢, aby ogrza¢ 1 mol tego gazu o 1 stopien,
jesli dla przemiany w stalej objetosci analogiczne
ciepto jest réwne Cy 7

stali, a takze zmiany natezenia pola grawitacyjnego mozna
zaniedba¢. Grubo$é liny nie musi by¢ stata.

367. Zestawiono obwdd (rys. 2) skladajacy sie ze zrédta napiecia 3 V,

Redagugje Jerzy B. BROJAN

374. Kota roweru jadacego z predkoscia 5 m/s maja $rednice 1 m. Na jaka
maksymalng wysoko$é (nad ziemia) moze sie wznie$é¢ grudka blota oderwana
od opony tego roweru?

Rys. 1

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 11/2003
Przypominamy tres¢ zadan:

366. lle stali trzeba, aby wykonaé ling o dtugosci I = 15 km, ktéra zawieszona pionowo utrzyma
doczepiony do jej dolnego konca cigzar réwny P = 1000 N7 Gestosé stali wynosi p = 7,8 g/cm3, a jej
wytrzymalosé W = 1,5 - 10° N/cm?. Rozciagliwosé (sprezystosé) |

=

rundy. Dlatego w kilku numerach nie zwojnicy o indukcyjnoéci 0,8 H, kondensatora o pojemno$ci 2000 uF

podawalismy wynikéw (nie bylo czoléwki doskonalej diody $wiecacej o napieciu progowym 1 V (o oporze m‘i

godnej tej nazwy), a i teraz punktacja zerowym, jesli napiecie w kierunku przewodzenia przekroczy wartosé

jest wyjatkowo niska. progowa, i oporze nieskoficzonym w innym przypadku). W chwili 1
poczatkowe]j kondensator byl nienaladowany. Po jakim czasie od ™
zamkniecia klucza dioda zaswiecita i jak dlugo trwal ten sygnal? Rys. 2

366. Niech pole przekroju liny S bedzie funkcja
wysokosci h (réwnej 0 na dolnym koncu i [ na gbrnym).
Lina bedzie miata najmniejsza mase, jesli dla kazdej
wartosci h pole S bedzie minimalne (na granicy
zerwania). Oznacza to, ze ciezar odcinka liny
o dlugosci dh

dP = pgSdh
réwna sie przyrostowi wytrzymalosci liny wynikajacemu
ze wzrostu pola przekroju o dS:

dP = WdS.
Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego jest funkcja

S(h) = Soexp(pgh/W).

Wartosé pola przekroju na dolnym koncu wynika
7 zawieszonego ciezaru, tzn.

So = P/W,
natomiast szukang mase liny m wyznaczymy z pola
przekroju na gérnym koncu:

e W80 P (o () 1) i

367. Pomijajac na razie diode, okres drgan obwodu LC
wynosi

T =2nvLC =0,2513 s,
amplituda napiecia wynosi Uy = 3 V, a zatem amplituda
natezenia pradu wynosi Upy/C/L = 0,15 A.

Rozwazmy teraz przebieg zmian zachodzacych
w obwodzie z dioda. Natychmiast po zamknieciu klucza
napiecie na diodzie miato kierunek zaporowy o wartosci
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3 V, a napiecie na kondensatorze i natezenie pradu
byly réwne zeru. Po uplywie éwierci okresu (0,0628 s)
napiecie na kondensatorze zréwnalo si¢ z napieciem
zrodla, napiecie na zwojnicy i diodzie spadto do zera,

a prad plynacy przez zwojnice osiagnal wartosé
maksymalna. Dalej natezenie pradu zaczelo male¢,
napiecie na kondensatorze nadal wzrastato, a napiecie
na zwojnicy zmienilo znak (przybralo kierunek
przewodzenia diody). Gdy faza drgan osiagnela wartosé

¢ = arcsin(1/3) = 0,340

(co odpowiada 0,0541 okresu, czyli 0,0136 s), dioda
zaczeta $wieci¢. Natezenie pradu plynacego przez
zwojnice mialo wtedy wartos¢

(0,15 A) - cos p = 0,1414 A.
Dopdki dioda przewodzila, wszystkie napigcia
utrzymywaly stale wartosci, a natezenie pradu
plynacego przez zwojnice i diode malato w statym
tempie réwnym

dI/dt=1V/L=125A/s
(przez zrédlo i kondensator prad wtedy nie plynal).
Po czasie wynoszacym

0,1414/1,25 = 0,1131 s

natezenie pradu spadlo do zera, a dalszy wzrost
natezenia pradu w kierunku przeciwnym odbywal sie
skosztem” rozladowania kondensatora (dioda byta
od tej chwili zablokowana). Drgania w obwodzie nie
wygasly, ale ich amplituda byla tak mala, ze dioda
juz nie zaswiecila. Z dokladnoscia do 0,001 s, dioda
zaswiecila po uplywie 0,076 s i $wiecilta przez 0,113 s.



