Problem Malfattiego

Geometria elementarna nie stwarza dzisiaj szerokiego
pola dla oryginalnej twérczosci. Wciaz jednak istnieja
proste w sformutowaniach problemy geometryczne,
ktore nie doczekaly sie rozwigzania. Jeden z nich zostat
postawiony w 1803 roku przez wloskiego geometre
(profesora matematyki na uniwersytecie w Ferrarze)
Gian Francesco Malfattiego (1731-1807). Malfatti chcial
wyciaé¢ z graniastostupa o tréjkatnej podstawie trzy
cylindryczne kolumny o mozliwie najwiekszej objetosci.
Problem ten mozemy wyrazi¢ nastepujaco.

Problem Malfattiego. W trgjkqt wpisaé trzy kola
(o0 rozlgcznych wnetrzach), ktdrych lgczna powierzchnia
jest mozliwie najwieksza.

Hipnoza

Malfatti nie tylko postawil problem, lecz réwniez
pokazal, jak widzi jego rozwigzanie. Rozwigzanie
problemu — wedlug Malfattiego — wskazuja trzy
okregi, z ktérych kazdy jest styczny do dwoch
pozostalych i jednoczeénie do dwéch bokéw tréjkata
(bedziemy je nazywaé okregami Malfattiego). Malfatti
podal nawet algebraiczne warunki takiej sytuacji.
Zwrécil jednoczednie uwage na problem wskazania
mozliwie prostej realizacji takiej konstrukcji srodkami
klasycznymi (przy uzyciu cyrkla i linijki). Zagadnienie
to cieszyto sie duzym zainteresowaniem wsrdd
owczesnych sympatykéw geometrii. Dzisiaj znamy je
jako zadanie Malfattiego.

Zadanie Malfattiego. W trdjkqt wpisaé trzy okregi
styczne do siebie i do bokow danego trijkqgta.

Specjalny przypadek tego zadania (gdy tréjkat jest
réwnoboczny) rozwazal juz Jakob Bernoulli (1654-1705)
przed 1704 r. Rozwiazanie zadania Malfattiego srodkami
klasycznymi (prosze sprébowaé to zrobié!) interesowalo
nie tylko amatoréw, bedacych entuzjastami elementarnej
geometrii, lecz rowniez matematykow tej miary co

J. Steiner (1796-1863) czy A. Cayley (1821-1895), [9].
Pierwsze, dogodne do realizacji, konstrukcyjne
rozwiazanie zadania Malfattiego wskazal dopiero w 1819
roku C.L. Lehmus (1780-1863). W 1826 r. J. Steiner
podal (bez uzasadnienia), ze uogélnienie zadania
Malfattiego (wykresli¢ trzy okregi styczne do siebie,

z ktérych kazdy jest styczny do dwdch prostych
wyznaczonych przez boki danego tréjkata) moze mieé
az 32 rozwiazania, [6].

Prezentacje elementarnego rozwiazania zadania
Malfattiego (wedlug pomystu C.H. Schellbacha
(1809-1892), [1]) rozpoczniemy od nastepujacych
obserwacji:

o Jesli mamy dany kgt ostry w, to mozemy wykresli¢
odcinek dlugosci m = sin® w.

o Jesli dany jest odcinek o dlugosci 0 < m < 1, to
mozemy wykresli¢ kqt w, dla ktérego m = sin® w.

Kreslimy poétokrag oparty na srednicy K H o dtugosci

réwnej 1. Na boku K H odkladamy kat w tak, ze drugie

ramie kata przecina pétokrag w punkcie L. Z punktu L
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kreslimy prostopadia do érednicy K H. Punkt ich
przeciecia oznaczamy przez M (rys. 1).
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Postepujac w odwrotnej kolejnosci, dla danego odcinka
HM mozemy wyznaczy¢ ,,odpowiadajacy” mu kat w.

e Dla okregu o promieniu p, wpisanego w trojket ABC
o0 bokach dlugosci a, b, ¢ (a + b+ c=2s), w ktérym
odlegtosci od punktow stycznosci do wierzchotkow
trdjkata wynoszq odpowiednio ay,by,c1, (rys. 2), ma

miejsce zaleino$é p? = ‘“I’Tlcl
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Z uktadu trzech réwnan
b1 +c =a,
c1+a;=0b,
a1 +bi=c,

wyznaczamy wartoscia; =s—a,b; =s—b,c1 =s—c.
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Uwzgledniajac teraz zaleznosé p = i korzystajac

ze wzoru Herona, mamy
|AABC)| \/(sa)(sb)(sc) \/a1~b1~cl
p=———= .
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Nasze dalsze postepowanie jest nastepujace:
Przyjmujemy, ze polowa obwodu danego tréjkata jest
rowna 1. Wykreslamy trzy katy A, p, v, ktérych sinusy
podniesione do kwadratu sa réwne dlugo$ciom kolejnych
bokéw danego tréjkata. Tworzymy kat o = %()\ +pu+v)
oraz trzy nowe katy v =oc — A\, o =0 —pu, x =0 — 1.
Wéwezas wartosci sin® 1, sin? ¢, sin? x s dtugosciami
odcinkéw taczacych wierzcholki tréjkata z punktami
stycznosci okregéw Malfattiego z bokami tréjkata.
Pozwala to juz wskazaé srodki i promienie okregdéw
Malfattiego.



Uzasadnienie poprawnosci tej konstrukcji jest
nastepujace. Rozwazmy tréjkat ABC o bokach
dlugosci a, b, ¢ (a+ b+ c=2s) ikatach «, 3, 7,
ktorego okregi Malfattiego (styczne do ramion katéw

a, B, v) maja $rodki w punktach P, @, R, i ktoérych
promienie maja dlugosci p, ¢, r. Niech dlugosci
stycznych z wierzchotkéw A, B, C do punktéw
stycznosci z okregami Malfattiego wynosza odpowiednio
u, v, w (rys. 3).
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Poniewaz punkt P, jak i srodek okregu wpisanego

(o promieniu p) leza na dwusiecznej k@ta a, wiec

p = 2 skad p = £ - u. Podobnie ¢ = £ - v. Rozwazajac
1

trOJkat prostokatny PFQ i WykorzystuJQc zalezno$é
2 = %, bez trudu znajdujemy dlugosé odcinka
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Korzystajac z przyjetego zalozenia (s = 1), poréwnujac
wielkosci skladajace sie na dlugosé boku AB, dostajemy
roéwnanie

hS)

u+v+2y/eVu-v=c.
Podobne postepowanie w przypadku pozostalych dwdch
bokéw tréojkata pozwala na otrzymanie nastepujacego
uktadu réwnan
v+w+2/av-w=a,
(*) w4 u+ 2v/biy/w-u=b,
u+v+2/ciVu-v =c.
Potraktujmy teraz wielkosci a, b, ¢, u, v, w
jako kwadraty sinuséw szeéciu ostrych katéw
A by vy b, X

sin® A = a, sin® ) = u,
sin® = b, sin® ¢ = v,
sinv = ¢, sin? y = w.

Wowczas (dzigki zaleznosciom a + a; = s =1,
b+b =1,c+c; =1) mamy cos* = ay, COSQ/L— b1,
cos? v = ¢1. To za$ pozwala zapisaé¢ uklad réwnan ()

w postaci:

sin? ¢ 4 sin? y 4 2sin ¢ - sin y - cos A = sin? \,
sin? y + sin® ¢ + 2siny - sin - cos p = sin? p,
sin? 1) + sin? ¢ + 2sine) - sin ¢ - cosv = sin? .

()

Przypatrzmy sie pierwszemu réwnaniu. Stosujac
twierdzenie sinuséw do tréjkata XY Z o katach ostrych
|XZXY| = ¢, |[XXZY| = x, wpisanego w okrag

o érednicy 1 (rys. 4) widzimy, ze boki tego tréjkata
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maja dlugosci |[YZ| =sing, | XY| =siny, |XZ| = sin ),
gdzie A jest miara zaznaczonego kata zewnetrznego przy
wierzchotku Y.
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Rys. 4

Zastosowanie do tego trojkata twierdzenia cosinuséw
daje pierwsze réwnanie. Oznacza to, ze pierwsza
zalezno$¢ trygonometryczna z ukladu (xx) wyraza
réwnosé ¢ + x = A. Zatem z ukladu (xx) otrzymujemy:
p+x=Ax+v=p v+o=r,astad Yy =0 — A,
p=0—pu, x =0 —v,gdzie o = %(/\+u+1/). Oznacza
to, ze wyzej opisana konstrukcja wskazuje rozwiazanie
zadania Malfattiego.

Promienie okregéow Malfattiego mozna tez wyrazi¢ jak

w [9]:
ry = %(s—l—e—rho—f—g),
p
ro= orlstf-p-e—y),
rs= S(s+g-p—e—f)

2m
gdzie p oznacza promien okregu wpisanego w trojkat,
s jest potowa dlugosci obwodu trojkata, e, f, g sa
odleglos$ciami wierzcholkow tréjkata od srodka okregu
wpisanego w ten tréjkat; n, k, m sa odleglosciami
wierzcholkow tréjkata od punktow stycznosci okregu
wen wpisanego.

Wariacje na temat... zadania

Opisane wlasnie zadanie pojawilo sie réwniez (i to
wezesniej) w do$é niezwyklych okolicznosciach, w innej
kulturze — w XVII wiecznej Japonii. W okresie Edo [od
nazwy osrodka wladzy, dzisiaj Tokyo] (przypadajacym
na lata 1600-1868) szogun Tokugawa Iemitsu, aby
wzmocni¢ swoja wladze, proklamowal w 1639 roku
oficjalng izolacje Japonii. Zakazano wowczas czytania
obcojezycznych ksiazek, odbywania podrézy poza
granice kraju, wprowadzono obowiazek rejestrowania
sie wszystkich Japonczykéow w Swigtyniach buddyjskich,
zabroniono wstepu do japonskich portéw hiszpanskim
oraz portugalskim statkom (ograniczony handel
prowadzono jedynie z Holendrami, Chinczykami

i Koreanczykami). Wiele z tych ograniczen przetrwalo
do 1853 r., gdy komandor Matthew C. Perry wplywajac
do zatoki Uraga (koto Jokohamy) eskadra amerykanskiej
floty wojennej, przerwal trwajaca izolacje. Wlasnie

na czas izolacji przypada znakomity rozwdj sztuki

i kultury japonskiej (bedacy odpowiednikiem
europejskiego renesansu). W tym czasie rozwija sie
réwniez matematyka, w ktorej dominujaca pozycje maja
metody rachunkowe. Na terenie Japonii pojawiaja sie
drewniane ,tabliczki matematyczne” z kolorowymi



rysunkami geometrycznymi zwane san gaku. Wydaje
sie, ze byly one ogdlnie przyjetym aktem oddawania
czci opiekunczym béostwom. Wiekszosé tabliczek san
gaku (do dzisiaj odnaleziono ich ponad 880, najstarsza
7 1683 r. w prefekturze Tochigi) przedstawia réznorodne
zadania geometryczne. Lektura ksiazki [3], prezentujacej
tre$é blisko 250 takich tabliczek (zob. tez [5], [8]),
pokazuje, jak wazna w nich role odgrywaja okregi,
elipsy, wielokaty, sfery. Wiekszos¢ san gaku prezentuje
elementarne zadania (zazwyczaj bez rozwiazan).
Pojawiaja sie réwniez tabliczki z zadaniami trudnymi.
Na przyklad Chokuyen Ajima z Yedo (1732-1798)
pracowal nad zadaniem: w trojkqt wpisaé trzy okregi
tak, by kazdy byl styczny do dwdch pozostalych (to

nic innego jak zadanie Malfattiego). Ajima zawarl
rozwigzanie w manuskryptach z lat 1771-1773. Zgodnie
z dwezesnymi zwyczajami jego rozwiazanie jest
liczbowym przykladem: dla tréjkata, ktérego boki maja
dtugosci a = 507, b = 375, ¢ = 252, $rednice wpisanych
okregéw wynosza 2r; = 128, 2ry = 1125, 2rg3 = 72.
Przyjaciel Ajimy, Teisi Fujita (1734-1807) postawil

w 1781 roku nastepujace zadanie [3, Prob. 2.3]: Trzy
okregi O1(r1), Oa(re,) Os(rs) sq styczne zewnetrznie
kazdy z kazdym. Tréjkgt ABC tworzq wspolne styczne
do tych okregow. Wyznaczyé promien okregu wpisanego
w ten trojket w zalezZnosSct od r1, r9, r3. Zadanie to
znajduje sie réwniez na tabliczce san gaku z 1865 r.,
ktoéra znaleziono w prefekturze Gifu. Jak widacé,
potrzeba rozwazan geometrycznych jest niezalezna od
cywilizacyjnego kregul!

Problemy dotyczace tréjkatow czesto daja mozliwosé
uzupetnienia bogatej listy punktow szczegéinych tréjkqta
(tak nazywamy punkty, ktére sa wyznaczone przez
wigksza liczbe warunkéw, niz jest to niezbedne).

Na przyktad, jezeli punkty stycznosci okregow
Malfattiego, A’, B’, C’, polaczymy z odpowiadajacymi
im przeciwleglymi wierzchotkami (rys. 5), to odcinki
AA’, BB', CC’ przetna si¢ w jednym punkcie zwanym
punktem Ajimy-Malfattiego. A

Rys. 5 B C

O innych punktach szczegdlnych tréjkata, pojawiajacych
sie w kontekscie zadania Malfattiego, mozna

przeczytaé w internecie: www.cedar.evansville.edu;
www.mathworld.wolfram.com.

Przebudzenie..., czyli wcigz mamy
problem

Trudno uwierzy¢, ale dopiero po blisko 130 latach (!!)
(w roku 1929) H. Lob i H'W. Richmond [6] zauwazyli,
ze okregi Malfattiego nie muszg wskazywaé rozwiazania
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problemu Malfattiego! Na przyktad dla tréjkata
rownobocznego kota z rysunku 6 maja taczna
powierzchnie wigksza niz kota Malfattiego z rysunku 7.

Rys. 6 Rys. 7

W 1965 roku H. Evans [2] ,wzmocnil” to przypuszczenie
zauwazajac, ze dla tréjkatéw ,dlugich i cienkich”

taczna powierzchnia trzech két wpisanych w tréojkat

tak jak na rysunku 8 jest niemal dwukrotnie wicksza

od klasycznego ,rozwigzania” Malfattiego z rysunku 9.
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Rys. 9

W 1967 r. M. Goldberg [4] wyjasnil rzecz ostatecznie:
konfiguracja okregéow Malfattiego nigdy nie jest
rozwiazaniem problemu Malfattiego! Jak zatem
wyglada rozwigzanie problemu Malfattiego? Niestety,
tego nie wiemy! Wydaje sie, ze rozwiazan problemu
Malfattiego nalezy upatrywaé¢ w konfiguracjach
przedstawionych na rysunkach 6 i 8. Jednak dowodu
tego przypuszczenia nie ma. Pomostem taczacym te
propozycje jest trojkat prostokatny o kacie ostrym,
réwnym w przyblizeniu 30,7° (wielko$¢ te wyznaczamy
rozwigzujac stosowne réwnanie trygonometryczne),

w ktérym obie konfiguracje k6l maja takie same
powierzchnie (rys. 10.).
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