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O pewnym réwnaniu diofantycznym
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Réwnania diofantyczne sg jednymi z bardziej interesujacych zagadnien teorii
liczb. Przypomnijmy, ze réwnaniem diofantycznym nazywamy rownanie
algebraiczne, na ogoét wielu zmiennych, z caltkowitymi wspotczynnikami. Przez
rozwigzanie takiego rownania rozumiemy znalezienie wszystkich uktadéw liczb
catkowitych, ktére to rownanie spelniaja. Nazwa ,rownanie diofantyczne”
pochodzi od imienia Diofantosa z Aleksandrii (prawdopodobnie III w.), ktérego
gtéwne dzieto ,Arithmetica” zawierato m.in. tego typu zagadnienia.

Rozwigzanie rownania diofantycznego na ogél nie jest latwe, a czesto
wymaga wrecz bardzo zaawansowanych narzedzi matematycznych. Koronnym
przykladem jest tu Wielkie Twierdzenie Fermata, ktore dotyczy rownania
diofantycznego

Jako ciekawostke warto dodaé, ze Fermat zanotowal je wlasnie na marginesie
swojego egzemplarza dzieta Diofantosa.

W tym artykule zajmiemy si¢ rozwiazaniem nastepujacego rownania
diofantycznego stopnia 2 dwbéch zmiennych:

(%) 2? — Nay +y° =1,

gdzie N jest ustalona liczba catkowita. Zatem naszym zadaniem jest znalezienie
wszystkich par liczb calkowitych (z,y), dla ktérych zachodzi powyzsza réwnosé.
Zauwazmy, ze mozemy zalozy¢, ze N > 0, gdyz jeli (Z,7) jest rozwiazaniem (x)
dla N = N to (z,—7y) jest rozwiazaniem () dla N = —N. Na poczatek
przeanalizujmy przypadki specjalne N =0, N =11 N = 2.

e Jezeli N = 0, to nasze réwnanie przybiera postaé 2 + y? = 1. Rozwiazania
rzeczywiste tego réwnania reprezentowane sa na plaszczyznie kartezjanskiej
przez okrag o $rodku w (0,0) i promieniu 1. Jest jasne, ze jedynymi punktami
o wspélrzednych catkowitych na tym okregu sa punkty (1,0), (0,1), (—1,0)

i (0,-1).

e Gdy N =1, rozwiazania rownania w liczbach rzeczywistych tworzg elipse
(rys. 1). Z postaci réwnania () wynika, ze proste y = z i y = —x sa jej osiami
symetrii. Punkty przeciecia tych prostych z elipsa to punkty

V3 V3 V3 V3
o (BB), (o (D)
3 3 373
Zatem cata elipsa zawarta jest w prostokacie wyznaczonym przez proste

y:71‘1+2a
23
37
y:71‘172a
2v/3

Przez bezposrednie sprawdzenie wszystkich punktow o obu wspoélrzednych
calkowitych z tego prostokata dostajemy szes¢ rozwigzan naszego rOwnania:

(1,0), (1,1), (0,1),(-1,0), (—=1,-1), (0,-1).
e Dla N = 2 nasze réwnanie przybiera postaé
(@-y’=1+ (@—y-DE-y+1)=0,

wiec rozwiazania rzeczywiste mozna zilustrowaé dwiema prostymi (rys. 2).
W tym przypadku, rozwiazania catkowite (x) odpowiadaja punktom o obu
wspblrzednych catkowitych na prostych y =x — 11y =2 + 1. Jest ich
nieskonczenie wiele i mozemy podaé ich ogélng postaé: (z,y) = (n,n — 1) lub
(z,y) = (n,n+1) dlan€Z.
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Rys. 3

Rozwigzanie zadania F 678.
Niech sita niwelujaca unoszenie si¢ gérnej
kulki bedzie réwna F', a jej objetosé V.
Suma wszystkich sit dzialajacych na ciato
poruszajace sie ze stala predkoscig wynosi
zero. Zatem do zerwania nici
(p+ pz —2p0)Vg =2F,
a po jej zerwaniu
(po — pz)Vg=F.
Ostatecznie otrzymujemy:
P+ pe —2p0 = 2p0 — 2pa,
stad

= 400 kg/m">.

dpo — p
)y = ———
Pa 3

Rozwazmy teraz przypadek N > 3. Rozwiazania rzeczywiste réwnania () tworza
hiperbole. Poniewaz jest nieograniczona, stwierdzenie, ktére jej punkty maja
obie wspolrzedne calkowite nie jest natychmiastowe. Oczywiscie nasza hiperbola
tez jest symetryczna wzgledem prostych y = x oraz y = —z. Wiemy zatem,

ze jesli (Z,7) jest rozwiazaniem (x), to kazda z par (¥,2), (=2, —¥), (-7, —I)

tez nim jest. Uzyjemy tej symetrii, by skonstruowaé cigg rozwiazan. Dla x =1
réwnanie () ma dwa rozwiazania: y = 0 lub y = N. Z symetrii wzgledem prostej
y = x dostajemy kolejne rozwiazanie (N, 1). Jest to punkt przecigcia hiperboli

z prosta x = N. Okazuje sie, ze drugi punkt przeciecia tez daje rozwiazanie.
Ogdlnie, przyjmijmy, ze punkt (zg,yo) o obu wspdlrzednych calkowitych nalezy
do hiperboli. Niech prosta x = xg przecina ponadto nasza hiperbole w punkcie
(20,y1). Oznacza to, ze zaréwno yo jak i y; sa pierwiastkami réwnania

yQ—Nxoy—i—x%— 1=0.
Ze wzorow Viete’'a dostajemy réwnosé yo + y1 = Nxg, a to pozwala stwierdzié,

ze y1 tez jest liczba calkowita. Wykorzystujac te obserwacje, z pary (xo, yo)
dostajemy ciag rozwiazan naszego réwnania (rys. 3):

(w0,%0) — (0, Nxo — yo) — (Nxo — yo,%0) —
— (Nzo — yo, N(Nxo — o) — o) — ...

Rozpoczynajac te procedure od punktu (1,0), otrzymane rozwiazania mozemy
zgrabnie zapisa¢ za pomoca nastepujacego wzoru rekurencyjnego:

ag = 07
{ ay = 17
agp+1 = JVCUC — Ak—1-
W tym przypadku wszystkie skonstruowane pary sa postaci (ak, ar+1) oraz
(ak41,ak). Oczywiscie (—ag, —ag+1) 1 (—ag+1, —ag) tez sa rozwiazaniami (x).

Przyjrzyjmy sie teraz ciagowi (ay). Zastosujemy standardowa procedure
znajdowania bezposredniego wzoru na ay. Polega ona na poszukiwaniu najpierw
takich ciagéw (by) spelmiajacych zaleznos$é by11 = Nby, — bi_1, ktdre sa postaci
by = z¥ dla pewnego z € R\{0}. Z zaleznoéci rekurencyjnej wynika, ze z spetnia
réwnanie z2 — Nz + 1 = 0, ktére ma dwa pierwiastki:

N+ VN2 -4 N —-+/N2—-4

a:f oraz [ = 5

Dla dowolnych u,v € R cigg ¢ = ua® + v3* takze spetnia podana wyzej
zalezno$¢ rekurencyjna. Dodajac dodatkowe warunki cg = 0, ¢; = 1, otrzymujemy

1 1
U= ————— Ooraz v = —

VN2 —4 VNZ =4

Zatem ciagi (ay) 1 (ci) sa takie same, a ich k-ty wyraz ma postaé:
(N+\/N274)k -~ (Nﬂ/NLAL)k
2 2

VN2 —4
Gdy N = 3 to wszystkie wyrazy w ciagu (ax) = (0,1, 3,8,21,55,...) sa
liczbami Fibonacciego. Przypomnijmy, ze ciag Fibonacciego jest zdefiniowany

rekurencyjnie
fO = 07
fl = 17

Jr+1 = fe + fr—1.
Nazwa liczb Fibonacciego pochodzi od Leonarda z Pizy, syna (filius) Bonacciego,
ktorego ksiazka ,,Liber abaci” (1202) przyczynila si¢ do rozpropagowania
w Europie osiagnieé arabskiej i hinduskiej arytmetyki. Liczby Fibonacciego
maja wiele zaskakujacych wlasnosci i pojawiaja sie w matematyce (ale takze
i w przyrodzie) w nieoczekiwany sposéb. Na przyklad, ciag ilorazéw kolejnych
fk+1

ar =

liczb Fibonacciego, to jest jest zbiezny do zlotej liczby 1+2_\/g Powr6émy

jednak do badania ciagu (ay). Dwie kolejne jego wlasnosci sa nastepujace.

e Ciag kolejnych ilorazéw dy = % (k > 1) jest malejacy i zbiezny
do N+vVN?—1
5 :

e Dla k > 1 zachodzi aj — agy1ak—1 = 1.
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Rozwigzanie zadania M 1148.
Dodajac do obu stron dowodzonej
réwnosci pole tréjkata BK M,
sprowadzamy ja do postaci

(1) [ABL] = [KBCD],
gdzie [F] oznacza pole figury F.
D
L/NC
M
A K B

Ale [KBL] = [KBC], gdyz oba tréjkaty
maja wspélng podstawe K B, a dlugosci
wysokosci opuszczonych na te podstawy
sg réwne. Podobnie [AK L] = [KCD],
poniewaz podstawy AL i KC obu
trojkatéw sa tej samej dlugosci, a
wysokos$ci opuszczone na te podstawy sg
réwne odleglo$ci miedzy prostymi AL i
KC'. Dodajac stronami uzyskane rownoéci
otrzymujemy dowodzong zalezno$é (1).

W szczegélnosci ay i ar—1 sa wzglednie pierwsze. Powyzsze fakty tatwo jest
udowodni¢ za pomoca indukcji matematycznej. Uzywajac tej metody, mozna tez
sprawdzi¢ to, co juz wiemy, a mianowicie, ze pary (ax41,ar) sa rozwigzaniami
réwnania (). Pokazemy teraz (na trzy sposoby), ze przy zalozeniu x >y > 0
kazde rozwiazanie jest tej postaci.

Pierwszy dowdd bedzie geometryczny — znéw popatrzymy na wczedniej
rozwazana hiperbole. Przypudémy, ze (2, yo) jest punktem o obu wspé6lrzednych
calkowitych nieujemnych na jej dolnej galezi. Z symetrii wiemy, ze (yo, zo)

tez lezy na tej hiperboli, ale na gornej gatezi. Prosta x = yg wyznacza nowe
rozwiazanie catkowite (yo, Nyo — o). Innymi stowy, odwracamy po prostu
opisana wczesniej procedure konstruowania rozwiazan (rys. 3). Postepujac w ten
sposdéb, musimy otrzymaé punkt (z1,y1) o wspdlrzednych catkowitych, nalezacy
do fragmentu hiperboli laczacego punkty (1,0) i (N, 1). Fragment ten mozemy
potraktowaé jako wykres funkeji rosnacej dla z € [1, N], zatem 0 < y; < 1. Stad
dostajemy

(z1,91) = (1,0) = (a1,a0) Tub  (z1,51) = (N, 1) = (a2, am1),
a to juz dowodzi tezy.

Pokazemy teraz drugi dowdd, ktéry jest bardziej analityczny. Podobnie jak
poprzednio wychodzimy od punktu (zg, yo). Jesli yo = 0, to nie ma czego
dowodzi¢. W przeciwnym przypadku, poniewaz

x

22 — Nwoyo +y2 =1>0 oraz =2 >0,

Yo

wiec
i) > N + V N2 — 4

Yo 2

. . . . . Ak+1 . s
Przypomnijmy, ze granicg malejacego ciagu —— jest wladnie
ax

Zatem mozemy dobraé takie k > 1, ze
kel o _ Gk
ak Yo o Qg-1
(gdy k =1 to skorzystamy z nieréwnosci xgag—1 < yoak). Rozwazmy nastepujacy
uktad réwnan z niewiadomymi n i m:
Ty = Nag + Mak4+1,
{yo = nak—1 + mag.

Wyznacznik gtéwny tego ukladu jest réwny

2
W = A — Qp4+10k—1 = 1,

zatem rozwiazania tego uktadu, n = %, m = %, sa liczbami catkowitymi.

Z wyboru k wynika, ze n > 01 m > 0. Gdy powyzsze rownania wstawimy do
23 — Nzoyo +y5 =1

i skorzystamy z rekurencji okreslajacej ciag (ax), to otrzymamy
n? 4+ Nnm+m? = 1.

Stad n =01 m =1 co dowodzi tezy.

Ostatni dowdd przeprowadzimy przy uzyciu wzoru Picka. Przypomnijmy,
ze dzigki niemu da sie obliczy¢ pole wielokata (niekoniecznie wypuklego),
ktérego wszystkie wierzchotki maja wspolrzedne calkowite. Pole to jest rowne
w ~+ %b — 1, gdzie w to liczba punktéw o obu wspoélrzednych catkowitych
wewnatrz danego wielokata, a b na jego brzegu. Jesli rozpatrzymy trojkat
o wierzchotkach w punktach (0,0), (ag—1,ax) i (ak, ag+1), to jego pole wynosi
’ a1 ax 1
ak Ak+1

2

Wykorzystujac wzér Picka, stwierdzamy, ze jedyne punkty o obu wspélrzednych
caltkowitych w tym tréjkacie to jego wierzchotki. Fragment hiperboli taczacy
punkty (ax—1,ar) i (ak,ax+1) tez jest zawarty w tym tréjkacie. W polaczeniu

z wnioskiem ze wzoru Picka dostajemy teze.

Ttumaczyt Marcin Hauzer
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