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Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiagc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsytania rozwigzan:
31 III 2008

nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

Czoléwka ligi zadaniowe]j
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
541 (WT =1,98) i 542 (WT = 2,43)
z numeru 5/2007

Dariusz Kurpiel — Posada

Zarszyn 43,47
Krzysztof Kaminski — Pabianice 42,75
Witold Bednarek — Lédz 41,79
Grzegorz Karpowicz — Wroctaw 39,24
Pawel Najman — Jaworzno 38,49
Pawel Kubit — Krakéw 37,82
Wojciech Maciak — Warszawa 35,69

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.
Zadania z matematyki nr 553, 554
Redaguje Marcin E. KUCZMA

553. Wyznaczyé¢ wszystke trojki dodatnich liczb wymiernych z,y, z, dla ktérych
1 1
kazda z liczb =+ —, y+ —, z+ — jest calkowita.
Y z x

554. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkty D, E, F' lezg odpowiednio
na bokach BC, C A, AB i speliaja warunki |[<FDB| = |<EDC|,

|<DEC| = |<FEA|, |<EFA| = |XDFB|. Dowie$¢, ze proste zawierajace
wysokosci trojkatéw AEF, BFD, CDE, poprowadzone odpowiednio
z wierzchotkéw A, B, C, przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

Zadanie 554 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/2007

545. Rozwazamy tréjkaty ABC spelniajace warunek [ID| = |IE|,
gdzie I jest $rodkiem okregu wpisanego, a D, E sg punktami
przecigcia prostych AI, BI odpowiednio z bokami BC, C'A.
Wyznaczy¢ wszystkie trojki liczb a, 3, v, ktére moga by¢é miarami
katow XA, £B, £C takiego tréjkata.

545. Wezmy pod uwage dowolny tréjkat ABC o katach
|[<A| =a, |<B| =3, |<C| =+. Niech F bedzie punktem
symetrycznym do E wzgledem prostej CI; lezy on na
polprostej CB™. Zachodzg réwnosci |[E| = |IF| oraz
|<CDI| =5 +8, |4CEI| = g +a=|<CFI|.
Rozwazany w zadaniu warunek |[ID| = |[E|, czyli
|ID| = |IF|, jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy albo
punkty D i F' pokrywaja sie, albo odcinek DF jest podstawa
trojkata réwnoramiennego I DF'. Te dwie sytuacje sa
odpowiednio réwnowazne réwnosciom

|[<CFI| = |« CDI| |<CFI|=180° — |« CDI|.
Badany warunek jest wigc réwnowazny alternatywie

B, -2 B0 o,<g )
2+a72+ﬂ lub 2+a7180 2+5

—czyli a=0 lub a+ [ =120°.

oraz

C

Stad odpowiedz: szukane tréjki
(a, B,7) to te, w ktérych
a = lub v = 60°.
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Przypominamy tres¢ zadan:

546. Dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n wyznaczy¢ najmniejsza
mozliwg liczbg¢ niezerowych wspélczynnikéw wielomianu stopnia n,

o wspoétczynnikach rzeczywistych, majacego n réznych pierwiastkéw
rzeczywistych.

546. Przypusémy, ze wielomian n-tego stopnia

P(z) =ao+ a1z + ...+ apz” (an #0)
ma n réznych pierwiastkow rzeczywistych. Pomiedzy
kazdymi dwoma sgsiednimi miejscami zerowymi funkcji P(z)
lezy miejsce zerowe funkcji pochodnej (twierdzenie Rolle’a).
Zatem wielomian P’(z) ma n — 1 réznych pierwiastkéw
rzeczywistych; itd. (indukcja): dla k = 1,...,n—1 wielomian
P(k)(az) ma n — k réznych pierwiastkow rzeczywistych.
Wszystkie jego pierwiastki sa jednokrotne, bo P(k)(m) jest
wielomianem stopnia n — k.

Zauwazmy teraz, ze

P(k)(m) = klax + (k + D!agt1x + (wyrazy wyzszych stopni).
Skoro wielomian P™™ () nie ma pierwiastkéw wielokrotnych,
to nie jest podzielny przez wielomian x2. Zatem co najmniej
jedna z liczb aj, oraz apy1 jest rozna od zera. W ciggu
(agy...,an), z ostatnim wyrazem a, # 0, jest wiec co
najmniej |[(n+ 1)/2] wyrazéw niezerowych.

To minimum daje si¢ zrealizowaé. Bierzemy dowolny
wielomian rzeczywisty Q(z) stopnia m = [n/2|, majacy m
roznych pierwiastkow dodatnich; na przyktad
Q(z)=(x—1)-... - (x —m). Wéwczas kazdy z wielomianéw

P(z) = Q%) P(z) = 2Q(z?),
odpowiednio stopni 2m oraz 2m + 1 (jedna z tych liczb
réwna si¢ n), ma tyle réznych pierwiastkéw rzeczywistych,
ile wynosi jego stopien; zas w ciagu jego wspotczynnikéw co
drugi wyraz jest réwny zeru.

oraz

Tak wiec szukane minimum wynosi |[(n + 1)/2].



Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan:
31 III 2008

Czoléwka ligi zadaniowe]j
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
440 (WT = 1,43) i 441 (WT = 2,63)
z numeru 6/2007

Tomasz Wietecha — Tarnéw 40,50
Andrzej Idzik — Bolestawiec 40,22
Jerzy Witkowski — Radlin 31,82

Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 24,58
Jacek Konieczny 19,16
Radostaw Poleski — Koltobrzeg 18,96

— Poznan

Zadania z fizyki nr 450, 451
Redaguje Jerzy B. BROJAN

450. Jednorodny cienki pret postawiono pionowo na poziomej powierzchni

i puszczono, w wyniku czego sie przewrdcil. Jesli dolny koniec preta sie przy
tym nie poslizgnal, to czy nastapilo oderwanie sie tego konca od podloza przed
uderzeniem o podloze innych czesdci preta?

Jaka bedzie odpowiedz, jesli podobne do$wiadczenie przeprowadzié¢ z pretem
niejednorodnym — zwezajacym sie z dotu do gory, albo odwrotnie? (Istotna jest,
oczywiscie, nie tyle sama grubosé, ile masa na jednostke dlugosei.)

451. Transformator doskonaly (tzn. bez strat energii i bez rozproszenia pola
magnetycznego) sklada sie z dwoch uzwojen o indukeyjnosciach Ly i Lo.
Obliczy¢ czestotliwosé drgan wlasnych tego transformatora, jesli do pierwszego
uzwojenia dotaczono kondensator o pojemnosci C1, a do drugiego — kondensator
o pojemnoséci Cs.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 9/2007

Przypominamy tresé¢ zadan:

442. Uporzadkowaé¢ ponizsze uklady optyczne wedlug wartosci ogniskowej:

1. dwie jednakowe soczewki plaskowypukle zetknigte powierzchniami ptaskimi,

2. dwie soczewki (takie same, jak w punkcie 1) ustawione powierzchniami ptaskimi do siebie

i rozsunigte na pewng (nie bardzo duza) odleglosé,

3. jak w punkcie 2, z plaskoréwnolegly plytka szklang wstawiong mig¢dzy soczewkami.

Wskazdéwka: Ogniskows ukltadu optycznego (niekoniecznie cienkiej soczewki) mozna zdefiniowad
nastepujaco: jesli na uktad pada promien swiatta réwnolegly do osi optycznej i odlegly od niej o h,
a po wyjsciu z ukladu jest nachylony pod niewielkim katem « do osi, to ogniskowa wynosi f = h/a.

443. Oscylator anharmoniczny tltumiony jest cialem poruszajacym si¢ pod wplywem dwéch sit — sity

Sciggajacej cialo do polozenia réwnowagi i zaleznej od wychylenia (niekoniecznie proporcjonalnie
g ychy

oraz sity tlumiacej, zaleznej od predkosci. Zanotowano kolejne wartosci amplitudy drgan takiego
oscylatora, wraz z odstepami czasu (jednostki dowolne):

A 1,00 0,90 0,81 0,74 0,67

T 1,00 1,06 1,11 1,17 1,22

0,61 055 0,51 0,46 0,42 0,39 0,36 0,33 0,31 0,28 0,26 0,24
1,28 1,34 1,41 1,47 1,53 1,60 1,67 1,74 1,81 1,88 1,95

Jaka zaleznos$¢ pierwszej sity od wychylenia i drugiej sily od predkoéci jest zgodna z ta tabela?

442. 7 rysunku widaé, ze przy ustalonej wartosci h warstwa
powietrza powoduje przesuniecie w strong osi (w do6t)
promienia przecinajacego wnetrze drugiej soczewki, bez
zmiany jego kierunku.

\

To za$ oznacza zmniejszenie kata padania od wewnatrz
na powierzchnie kulista, mniejszg zmiang kierunku przy
zalamaniu i zmniejszenie kata o miedzy promieniem
wychodzacym a osig optyczna. Zgodnie z podanym
uogdlnieniem pojecia ogniskowej ulegnie ona zwigkszeniu.
(Przy duzej odlegtosci migdzy soczewkami promien
wychodzacy zostanie odchylony w odwrotna strone, czyli
ogniskowa stanie si¢ ujemna.)

Jesli miedzy soczewkami znajduje si¢ ptaskoréwnolegta
plytka szklana, to w niej kierunek omawianego promienia
bedzie mniej nachylony do osi niz w powietrzu, czyli
przesuniecie w d6t bedzie mniejsze. Jest to wiec przypadek
posredni miedzy soczewkami stykajacymi sie a soczewkami
rozsunietymi.
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443. Przyjmijmy najprostsze zalozenie, ze sita powrotna jest
proporcjonalna do wychylenia w potedze «, a sita ttumiaca —
do predkosci w potedze 3:

[Fol = klal”,  |Fi] = glol”.
Aby znalez¢ stad zaleznosé okresu od amplitudy, mozna
postuzy¢ sie analiza wymiarows, pomijajac na razie site
ttumiaca (sadzac po niewielkim spadku amplitudy w ciagu
jednego okresu, jest to uzasadnione). Dobieramy wiec
wyktadniki v i w w zaleznosci T = c(k/m)“ A", gdzie ¢
jest stalg liczbowa, a m — masa. Wymiarem stosunku k/m
jest m'~%s2 zatem zgodnos$é¢ wymiaréw nastapi tylko dla
u=—1/2, w= (1 — «)/2. Dane w tabeli nawet ,na oko”
wyraznie wskazuja na odwrotna proporcjonalnosé okresu
do pierwiastka z amplitudy (czterokrotny spadek amplitudy
spowodowal dwukrotny wzrost okresu), tzn. w = —1/2,
a=2.

W celu wyznaczenia wspétczynnika 3 trzeba oprécz analizy
wymiarowej oprzeé si¢ na fakcie, ze dla matych wartosci
AA= A, — A,+1 wielko$¢ ta jest proporcjonalna do
wspdélezynnika ¢, gdyz mala zmiana trajektorii ruchu
ciala jest proporcjonalna do silty, ktora spowodowala te
zmiane. Postepujac jak poprzednio, dobieramy wyktadniki
y 1z w zaleznosci AA = ¢(q/m)(k/m)YA® i otrzymujemy
y=06/2-1, z=(a+1)3/2 — a+ 1. Na podstawie tabeli
mozemy ocenié¢ z na okoto 1,2, gdyz 4-krotny spadek
amplitudy towarzyszyl okoto 5-krotnemu spadkowi AA,
log5/log4 =~ 1,2. Stad 3 ~ 1,5.



