Cho¢ juz w mitologii napisano ,na
poczatku byl chaos”, w matematyce
pojawil sie on dopiero w drugiej potowie
ubiegtego stulecia.

Gestosdé zbioru X w Y oznacza, ze
dowolnie blisko kazdego punktu
nalezacego do Y znajduja sie punkty
ze zbioru X.
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Chaos, widze chaos...
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W Delcie 6(2007) E. Krepska pisala o chaosie pojawiajacym sie przy
przeksztalcaniu odcinka w odcinek. Tym razem zajmiemy si¢ przeksztalceniami
dzialajacymi na ciagach na przykladzie przeksztalcenia Bernoulliego. Jak
pokazemy, mozna tatwo udowodnié¢, ze jest ono ,chaotyczne”. Tylko — co to
wlasciwie znaczy?

Cierpliwosci. Zajmijmy sie najpierw samym kandydatem. Przeksztalcenie
Bernoulliego dziala na nieskoficzonych ciagach a = (a1, a2, as, . ..), gdzie

a; € {0,1}. Dziedzing jest wiec zbiér A = {(a1,as,as,...): a; € {0,1},i € N};
element a € A bedziemy nazywali punktem. W zbiorze A odleglo$¢ miedzy
dwoma punktami mierzymy za pomoca wzoru

> a; — bi
d(a,b) = Z |271|
i=1

Przeksztalcenie Bernoulliego, oznaczone jako o: A — A, ,obcina” pierwszy
wyraz, czyli o(ay,as,as,...) = (as,as,...). Przykladowo:

0(0,1,0,0,1,0,1,1,...) = (1,0,0,1,0,1,1,...).
Ponadto jest ono ciagte.

Dzigki temu, ze po wykonaniu przeksztalcenia Bernoulliego dostajemy punkt
nalezacy do jego dziedziny, mozemy badac jego iteracje, czyli ztozenia z nim
samym. Na przyklad, podwdjna iteracja na punkcie a, oznaczana jako o2(a),
jest réwna o(o(a)). Méwimy, ze punkt a jest okresowy o okresie k, jesli po
wykonaniu k-krotnej iteracji dostajemy ten sam punkt. Wszystkie punkty, ktore
otrzymamy z a, wykonujac kolejne przeksztalcenia, nazywamy orbita punktu a.

Musimy powiedzie¢ jeszcze o jednej rzeczy — co to znaczy, ze przeksztatcenie
jest chaotyczne? Istnieje wiele réznych definicji. Autorem jednej z nich, obecnie
najbardziej popularnej, jest Robert L. Devaney. Mowimy, ze przeksztalcenie jest
chaotyczne, jesli spelnia trzy warunki:

e zbiér punktéw okresowych jest gesty w dziedzinie,
e istnieje orbita gesta w dziedzinie,

e jest wrazliwe na male zmiany warunkéw poczatkowych (czyli punktu,
z ktérego startujemy).

Trzeci warunek nalezy rozumieé¢ w ten sposéb, ze mozemy wybracé taka
odlegtosé, iz gdy wezmiemy dwa bliskie punkty, to w wyniku wielokrotnego
dzialania przeksztalcenia po jakims czasie beda one od siebie oddalone
przynajmniej o te stala. Jest to wlasnie przyczyna probleméw z symulacjami
modeli i obserwacjami przyrody, bo pomiary warunkéw poczatkowych czy
obliczenia komputerowe obarczone sa zawsze bledem (dysponujemy tylko
przyblizeniem dokladnej wartosci), ktéry moze wywolaé duze zmiany wynikéw
w stosunku do przewidywanych. Zwréémy uwage, ze ta definicja opisuje uktady,
ktore sg rzadzone przez prawo w pelni deterministyczne, tj. takie, ze gdy
znamy doktadnie warunki poczatkowe, to umiemy opisaé¢ cata ewolucje uktadu,
natomiast fizyk, biolog czy ekonomista nigdy tak dokladnej wiedzy nie posiada
i z tego powodu obserwuje zachowania w praktyce nieprzewidywalne.

Pokazemy teraz, ze nasze przeksztalcenie spelnia wymienione warunki.
Zauwazmy najpierw, ze punktami okresowymi sa ciagi zbudowane
z powtarzajacego sie bloku znakéw. Dtugosé tego bloku jest okresem punktu.
Przykladowo, jesli punkt (a1, a2, as,aq,as,...) ma okres 3, to skoro

Ug(alv az,as,aq,0s, . . ) - (CL4, as, ae, a7, ag, . . ')7
musi zachodzié¢ a4y = a1, a5 = as, ag = as, ar = a4 = a; itd.
Musimy pokazaé, ze dowolnie blisko kazdego ciagu s € A istnieje punkt
okresowy. Wezmy wiec € > 0 oraz ustalmy n spelniajace nieréwnosé 27" < e.
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Niech s = (s1, $2, 83, ...). Bystry Czytelnik moze zgadnaé, jaki jest punkt
okresowy bliski s, jesli zastanowi sie nad definicja odlegtosci w przestrzeni A.
Waga, z jaka wliczamy réznice na kolejnych miejscach badanych ciagow, jest
coraz mniejsza. Oznacza to, ze ciagi, ktére sa blisko, nie moga si¢ rézni¢ na
miejscach poczatkowych. Wybierajac t = (s1, S2, - - -, Sn, $1, 2, - - .), dostaniemy
d(s,t) < 27™ < e. Dostaliémy wiec jawny wzér na punkt okresowy dowolnie
bliski dowolnego s, co wladnie oznacza gesto$é¢ zbioru punktéw okresowych

w dziedzinie.

Ciekawe, czy tak samo latwo uda sie nam znalezé gesta orbite? Z jakiego ciagu
musimy wystartowac, zeby przez obcinanie pierwszych miejsc ,,podej$é¢ blisko”
do kazdego ciagu w dziedzinie? Chwila namystu pozwala stwierdzié, ze ten
punkt musi mieé¢ ,zapisany” w sobie poczatek kazdego mozliwego punktu, czyli
ciag zer i jedynek o kazdej dtugosci. Uporzadkujmy wiec wszystkie skoniczone
ciagi zerojedynkowe tak, aby byly coraz dtuzsze — najpierw jednoelementowe,
czyli 01 1, potem dwuelementowe, czyli 00, 01, 10, 11, i tak dalej. Dostajemy

s* =(0,1,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,0,0,0,. . )

Jedli s € A, to znajdziemy takie r, ze d(o”(s*),s) < 27" < e. Rzeczywiscie,
obcinajac kolejne pierwsze liczby, otrzymamy poczatek dowolnego ciagu, czyli
— zapisujac formalnie — kolejne iteracje wykonywane na s* tworza gesta orbite.

Zostalo nam sprawdzenie wrazliwosci na male zmiany warunkéw poczatkowych
— wezmy wiec takie s,t € A, ze d(s,t) < e i sprawdzmy, czy zawsze istnieje takie
m, ze po m iteracjach obrazy tych punktow beda daleko od siebie.

7 poprzednich rozwazan wiemy juz, ze takie punkty powinny mie¢ na poczatku

takie same wyrazy, a potem rézne, czyli, na przyktad, t;, = s; dlai=1,...,n,
a nastepnie t, 11 = 1 — s,41. Wtedy d(t,5) < ¢, ale d(a"F1(t), 0" 1(s)) > 1.
Przeprowadzenie rachunkow pozostawiamy Dociekliwemu Czytelnikowi.

To jest juz caly dowdéd — pokazalismy, ze badane przeksztalcenie jest chaotyczne.

Podobnie tatwo mozna pokazaé ciagtosé tego przeksztatcenia. Doktadnemu

Czytelnikowi proponujemy zastanowié sie, w jaki spos6b mozna oszacowaé
d(o(s),o(t)) przez d(s,t).

To jest wlasnie chaos w rozumieniu matematyka. Okazuje sie, ze mozna go
zobaczy¢ na wlasne oczy. .. Nie bylo tak strasznie, prawda?

Laboratorium Tatrzanskie (2)

Deszcz padajacy do gory

Klimat tatrzanski charakteryzuje si¢ znaczna
wilgotnoscia. Woda w stanie cieklym wystepuje

w atmosferze w postaci opadow, mgiel i oczywiscie
chmur. Gwaltowne, choé¢ krétkotrwale ulewy sa
spektakularne (i latwiejsze do zaakceptowania niz
trzydniowy kapusniaczek). Latwo zauwazy¢, ze duze
krople opadajace podczas takich nawalnic uderzaja
w ziemie ze znacznie wieksza predkoscia niz drobne
kropelki mzawki. Zdarza si¢, ze bardzo drobne, lecz
jeszcze dostrzegalne golym okiem kropelki, tworzace
»gruboziarnista” mgle, unosza sie dlugo w powietrzu
i trudno stwierdzi¢ ich opadanie. Mleczne tumany,
ktore unosza sie nad gorskimi grzbietami, utworzone
sa z drobniutkich kropelek, ktorych ruchem rzadza
przede wszystkim wiatr i prady powietrzne, a nie sita
grawitacji. W Tatrach pogoda zmienia si¢ dynamicznie,
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wiec mozna by¢ §wiadkiem wszystkich tych efektow
podczas jednej wycieczki.

Powyzsze zestawienie pokazuje, ze predkosé ruchu
kropel wzgledem powietrza, jaka obserwujemy przy
opadaniu w poblizu gruntu, zalezy od ich promienia.
Jest to przejawem prawidlowosci polegajacej na tym,
ze sita oporu lepkiego F) jakiego doznaje kropla

ze strony powietrza, ros$nie z jej predkoscig v. Dla
malych kropelek i niewielkich predkosci zaleznosé ta
jest dobrze opisana wzorem Stokesa: F'(v) = 6murv,
gdzie p jest wspdlezynnikiem lepkosci dynamicznej
powietrza (u = 1,78 -107° Ns/m2 przy 20°C). Sila

ta dziala przeciwnie do predkosci i wraz z ciezarem
decyduje o ruchu kropli wzgledem powietrza. (Pomijamy
tu wypér, jaki dziala na krople zanurzona w powietrzu,



