Rys. 1

Odlegtosé, ktora nie jest metryka
Andrzej WALAT

Wiele lat temu utozytem zadanie na Warszawski Konkurs Informatyczny dla
uczniéw osmioletniej wéwczas szkoly podstawowej, ktére miato nastepujaca
tredc.

Napisz procedure o nazwie dywan, ktora rysuje losowsa liczbe n < 18 malych
krzyzykéw o boku 20 pikseli i losowych kolorach rozrzuconych losowo na tle
kwadratu o boku 400 pikseli, jak na rysunku 1. Krzyzyki moga sie styka¢ bokami
lub rogami, ale nie moga na siebie nachodzi¢. Nie mogg réwniez wystawaé poza
obszar kwadratu.

W tym artykule omoéwie przyktadowe rozwiazanie zadania, ktérego istotnym
elementem bedzie zdefiniowanie miary, ktéra moze poshuzy¢ do oceny: czy
jaki$ dowolny punkt lezy wystarczajaco daleko od srodkéw juz istniejacych
krzyzykéw, zeby mozna w nim bylo umiesci¢ $rodek kolejnego krzyzyka.
Rozwiazanie sklada sie z kilku krétkich procedur. Treéé¢ glownej procedury ma
tylko dwa wiersze.

oto dywan

narysujKolorowyKwadrat

narysujKrzyzyki losowalistaKrzyzykéw losowa 18
juz

W pierwszym wierszu jest polecenie narysowania kolorowego kwadratu
o zadanych rozmiarach. Oczywiscie, nie jest to polecenie pierwotne Logo i musi
byé zdefiniowane.

W drugim wierszu jest polecenie narysowania krzyzykéw z losowej listy

o dlugosci bedacej losowa liczba naturalng mniejsza niz 18. Kluczowym
elementem w tej konstrukeji jest funkcja o nazwie losowalistaKrzyzykoéw,
ktora dla danej liczby naturalnej n generuje losowa liste n punktéw bedacych
srodkami nienachodzacych na siebie krzyzykow. Jesli n = 0, to wynikiem
funkcji jest lista pusta. W przeciwnym przypadku wynikiem jest odpowiednie
przedtuzenie listy n — 1 elementowej o jeden losowy punkt. Mozna to zapisac¢
w Logo w nastepujacy sposob.

oto losowalistaKrzyzykéw :n

jesli :n =0 [wynik [1]

wynik przediuzenie losowalistaKrzyzykéw :n - 1 losPkt

juz

W powyzszej definicji korzystamy z dwéch funkeji pomocniczych. Wynikiem
funkcji 1osPkt jest losowo wybrany punkt z wnetrza kwadratu, lezacy

w odpowiedniej odleglosci od brzegu, aby krzyzyk o srodku w tym punkcie nie
wychodzit poza kwadrat.

oto losPkt
wy [-170 -170] + losowa [341 341]
juz

Funkcja przedtuzenie dla danej listy 1Pkt srodkéw niekolidujacych ze soba
krzyzykéw oraz punktu p daje w wyniku przedluzenie tej listy o punkt p, jesli
nie koliduje on z punktami na liScie, albo o jaki$ inny losowo wybrany punkt
niekolidujacy z punktami na lidcie.

oto przediuzenie :1Pkt :p

jesli brakKolizji? :p :1Pkt [wynik nap :p :1Pkt]

wynik przedituzenie :1Pkt losPkt

juz

Musimy jeszcze zdefiniowaé funkcje logiczng brakKolizji?, ktérej wynikiem
jest prawda, w przypadku, gdy dany punkt p nie koliduje z zadnym punktem na
danej liscie 1Pkt, albo — w przeciwnym przypadku — falsz.
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Rys. 2

oto brakKolizji? :pkt :1Pkt

jesli puste? :1Pkt [wynik "prawdal

jesli odlegtosé :pkt pierw :1Pkt < 3 [wynik "fatsz]

wynik brakKolizji? :pkt bp :1Pkt

juz

I tu wreszcie odwolujemy sie do funkcji odlegtosé. Punkt p1 koliduje

z punktem p2, gdy odlegto$¢ p1 od p2 jest mniejsza niz 3. Ale nie chodzi w tym
przypadku o zwykla odleglosé euklidesowa, tylko o odleglos¢ zdefiniowana

w nastepujacy sposob.

oto odlegtos¢ :pl :p2
wynik (ilorazc abs ((pierw :pl) - (pierw :p2)) 20)

+ ilorazc abs ((ost :pl) - (ost :p2)) 20
juz
Przyjmujemy, ze dla danych dwoch punktéow pl i p2 ich odlegloéé to suma
ilorazow catkowitych réznic ich odpowiednich wspélrzednych przez dtugo$é boku
krzyzyka 20.

Rysunek 2 przedstawia kolo o promieniu 3, tj. zbior punktéw, ktérych odleglosé
od punktu zaznaczonego kropka jest mniejsza niz 3.

FLatwo sprawdzié, ze jest to wlasnie to, o co nam chodzi. Jesli umiescimy krzyzyk
w zaznaczonym Ssrodku, to juz w zadnym innym punkcie zacieniowanego obszaru
nie mozna umiescié¢ $rodka innego krzyzyka, natomiast kazdy punkt poza tym
obszarem jest akceptowalny.

Na koniec jeszcze jedna uwaga. Scistym matematycznym odpowiednikiem
potocznego pojecia odleglosci jest pojecie metryki. Metryka to funkcja M, ktora
kazdej parze punktéow pl, p2 pewnej przestrzeni X przyporzadkowuje nieujemna
liczbe rzeczywista M(p1l,p2) spelniajaca nastepujace warunki.

M(p1,p2) =0 < pl =p2
M(p1,p2) = M(p2,p1)
M(p1,p2) + M(p2,p3) >=M(p1,p3).

Nasza odlegtos¢ spetnia tylko jeden z trzech aksjomatéw metryki, pomimo tego
jest bardzo uzyteczna miara pozwalajaca stwierdzaé, czy dwa punkty sa za
blisko, czy wystarczajaco daleko.

W aneksie do tego artykulu na stronie WWW Delty jest pelny zestaw procedur
stanowiacych kompletne rozwiazanie zadania i jeszcze kilku uwag odnoszacych
sie do pytan, jakie moze nasuwaé przedstawiony powyzej problem i jego
rozwiazanie, na przyklad: skad sie wziela w tresci zadania magiczna liczba 187
I czy mozna ja zamieni¢ na jakas inna liczbe — powiedzmy, 257

Rozwigzanie zadania M 1213.
Wykazemy, ze taki podzial nie jest mozliwy. W tym celu wystarczy udowodnié¢, ze liczby 14 - 14 = 196
nie mozna przedstawi¢ w postaci 10a + 27b, gdzie a, b sa liczbami catkowitymi nieujemnymi.

Z zaleznosci 196 = 10a + 27b wynika, ze cyfra jednosci liczby 27b jest 6. Jednak wtedy cyfra jednosci
liczby b wynosi 8. Stad w szczegdlnosci otrzymujemy b > 8. Wobec tego 196 > 27 - b > 27 - 8 = 216.
Uzyskalidmy sprzecznos$é, ktéra dowodzi, ze zadany podzial nie jest mozliwy.

Rozwigzanie zadania M 1215.

- Przypus$émy, ze 3a # 2b i przyjmijmy n = |3a — 2b|. Wtedy n > 0, a wiec liczby an + 2 oraz bn + 3

majg wspélny dzielnik d > 1. Zatem liczba d jest takze dzielnikiem liczby
3(an +2) — 2(bn + 3) = n(3a — 2b) = +n”,
oraz liczby
(an+2)—(bn+3) =n(a—>b) — 1.

Uzyskali$my sprzecznoéé, poniewaz liczby +n? i n(a — b) — 1 sa wzglednie pierwsze: kazdy dzielnik
pierwszy p liczby n? jest takze dzielnikiem liczby n, a wigc p nie moze by¢ dzielnikiem liczby
n(a — b) — 1. Wobec tego 3a = 2b.
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