Mozemy przyjaé, ze zaczynamy gre od
dnia, nie tracac ogdlnosci — rownie dobrze
mogliby$my zaczaé gr¢ w nocy i dodaé
jednego miastowego, ktory zostanie

w trakcie niej zabity.

n!! to n dwusilnia, czyli iloczyn co drugiej
liczby calkowitej dodatniej, koniczacy
si¢ na n. Np. 6!l =2-.4.6 =48,
M=1-3-5-7=105.
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Mafia, zdradziecka parzystos¢ oraz
Piotr MIGDAL"

Mafia to jedna z towarzyskich gier psychologicznych. Jej osia jest wzajemne
zwalczanie si¢ dwéch grup — mafii i miastowych. Czlonkowie mafii znaja sie
wzajemnie i maja dodatkowe mozliwosci dzialania, za to miastowi stanowia
liczniejsza grupe.

Na poczatku gry kazdy uczestnik ciagnie los, czy zostanie miastowym, czy
cztonkiem mafii. Rozgrywka jest podzielona na naprzemienne fazy dnia i nocy,
konczy sie za$, gdy przy zyciu pozostanie tylko jedna grupa. Podstawowe
dzialania w trakcie dnia to jawna dyskusja i linczowanie uczestnikow wybranych
w drodze wickszosciowego glosowania, w nocy zas — tajne naradzanie si¢ mafii

i zabijanie przez nig miastowego.

Mozna bawi¢ sie, grajac w mafie lub... zabawié¢ sie w jej matematyczne
modelowanie.

Skupimy sie na najprostszej wersji gry w mafie, w ktorej mamy jednego czlonka
mafii oraz ¢ miastowych, bez zadnych dodatkowych postaci (czyli sumarycznie
¢+ 1 uczestnikéw). Pominiemy czesé psychologiczna. W szczegdlnosci

zalozymy, ze mafiozo nie ujawni w czasie gry swojej tozsamosci na drodze
przejezyczenia, przybrania koloru buraka ani jakiejkolwiek innej. Tym samym
zaden miastowy nie ma przestanek wnosi¢, kto moze by¢ w malfii, i glosuje

za linczowaniem kogokolwiek oprocz siebie. Oczywiscie, mafiozo glosuje na
dowolnego miastowego. W tym przypadku opis gry znacznie si¢ upraszcza, gdyz
w ciagu dnia zostaje zlinczowana losowa osoba. W trakcie nocy zawsze ginie
jeden miastowy.

Gdy mamy do czynienia z jednoosobowa mafia, prawdopodobienstwo jej
wygrania to nic innego, jak iloczyn prawdopodobienstw tego, ze kazdego dnia
zostanie zlinczowany miastowy. Dla ustalenia uwagi, zaczynamy gre od fazy
dnia. Otrzymujemy wzér na prawdopodobienstwo w wygrania mafii w zaleznosci
od poczatkowej liczby miastowych c:
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Zdradziecka parzystosé

Powyzszy wzér ma pewne, zalezne od parzystosci ¢, wlasnosci, niejako
zamaskowane w dwusilniach. O ile dodanie dwéch miastowych ewidentnie
zmniejsza szanse wygrania mafii, czyli w(c+ 2) < w(c), tak juz by¢ nie musi
w przypadku dodania tylko jednego miastowego. Jak si¢ okazuje, dodajac
parzystego miastowego, zwickszamy szanse wygrania mafii! Dla ilustracji tego
zjawiska postuzmy sie prostym przyktadem.

Rozwazmy sytuacje, w ktérej na starcie mamy jednego mafiozo i jednego
miastowego. Mafia wygrywa tylko wtedy, gdy zostanie zlinczowany miastowy.
Z uwagi na oczywisty remis wybor ofiary jest dokonywany np. na podstawie
rzutu moneta, co daje w(l) = % Gdy na starcie jest jeden mafiozo i dwéch
miastowych, réwniez mafia wygrywa tylko wtedy, gdy zostanie zlinczowany
miastowy (drugiego dobije w nocy). Tym razem trudniej ja upolowac i w(2) = 2.

Mozna podejrzewaé, ze natkneliSmy sie na zjawisko wynikajace z doboru
konkretnych warunkéw brzegowych (tj. ustalenia, ze w przypadku remisu ginie
losowa osoba, a nie np. miastowy) lub rozwazania zbyt malej liczby miastowych.
Pierwsza z mozliwosci z tatwoscia rozpatrzy Czytelnik Dociekliwy, druga

opisze ponizej.

Udowodnimy, ze zawsze dodanie parzystego mieszkanca zwieksza szanse
wygrania mafii. Przy szacowaniu réznicy w(2k) — w(2k — 1) bedziemy korzystaé
z niezbyt skomplikowanej nieréwnosci

(n+1)(n—1) <n.
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Wykres szans wygrania jednoosobowej
mafii. Punkty reprezentuja $ciste wyniki
w(c), linie za$ sa ich przyblizeniami —
ciagla dla parzystej liczby mieszkancow c
i przerywana dla nieparzystych c.

»Matematyczny model gry

w mafi¢” — praca licencjacka na
Wydziale Matematyki, Informatyki

i Mechaniki Uniwersytetu
‘Warszawskiego, napisana pod opieka
prof. Jacka Migkisza, dostgpna na stronie
http://migdal.wikidot.com/mafia

W ten sposéb otrzymujemy

w(2k) —w(2k —1) =
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zatem w istocie w(2k) > w(2k — 1).

Jak widaé¢, ten prosty model gry w mafie daje wyniki, ktére moga by¢
nieintuicyjne. Jako przyktad rozwazmy taka sytuacje: jest nas czterech i chcemy
zagraé z jednym mafiozo. Ma on szanse wygrania w(3) = 3 = 0,375. Jesliby
zaprosi¢ dodatkowe pie¢ osob i gra¢ w dziewiatke, wcigz z jednym mafiozo,
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szanse wygrania mafii wzrosng do w(8) = 37z ~ 0,406.

Kolejny sposéb na wyznaczenie liczby

W sytuacjach praktycznych czesto cenniejszy jest przyblizony wzor, ktéry ma
prosta postaé, niz doktadny, lecz skomplikowany. Rozwazmy usrednienie w(c)
dla sasiedniej parzystej i nieparzystej wartosci. Srednia geometryczna doskonale
nadaje sie do tego celu, gdyz zastosowanie jej znacznie uprosci wynik:
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Coz, wynik rzeczywiscie prosty, jednak przez usrednienie otrzymaliSmy
funkcje monotoniczna, pozbawiona ,zabkéw”. W celu zbadania, na ile dodanie
parzystego miastowego zwieksza szanse wygrania mafii, obliczmy stosunek
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Powyzsze wyrazenie na pierwszy rzut oka nie wyglada zachecajaco. Czyzbysmy
dotarli do martwego punktu? Nie! Natrafiliémy na wyrazenie, ktére jest zbiezne
przy k dazacym do nieskonczono$ci. Jest ono znane w matematyce jako wzér
Wallisa:
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Czyli przy liczbie mieszkancéw dazacej do nieskonczonosci dodanie parzystego
miastowego zwieksza szanse wygrania mafii o czynnik 7/2. Tym samym
otrzymujemy sposéb na doswiadczalne wyznaczenie liczby 7. Jeden z wielu, dosé
niepraktyczny, ale za to jakze oryginalny!

Co wiecej, mozemy pokusi¢ sie o wypisanie przyblizonych wzoréw na szanse
wygrania mafii w zaleznosci od parzystosci liczby mieszkancéw. W tym celu
przyblizymy odpowiedni stosunek przez jego granice

w —-1/2
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No dobrze, ale czy takie rozwazania maja praktyczne zastosowanie?
Prawdopodobnie mozna zrobié¢ eksperyment psychologiczny, poréwnujacy
rzeczywiste wyniki z wyidealizowana teoria. Na pewno zas$ — napisaé prace
licencjacka o grze w mafie.
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