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Wymienione w tytule tematy uchodza za trudne. Tym wazniejsze jest zaczaé

od rzeczy prostych i powszechnie znanych. Wezmy pewien zbiér o skonczonej liczbie
elementow i jego réznowartosciowe przeksztalcenie na siebie, czyli permutacje. Dla
lepszego efektu wizualnego bedziemy sobie wyobrazaé zbiér czarnych lub biatych
kwadratéw wypelniajacych pola kwadratowej tablicy 32 x 32 oraz permutacje, dla
ktérej w i-tym wierszu i j-tej kolumnie tablicy umieszczamy kwadrat poprzednio
znajdujacy sie w wierszu o numerze (i + j) mod 32 oraz kolumnie o numerze

(2i 4 j) mod 32. Wyniki wielokrotnego ztozenia takiej permutacji dla pewnego
wyjsciowego utozenia kwadratéw przedstawione sa na rysunku 1: po wykonaniu

32 iteracji otrzymujemy taki sam wzor jak na poczatku.

Czy podobne efekty — powracanie zbioru do stanu wyjsciowego po wielokrotnym
wykonaniu pewnego przeksztalcenia — mozemy zaobserwowaé takze dla zbioréw
nieskonczonych? Aby odpowiedzieé¢ na to, intuicyjnie zrozumiale, ale nie do konica
precyzyjne pytanie, przypatrzmy sie¢ jeszcze trzem do$¢ prostym przyktadom.

Obrét na okregu. Niezbyt skomplikowanym przyktadem zbioru nieskonczonego jest
odcinek [0, 1]. Zeby uniknaé klopotéw zwiazanych z tym, iz odcinek ma konce,
mozemy utozsami¢ jego lewy koniec z prawym — otrzymamy wtedy okrag dtugoéci 1,
ktérego punkty ponumerowane sa liczbami rzeczywistymi od 0 do 1 (tyle ze jedynke
skleiliSmy z zerem). Dla takiego okregu oraz a € (0,1) okreslimy przeksztalcenie R,
nastepujacym wzorem:

Ry(z)=z+a—|z+«af.

Symbol czesci caltkowitej |- |, wystepujacy w tej definicji, zapewnia, ze gdy liczba

x + « przekracza 1, przeksztalcenie R, umieszcza ja z powrotem na odcinku [0, 1]

w takiej samej odleglosci od 0, w jakiej liczba x + « znajduje sie ,na prawo” od 1.
7 tego wzgledu przeksztalcenie R, mozemy wyobrazaé sobie jako przesuwanie
punktéw naszego okregu o odcinek « (rys. 2). Jezeli « jest liczba wymierna, ktéra
mozemy zapisa¢ w postaci ulamka nieskracalnego Z, nietrudno bedzie przekonaé sie,
ze po g-krotnym wykonaniu przeksztalcenia R, kazdy punkt okregu wréci na swoje
wyjéciowe miejsce. Mozemy te wlasnosé powracania wyrazi¢é w madry sposéb,
moéwiac, ze dla dowolnego punktu xg, lezacego na okregu, jego dodatnia orbita

O*(z0) = {Ra(z0), B2 (0), B3 (x0), ...}

przechodzi przez punkt x¢ (oznaczamy RZ(z) = Ra(Ra(z0)) = Raa(z0),
R3(20) = Ra(R2a(70)) = R3a(7o) itd.). Dla a niewymiernego tak sformutowana
wlasnosé powracania nie zachodzi, nie sposéb sie jednak oprze¢ wrazeniu, ze

w wyniku wielokrotnego przeksztalcania punkt xzg powrdci ,w poblize” swego
polozenia wyjsciowego. Mozemy to wyrazi¢ nastepujacym stwierdzeniem

Wtasno$é powracania: Dla dowolnego punktu poczatkowego xq
i dowolnego jego otoczenia U orbita O (z) przecina U.

Uzywajac madrych stéw, moglibySmy powiedzieé, ze R, ma wtasnosé topologicznej
tranzytywnosci oraz ze jest przeksztalceniem prawie okresowym.

Skosny obrét torusa. Innym prostym przykladem zbioru nieskonczonego jest
kwadrat o boku 1. Zeby nie klopotaé si¢ jego brzegiem, wykonamy operacje podobna
do sklejania koncéw odcinka, tyle ze teraz nalezy skleié¢ przeciwleglte boki tak, by
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Rys. 3. Sklejenie przeciwlegtych bokéw
kwadratu zgodnie z kierunkiem strzalek
daje torus.
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Rys. 4. Wykres funkcji
1
T(z) =z + A sin? ()

oraz graficzny sposéb znajdowania
wartosci kolejnych iteracji tego
przeksztalcenia.

Przeciwobrazem zbioru A przy
przeksztalceniu T : X — X nazywamy
zbiér T~! = {z € X : T(z) € A}. Symbol
T~" oznacza przeciwobraz przy
przeksztalceniu T.

kierunki strzatek na rysunku 3 sie zgadzaly. W ten sposob otrzymujemy torus.
Punkty tego torusa mozemy opisa¢ dwiema wspélrzednymi (z,y) odpowiednich
punktéow kwadratu, przy czym 0 < x,y < 1. Na torusie mozemy zdefiniowad
nastepujace przeksztalcenie:

T(x,y) = (x,x+y— [z +y])
przyporzadkowujace danemu punktowi torusa pewien inny punkt. Poniewaz
wspolrzedna x nie zmienia si¢ przy tym przeksztalceniu, dziatanie T sprowadza sie
do przesuwania punktéw odcinka z = const o z ,w gére” (lub, réwnowaznie, obrotu
odpowiedniego okregu o x), a zatem przeksztalcenia rozwazanego w poprzednim
przyktadzie. Wynika stad, ze sformulowana powyzej wlasno$¢ powracania jest
spelniona takze dla przeksztalcenia 7'

Siodlo—wezel na okregu. Po tej rozgrzewce mozemy przystapi¢ do analizy nieco
trudniejszego przykladu. Rozwazmy przeksztalcenie T : [0,1) — [0, 1) okreSlone
wzorem: 1

T(x)=z+ 3 sin? (7).
Mozemy uwazacé je za réznowartoéciowe przeksztalcenie okregu na siebie. Jak wygladaja
orbity tego przeksztalcenia? Najprosciej przekonaé si¢ o tym, rysujac wykres T'(z)
i pamietajac, ze T"(z) = T(T" ! (x)). Wynik iterowania przeksztatcenia T dla
pewnego dowolnie wybranego punktu zy przedstawiony jest na rysunku 4. Widzimy,
ze dla dowolnego punktu poczatkowego xg # 0 orbita O () sktada si¢ z wyrazéw
clagu x, = T™(xg), ktéry jest zbiezny do... No wladnie, powiedzielibysmy odruchowo,
ze jest zbiezny do 1, ale utozsamiliSmy jedynke z zerem. Widzimy zatem, ze punkt 0
ma ciekawa wlasnoé¢: odpycha punkty lezace oden na prawo, a przyciaga te lezace
na lewo. Przez analogie do sytuacji, z jakimi spotykamy sie przy przeksztalceniach
dwuwymiarowych, mozemy nazwa¢ go punktem typu siodio—wezel.

Latwo zauwazy¢, ze jedynie jednopunktowa orbita OT(0) = {0} punktu 0 ma
rozwazang poprzednio wlasnoéé powracania. Dla xg # 0 orbita OT (z) rozmija si¢
z dostatecznie malym otoczeniem punktu xg.

Miara. Na podstawie trzech przyktadéw doszliémy do wniosku, ze jedne
przeksztalcenia majg wlasnosé powracania, a inne jej nie maja, przynajmniej

w wersji, jaka podaliSmy. Czy nie da si¢ lepiej? Czy mozna sformutowaé jakies
ogoblniejsze twierdzenie dotyczace powracania? Okazuje sig, ze mozna. Niezbedne
bedzie do tego pojecie miary zbioru, a doktadniej miary probabilistyczne;j.

Sama nazwa wskazuje na to, ze pojecie miary wprowadzono po to, by okreslaé, jak
,duzy” jest zbiér. Scista definicja miary jest do$é¢ techniczna, choé intuicyjna,
ograniczymy sie zatem do podania wtasnoéci miary. Ot6z miara na zbiorze X jest
funkcja okre$long na pewnej rodzinie podzbioré6w X o odpowiednich wlasnosciach.
Funkcja ta, ktéra bedziemy oznaczaé przez u, spehia:

a) u(@) =0,
b) dla A C B zachodzi u(B\ A) = p(B) — u(A),
c) jesli Ay, A, ... sg parami rozlaczne, to p(|J Ai) = D pu(Ai).

Miare nazywamy probabilistyczng, jesli p(X) = 1.

Nikt nie zdziwi sie chyba, ze dobra miarg dla odcinka jest jego dlugoéé¢, miara dla
(otwartego) podzbioru plaszezyzny — jego pole. Rozszerzenie tej intuicji na bardziej
ztozone przypadki prowadzi do pojecia miary Lebesgue’a, w ktore nie bedziemy si¢
bardziej szczegdlowo zaglebiac. Istnieje wszakze jeszcze jeden prosty przyklad miary.
Kazda gospodyni prowadzaca tzw. salon wie, ze o jego randze decyduje nie ogdlna
liczba gosdci, lecz liczba gosci znamienitych. Najprostszym odpowiednikiem takiego
pomystu jest wyrdznienie w zbiorze X pewnego punktu xy i powiedzenie, ze u(A) =1
wtedy i tylko wtedy, gdy z¢ € A, a w przeciwnym przypadku p(A) = 0. Taka miare
nazywamy miarg Diraca 1 oznaczamy d,,; jej uogélnienie na dowolng skorniczona
liczbe wyrdznionych punktéw jest oczywiste.

Dla przeksztalcenia T : X — X miara u jest niezmiennicza, jedli p(T~1(A)) = p(A).
Dla obrotu na okregu, R, oczywistym przykladem miary niezmienniczej jest miara
Lebesgue’a, w szczegblnosci dtugosé odcinka nie zmienia sie przy réwnomiernym
przesunigciu wszystkich punktéw. Ale dla obrotu postaci R/, sa jeszcze inne miary
niezmiennicze — postaci

1
(*) = O+ 0t oot Oy at).
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Rys. 5. Przeksztalcenie piekarza.

Jesli obrét jest niewymierny, jedyna miarg niezmiennicza jest miara Lebesgue’a.
Ma ona wéwczas nastepujaca

Wtasno$é ergodycznoéci: Jedli T71(A) = A, to u(A) = 0 lub p(A) = 1;
jedyne podzbiory niezmiennicze — zbior pusty i caly okrag — sa trywialne
W sensie miarowym.

W przypadku skosnego obrotu torusa naturalng miara niezmiennicza dla 7" jest miara
Lebesgue’a: prostokat [a, b] X [c, d] jest przeksztalcany na réwnoleglobok o wysokosci
b — a i dlugosci podstawy d — c. Ale istnieja tez miary postaci

u(la, bl x [¢,d]) = 6z, ([a, b]) - pa([c, d]),
gdzie pp jest miara Lebesgue’a na okregu (miary ,skupione” na okregu danym przez
x = xg) lub, dla zy = p/q, miarg dana wzorem (*).

Interesuja nas czesto ,typowe” wlasnosci, spetnione dla prawie kazdego obiektu.
Istnieja dwa sposoby rozumienia tego zwrotu: ,prawie kazdy” oznacza kazdy

z wyjatkiem elementéw skonczonego zbioru punktéw lub kazdy z wyjatkiem
elementow pewnego zbioru miary zero. Bedziemy si¢ dalej postugiwaé drugim
znaczeniem tego zwrotu. Mozemy teraz sformutowaé pewne bardzo wazne
twierdzenie.

Twierdzenie Poincarégo o powracaniu. Niech przeksztalcenie T : X — X
zachowugje probabilistyczng miare pu. Wtedy dla kazdego zbioru A o mierze u(A) > 0
prawie kazdy punkt xq € A powraca do A, tzn. dla pewnego n > 0 zachodzi

" (wo) € A.

Dowdd. Niech B bedzie zbiorem tych punktéw A, ktére nigdy nie powracaja do A.
W szczegdlnosci, dlan > 012z € B mamy T"(z) ¢ B, czyli x ¢ T~"(B), a wiec
T-"(B)N B = @. Stad

T'B)NT ' ™B)=T"YT""(B)nB) =T"Y(2) = 2.
Analogicznie, dla dowolnego k € N zachodzi T~%(B) N T~*~"(B) = @. Zatem
zbiory postaci T~ "(B) sa parami rozlaczne oraz maja taka sama miare. Gdyby
zachodzito p(B) > 0, to z wlasnosci ¢) w definicji miary mieliby$my
p(UT™(B)) = >_", w(B) = o0, co byloby sprzeczne z tym, ze | JT " (B) C X
oraz p(X) = 1. Musi zatem zachodzié¢ p(B) = 0. O

Teraz mozemy na nowo rozwazy¢ siodto—wezel na okregu. Zero musi si¢ znajdowaé
w kazdym podzbiorze A C X o dodatniej mierze niezmienniczej. Ale wtedy zwrot
prawie kazdy punkt o € A oznacza, ze o = 0. Ten punkt nie opuszcza zbioru A.

Przeksztalcenie piekarza. Oméwione na wstepie przyktady ilustruja dosé
szczegblne mechanizmy powracania. Warto uzupelni¢ te liste jeszcze jednym
przykltadem. Rozwazmy przeksztalcenie kwadratu jednostkowego dane wzorem

T(x’y)_{(zx,g) dlaaz<%,

(2x—1,%1) dla z > %

Drzialanie tego przeksztalcenia pokazano na rysunku 5: sptaszcza i rozciaga ono
wyjsciowy kwadrat do prostokata o podstawie 2 i wysokosci %, nastepnie rozcina
uzyskany prostokat na dwa prostokaty o podstawie 1, a w koncu uktada te prostokaty
jeden na drugim, tak ze znowu powstaje kwadrat jednostkowy. Z uwagi na to
rozciaganie i $ciskanie (operacje doskonale znane kazdemu, kto kiedykolwiek wyrabial
ciasto drozdzowe) przeksztalcenie piekarza zachowuje (dwuwymiarowa) miare

Lebesgue’a. Okazuje sig, ze przeksztalcenie to ma nastepujaca

Wtasno§é mieszania: lim,,_,o u(T7"(A) N B) = p(A) - u(B), czyli
po duzej liczbie iteracji przeksztalcenia T obraz T"(A) dowolnego
zbioru A rozklada sie prawie réwnomiernie po calym kwadracie.

Witasnosé mieszania jest silniejsza od wlasnosci ergodycznoéci; ta druga wynika
z pierwszej. W szczegdlnosci obrdt niewymierny na okregu nie jest mieszajacy,
chociaz jest ergodyczny.

Podsumowanie. Chociaz dowdd twierdzenia Poincarégo o powracaniu wydaje sie
oczywisty 1 malo subtelny, twierdzenie to wywolywalo (i najwidoczniej nadal
wywoluje) dyskusje natury filozoficznej. Sa one najczesciej zwiazane z probami
zastosowania go do ukladéw ztozonych z duzej liczby czastek — standardowym
przykladem jest gaz skupiony w poléwce zbiornika, z ktérego usuwamy przegrode.
Tymi tematami zajmiemy sie w drugiej czedci artykutu.
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