Siedmiokata foremnego nie mozna skonstruowac cyrklem i linijka,

Liczby zespolone to punkty ptaszczyzny,
na ktérej obrano dwa punkty, mianujac
je zerem i jedynka;
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dodaje si¢ te liczby tak, jak wektory
zaczepione w 0,

Z1° 22

a mnozy, budujac tréjkat 0z2(z1 - z2)
podobny i majacy te¢ samg orientacje¢, co
tréjkat 0lz;; inaczej: trzeba odcinek 0Ozo
przedtuzy¢ |z1| razy (]z| to odleglosé z
od 0) i obrécié¢ o kat 10z;.

Na prostej 01 te rachunki dzialajg tak,
jak na (zwyklej) osi liczbowej, czyli
punkty tej prostej mozna traktowad
jak liczby rzeczywiste.

Rys. 1

Rys. 2

a pieciokat foremny mozna. Obok pokazana jest
konstrukcja dziesigciokata foremnego — kolorowy
odcinek ma dtugos$¢ boku dziesigciokata
foremnego wpisanego w wiekszy okrag, a wiec
biorac co drugi z wierzchotkéw takiego
dziesigciokata, otrzymamy pieciokat foremny.
Konstrukcja jest — jak wida¢ — bardzo prosta.
Ma tylko te wade, ze nie wskazuje, jak
konstruowaé inne wielokaty foremne.

Konstrukcja dziesieciokata foremnego

Dziewietnastoletni Carl Gauss (w 1796 roku) skonstruowal pigciokat w zupelnie
inny sposéb. Spos6b ten ma z kolei te wade, ze uzywa (prawda, ze bardzo
oszczednie, ale jednak) liczb zespolonych. Natomiast ma te zalete, ze stosujac go,
mozna skonstruowa¢ wszystkie n-katy foremne, dla ktérych taka konstrukcja
moze istnie¢ i dla ktérych n jest liczba pierwsza. W konsekwencji, postugujac sie
ta konstrukcja, mozna skonstruowaé¢ wszystkie wielokaty foremne, dla ktérych
konstrukcja cyrklem i linijka jest mozliwa. Juz Euklides udowodnil bowiem, ze
jesli umiemy skonstruowaé p;-kat foremny dla (réznych) liczb pierwszych p;,
1=1,2,...,m, to umiemy skonstruowaé¢ n-kat foremny dla

n:Ql.pl .p2.....pm,
gdzie [ jest dowolng liczbg naturalna.

Konstrukcje Gaussa stosuja sie do tzw. liczb pierwszych Fermata, czyli liczb
pierwszych postaci 92" + 1. Czterdziesci lat po konstrukeji Gaussa Pierre Wanzel
wykazal, ze dla innych liczb pierwszych konstrukcja nie jest mozliwa. Nie znaczy
to, ze wiemy w tej sprawie juz wszystko, bo znamy tylko pie¢ liczb pierwszych
Fermata: 3, 5, 17, 257, 65537, i nie wiemy, czy istnieja jeszcze inne.

Uzycie liczb zespolonych w konstrukeji Gaussa jest oszczedne: pojawiaja sie
jedynie pierwiastki z jednosci. Pierwiastek n-tego stopnia z jednoéci to taka
liczba z (w tym przypadku zespolona), ktéra podniesiona do n-tej potegi daje 1.
Oznacza to (jak latwo zauwazy¢, postugujac sie definicja mnozenia liczb
zespolonych), ze z obrécone o (n — 1)-krotnos$¢ kata 10z wokol 0 staje sie
jedynka.

Zapewne nie od razu zobaczymy, ze wszystkie pie¢ punktéw na okregu
na rysunku 1 to pierwiastki piatego stopnia z jednosci. Zauwazmy jednak, ze
nie przez pomylke ponumerowane zostaly ,u gory” — faktycznie sa to potegi z.

Natomiast od razu widzimy, ze sa to wierzcholki pieciokata foremnego. Korzys$é
—

z tego spostrzezenia jest taka, ze suma wektoréw 0z% jest réwna zeru — uktad jest
zrownowazony, zaden z wektoréw nie ma przewagi. Zatem

(%) A4 B4+ 4241=0.
A teraz sztuczka (a jakze, Gaussa): poniewaz 1 = z - z
réwnanie (x) mozemy zapisaé jako

2 2
1 1 1 1 1 1
0:+2+z2+z+1:(z+>+<(z+> —2>+1:(z—|—> +(z+>—1.
z z z z z z

Jedli wiec oznaczymy z := z + 1/2 = z + 2%, to otrzymamy réwnanie

—1+V5

5 .
Odcinek o dtugoéci (v/5 — 1)/2 tatwo skonstruowaé cyrklem i linijka, a rysunek 2
pokazuje, jak zastosowaé to do znalezienia potozenia z (i 2*) na okregu
jednostkowym, czyli jak skonstruowaé pieciokat foremny. Ten sposéb
rozumowania daje sie uzyé w przypadku, gdy 5 zastapimy dowolng z liczb
pierwszych Fermata (oczywiscie, im taka liczba bedzie wieksza, tym
rozumowanie dtuzsze).

4= 22. 23, wiec

2?42 —-1=0; zatem z=

Dlaczego jednak nie da sie go uzy¢ np. do konstrukcji siedmiokata foremnego?
Sprébujmy.
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Uzyskane réwnanie ma nawet trzy
pierwiastki, bo dla = —2,—-1,0,1,2
przyjmuje odpowiednio wartoéci
—1,1,—1,—-1,7, czyli zmienia znak
miedzy —2 i —1, migdzy —1 i 0 oraz
miedzy 1 i 2.

Nie oznacza to, ze zadania konstrukcyjne
opisywane przez réwnania stopnia
trzeciego moga nam daé jedynie odcinki
o dlugosciach wymiernych.
Poszukiwanym przez nas rozwigzaniem
moze by¢ niewymierny pierwiastek
réwnania, ale réwnanie to musi mieé
réwniez pierwiastek wymierny (ktéry
moze wcale nie pojawié¢ si¢ podczas
konstrukcji), by konstrukcja byta
mozliwa.

Réwnanie 28 4 25 + 2% + 23 4+ 22 + 24+ 1 = 0, gdzie 2z to pierwiastek siédmego
stopnia z jednosci, daje sie zastapi¢ przez

11 1
S+ S+ 5+ 4+ z2+1=0.
z z z

1\* 11 1 1
Poniewaz <z+> :ZS+3Z+3*+*3: <z3—|—3> —|—3(z—|—>
z z oz z z

2

) 1 9 1 5 1 .

ilz+-) =27+24+ 5 =(2"+5 ) +2, wigc
z z z

1 1\? 1\° 1
z4+—-]+(z4+—-) =2+ |2+-) =3[2z2+-]+1=0,
z z z z
czyli po podstawieniu z := z + % mamy
() B +2 -2 —1=0.
Roéwnanie to, jak kazde réwnanie stopnia nieparzystego, ma pierwiastek
rzeczywisty, ale nie jest jasne, czy warto go szukaé, bo interesuja nas tylko takie
wartosci, ktére mozna uzyskaé z 1 przez stosowanie dodawania, odejmowania,

mnozenia i dzielenia oraz wyciggania pierwiastkéw kwadratowych, bo tylko takie
dzialania daja sie zrealizowa¢ za pomoca cyrkla i linijki.

I faktycznie nie warto — wspomniany juz Wanzel udowodnit, ze:

jesli dtugosé odcinka da sie opisac rownaniem stopnia trzeciego o wspotczynnikach
wymiernych, to odcinek taki da sie skonstruowaé z odcinka o dlugosci 1 wtedy
1 tylko wtedy, gdy réwnanie to ma pierwiastek wymierny.

Mysl Wanzela mozemy sobie przyblizy¢, rozpatrujac na poczatek sytuacje, gdy
dlugoéé rozpatrywanego odcinka jest liczba postaci I = p + ¢v/2, a réwnanie,
ktore ja opisuje, to 2% + ax? + bx + ¢ = 0, gdzie liczby p, ¢, a, b, ¢ s3 wymierne
(symbolicznie: naleza do Q). Podstawiajac [ do réwnania, otrzymujemy
P° +3p%qV2 + 6pg® + ¢*V2 + a(p® + 2pgV2 + 2¢*) + b(p + qV/2) + ¢ = 0,
z czego wynika, ze 3p2q + ¢° + 2apq + bg = 0, bo sa to wspélczynniki przy /2,
a pozostale liczby, tacznie z zerem, sa wymierne. Ale skoro tak, to mamy rowniez
P> = 3p2 V2 + 6pg® — ¢*V2 + a(p® — 2pgV2 + 2¢%) + b(p — ¢V2) + ¢ = 0,
co oznacza, ze réwniez p — gv/2 jest pierwiastkiem rozpatrywanego réwnania.

Teraz przypomnijmy sobie wzory Viete’a: —a jest suma wszystkich pierwiastkéw
réwnania. Oznaczajac pozostaly pierwiastek réwnania przez r (bo dwa juz
mamy), otrzymujemy —a = p + q\/§ +p— qﬂ + r, a wiec r = —a — 2p, zatem
jest liczba wymierna.

Uogdlnienie I. Pierwiastek nie musi by¢ z dwdch — moze byé¢ z dowolnej liczby
wymiernej m, o ile tylko \/m nie jest liczba wymierna. Dowdd przebiegnie
bez zmian.

Uogoblnienie II. Na ogol trzeba wiecej razy wyciagaé pierwiastek kwadratowy —
robimy to po kolei (uzywajac kolejno w konstrukeji cyrkla). Jesli wiec
stwierdzimy, ze dla liczb p 4+ ¢/m, p, ¢ € Q musi istnieé¢ pierwiastek wymierny,
nazwijmy te liczby Q; i rozwazmy nasze réwnanie, przypuszczajac, ze ma
pierwiastek wéréd liczb postaci p + g/m1, gdzie m; jest, a \/m1 nie jest

liczba z Q1. Wynik bedzie taki sam jak poprzednio: otrzymamy najpierw, ze
istnieje pierwiastek w Q1, a (na mocy poprzedniego), ze istnieje

pierwiastek w Q.

Operacje te bedziemy powtarzali tyle razy, ile razy bedziemy potrzebowali
(rysujac jaki$ okrag) wyciagaé pierwiastki z dotychczas uzyskanych liczb.

Skoro tak, to siedmiokata foremnego cyrklem i linijka skonstruowaé sie nie da,
bo réwnanie (x*) pierwiastka wymiernego nie ma (mdégltby on byé réwny tylko
1lub —1 — prawda?).

A co dalej? Polecam samodzielnie obmysli¢ dalsza droge do twierdzenia
Wanzela o niekonstruowalnosci innych wielokatéw foremnych, poza tymi, ktore
mozna skonstruowaé metodg Gaussa.

Marek KORDOS
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