Podczas pisania tego artykutu nie
ucierpial zaden krélik.
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Czytelnik moze zna¢ ten wzoér z wartosciag
n(n 4+ 1)/2 po prawej stronie. Nietrudno

. ., 1
jednak zauwazyé, ze (";r

) jest jej réwne:
dwa kréliki sposréd n + 1 krélikéw
mozemy wybraé¢, najpierw wskazujac
pierwszego krélika (na n + 1 sposobdéw),
a potem drugiego (na n sposobéw).

W ten sposéb dowolng pare¢ krélikow,
powiedzmy Stefana z Edwardem,
wybierzemy dwa razy — raz wybierajac
pierwszego Stefana, a raz Edwarda.
Dlatego wynik musimy podzielié¢ przez 2.

O tym, jak uzy¢ kroélikéw
doswiadczalnych w matematyce
Oskar SKIBSKI

Twierdzenia w matematyce mogg by¢ dowodzone na wiele sposobow. Niektérzy
przescigaja sie w znalezieniu dowodu najprostszego, a niektoérzy starajg sie
stworzy¢ dowdd najbardziej elegancki. W tym artykule przedstawimy jedna

z najmilszych, a na pewno najbardziej puszystych metod dowodzenia — uzyjemy
krolikéw doswiadczalnych.

Interpretacje kombinatoryczne — tak nazywa sie metoda, ktérej bedziemy
uzywaé — polegaja z grubsza na opowiadaniu bajek (wspomnieliSmy juz

o tym w A}.). Naszym celem jest opowiedzenie prostej historii, ktéra opisuje
(interpretuje) skomplikowane wyrazenie matematyczne. Opowiedzenie tej samej
historii inaczej pozwala czesto na przedstawienie tego samego wyrazenia w inny,
prostszy sposéb. Zamiast tworzy¢ niepotrzebne definicje skupimy sie jednak na
przykladach — krolikom na pewno bardziej sie to spodoba.

W paru zadaniach pojawia sie wspdlczynniki dwumianowe: dla dowolnych dwéch
liczb naturalnych n i k, (Z) to liczba mozliwych wyboréw k sposréd n krolikéw.
Zakladamy oczywiscie, ze kroliki sa rozréznialne oraz — co przyda nam sie
pdZniej — ze maja rézna puszystosé, wolng wole, umieja jezdzi¢ na deskorolce

i méwic¢, a takze rozrozniaja kolory.

Naszg analize zaczniemy od prostych wzoréw, ktére Czytelnik pewnie juz
widzial, a moze nawet i dowodzil. Pierwsza formula bedzie suma liczb od 1 do n:

1
1424 4n= (n; )

Aby udowodnié¢ te formute, wyobrazmy sobie, ze mamy n + 1 krolikéw, ale
tylko dwie deskorolki. Musimy zatem wybraé, ktére dwa kroliki je dostana.

Po prawej stronie réwnania mamy oczywiscie liczbe takich wyboréw. Ustawmy
zatem nasze n + 1 krolikow w rzedzie rosnaco wedlug stopnia ich puszystosci

i zastanéwmy sie, jak mozemy zinterpretowaé lewa strone réwnania. Z dwéch
krélikéw, ktére dostana deskorolki, jeden (mniej puszysty) bedzie lewy, a drugi
(bardziej puszysty) bedzie prawy. Jezeli prawym krélikiem bedzie ostatni krélik
w rzedzie, to bedziemy mieli n opcji dopetnienia pary lewym kroélikiem. Z kolei
jezeli prawy krolik bedzie przedostatni w rzedzie, to bedziemy mieli n — 1 opcji.
Aha! A zatem liczbe k w naszej sumie mozemy interpretowaé jako liczbe takich
wyboréw krolikow, ze prawy krolik jest k& + 1 w rzedzie:
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k = liczba wyborow 2 sposrod n + 1 krélikéw, ktorym damy deskorolksi,
takich, ze prawy krolik jest na pozycji k + 1.

Sumujac po wszystkich mozliwych k, czyli réwnowaznie po wszystkich
mozliwych pozycjach prawego krélika, dostajemy wszystkie wybory dwéch
krélikow.

Wezmy sie zatem za trudniejsze wzory. Niech p bedzie dowolng liczbg naturalna.
Udowodnimy nastepujacy wzoér na sume ciagu geometrycznego:

pn+1 -1

P4 =
p—1

Zamienmy najpierw dzielenie na mnozenie (co by nie méwié¢, akurat w mnozeniu

kroliki sa bardzo dobre):

-1 +(p-1)-p 4+ +(p-1)p=p" — 1L
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Moglismy takze bezposrednio udowodnié
wzor, w ktérym po prawej stronie jest
(p"*tt —1)/(p — 1). Latwo zobaczyé,

ze w 1/(p — 1) kolorowan, ktére aktualnie
zliczamy, ostatni nieszary krélik jest
fioletowy. Liczba (p"*t! —1)/(p — 1) to
zatem liczba kolorowan n + 1 krélikéw

p kolorami, w ktérych ostatni nieszary
krolik istnieje i jest fioletowy. Liczba pk
to wtedy czgéé¢ tych kolorowan, w ktérych
ostatni nieszary krolik jest na pozycji
k+1.

Uwaga! Ponizszy fragment zawiera

drastyczne elementy! Delikatniejszy
Czytelnik moze przyjaé, ze zamiast
wybieraé kréliki do pasztetu robimy
nabér ochotnikéw do testéw nowego
szamponu do wloséw.

Wréémy teraz szybko do naszych krolikow, zanim sie rozbiegna. Wyobrazmy
sobie, ze mamy p réznokolorowych farb, ktérymi chcemy pomalowaé wszystkie
kroliki. Dla pierwszego krélika mamy p mozliwoéci, dla drugiego tez p i tak dalej.
W rezultacie dla n + 1 krélikéw dostajemy p"+! mozliwych kolorowan. Jezeli
odrzucimy teraz jedno konkretne kolorowanie, np. takie, w ktérym wszystkie
kroliki sg szare, to dostaniemy p™*+! — 1 kolorowan. Tak zinterpretujemy zatem
prawg strone rownania.

Przejdzmy teraz do lewej strony. Tak jak poprzednio, sprobujmy is¢ od konca.
Jezeli ostatni krolik nie bedzie szary, to pozostate moga mie¢ dowolne kolory.
Takich kolorowan jest p — 1 (kolor dla ostatniego krolika) razy p™ (dowolne kolory
dla wczesniejszych krélikéw). O, jest to zatem ostatni skladnik naszej sumy.

W ten sposéb policzyliSmy wszystkie kolorowania, w ktérych ostatni krélik nie
jest szary. Musimy jeszcze policzyé te, w ktérych ostatni krélik jest szary (ale
ktéry$ wezedniejszy szary nie jest). Rozpatrujac kolor przedostatniego krélika

w takich kolorowaniach, dostajemy p — 1 razy p”~! kolorowan, w ktérych ostatni
krolik jest szary, a przedostatni nie. Uogélniajac, znowu udalo nam sie znalezé
regule: sktadnik (p — 1) - p* odpowiada kolorowaniom, w ktérych ostatni nieszary
krélik znajduje sie na pozycji k + 1:

k+1
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(p—1)-p* = liczba kolorowar n + 1 krolikéw p kolorams,
takich ze ostatni nieszary krolik jest na pozycji k + 1.

Sumujac po wszystkich mozliwych pozycjach ostatniego nieszarego kroélika,
dostajemy wszystkie mozliwe kolorowania, w ktérych taki krélik jest, a zatem
prawa strone.

Swietnie, idzmy wiec dalej. Teraz rozpatrzmy nastepujacy wzér na sume
wspotczynnikéw dwumianowych:
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Jak ten wzdr zinterpretowaé¢? Wyobrazmy sobie, ze chcemy zrobi¢ pasztet. Mamy
n krolikéw, ale nie musimy braé ich wszystkich: moze wystarczg nam 3 kroliki,
a jak bedziemy gotowali dla wegetarian, to moze nie wezmiemy zadnego. Dla
ustalonej liczby k& mamy (Z) mozliwych wyboréw k krélikéw. A skoro tak, to
liczba pasztetéw, jakie mozemy zrobi¢, odpowiada lewej stronie réwnania. Jak
zinterpretowac teraz prawa strone? Wystarczy, ze oddamy te decyzje krélikom
(tak bedzie dla nas tatwiej — w poprzednich przyktadach zdazyliSmy sie juz

z nimi zaprzyjaznic¢). Podchodzimy kolejno do krélikéw i pytamy: ,,Panie kréliku,
czy chce pan i8¢ do pasztetu?” Kazdy krélik ma dwie mozliwosci, a zatem
mozemy uzyskaé 2" réznych zestawow odpowiedzi:
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2" = liczba moZliwych wyborow grupy krolikéw sposrod n krolikéw,
ktore pdjdg do pasztetu.

Skoro kazdy taki ciag odpowiada jednemu pasztetowi, to réownosé jest
udowodniona.

Udowodnilismy juz pare prostych wzoréw. Niektérzy mogliby jednak uznaé to
za przerost formy nad trescia — wszystkie trzy wzory mozna przeciez do$¢ tatwo
udowodni¢ przez indukcje. Dotychczas znaliSmy jednak wynik. Pokazemy teraz,
ze kréliki moga nam pomoc ten wynik znalezc.
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Bardziej formalnie nasze wyrazenie to
liczba tréjek (X, f, z), gdzie:
n},

. XC{1,...,

o fiX —{1,...

e € X.

,p} oraz

Mieli$my juz sume liczb naturalnych k € {1,...,n}, mieliémy sume poteg p*,
w koncu mieliSmy sume wspélczynnikdw (Z) A co bedzie, jak polaczymy te
wszystkie sumy w jedno wyrazenie?

;(Z)mk'k:(8)'p0'0+(?)'p1'1+"'+(2)'pn'”

Czy umiemy powiedzieé, jaki bedzie wynik? Hmmm... jedno jest pewne —
bedziemy potrzebowali dtuzszej historii.

Nie ma si¢ jednak czego ba¢. MéwiliSmy juz przeciez, ze () to po prostu liczba
wyboréw k krélikéw do pasztetu. Wyrazenie p* to liczba sposobéw, na jakie
mozemy te k wybranych krélikéw pomalowaé p kolorami. Z kolei k to wybér
jednego z nich, ktory dostanie deskorolke. Liczymy zatem wszystkie kombinacje
wyboréw krolikow, ich kolorowan oraz opcji wreczenia jednej deskorolki.

Tak jak w poprzednich przykladach, sprébujmy obliczy¢ nasza sume

w inny sposéb. Zamiast najpierw wybiera¢ i malowaé¢ kroliki, zaczniemy od
wreczenia deskorolki. Mamy n krolikow, wigc opcji wreczenia tez jest n. Krolik
z deskorolka bedzie w pasztecie — to juz (niestety dla niego) ustaliliSmy. Nie
wiemy natomiast, jakiego bedzie koloru: tu dostajemy p mozliwosci. Wyboér
krolika na deskorolce i jego koloru to zatem n - p opcji.

WezZmy sie teraz za pozostale kréliki: musimy wybraé ich czesé i pomalowaé je
na p koloréw. Spréobujmy znowu oddaé te decyzje w rece krélikéw. Podchodzimy
do pierwszego krélika i pytamy: ,,Panie kréliku, czy chce pan iS¢ do pasztetu?”
Jezeli powie, ze tak, musimy go jeszcze pomalowaé. —,Panie kréliku, ktora
farbe pan wybiera?” Wybral. Zapisujemy decyzje: wybrany kolor lub jego brak,
jezeli krélik nie chcial i§¢ do pasztetu, i przechodzimy do kolejnego krélika. Po
wypytaniu wszystkich krélikéw mamy liste, na ktoérej przy kazdym z n — 1
krolikéw jest zapisana jedna z p + 1 opcji. Latwo zauwazy¢, ze nasza lista
jednoznacznie wyznacza, ktére kroliki wezmiemy do pasztetu oraz jakie beda
mialy kolory. Wszystkie mozliwe kombinacje uda nam si¢ uzyskaé, a zmiana na
licie oznacza zmiang kombinacji. A zatem wszystkich mozliwych kombinacji dla
krélikéw bez deskorolek jest (p +1)" 1.

Y.aczac obie czesci, dostajemy wynik:

n . O- n . 1- ... n . na P . . nil
(0> P 0+(1> p -1+ +<n) pt-n=n-p-(p+1)" .

n-p-(p+1)""1 = liczba moZliwych kombinacji wyboréw grupy sposréd n krélikéw
do pasztetu, ich kolorowan p kolorami oraz opcji wreczenia jednej deskorolks.

Nasza suma wygladala groznie, ale z krélikami przy boku znowu udalo nam sie
ja milo i przyjemnie wyznaczy¢.

Jezeli Czytelnikowi spodobaly sie powyzsze interpretacje kombinatoryczne, moze
sprobowaé samodzielnie udowodni¢ w podobny sposéb ponizsze wzory:

- (1) - e () ()

" (i _(n+1 " /n A
© 2 () 7 lhe) . Z<k>‘”’” = (a+b)",
k=0
n+i\  (n+k+1 " F Nk
=0 k=0 1=0
Na koniec warto doda¢, ze nie musimy koniecznie uzywaé krolikow.

Rownie dobrze sprawdza sie koty, ryjowki albo dziki. W interpretacjach
kombinatorycznych ogranicza nas tylko nasza wyobraznia.
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