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Od szczególnego przypadku do uogólnienia cz. (II)
Wariacje na temat "Problem A-zamki i klucze"

Prof. dr Zofia KRYGO WSKA

Punktem wyjscia do naszych rozwazan bedzie jedno z zadan ostatniego etapu
Olimpiady Matematycznej z roku 1971. Nazwiemy je "Problemem A - zamki
i klucze". Oto jego tresc.
Nalezy zabezpieczyc przez zainstalowanie zamków urzadzenie sygnalizacyjne oraz
rozdac klucze do tych zamków jedenastu wybranym osobom tak, aby kazdy co
najmniej szescioosobowy zespól tych osób mial klucze do wszystkich zamków oraz
aby kazdemu mniej licznemu zespolowi brakowalo klucza do przynajmniej
jednego z tych zamków. Jaka najmniejsza liczbe zamków trzeba zainstalowac
oraz jak rozdac do nich klucze? Dla uproszczenia bedziemy te zespoly,
rozporzadzajace wszystkimi kluczami (a wiec zespoly co najmniej szescioosobowe),
nazywac dalej zespolami uprawnionymi, zespoly zas mniej liczne, nie majace
dostepu do wszystkich zamków - nieuprawnionymi. Kazdy zespól
szescioosobowy - to minimalny zespól uprawniony, kazdy zespól pieciosobowy 
to maksymalny zespól nieuprawniony .

Poszukajmy rozwiazania problemu A. Przypuszczamy, ze rozwiazanie to istnieje.
Niechaj S bedzie minimalnym zespolem uprawnionym. Wtedy zespól S,
dopelniajacy S do pelnej jedenastki, nie jest zespolem uprawnionym, bo
piecioosobowym, a wiec musi istniec zamek, do którego klucza nie posiada zadna
z osób tego zespolu. Natomiast kazda z osób nalezacych do zespolu S ma klucz
do tego zamka, gdyby bowiem choc jedna z nich takiego klucza nie miala, to
dolaczajac ja do zespolu S, otrzymalibysmy zespól szescioosobowy, nie majacy
dostepu do tego zamka wbrew warunkom zadania. Stwierdzamy: jezeli zadanie A
ma rozwiazanie, to dla kazdego maksymalnego zespolu uprawnionego istnieje
zamek, do którego klucz otrzyma kazda z osób tego zespolu i do którego nie
otrzyma klucza zadna inna osoba. Wobec tego, jezeli z jest zamkiem przydzielonym
w ten sposób zespolowi szescioosobowemu S, zas S' jest zespolem
szescioosobowym róznym od S, to w zespole S' musi sie znalezc osoba nie majaca
klucza do zamka z. Zespolowi S' trzeba wiec przydzielic w opisany sposób zamek
z' rózny .od zamka z. Musimy zatem miec co najmniej tyle zamków, ile jest

zespolów szescioosobowych, a wiec C61), czyli 462. Sa to konieczne warunki

istnienia rozwiazania; czy wystarczy je zrealizowac, aby otrzymac rozwiazanie
spelniajace warunki zadania?
Numerujemy zespoly szescioosobowe (minimalne zespoly uprawnione) i tworzymy
nastepujace ciagi: a) ciag SI' S2, H" S462 zespolów szescioosobowych, b) ciag
SI' S2, .H' S462 zespolów dopelniajacych odpowiednie zespoly szescioosobowe
do pelnej jedenastki (a wiec ciag maksymalnych zespolów nieuprawnionych),
c) ciag zamków ZI, Z2, ,H', Z462' Osobom zesp~lu Si, i tylko tym osobom, dajemy
klucze do zamka Zi. Wtedy oczywiscie zespól Si nie bedzie rozporzadzal kluczem
do zamka Zi. Natomiast kazdy zespól SJ (j 'I- i) bedzie juz mial klucz do tego
zamka, do zespolu bowiem S] nalezy przynajmniej jedna osoba zespolu Si (kazdy
z tych zespolów liczy 6 osób, a wszystkich osób jest 11). Udowodnilismy wiec, ze
przydzielajac klucze do zamków w opisany sposób, zrealizujemy warunki zadania:
kazdy zespól szescioosobowy, a wiec tez kazdy zespól uprawniony, rozporzadzac
bedzie kluczami do wszystkich zamków; zaden z zespolów piecioosobowych,
a wiec tez zaden z zespolów nieuprawnionych, nie bedzie rozporzadzal
wszystkimi takimi kluczami. Zauwazmy przy tym, ze jest to rozwiazanie jedyne
przy minimalnej liczbie zainstalowanych zamków.

Rozwiazalismy nasze zadanie i teraz "spogladamy wstecz" na przebyta droge.
Czy liczby 11, 5, 6 byly istotne dla rozumowania? Spostrzegamy od razu, ze

\~. mozemy przeniesc rozwiazanie do ogólniejszego przypadku bez zmian, przyjmujac,
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ze pelny zespól liczy 2n + 1 osób, maksymalne zespoly nieuprawnione po n osób,
minimalne zespoly uprawnione po n+ 1 osób.
Zauwazmy takze, ze warunki:
a) minimalny zespól uprawniony liczy o jedna osobe wiecej niz maksymalny

zespól nieuprawniony,
oraz

b) zespól jest uprawniony wtedy i tylko wtedy, gdy uzupelniajacy go zespól jest
nieuprawniony

nie moglyby byc zrealizowane, gdyby pelny zespól liczyl parzysta liczbe osób.
A z tych zalozen korzystalismy w sposób istotny w naszym rozumowaniu.
Te warunki wydaja sie nam bardzo ciasne i bardzo ograniczajace wybór zespolów
uprawnionych. Nie mozna na przyklad przy ich zachowaniu uwzglednic róznic
w kompetencjach osób uczestniczacych w pelnym zespole.
Spróbujmy skonstruowac problem B, w którym wlasnie kompetencje odg'rywalyby
istotna role w wyborze zespolów uprawnionych. Proponujemy zespól szesciu
osób: a, b, c, d, e,f Osoby a, b - to specjalisci w jednej dziedzinie; c, d-
w innej; eJ - w jeszcze innej. Uznamy, ze zespól jest uprawniony wtedy i tylko
wtedy, gdy nalezy don choc jedna osoba z kazdej z tych specjalnosci. Jak
rozwiazemy w tym przypadku "problem zamków i kluczy"?
Rozwiazanie przedstawia tabelka. Rozumujemy w sposób nastepujacy:
Zespól osób a, b, c, d jest jednym z maksymalnych zespolów nieuprawnionych,
musi wiec istniec zamek, do którego kluczy nie otriyma zadna z tych osób, ale do
którego otrzyma klucze kazda z pozostalych osób, poniewaz kazda trójka
specjalistów z róznych dziedzin jest juz zespolem uprawnionym. Kontynuujemy
to rozumowanie az do wyczerpania wszystkich maksymalnych zespolów
nieuprawnionych. Moglibysmy oczywiscie postepowac mniej "oszczednie" i zamiast
rozwazac tylko maksymalne zespoly nieuprawnione uwzglednic w tabeli kolejno
wszystkie zespoly nieuprawnione (byloby to jednak marnowaniem zamków
i kluczy).
Zauwazmy, ze rozwiazania otrzymanego w przypadku problemu A nie moglibysmy
zastosowac do problemu B. Zespól {a, c, e} jest uprawniony, ale nie ma zamka,
do którego klucze otrzymalyby wszystkie te, i tylko te, osoby. Natomiast, na
odwrót, rozwiazanie zadania B mozemy przystosowac do warunków zadania A.
W tym bowiem przypadku przyporzadkowujac kazdemu maksymalnemu zespolowi
nieuprawnionemu zamek, do którego klucza nie otrzymuje zadna z osób tego
zespolu - do którego natomiast otrzymuje klucz kazda pozostala osoba 
przyporzadkowujemy tym samym kazdemu minimalnemu zespolowi uprawnionemu
zamek, do którego klucz otrzymuje kazda osoba tego zespolu i nie otrzymuje
klucza zadna z pozostalych osób. Wynika to stad, ze w przypadku A zespól jest
uprawniony wtedy, i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie do calej jedenastki jest
zespolem nieuprawnionym. Ten warunek bardzo szczególny nie jest spelniony
w przypadku B. Rozwiazanie zadania B ma wiec charakter ogólniejszy. Nasuwa
nam to pomysl nowego wariantu "problemu zamków i kluczy", a mianowicie
wariantu C, w którym pozostawimy zupelna swobode w wyborze zespolów
uprawnionych z jednym naturalnym warunkiem, ze kazdy zespól, którego czesc
jest zespolem uprawnionym, jest tez zespolem uprawnionym. W jezyku
matematyki rodzine podzbiorów pewnego zbioru o takiej wlasnosci,
ze kazdy podzbiór tego zbioru, zawierajacy jakis zbiór nalezacy do tej
rodziny, sam tez do tej rodziny nalezy - nazywamy idealem podzbiorów pelnego
zbioru.
Zadamy wiec tylko, aby rodzina wyróznionych zespolów uprawnionych byla
idealem podzbiorów pelnego zbioru. Taki bedzie zawsze w praktyce naszego
"problemu zamków i kluczy", niezaleznie od kryteriów, którymi kierowalismy sie,
wybierajac zespoly uprawnione. Zakladamy, ze ten warunek jest spelniony oraz
ze istnieja zarówno zespoly uprawnione, jak i nieuprawnione w pelnym zespole.
Instalujemy tyle zamków, ile jest zespolów nieuprawnionych. Kazdemu zespolowi
nieuprawnionemu przyporzadkowujemy dokladnie jeden zamek i dajemy klucze do
tego zamka wszystkim osobom nie nalezacym do tego zespolu, i tylko tym
osobom. Róznym zespolom nieuprawnionym przyporzadkowujemy w ten sposób
rózne klucze. Oczywiscie wtedy zaden z zespolów nieuprawnionych nie bedzie
mial kluczy do wszystkich zamków. Jezeli zas Sjest dowolnym zespolem
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Rozwiazanie zadania Fil:
Przez kondensator plynie prad o natezeniu:

v VS

1= R = (Q,d,+Q,d,),

gdzie S jest powierzchnia okladek
kondensatora.
Prawo Ohma w ujeciu molekularnym (patrz
Fizyka dla klasy 11, 1969, s. ISO) przestawia
zwiazek pomiedzy natezeniem pola
elektrycznego w danym punkcie E a gestoscia
pradu w tym punkcie (natezenie pradu
przypadajace na jednostke powierzchn
prostopadlej do kierunku pradu).
Mianowicie:

I
E=QS'

Stad otrzymujemy zwiazek dla natezenia.pola
elektrycznego w obu warstwach
dielektryka:

uprawnionym, z dowolnym zamkiem, zas S' zespolem nieuprawnionym, któremu
przyporzadkowano zamek z, to S nie jest czescia S', bo Sjako zespól uprawniony
nie moze sie zawierac w zadnym zespole nieuprawnionym (tu korzystamy z tego
warunku, ze rodzina zespolów uprawnionych jest idealem podzbiorów pelnego
zbioru). Do zespolu S nalezy wiec przynajmniej jedna osoba nie nalezaca do S',
a wiec majaca klucz do zamka z. Zespól S rozporzadza kluczami do wszystkich
zamków.
Uwolnilismy wiec nasz "problem zamków i kluczy" od wszystkich warunków
ograniczajacych wybór zespolów uprawnionych (warunek, ze zespól zawierajacy
zespól uprawniony jest zespolem uprawnionym, jest praktycznie zawsze spelniony,
gdy dostep do urzadzenia zalezy od posiadania kluczy do wszystkich zamków
zabezpieczajacych to urzadzenie). Jakkolwiek te zespoly wyznaczymy, zawsze bedzie
mozna tak zainstalowac zamki i tak rozdac klucze, ze zespoly uprawnione, i tylko
te zespoly, beda mialy mozliwosc nadania sygnalu.
Spogladajac wstecz na przebyta droge dostrzegamy, jak "przedluzanie" pierwszego
problemu, rozwazanie jego wariantów, pozwolilo nam odkryc to, co jest istotne
dla rozwiazania - pewna strukture matematyczna, która wprowadzamy do zbioru
wszystkich mozliwych zespolów, wybierajac z nich zespoly uprawnione wedlug
dowolnie ustalonych zasad. Dane numeryczne w pierwszym zadaniu skierowaly
nas nie na najbardziej ogólna droge. To, co sie nam wydawalo poczatkowo wazne,
i z czego korzystalismy wyraznie w rozumowaniu, okazalo sie nieistotne dzieki
temu, ze postepowalismy tak, jak to zaleca G. Polya: "Zaden problem nie jest
nigdy wyczerpany calkowicie. Zawsze cos pozostaje jeszcze do zrobienia; badajac
problem dostatecznie wnikliwie, mozemy ulepszyc kazde rozwiazanie, a w kazdym
razie zawsze udoskonalic nasze rozumienie rozwiazania"'-
Czy nasze problemy A, B i C sa jednak rzeczywiscie problemami matematycznymi?
Moglibysmy je od razu sformulowac w jezyku teorii mnogosci i wtedy ich
matematyczny charakter bylby od razu widoczny. Czytelnikowi obeznanemu
z jezykiem mnogosciowym proponujemy powiazanie Z naszymi rozwazaniami
nastepujacego zadania D: Dany jest zbiór Kiniepusta rodzina U jego
niepustych podzbiorów, bedaca idealem podzbiorów zbioru K. Z jest zbiorem
równolicznym z rodzina pozostalych podzbiorów zbioru K. Zdefiniowac takie
odwzorowanie f zbioru K w zbiór P(Z), aby dla kazdego podzbioru X zbioru K

spelniony byl warunek:

XEU <0>[ Uf(a) = Z].
aeX

Poniewat

wiec

Rozwiazanie tego ogólnego zadania bedzie polegac tylko na odpowiednim zapisie
rozwiazania zadania C.
Zauwazmy, ze rozwiazujac zadanie C przydzielalismy zamki iklucze
nieoszczednie. Przyporzadkowywalismy zamki wszystkim zespolom nieuprawnionym,
nie tylko maksymalnym, choc moglismy wybrac to oszczedniejsze
przyporzadkowanie. Ale zrezygnowalismy z tego celowo, aby uzyskac rozwiazanie
ogólniejszego problemu D, w którym nie bedziemy juz zakladac, ze rozwazane
zbiory sa skonczone. Gdy tego nie zakladamy, nie mamy pewnosci, ze istnieja
minimalne zespoly w rodzinie U i maksymalne zespoly w rodzinie pozostalych
podzbiorów zbioru pelnego K. Na przyklad, jezeli.K jest zbiorem wszystkich liczb
rzeczywistych, U rodzina jego podzbiorów, z których kazdy zawiera w sobie jakis
przedzial otwarty, to w rodzinie U nie ma minimalnych zbiorów (to znaczy
takich, ze wylaczajac jeden element otrzymujemy juz zbiór nie nalezacy do U i ze
kazdy zbiór tej rodziny jest nadzbiorem pewnego zbioru minimalnego), nie ma tez
maksymalnych zbiorów w rodzinie zbiorów nie nalez?cych do U.
Ale problem abstrakcyjnego juz przydzialu zamków i kluczy i tu ma zarówno
matematyczny sens, jak i rozwiazanie, które bez klopotu przeniesiemy z bardziej
praktycznie ujetego zadania C.

E, _ I _ V
Q; - S- Q,d, +e,d,

E, = ~ E,.
Q,

Widac, ze natezenie pola jest rózne w obu
warstwach. G~tosci powierzchniowe ladunku
na okladkach kondensatora beda rózne
i wyniosa odpowiednio:

('0 - przenikliwosc elektryczna prózni).
"Brakujacy" ladunek zgromadzi sie na
powierzchni rozdzielajacej obie warstwy
dielektryka z gestoscia powierzchniowa a:
a= G1-0'2 = l:O(etEl-e2E2) =

·oV(.,Q,-.,Q,)a= -------
Q,d, + Q,d,

Ladunek nie zgromadzi sie na granicy dwu
dielektryków tylko wówczas, gdy parametry
osrodków spelniaja zwiazek
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Specjalna szkola matematyczna przy uniwersytecie w Hanoi

Dr LE DINH THINH

Prosilismy dra Le Oinh Thinh
z Uniwersytetu w Hanoi o wypowiedz na
temat nauczania matematyki w Wietnamie.
Otrzymany artykul w jezyku wietnamskim
przetlumaczyl studiujacy w Polsce fizyk Cao
Long Van.

_-:m
W celu zapewnienia odpowiednich warunków do nauki najbardziej uzdolnionym
w kierunku matematycznym uczniom wietnamskim - otwarto w 1965 roku
specjalna szkole matematyczna przy uniwersytecie w Hanoi. Fakt ten wzbudzil
ogromne zainteresowanie wsród mlodziezy wietnamskiej, a zwlaszcza wsród
uczniów pasjonujacych sie matematyka. W tym czasie w calym kraju wybuchly
zaciekle walki przeciwko amerykanskim agresorom. Samoloty amerykanskie
w dzien i w nocy bombardowaly miasta i wsie pólnocnego Wietnamu. Mimo
bomb przeprowadzono we wszystkich województwach rzetelne egzaminy
konkursowe do szkoly matematycznej. Wszyscy uczniowie, którzy zdobyli
najwieksza liczbe punktów, zegnajac rodziny i znajomych pojechali do Hanoi,
a pózniej wraz ze swoja szkola wyewakuowali sie w bezpieczne miejsca (w górach
albo na wsi), aby móc spokojniej sie uczyc. Dom szkoly byl otoczony grubymi
scianami, stoliki do pisania i krzesla znajdowaly sie nad schronami
przeciwlotniczymi. Uczniowie i uczennice uczyli sie pilnie nawet pod bombami.
Nauczycielami sa zdolni pracownicy naukowi uniwersytetu (wiekszosc ma tytul
doktora .nauk fizyko-matematycznych), o wielkim doswiadczeniu dydaktycznym
i wychowawczym. W obowiazujacym programie znajduja sie wszystkie przedmioty,
jak w normalnym liceum, ale matematyka jest wykladana wedlug specjalnego
kursu.
Glównym celem tej szkoly jest nauczenie samodzielnosci, metodyki studiowania
matematyki, nauka podstawowych pojec matematyki wspólczesnej - by pózniej
absolwenci tej szkoly mogli stac sie wartosciowymi pracownikami naukowymi.
W programie nauczania matematyki wszystkie pojecia matematyczne sa
wprowadzane w sposób bardziej precyzyjny niz w zwyklym liceum. Mówi sie tez
o zagadnieniach wybiegajacych poza normalny program, jak np. teoria liczb,
równania funkcyjne, rachunek wektorów, pojecie funkcji odwrotnych (np. funkcji
odwrotnych do trygonometrycznych), teoria mnogosci, algebra Boole'a i logika
matematyczna. Co tydzien odbywaja sie specjalne wyklady, dyskusje i seminaria.
W ten sposób zdolnosci uczniów sa rozwijane w stopniu maksymalnym.
Co roku, od listopada do stycznia, odbywaja sie specjalne eliminacje w celu
wylonienia najzdolniejszych do olimpiady matematycznej. Na olimpiadach wielu
uczniów wykazuje wielkie zdolnosci i bardzo pomyslowo rozwiazuje zadania.
Np. w latach 1971-1972 na drugim etapie olimpiady bylo takie zadanie:
Znalezc wszystkie funkcjef(x) ciagle na (O, (0), monotonicznie rosnace, znikajace
w x = l i spelniajace warunek

f( ~ ) = -f(x).
Zadanie to nawiazuje do wlasnosci funkcji logax, dla a > 1. Uczennica X klasy,
Hong Ha, znalazla rozwiazanie:j(x) = clogax, przy a #- l, a > O, gdzie c jest
odpowiednia stala. Uczen Chinh (z tej samej klasy) znalazl rodzine funkcji,
nieoczekiwana dla Komisji:

f(x) =.i (Xi_ ~).l = l x'

Nguyen Le Anh, uczen IX klasy, udowodnil, ze wszystkie funkcje ciagle,
monotonicznie rosnace w (l, cc) i znikajace w x = l, moga byc przedluzone do
funkcji, które spelniaja warunki zadania. Wszystkie te ciekawe rozwiazania bardzo
sie podobaly komisji egzaminacyjnej .

••



m~ n,

System ksztalcenia zdolnych uczniów jest
wprowadzony nie tylko w szkole przy
uniwersytecie w I{anoi, lecz takze przy dwóch
wyzszychszkolach pedagogicznych w Hanoi
i Vinh. Uczniowie tych szkól zdobyli wiele
nagród na olimpiadach, a wielu z nich
studiuje za granica, zwlaszcza w ZSRR,
Polsce i NRD. Uczniowie maja specjalne
warunki do nauki: stypendia, ksiazki itd.
i pOdlegajabezposrednio ministerstwu
szkolnictwa wytszego, a nic ministerstwu
oswiaty.

Poza zajeciami szkolnymi uczniowie i uczenmce pomagali miejscowej ludnosci
w pracy i w walce przeciwko amerykanskim samolotom. W latach wojny
niektórzy starsi uczniowie wstapili do wojska i odznaczyli sie wielka odwaga
w walce przeciwko agresorom.
Po zakonczeniu dzialan wojennych przeniesiono szkole z powrotem do Hanoi,
gdzie warunki do nauki sa korzystniejsze. Liczni absolwenci tej szkoly
skonczyli studia wyzsze i stali sie pracownikami naukowymi w wielu
instytutach i osrodkach maszyn cyfrowych; niektórzy z nich zostali nowymi
nauczycielami, by ksztalcic mlodszych kolegów. Z roku na rok rosnie liczba
absolwentów szkoly. Odgrywaja oni coraz powazniejsza role w rozwoju zarówno
matematyki, jak i innych dyscyplin nauki i techniki w naszym kraju.
Teraz zapraszamy Czytel~ków do rozwiazania z nami kilku zadan z eliminacji
w naszej szkole:
I. Udowodnic, ze wartosc bezwzgledna wielomianu T(x) = 16xs-20x3+5x nie przekracza 1,
gdy lxi"; 1 (etap pierwszy, 1971-1972).
II. Dany jest czworoscian SABC, który ma krawedzie SA = x, BC = y, pozostale zas równe 1.
1. Okreslic x i y, dla których czworoscian SABC ma najwieksza objetosc Vmax'

2. Obliczyc Vmax,

3. Obliczyc promien kuli wpisanej w ten czworoscian, gdy ma on objetosc najwieksza.
4. Obliczyc promien kuli opisanej na czworoscianie, gdy ma on objetosc najwieksza (etap trzeci,
1971-1972).
m. Niech dany bedzie zbiór A = {at. Oz, ... , an}, którego elementy sa parami rózne.
Budujemy tablice .

a11a12 alm lauazz azm .
. . . . .• gdzIe

akI au ... akm

W kazdym wierszu elementy sa rózne, dwa rózne wiersze odpowiadaja dwom róznym

podzbiorom zbioru A. Udowodnic, ze liczba róznych elementów w j~dnej dowolnej kolumnie nie
bedzie mniejsza niz n-m+1 (etap drugi, 1973-1974).

Przy okazji za posrednictwem czasopisma «Delta» pozdrawiamy wszystkich
mlodych kolegów i kolezanki w Polsce. Zyczymy Wam wszystkiego najlepszego
i wierzymy, ze stosunki miedzy nami, uczniami wietnamskimi i uczniami Polski,
beda sie rozwijac za~ówno za posrednictwem czasopis~a jak i listów.& Zadania

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKl

FU. Jezeli wypelnimy kondensator niejednorodnym dielektrykiem o niewielkiej przewodnosci
elektrycznej, ladunek w nim bedzie gromadzic sie nie tylko na okladkach kondensatora, lecz
równiez w jego wnetrzu.
Rozwiazcie nastepujacy problem:
Miedzy okladkami kondensatora plaskiego znajduja sie dwie równolegle warstwy dielektryka
o stalej dielektrycznej El i Ez oraz oporze wlasciwym el i ez. Grubosci warstw
wynosza odpowiednio dl i dz. Kondensator zostal podlaczony do zródla pradu, które utrzymuje
stala róznice potencjalów miedzy okladkami, równa V.
Wykazcie, ze na powierzchni rozdzielajacej obie warstwy dielektryka zgromadzil sie ladunek
elektryczny, i znajdzcie jego gestosc powierzchniowa.
Rozwiazanie na str. 3

Redaguje mgr Andrzej MAKO WSKI

M34. Udowodnic, ze jesli w trójkacie równobocznym o boku dlugosci 4 umiescimy 17 punktów,
to odleglosc pewnych dwóch sposród nich nie przekracza 1.
Rozwiazanie na str. 14

1
M3S. Udowodnic, ze pole czworokata wypuklego nie przekracza 4" sumy kwadratów dlugosci
przekatnych.
Rozwiazanie na str. 17

M36. Dana jest lista zawierajaca 1975 ponumerowanych zdan. Zdanie o numerze n

(n = 1,2, ... , 1975) brzmi: Na niniejszej liscie jest dokladnie n zdan falszywych. Które z tych zdan
sa prawdziwe?
Rozwiazanie na str. 12
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17 HEUTRON HEAN LIFE IUHlTi 10 •• 3 SEC)

17 lNEUTA.OM •... (PROTONl "ASS OlFFERENc.e CMEV)

17 NEUTRON ".GNETIC P«JHENT IMAGNETONS"J8.2 "EV)

17 NEUTRON fLECTRJe DIPOLE MO"ENT CUNITS 10••... 23 E CMI
TEST OF C "IOLU10M Ut THE EH INTERAtTtDN

56 RVUE

69 H8R

eOHEN

8AIRD

17 NEUTROH MASS CMEVl

ts. l DR lESS

-1,,9131~' 0.000066

THE HEASURE"EHT OF THE NEU1RO!lf "fAN li FE BY SOSNOV$K II 59 HAS
BHN DISCAROEO SIHCE i. IT OISAGAEES WITH THE KETTER AHO ..oAf
AECEHl AESUl T OF UlAJSTENSEH 67. 2. THE VAlUf Of GAlGV OE-
RIVED FROH THE HEW VAlUE OF THE HEAll l'FE A(;REES "'Ell WITM THE
GA/GV VAlUf OITA'HED FROM THF. FRU NEUT~OH DATA.

11.012J {O.OllJ SOSNOVSKI 59 PitE Sef NOlE E
10.935J (0.014) CHRJSTENS 67 PilE REPl 8Y CHRISTENS72
0.918 O.OH CHRISTENS 12 PilE

ERADR (HANGEO aeCAuSE EAROR IN CROSS sec BON FOk NEUTRON ABSORPT lON
IN GOlO HAS I!lEEH REJUCED.

939.5527 .0052 TAYlOR 6'9I1YUE USIHG hEN EJH

'TAYLOR CETE"NlHATI(JlI OF MEuT.ON fUSS HOT INDEPENDENT OF
HEUTIUJlt-PROTON "AS S DIFFElIlfHtE MUSURf"ENTS SELON.

1.293"'. 0 ..00001 ".'T.UCH 6' RVUf
WE HAYE CONVERTED MolTTAUCH HEUTlIlON-llYOROGlN "ASS OIFFERENCE TO
NfUTlltOfl-'ROTON MASS DIFFEREHCE USING CURlltENT VAlUE OF ELECTRON HASS
A'lO A HYOlItOGEN 81HDIHG EHERGY OF 13.6 EY.

--------- ---- ----- ------- --------- --------

Spelniajac prosbe wielu Czytelników, wielokrotnie powtarzajaca sie w listach, publikujemy tablice znanych czastek,
wedlug stanu wiedzy w dniu 1 lutego 1974 r. Radzimy zachowac te tablice, bedziemy sie na nie powolywac
w przyszlosci w artykulach o czastkach, jakie ukaza sie. Dane zaczerpnieto z pracy publikowanej w "Physics Letters"
t. 50 B No 1, przygotowywanej corocznie przez "Grupe Danych o Czastkach" w skladzie:
A. Barbaro-Galtieri, D. M. Chew, R. L. KeIly, T. A. Lasinski, A. Rittenberg, A. H. Rosenfeld, T. G. Trippe,
F. Uchiyama - Lawrenc Berkeley Laboratory, USA;
N. Barash-Schmidt - Brandeis University, USA;
P. Soding-DESY, RFN;
M. Roos - Uniwersytet Helsinki, Finlandia.
Wszystkie dane o czastkach, naplywajace z laboratoriów na
calym swiecie, sa kodowane na kartach perforowanych.
Karty te sa analizowane przez komputer zgodnie z zadanym
programem. Zestawienie czastek przygotowywane jest auto
matycznie. Zdjecie obok przedstawia fragment wydruku
z maszyny cyfrowej zestawienia danych dotyczacych neu
tronu.W tablicach, które podajemy, zamiescilismy tylko nie
które dane, zestawilismy natomiast wszystkie czastki, nawet
te, których istnie~ jest niepewne lub których interpretacja
jako rezonansu nasuwa trudnosci (np. Al (1100)) - lecz za
to wyróznilismy je kolorem.
Blad wyznaczenia podawanej wielkosci podany jest pod nia.
Na przyklad: w kolumnie mas dla mezonu 1t+ czytamy
Mn + = (139,5688±0,0064) MeV.
Czastki zestawione sa w czterech tablicach odpowiadajacych
czterem klasom. Foton y jest jedynym czlonkiem pierwszej
klasy, pozostale to leptony, mezony i bariony. W tekscie
celowo uzywamy terminu "czastki", pomijajac przymiotnik
"elementarne". Czytelników zainteresowanych pojeciem ele
mentarnosci czastek odsylamy do artykulu G. Bialkowskie
go, «Delta», 1974, nr 1, s. 14.

UKLAD TABLIC

W tablicy podano nazwe i symbol czastki, spin izotopowy l, spin J, parzystosc P, mase wyrazona w MeV, sredni czas
zycia T w sekundach lub szerokosc rozkladu masy r w MeV oraz najwazniejsze sposoby rozpadu o czestosci
wystepowania powyfej 10%. Multiplet izotopowy jest zawsze traktowany jako jedna czastka, z wyjatkiem
przypadku, gdy skladniki multipletu róznia sie znaczaco czasem zycia lub masa. W tablicach nie podano
odpowiadajacych antyczastek. W schematach rozpadu antyczastki oznaczono kreska nad symbolem, np. K czytamy
"mezon anty-K". Czastki wyróznione kolorem naleza do dwóch klas, które
a) obserwowane byly w pojedynczych eksperymentach i brak jeszcze dla nich potwierdzenia doswiadczalnego, np.
M(940), M(953), N(1700), ~(1960) itd.,
b) dobrze sa znane, ale których nie mozna interpretowac jako "normalne" rezonanse, np. Al (1100).
Mezony i bariony wyróznione tlustym drukiem naleza do najwazniejszych W obserwowanych dotychczas procesach.

1. Jednostki miar

1.1 Masa, energia
1 eV - jeden elektronowolt jest energia nabywana lub tracona przez ladunek elementarny "e" podczas przebywania
róznicy potencjalów 1 V;
1 keV -1000 eV, 1 MeV = 106 eV, 1 GeV = 109 eV;
1 MeV -1,6021892' 10-6 erg = 1,6021892' 10-13 J. Masa jest równowazna energii: E = mc2, mase czastek
wyrazamy w MeV; jeden MeV odpowiada 1,782678' 10-30 kg.

1.2 Sredni czas zycia
Jezeli sredni czas istnienia nietrwalych czastek jest dluzszy niz "'"10-17 sekundy, wyrazamy go w sekundach, np.
TnO = (0,84±0,10)' 10-16 s. Przy czasach krótszych podajemy szerokosc rozkladu masy r (szerokosc rezonansu).
Czastki sa tworami, których z~chowanie opisujemy w ramach mechaniki kwantowej; jednym z podstawowych jej
twierdzen jest zasada nieokreslonosci (zasada nieoznaczonosci). Jezeli r jest calkowitym rozmyciem energii ukladu
wyrazonym w MeV, a T - czasem charakterystycznym ukladu, wyrazonym w s, to obu wielkosci nie mozemy
równoczesnie znac z dowolna dokladnoscia

r· T ~ h,
h = 6,582173' 10-22 MeV' s (stala Plancka).

&



Nie istnieje wiec fizycznie dokladna masa 1t0; mezon ten moze przyjmowac rózne
wartosci masy wokól wartosciMo = 134,9645 MeV. Rozklad prawdopodobienstwa
spotkania 1t0 o masie M ma ksztalt jak na rysunku. Szerokosc rozkladu w polowie
wysokosci oznaczamy grecka litera r. Szerokosc rozkladu zwiazana jest z czasem
zycia zasada nieokreslonosci

li
rno ~ -- = 7,8 eV.

TnO

Dla czastek o jeszcze krótszym czasie zycia niz TnO podajemy tylko szerokosc r,
która wyznacza sie doswiadczalnie. Mozna stad latwo obliczyc sredni czas zycia.
Na przyklad mezon (! (750) ma szerokosc r = 146 MeV. Czas zycia wynosi

T = 6,58218~.·_1?~2~_MeV s = 5,59. 10-24 s.

2. Spin izotopowy I, spin J, parzystosc P (w tablicach oznaczamy I(JP»

2.1 Spin izotopowy I
Czastki o tych samych wlasciwosciach, a rózniace sie tylko ladunkiem elektrycznym, grupuje sie w rodziny zwane
multipletami (na przyklad p, n albo 1t+, 1t0, 1t-, albo K+, KO, albo ~ ++, ~ +, ~o, ~ -). Spin izotopowy I okresla liczbe
czastek N w multiplecie. N = 2 . 1+ 1. Wszystkie czastki multipletu traktujemy jako jedna czastke w róznych stanach
ladunkowych. Pojecie spinu izotopowego stosujemy tylko do czastek silnie oddzialujacych.

2.2 Spin J
Wlasny moment pedu czastek wyrazamy w jednostkach li. Czastki o spinie polówkowym nazywamy fermionami,
o spinie calkowitym - bozonami.

2.3 Parzystosc P
W mechanice kwantowej stan ukladu czastki opisujemy funkcja zwana funkcja falowa. Jezeli przy zmianie kierunku
wszystkich osi wspólrzednych funkcja nie zmienia znaku, parzystosc P = + 1. Jezeli przy takiej operacji zmienia sie
znak funkcji falowej, P = -1.

3. Inne liczby kwantowe przypisywane
mezonom i barionom

I

Dziwnosc S
I Hiperla-dunek Y

17:

O O

»
'Y)O O

I:::
OOo (!N G) WO O

::E
K+,Ko

+1+1
K-,Ko

-1 -1

p,n

O l

»

~
O 1

I:::

A-1 O.Q •...
~-1 O«l

~I
.!:.

-2 -1
n-

-3 -2

4. Rodzaje oddzialywan

I Stala charakteryzujaca IRodzaj

sile oddzialywaniaPrzyklad

Oddzialywanie

przyciaganie Ziemi
grawitacyjne

10-39i Slonca;
Oddzialywanie slabe

10-7rozpad neutronu;
Oddzialywanie

przyciaganie,
elektromagnetyczne

1/137odpychanie
elektrostatyczne;Oddzialywanie silne

1reakcje jadrowe

Mezony i bariony sa to czastki oddzialujace silnie.

OSTRZEZENIE

Zestawienie wszystkich znanych czastek jest duza podnieta do szukania wla
snych systemów klasyfikacji. Tym, którzy chca sie tym zajac, radzimy usilnie
poznac najpierw istniejace próby systematyzacji czytajac np. podrecznik:
G. Bialkowski, R. Sosnowski, Czastki elementarne, PWN, 1971.
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Foton
MasaSredni czas

NajczestszeNazwa
SymbolJspoczynkowazycia T lub

[MeV]

szerokosc rrozpady

I

\I I trwalyI

i
Foton

y1<2.10-21 I

!

Leptony
Sredni czas

I

Masa
NajczestszeNazwa SymbolJ

[MeV]
zycia T lub

rozpadyszerokosc r
Ineu- trino

VetOtrwaly
elek- trono-weneu-trino

v",tOr.trwaly
mio- nowemion

!Lt
I

105.6595
2.199 . 10-6 sevv

3elek-

e-t
I

0.5110034 trwaly
tron

14

Mezony

Masa
Sredni czas

NajczestszeNazwa
SymbolI(JP)[MeV]

zycia T lub
rozpaayszerokosc r

n;±

139.56882.6030' 10-8s!Lv", "'" 100%
pion

1(0-)6423

n;o

134.96450.84' 10-16 Sn;o yy "'" 98%
74

10

elon

'l0(0-)548.8 2.63 KeVyy38%
6

583n;o30%
n;+n;-n;o

24%
e:(600)

ro

p1(1-)770 150 MeVn;n;"'" 100%
10

I
10

ty

~

~

Mezony

Masa
Sredni czas

NajczestszeNazwa
SymbolI(J~[MeV]

zycia T lub
rozpadyszerokosc r

oinega

(a)0(1-)782.7 10 MeVn;+n;-n;o 89.6%
6

4
M(940)

M(953)

XO

O()957.6 < 1MeV'l n; n;,70.6%
3

pOy27.4%
~(970) H (990)S *(993)

,

fi

cfJO()1019.7 4.2 MeVK+K-46.6%
3

2K~K~34.6%

M(1033)

n;+n;-n;o 15.8%

B1(1040)
lJN(1080)A1(llOO)M(1150)A1•s(1170)B

1(1+)1237 120 MeVCU7t
10

20
f

0(2+)1270 170 MeV7t7t"'" 83%
10

30

D
O+()1286 30 MeVKK7t?

10
20lJ7t7t?

A2

1(2+)1310 100 MeVpn;71.5%
10

10'ln;15.2%

E
O( )1416 60 MeVKK1t40%

10

20

K*K}
20%K*K

X(l430)

lJ7t7t
60%

X(l440) .
f

0(2+)1516 40 MeVKK?
3

10
,



Mezony

I Nazwa

Masa

Sredni czas
NajczestszeSymbol

I(JP)[MeV]
zycia '"(lub

rozpadyszerokosc r
Fl

I()1540 I
40 MeV

K*K?
5

15K*K
p(1600) A3(1640)

(,)(1675)

O()1666 142 MeVp it dominuje
lO

20.

g

1(3 -)1686 180 MeV2it26%
20

304it70%

X(l690) X(1795)8(1930)A41960p(2100)T(2200)p(2275)U(2360)NN(2375)X(2500--3600)K:I:

t(0-)493.7071.2371 . 10 -8 S!LV63%
37

26n nO21%

I

KO!(O-)497.70*

13KO
!(O-) 0.886' 10-10 Sn+n-68%s 7
nOno31%

KO
t(O-) 5.179' 10-8 SnOnono21.3%L . 40n+n-no 11.9%

n!Lv

27.5%
nev

39.0%
I K*(892)

t(1-)892.2 Kn-,100%
5

kappa

)(

• Mezon KO jest superpozycja mezonu IO-ótkozyciowego K~ i dlugozyciowego K~

to'

~

~

ó
~

Mezony

I Masa

Sredni czas
NajczestszeNazwa SymbolI(JP)[MeV]

zycia '"(lub
rozpadyszerokosc r I,. Q

K*(1420) !(2+)

1421 100 MeVKit55%
5

10K*it29%
KN(1660)

KN(1760)
L(I770)

t()1765 140 MeVKitit
10

50

KN(1850) K*(2200)K*(2800)

Bariony

Masa
Sredni czas

NajczestszeNazwa
SymbolI(JP)[MeV]

zycia '"(lub
rozpadyszerokosc r

p(proton)

!H+)938.2796>2 x 1028 lat I

Nukleon

27

I n(neutron)

!H+)939.57370.918.103 spe- V100%

I N(1470)

27

!H+)

- 1470165-3CO MeVNit60%
Nitit

35%

N(1520)

!(l-)1510-1540105-150 MeVNit- 55%
Nitit

45%

N(1535)

!(!-)1500-160050-160 MeVNit35%
N1J

55%
Nitit

- 10%

N(1670)

!(t-)1670-1685115-175 MeVNit40%
Nitit

60%

N(1688)

te-V)1680-1690105-180 MeVNit60%
Nitit

-40%

l

N(17ÓO)
!(!-)

1665-1765100-300 MeVNit- 55%
Nitit

25%



Bariony
I

Sredni czasMasa Najczestsze
Nazwa

SymbolI(JI)[MeV]
zycia T lub

rozpadyszerokosc r
I

I

N(1700) lC-P)11650-1860
!

N(1780)

50-350 MeVN7t7t"'" 40%

N(1810)

tG+)1770-1860180-330 MeVN1t"'" 25%. N7t7t> 50%
N(1990) N(2000)N(2040)

IN(2100)
N(21 (0)N(2190)

l(+-)2000-2260150-325 MeVN1t25%

N(2220)

Kt+)2200-2245260-330 MeVN1t15%

N(2650)

, l(?-)"'" 2650"'" 360MeVN1t?

N(3030)

I H?)"'" 3030
"'" 400MeVN1t?

N(3245) N(3690)N(37SS)
99.4% I

, Delta

I

A(1232) 1(1+) 1230--1236110--122 MeVNn

A(1650)

1(t -)1615-1695140-200 MeVN1t30%
IN1t1t 70%I

,

A(1670)
1G-)1650-1720190-270 MeVN1t15%

IN1t1t
> 60%

A(1690)

I

A(1890)

1(i+)1840-1920140-350 MeVN1t1t> 50% !

A(1900)

~
A(1910)

1C-V)1780-1935200-340 MeVN1t25%
i

A(1950)

!(f+)1930-1980170-270 MeVN1t40%
N1t1t

> 25%
A7t

16--26%

A(1960) A(2160)A(2420)
WV)2320-2450250-350 MeVN1t11%

N1t1t
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A(2850)

. !(?+)I
"'" 2850"'" 400 MeVN1t?
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Bariony

I Nazwa
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Sredni czas
NajczestszeSymbol

l(JP)[MeV]
zycia T lub

rozpadyszerokosc r
A(3230)

1(?)"'" 3230I ,....,440 MeV
N7t

?

ZO(1780) ZO.(1865)Zl(1900)ZI(2150)
I

Z 1(2500)
Lam-

AO(t +)1115.602.578.10-10 Spn-64.2%
bda

521 Dno35.8%

A(1405)

O(t-)1405 40 MeV}:;1t100%
5

10

A(1520)

OG-)1518 16 MeVNK'45%
2

2}:;1t41%
A1t1t

10%

A(1670)

OH-),....,167023-40MeVNK 15-35%
A'Yj

15-25%
}:;1t

30-50%

A(1690)

OG-),....,169030-70 MeVNK 20--30%
}:;1t

30-50%
A1t1t

< 25%

I

}:;1t1t< 25%
A(1750)

A(1815)

O(t+)1820 70-100 MeVNK61%
5

}:;1t11%
}:;(1385)1t

O(f -)

_ 15-20%

I

A(1830) 1810--184070-120 MeVNK"'" 10%
}:;1t

20-60%
I A(1860)

I

A(1870)

I

A(2010)

.A(2020)! A(2100).O(i--)2090-212080-140 MeVNK30%
i A(2110)

A(2350)

OC?)"'" 2350140-320 MeVNK?

A(2585)

OC?)"'" 2585"'" 300 MeVNK?



Bariany Bariany

Symbol I I(JP)

Sredni czas
i

Masa
Najczestsze

I
Nazwa [MeV]

zycia 7: lub
rozpady

I szerokosc rI !
iSigma

~+ 1189.370.800· lO-lOSpno51.6%
6

Dn+48.4%
~o

l(-V)1192.48< 1· 10-14 SAy100%
8 ~-

1197.351.482' 10-10 sDn-100%
6

~+(1385)

138335 MeV
lG+)

l 2A'Tt88%
~'Tt

12%
~-(1385)

138742 MeV
l

5

~(1480)

~(l620)1

~(1620)

**

~(1620) ~(1670)

1(l-),...,167035-60 MeV~'Tt30----60%
A'Tt

,...,12%

~(1670)
~(1690)~(1750)

1(t -)1700-179050-100MeVNK12-45%
A'Tt

5-18%
~'Tt

6-19%
~(1765)

l(i-)1765 ,...,120 MeVNK41%
5

A'Tt13%
A(1520)'Tt 15%

~(1840)

~(1385)'Tt 10%

~(1880) ~(1915)

l(l+)1900-193050-120 MeVNK,...,14%

~(1940)

lG-)1865-1950,...,220 MeVNK,...,21%

~(2030)
1(-t+)2020-2040120-170 MeVNK20%

A'Tt
20%I

,I

•• Grupa czastek o tej samej masie rózniaca sie spinem
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I
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I
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I

~(2070)
~(2080)~(2100) 1(?) I~(2250)

2245-2280100-230 MeVNK?

I
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~(2620)

1(?),...,2620,...,175 MeVNK?

~(3000) EO

1314.92.96.10-10 SAnO100%
6
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I
1423

EO(1530)

l(l+)1531.8 9.1 MeV
3

5
En
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E-(1530)

1535.110.6 MeV
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72.6
E(1630) I
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87t

I
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~KE(1940)
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I
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Ome-

n-O(l+)1672.2 1.3.10-10 s
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, ga
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Równania czy nie równania?
Piotr WOJCIECHOWSKI

Autor w momencie zlotenia artykulu
w Redakcji byl uczniem Szkoly Podstawowej
nr 65 w Warszawie. Obecnie uc~zcza do
Liceum im. Gollwalda.

Nazwa "kongruencjonal" jest pomyslem
autora. Nie jest rzecza oczywista, te to
pojec:ie w ogóle zasluzylo sobie na oddzielna
nazw~. W artykule jest to jednak wygodny
skrót zwrotu defmiujacego.

--
Rozwiazanie zadania M36:
Zauwazmy nsjpierw, ze na liscie jest najwyzej

jedno zdanie prawdziwe, gdyz koniunkcja
dwóch róznych zdan jest falszywa. Gdyby
wszystkie zdania byly falszywe, to zdanie
o numerze 1975 byloby prawdziwe wbrew
przypuszczeniu.
Na liscie musi wiec:byc co najmniej jedno
zdanie prawdziwe, a poniewaz nie moze byc

ich wi~j niz jedno, wiec:dokladnie jedno
zdanie jest prawdziwe, pozostale 1974 sa
falszywe. Prawdziwe jest wiec:tylko zdanie
o numerze 1974.

Wszystkie zapisane tu liczby niech beda calkowite. Jezeli mamy trzy liczby: a, b, m, spelniajace
warunek: a-b jest podzielne przez m, to piszemy wówczas a == b (mod m). Ten ostatni zapis
czytamy: a przystaje do b wedlug modulu m. W ten sposób okreslona relacja nosi nazwe
relacji kongruencji. Przyklady: S == l (mod 4), bo S-l = 4 jest podzielne przez 4;
-l == S (mod 3), bo -l-S = -6jest podzielne przez 3. Oczywista jest rzecza, ze m nie moze byc O.

Zapis kongruencji nie zostal wybrany przypadkowo (mam tu na mysli podobienstwo do zapisu
równosci liczb). Okazalo sie, ze kongruencje maja wiele cech wspólnych z równosciami. Np. kazda
liczba przystaje do siebie wedlug dowolnego modulu; jezeli jedna liczba przystaje do drugiej
wedlug jakiegos modulu, to ta druga przystaje do pierwszej wedlug tegoz modulu; i trzecia
wlasnosc - przechodniosci: jezeli jedna liczba przystaje do drugiej wedlug danego modulu, a druga
do trzeciej wedlug tegoz modulu, to i pierwsza przystaje do trzeciej wedlug tegoz modulu.
Ponadto kongruencje o tym samym module mozna mnozyc i dodawac stronami, np.
z kongruencji S == l (mod 4) i 6 == 2 (mod 4) tworzymy prawdziwe kongruencje 30 == 2 (mod 4)
i 11 == 3 (mod 4). Kongruencje a == b (mod m) mozna stronami dzielic przez liczbe
p =f. O pod warunkiem, ze a i b sa podzielne przez p oraz ze m i p sa wzglednie pierwsze; np.
z 20 == 2 (mod 9) wynika 10 == l (mod 9), bo dzielilismy tu przez 2, a 2 jest pierwsze wzgledem
9. Dana kongruencje mozemy takze pomnozyc przez kazda, rózna od O liczbe, mnozac i liczby
przystajace, i modul; np. S == l (mod 4) jest równowazne 3S == 7 (mod 28). Widzimy, ze
kongruencje zblizone sa pod wzgledem wlasnosci do równosci.
W teorii liczb znane jest okreslenie "rozwiazywanie kongruencji". Tutaj pod terminem
"kongruencja" rozumiane jest wyrazenie F(x) == O (mod m), gdzie F(x) jest funkcja zmiennej x.

"Rozwiazac" znaczy podac zbiór liczb, które podstawione pod x uczynia powyzszy zapis
zdaniem prawdziwym. My przez "kongruencje" rozumiemy relacje - odpowiednik równosci,
a tu mamy do czynienia z odpowiednikiem równania. Uniknijmy przeto powstalej dwuznacznosci
wprowadzajac pojecie "kongruencjonalu", które zastapi "kongruencje" w tym drugim
znaczeniu. Kongruencjonalem nazywamy kongruencje, w której wystepuja wyrazenia niewiadome.
Czytelnik zwróci uwage na analogie z definicja równania. Oto przyklady kongruencjonalów
z jedna niewiadoma: 2x+3 == O (mod 7), x'+x-2 == O (mod 3). Umówmy sie, ze funkcja F(x)
jest wielomianem. Jezeli w kongruencjonale podstawimy jakas liczbe Xo i w ten sposób powstanie
kongruencja prawdziwa, to mówimy, ze liczba xo spelnia dany kongruencjonal. Np. wspomniany
kongruencjonal 2x+3 == O (mod 7) spelniaja liczby ... , -7, 2, 13, ... , Nietrudno zorientowac sie;
ze liczby spelniajace ten kongruencjonal przystaja do 2 wedlug modulu 7. Mówimy tu, ze
kongruencja Xl == 2 (mod 7) jest pierwiastkiem naszego kongruencjonalu. Kougruencjonal
xZ+x_2 == O (mod 3) spelniaja liczby ... , -l, 1,2,4, S, 7, Zbiór ten, jak latwo sprawdzic, •
da sie podzielic na takie dwie czesci, mianowicie na zbiory { , -l, 2, S, ... } oraz {... , 1,4,7, ... },
ze kazda liczba z pierwszego zbioru przystaje do -l wedlug modulu 3 i kazda liczba z drugiego
zbioru przystaje do l wedlug modulu 3. Mówimy tu, ze dany kongruencjonal posiada dwa
pierwiastki Xl == -l (mod 3) i x, == l (mod 3). Nalezy podkreslic, ze liczba spelniajaca
kongruencjonal, a jego pierwiastek - to dwa rózne pojecia. Rozwiazac kongruencjonal znaczy
podac wszystkie jego pierwiastki.

Poznane na poczatku twierdzenia, dotyczace kongruencji, wykorzystalem do udowodnienia
bardzo waznych twierdzen, które pozwola rozwiazywac kongruencjonaly. Twierdzenia te
orzekaja, ze: 1°, jezeli do kongruencjonalu dodamy stronami tozsamosc (tozsamoscia nazywamy
kongruencje prawdziwa dla kazdej liczby podstawionej w miejsce wystepujacej tam niewiadomej,
np. 2xm == O (mod m», to otrzymamy kongruencjonal równowazny danemu (tzn. bedzie posiadal
to samo rozwiazanie); ze, jezeli kongruencjonal dany pomnozymy stronami przez stala pierwsza
wzgledem modulu, to otrzymany kongruencjonal pozostanie równowazny danemu; 3°, jezeli
kongruencjonal dany pomnozymy przez dowolna rózna od O stala, mnozac i liczby przystajace,
i modul, to otrzymany kongruencjonal pozostanie równowazny danemu.
Podamy po jednym przykladzie na kazde twierdzenie. 1°. Kongruencjonal Sx+ l == O (mod 3)
jest równowazny kongruencjalowi 2x+ l == O (mod 3). Dodalismy tu stronami kongruencjonal
dany do tozsamosci -3x == O (mod 3). 2°. Dany wyzej kongruencjonal równowazny jest
nastepujacemu: 10x+2 == O (mod 3), bowiem stronami pomnozylismy go przez 2, a 2 jest
pierwsze wzgledem 3.3°. Dany kongruencjonal jest równowazny lSx+3 == O (mod 9). Mozna
powiedziec, ze twierdzenia 1°_3° ustalaja przeksztalcenia równowazne, jakie wolno stosowac do
kongruencjonalów. Opierajac sie na tych twierdzeniach chcialbym zaproponowac sposób
rozwiazywania kongruencjonal6w. Zacznijmy od kongruencjonalów najprostszych, tj. liniowych
(ax+b == O (mod m), gdzie a =f. O). Postarajmy sie rozwiazac kongruencjonal 4x+l == O (mod 3).
.Nasze postepowanie kierujemy w strone jak najprostszego zapisania owego kongruencjonalu.
W tym celu zauwazmy, ze tozsamoscia jest -3x == O (mod 3). Wolno nam na podstawie
twierdzenia 1° dodac do danego kongruencjonalu tozsamosc. A wiec dodajmy. Otrzymamy
x+ 1 == O (mod 3), a wiec X == -1 (mod 3), Zatem pierwiastkiem (i rozwiazaniem) naszego
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Rys. l

Rys. 2

Gdy modul jest liczba zlozona, to prócz

"normalnych" pierwiastków pojawiaja sie
jeszcze dodatkowe liczby spelniajace ów
kongruencjonal.

Rys. 3

• ·2

• ,3

· .~
· ·s

Rys. 4

kongruencjonalu jest Xl = -1 (mod 3). Czytelnik latwo to sprawdzi podstawiajac pod Xl
odpowiednie liczby i stwierdzajac, ze zadna inna liczba nie spelnia naszego kongruencjonalu.
Inny przyklad niech stanowi wspomniany wczesniej kongruencjonal 2x+ 3 = O (mod 7).
Postepujemy w sposób nastepujacy: mnozymy nasz kongruencjonal stronami przez - 3.
Dostajemy -6x-9 = O (mod 7). Korzystajac z tego, ze 7x = O (mod 7) jest tozsamoscia,
dodajemy ja stronami do ostatniego kongruencjonalu i w ten sposób mamy x-9 = O (mod 7),
czyli x = 9 (mod 7). Poniewaz 9 = 2 (mod 7), a relacja kongruencji jest przechodnia, wiec
ostatecznym ("naj prostszym") zapisem pierwiastka jest X l = 2 (mod 7). Pokaze jeszcze, kiedy
nalezy stosowac twierdzenie 3°. Wezmy np. kongruencjonal IOx+2 = O (mod 4). Dzielimy liczby
przystajace i modul przez 2. Otrzymujemy 5x+ l = O (mod 2). Czytelnik latwo, w sposób
analogiczny do poprzednich przykladów, dojdzie do rozwiazania Xl = l (mod 2), a wiec do faktu,
ze kazda liczba nieparzysta spelnia ów kongruencjonal. Jak widac, kongruencjonaly liniowe,
posiadajace rozwiazanie, maja dokladnie jeden pierwiastek. Widoczna jest tu analogia do równan.
Sa tez róznice: nie wszystkie kongruencjonaly liniowe posiadaja rozwiazania, np. kongruencjonal
2x+1 = O (mod 4) rozwiazania nie posiada; tak samo 12x+5 = O (mod 6). Ogólnie,
kongruencjonaly liniowe nie posiadaja rozwiazania, gdy wspólczynnik przy niewiadomej i modul
maja wspólny podzielnik wiekszy od l, natomiast wyraz wolny juz nie dzieli sie przez owa liczbe.
Przejdziemy teraz do omawiania niektórych kongruencjonalów stopnia wyzszego niz 1. Mozna
dowiesc, ze gdy modul jest liczba pierwsza, to aby rozwiazac taki kongruencjonal, potrzeba
i wystarcza rozlozyc wystepujacy wielomian F(x) na czynniki i rozwiazac kongruencjonaly,
których lewymi stronami sa kolejne czynniki, prawa O, a modulem - modul wyjsciowego
kongruencjonalu. Otrzymane pierwiastki sa pierwiastkami danego kongruencjonalu. Podamy
przyklady.
Kongruencjonal kwadratowy x2+x-2 = O (mod 5) ma pierwiastki Xl = 1 (mod 5)
i X2 = -2 (mod 5), bowiem x2+x-2 = (x-I)(x+2), a kongruencjonaly x-l = O (mod 5)
i x+2 = O (mod 5) daja wymienione pierwiastki. Wezmy teraz kongruencjonal
6x2+5x+ l =0 (mod 11). Rozkladamy trójmian na czynniki i otrzymujemy

6(x+ ~)( x+ ~ ) =0 (mod 11).
Pozbywamy sie ulamków w czynnikach przedstawiajac 6 w postaci iloczynu 2·3, a wiec
(2x+ 1)(3x+ l) = O (mod 11). Pozostaly teraz do rozwiazania kongruencjonaly liniowe
2x+ 1 = O (mod 11) i 3x+ 1= O (mod 11). Czytelnik sprawdzi, ze,ich pierwiastkami sa odpowiednio
Xl = 6 (mod 11) i X2= -4 (mod 11). Kongruencje te stanowia rozwiazanie kongruencjonalu
wyjsciowego.
Rozwiazmy jeszcze kongruencjonal trzeciego stopnia x3 -l = O (mod 3). Rozkladamy wyrazenie
~tojace po lewej stronie znaku przystawania na nastepujace czynniki: (x_I)(x2 +x+ l).
Rozwiazujemy kongruencjonal liniowy x-l = O (mod 3) i otrzymujemy Xl = 1 (mod 3).
Rozwiazmy jeszcze kongruencjonal kwadratowy x2 +X + l = O (mod 3). Wystepujacy tu
wielomian sam nie rozlozy sie na czynniki, ale kongruencjonal jest równowazny
x2 +x - 2 = O (mod 3), bo 2 = -l (mod 3). Kongruencjonal ten ma pierwiastki X2 = l (mod 3)
i X3 = -2 (mod 3). Ale X2 = X3 = l (mod 3), równiez Xl = X2 = X3 = l (mod 3). Otrzymalismy
zatem potrójny pierwiastek kongruencjonalu. Plynie stad prawdziwy dla wszystkich dajacych sie
rozwiazac kongruencjonalów o module pierwszym wniosek: liczba pierwiastków jest taka, jaki
jest stopien tego kongruencjonalu.
Wiadomo, ze równania mozna zilustrowac graficznie w ukladzie wspólrzednych. Nasunelo mi
to pomysl zilustrowania w sposób analogiczny kongruencjonalów. W tym celu obieramy uklad
wspólrzednych na plaszczyznie kratowej, tzn. zbudowanej z punktów o wspólrzednych
calkowitych. Nietrudno pokazac, ze wykresem wyrazenia y == F(x) (mod m) jest rodzina "linii"
równoleglych do "linii" y = F(x) i przecinajacych os rzednych w punktach odleglych kolejno
o m. Np. wykresem wyrazenia liniowego y == 2x+ l (mod 3) jest rodzina "prostych" (rys. l). Za
pomoca ilustracji graficznej kongruencjonaly mozna rozwiazywac podobnie jak równania. W tym
celu wykonujemy wykres wyrazenia y = F(x) (mod m), a nastepnie kladziemy y = O, tj.
rozpatrujemy punkty osi odcietych. Jesli "linie" y == F(x) (mod m) przecinaja w punktach
kraty Xl, X2, X3, ••• os odcietych, to odciete tych punktów spelniaja kongruencjonal
F(x) =0 (mod m). Jest to pierwsza metoda, która zilustrujemy na przykladach. Wezmy cytowany
wczesniej kongruencjonal 2x+ l == O (mod 3). Wykonujemy wykres wyrazenia y == 2x+ l (mod 3),
a nastepnie zaznaczamy punkty przeciecia z osia odcietych "prostych" wykresu. Jak widac na
rys. l, nasz kongruencjonal spelniaja liczby: ... , -2, 1,4, ... , a wiec pierwiastek ma postac
Xl =-1 (mod 3). Kongruencjonal kwadratowy x2_1 = O (mod 2) rozwiazemy graficznie na rys. 2.
Widac stad, ze kongruencjonal ten spelniaja liczby ... , - 3, -l, 1, 3, ... , a wiec pierwiastki
stanowia kongruencje: Xl = l (mod 2) i X2 = -l (mod 2). Zauwazmy, ze -l == l (mod 2),
a wiec Xl = X2 = l (mod 2). Metoda druga - przypominajaca rozwiazywanie ukladów równan
polega na tym, ze wielomian w kongruencjonale danym rozkladamy na sume dwóch wielomianów
A(x) i B(x) i kladziemy y zamiast jednego z wielomianów sumy (np. A(x». Wykonujemy
nastepnie wykres wyrazenia y = -B(x) (mod m) i wykres funkcji y = A(x) (mod m). Jezeli
punktami przeciecia otrzymanych "linii" sa punkty kraty, to ich odciete spelniaja dany kongruen
cjonal. Rozwiazemy ta metoda wczesniej cytowane kongruencjonaly. Mamy 2x+ l == O (mod 3).
Kladziemy y = 2x, stad y == -l (mod 3). Wykonujemy wykresy (rys. 3) i dochodzimy do tego
samego wniosku, co metoda pierwsza graficzna, jak i algebraiczna. Metoda druga znajduje
zastosowanie glównie przy rozwiazywaniu kongruencjonalów nieliniowych o module pierwszym.
Wezmy x2_1 == O (mod 2). Kladziemy y = x2, a wiec y = l (mod~) (rys. 4). Mamy stad
identyczny wynik jak w pierwszej metodzie.
Celem rozwazan powyzszych bylo wskazanie analogii i róznic pomiedzy kongruencjonalami
a równaniami o wspólczynnikach calkowitych. Mozna sie bylo zorientowac, ze zapisy F(x) = O

i F(x) = O (mod m) maja wiele cech wspólnych. Az dziw, ze tak na pozór rózne relacje, jak
relacja równosci i kongruencji, a co za tym idzie, i podzielnosci, okazaly sie tak podobne.
Rozszerzajac to stwierdzenie nalezy zauwazyc, ze mozna relacje kongruencji traktowac jako
uogólnienie relacji równosci okreslonej w zbiorze liczb calkowitych.
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Rozwiazanie zadania M34:
Podzielmy kazdy bok na odcinki dlugosci 1
i poprowadzmy przez punkty podzialu proste
równolegle do boków tr6jkata. Trójkat
podzieli si~ nam na 16 trójkatów
r6wnobocznych o boku dlugosci l.
W pewnym z tych 16 tr6jkat6w znajda si~
dwa sposród danych 17 punktów. Odleglosc
tych dwóch punktów nie przekracza l, gdyz
odleglosc mi~zy dwoma punktami trójkata
jest nie wi~ksza od dlugosci najwi~kszego
boku tego trójkata (dlaczego?).

Uplywa juz rok naszych wspólnych eksperymentów. A wiec... mini-jubileusz.
Z tej okazji organizujemy konkurs, którego tematem sa szeroko pojete drgania ..
Moga to byc drgania mechaniczne, szybkie zmiany natezenia swiatla czy
jakiekolwiek inne okresowe zjawisko. Zadaniem uczestników konkursu jest
fotograficzne zarejestrowanie drgan. Kazdy uczestnik moze nadeslac jedno lub
wiecej zdjec czarno-bialych wraz ze zwiezlym opisem, jakie drgania te zdjecia
przedstawiaja; jak zdjecia zostaly wykonane i jakich informacji dostarczaja (nie
wiecej niz 100 slów o kazdym zdjeciu).

KTO I JAK BEDZIE OCENIAL PRACE KONKURSOWE?

Oczywiscie jury, jak w kazdym prZYZWOItymkonkursie, a mianowicie:
1) przedstawiciel Zarzadu Glównego Polskiego Towarzystwa Fizycznego,
2) przedstawiciel Redakcji,
3) dr Jan Gaj z Instytutu Fizyki Doswiadczalnej Uniwersytetu Warszawskiego.
Przy ocenie prac beda brane pod uwage nastepujace ich cechy:
1) Wartosc dydaktyczna - zdjecie powinno w jasny sposób ukazywac zjawisko,
które w zwyklej obserwacji jest niewidoczne lub' trudno dostrzegalne. Wartosc
dydaktyczna jest tym wieksza, im trudniejsze do obserwacji zjawisko jest
przedstawione oraz im lepiej widac jego przebieg.
2) Wartosc informacyjna - zdjecie (przy znanych warunkach jego wykonania)
powinno pozwolic na okreslenie parametrów badanego drgania, jak na przyklad
amplituda czy czestotliwosc. Im wiecej informacji zdjecie dostarczy (podac
w opisie l), tym wyzej bedzie ocenione.
3) Estetyka wykonania - kryterium wynikajace z samolubstwa czlonków jury,
którzy, jesli juz maja ogladac tyle zdjec, to wola ladne niz brzydkie.

CO DLA ZWYCIEZCÓW?

Nagrody, rzecz jasna. Jak konkurs, to konkurs. Oto one:

I ---..:miernik uniwersalny UM-3,
II i III - mikroskop,
IV i V - zestaw do montazu radioodbiornika,
VI-X - zestaw do eksperymentów optycznych.

.Jesli zróznicowanie poziomu nadeslanych prac bedzie tego wymagalo, jury moze
zmienic liczbe i rodzaj nagród, nie umniejszajac calkowitej sumy na nie
przeznaczoneJ.
Ponadto najciekawsze zdjecia zostana opublikowane w «Delcie».
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A CZy TO W OGÓLE DA SIE ZROBIC?

Nie chcialbym byc posadzony o wzywanie Was do robienia rzeczy nierealnych
lub nieciekawych. Dlatego postaram sie podac pare przykladów rejestracji drgan.
Nie znaczy to oczywiscie, ze Wasze prace maja byc jak najbardziej zblizone do
tych przykladów; korzystajcie ze swobody twórczej, a jury konkursowe oceni
Wasze wyniki.
Pierwszy przyklad ma Was sklonic do zastanowienia sie:

DO CZEGO MOZE SIE PRZYDAC TELEWIZOR?

Slyszeliscie na pewno, ze obraz na ekranie telewizora pojawia sie w taki sposób, ze
wiazka elektronów "rysuje" kolejno poziome linie, z których obraz sie sklada.
Co innego jednak slyszec od h>gos, a co innego samemu doswiadczalnie sie
przekonac. Wyobrazmy sobie, ze w czasie robienia zdjecia przesuwamy aparat
pionowo tak, ze "nadaza" on za przesuwajaca sie linia. Wtedy na filmie nie
powinien powstac caly obraz, a tylko linia w jednym miejscu, lub szereg linii,
jezeli fotografujemy z dostatecznie dlugim czasem naswietlania i aparat znajduje
sie w dostatecznej odleglosci od telewizora.
Zastanówcie sie sami, co powstanie na fotografii, jezeli bedziemy poruszac
aparatem szybciej. A co bedzie, jesli wolniej lub w przeciwna strone? W praktyce
najwygodniej zrealizowac jednostajny ruch obrotowy. Nalezy w tym celu
postawic aparat na obracajacym sie talerzu gramofonu (uwaga na sile
odsrodkowa) i fotografowac "na czas". Oczywiscie jeslibysmy chcieli zrealizowac
poprzednio opisana sytuacje, telewizor musialby stac na boku. A co bedzie, jesli
bedzie stal normalnie? Zastanówcie sie, spróbujcie zobaczyc w doswiadczeniu.
Nawet bez wykonania zdjecia mozecie zorientowac sie, co wyjdzie, jesli zamiast
aparatu umocujecie na talerzu adaptera lusterko i bedziecie patrzyli na odbicie
telewizora w tym lusterku w czasie ruchu talerza.
Korzystajac z tego samego gramofonu mozemy takze sfotografowac inne
okresowo blyskajace zródlo, jak np. swietlówka czy lampa rteciowa. Trzeba
oczywiscie ustawic rure swietlówki pionowo i podobnie, jak w przypadku
telewizora, fotografowac na czas aparatem umieszczonym na obracajacym sie
talerzu gramofonu. Wygodnie uzywac do tego wezyka, ale przy wiekszosci
aparatów mozna sie bez niego obejsc. Innym okresowo blyskajacym zródlem moze
byc zwykla zarówka umieszczona za obracajacym sie smiglem wentylatora.
Pomyslcie, jak wyznaczac stad czestosc obrotu smigla.
Inny przyklad pola do dzialania to

FIGURY LISSAJOUS

Ci z Was, którzy czytali "Laboratorium w domu" w numerze wrzesniowym, na
pewno pamietaja, ze skladajac dwa drgania zachodzace w prostopadlych
kierunkach otrzymujemy przy równych czestotliwosciach ruch wypadkowy po
okregu, elipsie lub linii prostej. Mozemy jednak wyobrazic sobie, a co wiecej,
wykonac doswiadczenie, w którym bedziemy skladac drgania o róznych
czestotliwosciach. W takim doswiadczeniu mozemy otrzymywac naj rozmaitszego
ksztaltu figury, z których kilka przedstawiaja rysunki. Wszystkie figury w ten
sposób otrzymane nosza nazwe "figur Lissajous" od nazwiska francuskiego
fizyka (Jules Antoine Lissajous, 1822-1880).

JEDNA Z MOZLIWYCH METOD REJESTRACn FOTOGRAFICZNEJ FIGUR

Lissajous jest przedstawiona schematycznie na rysunku. Aparat fotograficzny
trzeba przymocowac do szczotki tak podpartej, aby mogla sie swobodnie wahac
(na przyklad na ostrzach nozy). Fotografujemy "na czas" latarke kieszonkowa (po
zdjeciu reflektora) zawieszona pod sufitem i równiez wprawiona w ruch
wahadlowy w plaszczyznie prostopadlej do plaszczyzny wahan szczotki z aparatem.
Na zdjeciu, w zaleznosci od stosunku czestotliwosci i przesuniecia fazowego,
otrzymamy rózne figury Lissajous.

CO ZROBIC Z PRACA KONKURSOWA, GDY SIE JUZ JA WYKONALO?

Przyslac do Redakcji «Delty» i czekac na wyniki konkursu. Termin nadsylania
prac uplywa 31 I 1975 r. Na kopercie piszemy haslo konkursu: "Drgania sa
wszedzie". Nie zapomnijcie podac swojego nazwiska i adresu, a jezeli jestescie
uczniami - nazwy szkoly i klasy, do której chodzicie.
Teraz wiecie juz naprawde wszystko. Radze szybko podjac decyzje, bo nagrody
sa warte trudu, i nie zwlekajac przystapic do dziela. Trzymam kciuki!
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o potrzebie aksjomatycznego ujmowania teorii matematycznych

Mgr Robert HAJLASZ

Zalózmy, ze nigdy nic nie slyszelismy o teorii mnogosci, czyli o teorii zbiorów,
i zalózmy równiez, ze nigdy nic a nic nie slyszelismy o jakichkolwiek
aksjomatach. Startujac z tej pozycji - rzec mozna zerowej - postanawiamy sami
stworzyc te teorie.
Wobec tak przyjetych zalozen narzuca sie nam tylko jedna droga, która mozemy
ruszyc. Jest to droga naturalna, czyli wskazywana przez intuicje. Ruszymy ta
droga, a niebawem zobaczymy, jak z tej drogi trzeba czym predzej zawrócic, bo
prowadzi ona w przepasc, nieco scislej: w sprzecznosc. I wtedy to zobaczymy
wyraznie potrzebe aksjomatycznego ujmowania teorii matematycznych.
A wiec zaczynamy.
Rozumujemy tak: Nad pojeciem zbioru nie ma co sie zatrzymywac. Jest ono nie
tylko dla nas, ale nawet i dla dzieci calkowicie zrozumiale, nie budzi zadnych
watpliwosci. Przeciez niejednokrotnie rozwazalismy w zyciu codziennym zbiór
ksiazek; zbiór ludzi, zbiór liczb naturalnych, zbiór liczb parzystych, zbiór
prostych itp. I wszystko bylo dla nas jasne. Nie ma równiez potrzeby zatrzymywac
sie nad pojeciem przynaleznosci elementu, tj. przedmiotu do zbioru, bo to pojecie
rozumiemy juz od dziecka.
A zatem podsumowujac stwierdzamy, ze takie dwa powiedzenia, jak

X jest zbiorem,
x jest elementem zbioru X

sa dla nas calkowicie zrozumiale, nie budza zadnych watpliwosci i dlatego nad
nimi nie bedziemy sie zatrzymywac. Czas wiec przystapic do wnioskowania, do
formulowania jakichs tez, do budowania teorii. Zanim jednak przejdziemy do
wnioskowania, wprowadzimy dla prostszego sposobu porozumiewania sie pewne
umowy.
Tak wiec wyrazenie

x jest elementem zbioru X

bedziemy zapisywac symbolicznie:
XEX,

zas wyrazenie
x nie jest elementem zbioru X

zapiszemy za pomoca symbolu:
xf/:X.

Jesli elementami zbioru X beda elementy Xl' X2, ••• , zapiszemy to za pomoca
rysJ.nku:

X = {Xl> X2, ••. }.

A teraz przejdziemy do wnioskowania. Zaczniemy od nastepujacych rozwazan.

Rozwazmy teraz funkcje zdaniowa jednej zmiennej X:

XrFX.

Funkcja ta jest spelniona przez Xo, czyli zbiór stolic, oraz przez Xl, czyli zbiór planet.
Nietrudno zauwazyc, ze elementów spelniajacych te funkcje zdaniowa jest o wiele wiecej.
Intuicja mówi nam, ze mozna pomyslec o zbiorze wszystkich elementów spelniajacych owa
funkcje zdaniowa. Innymi slowy, intuicja mówi nam, ze istnieje zbiór wszystkich elementów
spelniajacych te funkcje zdaniowa.
Niech Z bedzie tym zbiorem.
Wtedy mamy: W worku -Z znajduja sie wszystkie elementy spelniajace funkcje zdaniowa X 'I X.
Fakt ten daje sie opisac formalnie jak nastepuje: Dla kazdego X",

(1) X", EZ~X", 'IX", .

A teraz na dwoje babka wrózyla: albo Z znajduje sie w worku, albo nie.
Przypuscmy, ze Z znajduje sie w worku. Wtedy prawda jest, ze Z E Z. Skoro zas prawda jest,
zeZ E Z, to na podstawie (1), podstawiajac Z zamiast X",. i czytajac (1) z lewej do prawej,
otrzymujemy, ze prawda tez jest, iz Z 'I Z; a wiec otrzymujemy sprzecznosc.

Niech Xo bedzie zbiorem stolic.
Mozemy zatem napisac:
Xo = zbiór stolic = {Paryz, Londyn, H'}'
Tu nie moze wystapic XO, bo gdyby przypuscic, ze
wystepuje, to otrzymalibysmy, ze Xo, czyli zbiór
stolic, jest stolica. A z tym sie nie zgadzamy.

Zatem prawdziwe jest zdanie
Xo rFXo.

Niech Xl bedzie zbiorem planet.
Mozemy zatem napisac:
Xl = zbiór planet = {Wenus, Jowisz, ... }.
lu nie moze wystapic Xl' bo gdyby przypuscic,
ze wystepuje, to otrzymalibysmy, ze Xl' czyli zbiór
planet, jest planeta. A z tym sie nie zgadzamy.

Zatem prawdziwe jest zdanie
Xl rFX1'
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Rozwiazanie zadania M35:
Zauwazmy najpierw, ze pole S czworokata
wypuklego o przekatnych dlugosci d, id.
i kacie miedzy przekatnymi a jest równe

l d . M .
Z- ,d. sma. amy howlem (zob. rysunek):

S= i-Xlsina+ -},ysin(l80'-a)+

+ T yzsina+ -} zx sin (180'- a) =

l . l .
= 2 xl sma+ 2 ty sma+

l . l .
+ Z-yzsmo:+ Z-zxsma =

= -} (x+y) (z+ I) sina = T d,d. sina.

(Korzystalismy z tego, ze pole trójkata jest
równe polowie iloczynu dwóch boków przez
sinus kata miedzy nimi zawartego).
Teza zadania jest wiec nierównosc

Td,d.sina •• {-(d"+d.'),
czyli

O•• d,'-2d,d.sina+d.'.

Mamydl'-2d,d, sina+d.' =
= (d,+d.)'+2d,d.(l-sina),. O
gdyz(d,-d.)' ,. O i l-sina,. O,
dl> O, d, > O.

Z po)YYzszegorozumowania wynika równiez,
kiedy pole czworokata wypuklego równe jest

{- sumy kwadratów dlugosci przekatnych. lest
tak mianowicie tylko wtedy, gdy d, = d.
i sin a = l, tzn. gdy przekatne sa prostopadle
i równej dlugosci.

Zatem przypuszczenie, ze Z znajduje·sie w worku, nalezy odrzucic, gdyz prowadzi do
sprzecznosci.
Skoro Z nie znajduje sie w worku wnosimy automatycznie, ze Z znajduje sie poza workiem,
i nie ma potrzeby sprawdzania tego. Zabawmy sie jednak w upartych kontrolerów i sprawdzmy
po swojemu, czy rzeczywiscie Z znajduje sie poza workiem.
Przypuscmy wiec, ze Z znajduje sie poza workiem. Wtedy prawda jest, ze Z rF Z. Skoro zas
prawda jest, ze Z rF Z, to na podstawie (1), podstawiajac Z zamiast XII i czytajac (1) z prawej
do lewej, otrzymujemy, ze prawda tez jest, iz Z E Z; a wiec otrzymujemy sprzecznosc.
Zatem przypuszczenie, ze Z znajduje sie poza workiem, nalezy odrzucic, bo prowadzi do
sprzecznosci.
Ostatecznie wykazalismy, ze Z nie moze byc ani w worku, ani poza nim! Zatem kontrola, która
wydawala sie zbyteczna, byla potrzebna, dala zadziwiajacy rezultat.
A jak wytlumaczyc stwierdzony fakt, ze Z nie ma ani w worku, ani poza nim, ze zle babka
wrózyla, wrózac na dwoje?
Po prostu tym, ze Z nie istnieje.
A zatem, jesli wezmiemy funkcje zdaniowa X rF X, to istnieja elementy spelniajace te funkcje
zdaniowa, np. Xo = zbiór stolic, Xl = zbiór planet, ale nie istnieje zbiór wszystkich elementów
spelniajacych te funkcje zdaniowa. (Niesamowite!).
Okazuje sie wiec, ze wbrew temu, co sadzilismy na poczatku, zachodzi potrzeba
zatrzymania sie nad pojeciem zbioru i pojeciem przynaleznosci elementów do
zbioru, ze nie mozemy sobie pozwolic na tworzenie zbiorów z elementów jakich
nam sie tylko podoba, np. nie mozemy sobie pozwolic na utworzenie zbioru
z elementów spelniajacych funkcje zdaniowa X rt x.
Wniosek ten jest ciosem wymierzonym w intuicyjne pojmowanie zbioru. Wobec
takiej sytuacji trzeba powiedziec, co to jest zbiór, czyli trzeba podac definicje
zbioru, i to taka, azeby sie uchronic od udowodnionej wyzej sprzecznosci i od
sprzecznosci w ogóle.
Tymczasem nie mozemy znalezc takiego zespolu slów, którym by mozna wyrazic
wprost to, co chcemy uznac za zbiór. Skoro nie mozemy powiedziec wprost, co
to jest zbiór, wiec z koniecznosci zazadajmy przynajmniej stwierdzenia, jakie
wlasnosci powinien spelniac twór, który chcemy uznac za zbiór. Wlasnosci
te wypowiadamy w pewnych zdaniach. Zatem przez zbiór nalezy rozumiec od tej
chwili jakikolwiek twór, który spelnia warunki sformulowane w tych zdaniach.
Wobec tego zdania te mozna uznac za definicje zbioru, ale nie za definicje
zwyczajna, bezposrednia, lecz za definicje uwiklana, zamaskowana, niejawna.
Poniewaz w zdaniach tych wypowiadamy lacznie wlasnosci zbioru i wlasnosci
pojecia przynaleznosci elementu do zbioru, przeto zdania te sa zarazem definicja
uwiklana pojecia zbioru i pojecia przynaleznosci elementu do zbioru. Od tej pory
pojeciami tymi wolno poslugiwac sie jedynie w ten sposób, na jaki pozwalaja
te zdania.
Zdania te nazywamy "aksjomatami teorii mnogosci". Mówimy, ze zbiór i pojecie
przynaleznosci elementu do zbioru definiujemy "aksjomatycznie".
Z przytoczonych do tej pory rozwazan widac wyraznie, ze zachodzi potrzeba

. aksjomatycznego ujmowania teorii matematycznych. Aksjomaty stanowia
fundament kazdej teorii. Osobliwosc ich polega na tym, ze kryja w sobie
nieskonczenie wiele twierdzen, które przez zastosowanie odpowiednich srodków
wnioskowania daja sie z tych aksjomatów wyprowadzic.
Teorie mnogosci po raz pierwszy zbudowal matematyk niemiecki J. Cantor.
Zbudowal on teorie mnogosci nie w sposób aksjomatyczny, lecz intuicyjny.
Wówczas angielski logik B. Russell podal przyklad, w którym zastosowane
intuicyjne rozumienie zbioru, wydajace sie niewatpliwie pewne, prowadzi do
sprzecznosci. Wlasnie te sprzecznosc, zwana "antynomia Russella",
przedstawilismy wyzej.
Pierwszym, który podal aksjomaty teorii mnogosci, byl niemiecki matematyk
E. Zermelo.
Czytelnik pragnacy zapoznac sie z tymi aksjomatami znajdzie je np. w Zarysie
logiki matematycznej A. Grzegorczyka (1973).

Sylwestrowy mini-konkurs!

Czterej koledzy - Edward, Franciszek, Jerzy i Hubert - poszli razem z zonami do
klubu na bal noworoczny. Z poczatku kazdy tanczyl ze swoja zona, ale wkrótce

pary sie przemieszaly. Basia tanczyla z Edwardem, Alicja z mezem Karoliny,
Dorota z mezem Alicji, Franciszek z zona Jerzego i Jerzy z zona Edwarda.
Prosze rozsuplac te mieszanine par, podajac imiona wspólmalzonków oraz kto
z kim tanczyl?


