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Czwarty stan

Doc. dr Michal GRYZINSKl

Poczatek
procesu

-ll-'-s

- 21-'-~

- 3 I-'-s

Kolejne fazy tworzenia SIe ogniska
plazmowego (widok wzdluz osi
urzadzenia), odpowiadajace
róznym chwilom (szybkosc robienia
zdjec 2 mln. kadrów/s)

Wielka intuicje mieli nasi przodkowie sprowadzajac caly swiat materialny do
czterech zywiolów: ziemi, wody, powietrza i ognia. Po uplywie kilkudziesieciu
wieków klasyfikacja ta nie stracila nic ze swej aktualnosci. W zywiolach tych nie
trudno przeciez jest doszukac sie czterech podstawowych stanów materii
stalego, cieklego, lotnego i ... plazmy. Wiemy, ze zmiana fazy wiaze sie
z przekazywaniem ciepla, a w rezultacie - ze zmiana temperatury osrodka.
W obszarze temperatur najwyzszych podstawowa cegielka materii, jaka jest atom,
ulega rozbiciu, a jego skladniki - ujemnie naladowane elektrony i niosace
dodatni ladunek jadra atomowe - tworza luzne zbiorowisko, które nazywamy
plazma. W odróznieniu od fazy skondensowanej, w której zbiorowisko narzuca
pewne normy jednostce (ruch kazdego elektronu w krysztale jest skorelowany
z ruchem pozostalych elektronów), w plazmie panuje calkowita "anarchia".
Stad wlasnie wywodza sie trudnosci eksperymentów plazmowych,
eksperymentów, które maja doprowadzic do wyzwolenia energii w kontrolowanej
reakcji termojadrowej. Synteza termojadrowa, tzn. proces spalania paliwa
termojadrowego, moze zachodzic dopiero przy temperaturze wielu milionów
kelwinów, a wiec dopiero wtedy, kiedy energie kinetyczne jader sa wystarczajaco
duze, aby jadra mogly pokonac bariere kulombowskiego odpychania. Nadanie
czastkom plazmy odpowiednio wielkich energii (ogrzanie plazmy do odpowiednio
wysokiej temperatury) jest naczelnym problemem eksperymentów termojadrowych.
Drugim kapitalnym zagadnieniem eksperymentów termojadrowych jest
wytworzenie plazmy o odpowiednio duzej gestosci. Juz kilka lat temu narodzila
sie w Zakladzie Fizyki Plazmy Wysokotemperaturowej Instytutu Badan Jadrowych
oryginalna koncepcja rozwiazania obu tych problemów naraz, w urzadzeniu
wytwarzajacym radialnie zbiezny strumien plazmy. Jak widac na zamieszczonych
rysunkach, koncepcja urzadzenia jest bardzo prosta, mozna by rzec - trywialna.
Eksperymentalna realizacja tej tak prostej koncepcji napotkala niemale trudnosci.
Zmuszenie "krnabrnych" indywiduów plazmy do uporzadkowanego radialnego
ruchu nie bylo latwe. Aby wymusic wlasciwy ruch czastek plazmy, wynikajacy
z przeplywu pradu miedzy elektrodami, nalezalo przede wszystkim zbudowac
nadzwyczaj silne zródla energii elektrycznej. Dla uzyskania pozadanego efektu
niezbedne okazaly sie moce chwilowe przekraczajace dziesiatki milionów
megawatów (natezenie pradu siega miliona amperów). Wreszcie po kilku latach
zmagan trud zostal nagrodzony ..
Jak widac na zamieszczonych obok zdjeciach, wykonanych ultraszybka kamera
fotograficzna, udalo sie wytworzyc ognisko gestej plazmy. Oczywiscie, informacje
uzyskane na tej drodze, poza stwierdzeniem wystepowania efektu i poza
charakterystyka pewnych ogólnych wlasnosci wytwarzanej plazmy, sa
niewystarczajace dla rozszyfrowania caloksztaltu zachodzacych zjawisk. Aby
okreslic blizej wlasnosci ogniska plazmowego, trzeba uciekac sie do innych metod
pomiarowych

elektrody siatkowe

Uo

Rys. 2. Urzadzenie do wytwarzania gestej i goracej plazmy.
skonstruowane w Zakladzie Fizyki Plazmy
Wysokotemperaturowej IBJ. Jony przyspieszone radialnie
w polu elektrycznym Er. przechodzac przez wewnetr7,J1a
elektrode siatkowa, warunkuja powstanie ogniska
plazmowego na osi.

C
+

+
C :::::: Uesila sCiskajaca

powodujaca
kompresje

elektrody metalowe

izolator

+
C d= Ue

+-L
C 7"'C Ue

L" k"de"~tcrow

Rys. I. Powszechnie stosowanym sposobem uzyskania gestej
i goracej plazmy jest samosciskanie sie sznura plazmowego
przewodzacego prad (sila samosciskania sie jest
proporcjonalna do kwadratu natezenia pradu i odwrotnie
proporcjonalna do kwadratu promienia sznura Fjc ~ (IJr)2)
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Fotografic ogni,ka plazmo\\ Cgl\

w s.wietle promieniowania
rentgenowskiego. Oprócz
promieniowania rentgenowskiego,
pochodzacego z obloku plazmowego
Iw poblizu osi urzadzenia), widoczne
jcst promicniowanie pochodzace
z bombardowania elektronami
r.ewnetrznej elektrody siatkowej
wykonanej z pretów rozmieszczonych
lak, ze tworza powierzchnie
~ylindryczna (fotografie
róznia sie gruboscia filtra
aluminiowego, co pozwolilo
oszacowac temperature plazmy na
okolo 2·-3 mln. kelwinów)

Ciezkie jony

I tak. bezposrednim wskaznikiem duzej energii elektronów (wysokiej temperatury
elektronowej) jest obecnosc promieniowania rentgenowskiego. Istotnie, owinieta
w metalowe folie róznej grubosci (dla oceny twardosci promieniowania
rentgenowskiego, a w konsekwencji - energii elektronów) blona fotograficzna
ulegla zaczernieniu. Z analizy stopnia zaczernienia wynikalo, ze temperatury
elektronowe ksztaltuja sie na poziomie kilku milionów kelwinów. Naswietlajac
blone fotograficzna poprzez malenki otworek wykonany w znajdujacej sie
w pewnej odleglosci oslonie olowianej (fotografia metod1 .'amera obscura) mozna
bylo uzyskac obraz plazmy w swietle promieniowania rentgenowskiego (patrz
zdjecie obok). Korzystajac z ukladów scyntylacyjnych z fotopowielaczami mozna
bylo dowiedziec sie o zmianach temperatury elektronowej w czasie.
Pl' zy szybko zachodzacych procesach - a z takimi mamy do czynienia, gdyz cale
zjawisko trwa milionowe cz~sci sekundy --- nieodzowne jest wykonanie innego
typu pomiarów dla okreslenia temperatury jonowej. Aby wnioskowac
o temperaturze jonów, obserwowano poszerzenie doplerowskie linii widmowych.
Pomiary te wskazywaly, ze temperatura jonów jest rzedu wielu milionów kelwinów.
Obserwacje spektroskopowe pozwolily zorientowac sie w wielkosci innego waznego
parametru, jakim jest gestosc plazmy. Otóz przy duzych gestosciach plazmy
w poszerzeniu linii widmowych Zaczyna odgrywac role inne zjawisko, tzw. zjawisko
Starka. Dokladna analiza konturów linii widmowych wskazywala na znaczny
stopien radialnej kumulacji (blisko stukrotny) i tworzenie sie ogniska
plazmowego o gestosci ~ 1017 czastekjcm3•
Dla precyzyjnego okreslenia przestrzennych rozkladów gestosci plazmy niezmiernie
uzyteczna jest interferometria laserowa i sondowanie plazmy wiazkami atomowymi.
Dla pelnego rozpoznania procesów zachodzacych w plazmie korzystamy z calej
gamy jeszcze innych metod diagnostycznych. Powszechnie stosowane sa sondy
Langmuira, sondy' magnetyczne, interferometria mikrofalowa, spektroskopia _
rentgenowska, analiza promieniowania jadrowego (pomiary neutronowe).
Generalnie rzecz biorac, technika pomiaru parametrów plazmy jest
skomplikowana, a zarazem nadzwyczaj interesujaca. Kazda z przytoczonych
metod warta jest poswiecenia jej specjalnego artykulu. Do niektórych z nich, jak
tez i innych prac prowadzonych w Zakladzie - takich, jak na przyklad
wytwarzanie supergestej plazmy w eksperymencie Plasma Focus czy utrzymywanie
plazmy w pulapkach magnetycznych - powrócimy jeszcze na lamach «Delty».

Dr Krystyna SI WEK- WILCZYNSKA

Terminem "ciezkie jony" przyjeto nazywac zjonizowane atomy pierwiastków
ciezszych od helu (a wiec o liczbie atomowej Z > 2), przyspieszane do
stosunkowo wysokich energii; atomy te wykorzystuje sie do bombardowania
jader atomowych. Popularnie stosowana nazwa "reakcje z ciezkimi jonami"
oznacza wiec reakcje pomiedzy wielonukleonowymi ukladami bedacymi jadrami
atomów.

Poczatek kariery ciezkich jonów datuje sie na przelomie lat piecdziesiatych
i szescdziesiatych. Skonstruowano wówczas pierwsze akceleratory wielokrotnie
zjonizowanych atomów - w ZSRR (Dubna ) i USA (Berkeley). Potrzeba
przyspieszania pocisków ciezszych od 4He wynikla w zwiazku z próbami sztucznego
wytworzenia nie istniejacych w stanie naturalnym pierwiastków o liczbach
atomowych 2 > 92 (zwanych pierwiastkami transuranowymi). Co prawda
ekstrakcja chemiczna produktów reakcji wielokrotnego wychwytu neutronów
w reaktorach oraz w podziemnych wybuchach jadrowych umozliwia
wyprodukowanie kilku kolejnych pierwiastków transuranowych, dalszy jednakze
postep ta droga jest niemozliwy. Pierwiastki o liczbach atomowych Z > lOO
mozna wytworzyc jedynie w reakcjach z ciezkimi jonami. Bombardujac jadro
X(A1, Zl) (o liczbie masowej Al i posiadajace ZI protonów) pociskiem Y(A2, Z2)
mozemy doprowadzic do fuzji obu jader, wytwarzajac tym samym produkt
P(A, +A2, ZI +22), Tak ut\"orzone jadro jest silnie wzbudzone. Przechodzac do
stanu podstawowego, wzbudzone jadro emituje glównie neutrony i kwanty y.
Jezeli uniknie ono konkurencyjnego procesu rozszczepiania ze stanów
wzbudzonych, to osiagnie w kOlku stan podstawowy jadra T(A, Z), którego
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22N'e +232Th (-2p+4n) 240 +230 U·10- 90· .-. 8 92'

(Dubna)

(Dubna)

(Berkeley)I)

3)

2)

(zmierzono B" = 8,11 MeV);

(zmierzono 1'1/2 = (56 ± 10) s); gwiazdka oznacza tu jadro wzbudzone.
Stosujac reakcje z ciezkimi jonami udalo sie wyprodukowac w ostatnich latach
kilkanascie izotopów pierwiastków o liczbach atomowych Z = 102. 103, 104
i 105. Ostatnio, jak poinformowano na konferencji w Naslwille (USA), grupa
fizyków Z Dubny dokonala syntezy pierwiastka o liczbie atomowej Z = 106.
W reakcjach z ciezkimi jonami napotkali fizycy wiele zjawisk i procesów jadrowych
nie obserwowanych w reakcjach z lekkimi czastkami bombardujacymi. Poza
wspomnianymi reakcjami fuzji oraz reakcjami elastycznego i nieelaslycznego
rozpraszania zaobserwowano równiez szeroka klase procesów, w których
uczestniczace jadra wymieniaja jeden, dwa i wiecej nukleonów. Przy spelnieniu
odpowiednich warunków dynamicznych liczba przckazyw~nych nukleonów moze
byc stosunkowo duza. W wielu przypadkach obserwuje sie wiec bardzo egzotyczne
reakcje prowadzace do utworzenia kOllcowych produktów znacznie oddalonych
od tzw. "sciezki ~-stabilnosci" (zobacz IV str. okladki). Produkty te posiadaja
duzy "deficyt" lub tez "nadmiar" neutronów w stosunku do nuklidów wystepujacych
w przyrodzie. Wyprodukowanie ich w reakcjach z lekkimi czastkami
bombardujacymi jest na ogól praktycznie niemozliwe.
Obserwowane produkty reakcji przekazania wielu nukleonów, które sa stabilne
jadrowo, tzn. nie emituja spontanicznie nukleonów, ale w wiekszosci przypadków
ulegaja przemianom jadrowym polegajacym na emisji elektronów lub pozytonów
(rozpad ~), a takze fotonów (rozpad y). Technika pomiarowa, która stosuje sie
do identyfikacji produktów reakcji przekazu nukleonów, umozliwia
rejestrowanie tych produktów w czasie krótszym niz 10-7 sekundy, liczac od
chwili ich utworzenia, tj. zanim moga one ulec przemianom ~, dla których
naj krótsze pólokresy rozpadu sa rzedu 10-3 sekundy.
W reakcjach z ciezkimi jonami mozna stosunkowo latwo wyprodukowac tak
egzotyczne nuklidy, jak 8He, n Li, 18C czy 240. Jadro J l Li obserwowano na
przyklad w reakcji oderwania czterech protonów od jadra uN. W tym celu
bombardowano tarcze zawierajaca jadro 232Thjonami 15N o energii 145 MeV:

(zmierzono czas polowicznego rozpadu 1'112 == (55 ± 5) s oraz energie
emitowanych czastek rx (E, = 8,10 MeV»:

l~N +2~~Th(~p2 '~Li +2~~PU.

Inny skrajnie neutronowo-nadmiarowy nuklid HO wyprodukowano w jeszcze
bardziej skomplikowanej reakcji, w której dwa protony przechodza od jadra
-pocisku (22Ne) do jadra-tarczy (232Th), równoczesnie zas cztery neutrony sa
przekazywane w przeciwnym kierunku;

liczba masowa A rózni sie niewiele od A 1+ A2' a Z = 21 + 22, Zadaniem
:'izyków poszukujacych nowych pierwiastków transuranowych jest zidentyfikowanie
jadra atomowego o danej liczbie protonów, znajdujacego sie wlasnie w stanie
podstawowym ..
Fakt osiagniecia stanu podstawowego wcale nie gwarantuje stabilnosci jadrowej
transuranowych nuklidów. Rozpadaja sie one najczesciej przez emisje czastek IX

lub tez droga rozszczepiania spontanicznego. Zbadanie charakterystyk rozpadu
(energii rozpadu, czasu polowicznego rozpadu) stanowi je·dyna droge identyfikacji
nowo odkrytych nuklidów. Oto, dla przykladu, trzy rózne reakcje, w których
dokonano syntezy jednego z izotopów pierwiastka o liczbie atomowej 2 = 102,
zwanego nobelium - No:

Rozwiazanie zadania MS!.

Ciagiem takim jest ciag P zlozony z zera
j liczb naturalnych. które sa sumami poteg

d"ójki o wykladnikach parzystych.
Wiadomo bowiem, ze kazda liczba naturalna

ma rozwiniecie dwójkowe, tu" jest suma poteg
liczby 2 o róznych wykladnikach

calkowitych ~ O. i przedstawienie jej w postacI

lakiej sumy jest jedyne.

Kazda liczbe naluralna N mozna wiec

przedstawic (i lo w jeden tylko sposób) jako

~ume

.1\ = 2,H't+21n2+ O" +2:Wj.+2'J.lIlJ- i .•

+.22ttl,+1 + o,, 22114.1+J,

gd.lie ni. m) sa liczbami calkowitymi
nicujemnymi i liczby m (podobnie liczby mJ}

sa parami rózne. Moze oczywiscie hyc
k = O lub l = O. Jest wiec

t\ 2:::.ttt+ +2:nk+2(21t1iJ+ ... +21.JA1).

Kazda. liczba naturalna jest zatem suma tr .Le'ch

wyrazów ciagu P, z których dwa sa równe ...

i przedSlawienic.j~j w postaci takiej sumy)esr
jedyne.

Tego typu reakcje byly szeroko badane przez fizyków w Zjednoczonym
Instytucie Badan Jadrowych w Dubnie. Ogólem wyprodukowano tam okolo
30 nie znanych przedtem nuklidów' lekkich pierwiastków o skrajnie "nadmiarowe,
zawartosci nukleonów.

Omówilismy dwa typy reakcji z ciezkimi jonami: reakcje fuzji (prowadzace do
utworzenia tzw. jadra zlozonego) oraz reakcje dwucialowe, w których zderzajace
sie jadra atomowe nie traca swej "indywidualnosci", wymjeniaja jednak czesc.
energii, momentu pedu; masy i ladunku. Jak wykazaly szczególowe badania,
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Rozwiazanie zadania F17.

Blad w rozumowaniu tkwi w stwierdzeniu, ze
sila wyporu (dzialajaca na zanurzona w wodzie:
polówke walca) jest przylozona do srodka mas)
tej polówki.

Sila wyporu bowiem, dzialajaca na

cialo zanurzone w plynie. jest wypadkowa sil
parcia dzialajacych na wszystkie elementy

powierzchni ciala, które znajduja siC; pod
dzialaniem cisnienhi plynu. Te sily parcia sa
w kazdym punkcie powierzchni ciala
prostopadle do powierzchni ciala.

l wiec w naszym przypadku moment kaidej
: nich (wzgledem osi obrotu walca) jest

~ówny zeru. Takze zatem jest równy zeru
Nypadkowy moment sily wyporu. Sila
Nyporu nie moze wiec w zadnym razie
;powodowac ruchu walca.

Czytelnikowi ~wiedzionemu zadaniem, które
nie wymagalo zadnych racbunkó",
proponujemy, hl obliczyl sile wyporu (jej

skladowe pozioma i pionowa - albo

bezwzgledna wartosc i kat nachylenia dó

poziomu), je~1i dane sa: dlugosc I i promien
R wajca. gestosc !! ciecz)' oraz wysokosc "
poziomu c;eczy nad osia obrotu walca~

a nastepnie. aby odpowiedzial na PYlania:

Gdzie znajduje sie punkt przylozenia sily
wyporu? Czy sila wyporu bedzie skierowana
na zewnatrz, czy do wnetrza naczynia?

Dlaczego sila wyporu nie zalezy ~d ~estosci
malerialu, z którego wykonany jest walec?
J wreszcie pytanie nieco ogólne: Czy zawsze

sily powierzchniowe dadza sie zastapic jedna
sila wypadkowa. a jesli tak, to CZ) law~ze
mOLna okreslic jej punkt przylozenia (lub

wypadkowy moment sil powierzchniowych)'!

reakcje dwucialowe sa procesami peryferyjnymi, zachodza wtedy, gdy powierzchnie
jader stykaja sie, tj. przy duzych wartosciach wzglednego momentu pedu.
W zderzeniach, w których dochodzi do scislejszego kontaku jadrowego.
przewazaja reakcje fuzji.
Jednym z najbardziej frapujacych problemów wspólczesnej fizyki jader atomowych
jest istnienie stabilnych pierwiastków superciezkich. Obliczenia teoretyczne
sugeruja mianowicie, ze nuklidy posiadajace okolo 114 i wiecej protonów i okolo
184 i wiecej neutronów powinny charakteryzowac sie wyjatkowa stabilnoscia
jadrowa w stosunku do nuklidów sasiednich. Mówi sie wiec o tzw. "wyspie
stabilnosci" wylaniajacej sie z "morza" niestabilnych nuklidów. (zob. IV str. okladki)
Próby dokonania syntezy superciezkich pierwiastków przyczynily sie do
systematycznego postepu w technice przyspieszania ciezkich jonów.' Fizycy
i technicy staraja sie przyspieszac coraz ciezsze czastki. Dotychczas standardowymi
pociskami byly jony l2C, 160, ewentualnie 22Ne i 40Ar. Od kilku lat dziala
w Orsay (Francja) urzadzenie zwane ALICE, bedace polaczeniem akceleratora
liniowego i cyklotronu, w którym przyspieszane sa jony 84Kr. W 1971 r. rozpoczal
prace dubienski tandem dwóch cyklotronów. Moze on przyspieszac jony 136Xe.
W Berkeley nastapil niedawno rozruch urzadzenia zwanego SUPERHILAC,
a w biezacym roku rozpocznie prace najpotezniejszy i najkosztowniejszy (koszt
budowy przekracza 100 milionów dolarów) akcelerator ciezkich jonów UNILAC
w Darmstadt (RFN). Zarówno SUPERHILAC, jak i UNILAC beda zdolne
przyspieszac jony wszystkich pierwiastków az do uranu (Z == 92).
Dlaczego do wyprodukowania superciezkich pierwiastków potrzebne sa az tak
ciezkie pociski? Otóz - jak mówilismy - reakcje fuzji prowadza do silnie
wzbudzonych stanów jadra koncowego. Im wieksze jest Z tego koncowego
produktu, tym silniejsza konkurencje dla procesów przechodzenia do stanu
podstawowego przez emisje neutronów stanowia procesy rozszczepienia od razu
ze stanów wzbudzonych. Juz w przypadku pierwiastka Z = 106 tylko jedno
sposród 10 miliardów wyprodukowanych jader zlozonych osiaga stan
podstawowy jadra Z = 106. Pozostale jadra zlozone ulegaja rozszczepieniu, zanim
zdolaja osiagnac stan podstawowy. Fizycy poszukuja wiec innej drogi
wyprodukowania pierwiastków superciezkich niz ta, o której mówilismy na
poczatku. Jedna z mozliwych dróg jest fuzja dwóch bardzo ciezkich jader
(np. 2~lU +2~lU) i poszukiwanie nuklidu o Z = 114 wsród produktów
rozszczepienia "jadra zlozonego" o Z = 184. Spin tak utworzonego produktu
rozszczepienia powinien byc stosunkowo maly, co daje wieksza szanse
"przetrwania" poszczególnych etapów "drogi" do stanu podstawowego.
Próby syntezy pierwiastka o liczbie atoinowej Z = 114 przeprowadza sie juz
kilka lat; jak dotychczas - z wynikiem negatywnym. Jakie moga byc tego
przyczyny? Czesciowa odpowiedz na to pytanie mozna znalezc w rezultatach
eksperymentów, które polegaja na bombardowaniu jader atomowych coraz
ciezszymi pociskami. Okazuje sie mianowicie, ze i na tej drodze napotykamy
nieoczekiwane trudnosci. Otóz reakcje fuzji, które z olbrzymim
prawdopodobienstwem zachodza na przyklad w zderzeniu 2~~U+ i~Ne, staja sie
procesami niezwykle rzadkimi, gdy zderzamy to samo jadro 2~~Uz jonami
o wiele ciezszymi niz poprzednio, takimi jak np. ~~Kr. Przyczyna tego zjawiska
tkwi w tym, ze im wieksze Z pocisku, tym wieksze sa sily odpychania
kulombowskiego, które w przypadku zderzenia 2~~U+~~Kr prawie calkowicie
niweluja sily przyciagania jadrowego. Nalezy oczekiwac, ze dwa jadra uranu
w ogóle nie moga ulec fuzji, gdyz potencjal wzajemnego oddzialywania j.est juz
prawdopodobnie dodatni (co odpowiada odpychaniu) w calym zakresie
wzglednych odleglosci.
Sytuacja nie jest jednak beznadziejna. Jezeli prawdopodobienstwo reakcji fuzji
dla ukladu 2~~U+ 2~~U spada do zera, to automatycznie musi wzrosnac
prawdopodobienstwo reakcji dwucialowych. W zderzeniu 2~~U+2~~U bedziemy
wiec obserwowac najrozmaitsze reakcje przekazu iwymiany nukleonów,
zachodzace z duzym prawdopodobienstwem. Juz teraz wiadomo, ze liczba
przekazywanych nukleonów moze w tych reakcjach osiagac wartosci w bardzo
szerokich granicach. Byc moze wsród produktów egzotycznych reakcji przekazu
i wymiany nukleonów zidentyfikujemy kiedys jadro nuklidu z obszaru
hipotetycznej na razie "wyspy stabilnosci".
Prace badawcze trwaja. Wciaz istnieje jeszcze wiele problemów, które beda
rozwiazywane krok po kroku, w wyniku zmudnych badan prowadzonych
w laboratoriach na calym swiecie. Poszukiwanie egzotycznych nuklidów, takich
jak np. nuklidy pierwiastka Z = 114, jest tylko jednym z celów. Na drodze do
tego celu poglebimy z pewnoscia nasza wiedze o dynamicznych wlasnosciach
materii jadrowej - podstawowego skladnika otaczajacego nas swiata.
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Rozwiazanie zadania M50.

Zauwazmy, ze zachodzi tobamo5c
(O) x'+y'+z'-3xyz =

~ (X+y)(X'+y'+Z'-xy_yz-zx) ~
I

="2 (x+y+z)(x-y)1+(y-Z)'+(Z-x)1),

Podstawiajac w tej tobamosci x = a,
3 3

Y = b Y5, z = e,l23 otrzymujemy

a'+'b'+25e'-I,"bc = (a+bY,~ +eY,23)

( 3 3 3 3 )a1+b1,123 + 'el,1~ -ab,l~ - 'bc-fleV23 •
skad

3 3
a+b,l~ +e ,12'

lidzie M = a' + 'b' + 2'c' - I 'abc, jest liczba
wymierna. Wobec tCllokazde z otrzymanych
wyrazen ulamkowych jest liczba wymierna.
Nalezy jeszcze wykazac, ze mozna bylo
dzielic przez M, czyli ze M ~ O. Gd)'by
bowiem M = O, to z drulIiejczesci tozsamosci(O)

3 3
wobec a+ b Y5 + c,l23 '" O wynikaloby,
ze drugi czynnik jest równy zeru, co jest
mozliwe tylko dla x = y = z, czyli dla

3 3 3
fi = b ,1~ = e V23 . Wobec niewymiernosci ,1-j

3
równosc a = b V~ zachodzi tylko dla a = b ~
= 0, skad wynika, ze c = 0, CO przeczy

3 3
zalozeniu, ze liczba a+b V~ +c y23 jest
rózna od zera.

Przeprowadzone rozumowanie daje sposób
znoszenia niewymiernosci w mianowniku liczb
wystepujacych po lewej stronie r6wnosci ( •• ).

Gospodarzem tegorocznej Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej byla Niemiecka
Republika Demokratyczna. Do Erfurtu, stolicy Turyngii, przyjechala nasza druzyna 6 lipca. Tam
tez, 8 lipca, odbyla sie oficjalna inauguracja Olimpiady.
Na rozwiazanie szesciu zadan mielismy do dyspozycji dziewiec godzin rozlozonych na dwa dni.
W opinii wiekszosci uczestników najlatwiejsze byly zadania l i 4. Pozostale okazaly sie znacznie
trudniejsze, ale interesujace. Niektóre z problemów mialy calkiem zaskakujace, nieszablonowe
rozwiazania. Na przyklad w zadaniu 3 konstrukcja odpowiedniego ciagu rekurencyjnego pomagala
doskonale w dowodzie podzielnosci sumy przez 5. Istnialy równiez kapitalne rozwiazania
ostatnich zadan, zajmujace doslownie kilkanascie linijek, choc niektóre prace na te tematy
osiagnely monstrualne rozmiary.
Bezposrednio po zawodach czlonkowie komisji przystapili do sprawdzania i oceniania naszych
'prac. W tym czasie wszystkie druzyny zwiedzaly NRD. Ogladalismy Erfurt, Weimar, zamek
Wartburg; Poczdam iBerlin. Nawiazalismy bardzo wiele znajomosci i przyjazni. Kontaktom
towarzyskim sprzyjaly wspólne wycieczki oraz wymiana problemów matematycznych. Wielki
rozglos i uznanie zdobylo jedno z zadan polskiej druzyny. Brzmialo ono nastepujaco:
Dowiesc, ze dla kazdego naturalnego 11 wiekszego od 17 spelniona jest nierównosc

" I i - j In yi - YT! ~ n"i#J 1t •
1=1
J=1

Trzeba przyznac, ze Olimpiada zorganizowana zostala wzorowo. Organizatorzy starali sie
zapoznac nas z krajem i jego problemami. Urzadzono spotkania z niemiecka mlodzieza. Na czeSC
niektórych moich kolegów urzadzily przyjecia rodziny poznanych przez nich niemieckich
kolezanek. Niemieccy dziennikarze interesowali sie wrazeniami uczestników Olimpiady. Caly
artykul w niemieckiej prasie, skladajacy sie z kilkunastu mini-wywiadzików, zostal zatytulowany
cytatem z wypowiedzi Marka Lewkowicza: Czulismy sie jak u starych przyjaciól, co trafnie
oddaje serdecznosc, jaka nas otaczano.
15 lipca, w Berlinie, odbylo sie uroczyste zakonczenie Olimpiady, polaczone z uhonorowaniem
zwyciezców. Z naszej druzyny Wieslaw Bek i Andrzej Turski zdobyli nagrody trzeciego stopnia.
Druzynowo zajelismy czternaste miejsce tuz za druzyna Demokratycznej Republiki Wietnamu.
Startowala ona pierwszy raz, w niepelnym skladzie, wykazujac znakomite umiejetnosci i zdolnosci.
Drugi debiutant Olimpiady, Stany Zjednoczone, takze odniósl sukces - zajal drugie miejsce.
Zwyciezca zostala druzyna Zwiazku Radzieckiego.
Nastepna Olimpiada Matematyczna odbedzie sie w Bulgarii albo Mongolii. Ciekawe, jak tam
wypadna Polacy.

XVI Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna - Zadania

l. Trzej gracze A, B, C uzywaja do gry trzech kart. Na kazdej z tych kart napisana jest liczba
calkowita na jednej -liczba p, na drugiej q, na trzeciej r, przy czym O < p < q < r. Kazda
tura gry przebiega nastepujaco: karty tasuje sie i daje kazdemu graczowi po jednej, nastepnie
kazdy gracz bierze tyle zetonów, ile wynosi liczba na otrzymanej karcie, po czym karty zbiera sie,
a zetony pozostaja u graczy. Odbylo sie N tur (N;. 2). Po zakonczeniu gry gracz A mial 20
zetonów, gracz B-lO zetonów, gracz C - 9 zetonów. W ostatniej turze gracz B wzial r zetonów.
Kto otrzymal q zetonów w pierwszej turze?
2. Udowodnic, ze w trójkacie ABC istnieje taki punkt D na boku AB, ze CD jest srednia
geometryczna AD i DB wtedy i tylko wtedy, gdy

sinA' sinB ~ (Sin ;f
" (2n+l)

3. Udowodnic, ze dla zadnej liczby naturalnej n liczba I: .23k nie dzieli sie przez S.
k=O 2k+l

4. Rozpatrujemy rozklady szachownicy 8 x 8 na p niezachodzacych na siebie prostokatów
spelniajace nastepujace warunki: - l
l) kazdy prostokat sklada sie z pewnej liczby pól szachownicy, przy czym liczba pól bialych
równa jest liczbie pól czarnych,
2) Jezeli adest liczba bialych pól w i-tym prostokacie, to al < a2 < ... al'.
Znalezc najwieksza wartosc p, przy której jest mozliwy taki rozklad i wyznaczyc dla tej wartosci p
wszystkieciagi at, a2, ... , al" dla których mozna taki rozklad zrealizowac.
S. Znalezc-zbiór wartosci sumy

s= . a + b c da+b+d --'-I.-,-~ + l. 1_' ,/ + -:-':-:-L'/'

gdzie a, b, c, d sa dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi.
6. Niech P bedzie wielomianem o wspólczynnikach calkowitych róznym od funkcji stalej, zas
n(P) niech bedzie liczba wszrstkich róznych liczb calkowitych k, dla których [P(kW = l.
Udowodnic, ze n(P)-deg(p) ~ 2, gdzie deg(P) jest stopniem wielomianu P.
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(1)

Rys. 1

Rys. 2

BUDUJEMY MIERNIK PRADU ELEKTRYCZNEGO

Kazdy, kto wykonywal doswiadczenia z pradem elektrycznym, zgodzi sie, ze bez
miernika wiele w tej dziedzinie trudno zrobic. Jesli chcemy badac ilosciowo
zjawiska elektryczne bez inwestowania znacznej sumy pieniedzy w nasze
eksperymenty, musimy sami zrobic najprostszy miernik. Czy to bardzo trudne?
Spróbujcie, a przekonacie sie, ze nie swieci garnki lepia. Podstawowa trudnoscia
bedzie zdobycie pewnej ilosci drutu w cienkiej izolacji, najlepiej nawojowego.
Jesli to Was nie przeraza, z pewnoscia dacie sobie rade. Wypada wiec wyjasnic,
na czym polega

LDEA DZIALANIA MIERNIKA

Ilustruje ja rys. l. Pewna liczbe zwojów drutu nawinieto na kompas. Mierzac
wychylenie igly kompasu wywolane przepuszczeniem pradu przez drut, mozemy
okreslic natezenie tego pradu. Zbyt prymitywny przyrzad? Nie potepiajcie go
przedwczesnie, mozna nim bedzie mierzyc prady nawet ponizej l mA. Wrócmy
jednak do zasady dzialania naszego przyrzadu, który jest odmiana tzw. busoli
stycznych. Przed przepuszczeniem pradu nalezy ustawic miernik tak, aby ramka
z drutem znajdowala sie w plaszczyznie poludnika magnetycznego, a wiec byla
równolegla do kierunku, jaki wskazuje igla. Wtedy wektor indukcji BI pola
magnetycznego pradu bedzie prostopadly do indukcji Bz pola ziemskiego (rys. 2).
Igla magnetyczna ustawi sie oczywiscie w kierunku indukcji wypadkowej B,
odchylajac sie od polozenia równowagi o kat O( spelniajacy zaleznosc

BI
tga: =B'z:

ftj

~

a.

Rys. 3

k, .• 4

Rys.5

=='@.).1==
"- /

b.

ar»
[Q]

+9
@

co latwo mozna zauwazyc na rys. 2. Stad wywodzi sie wlasnie nazwa busoli
stycznych, styczna bowiem jest archaiczna nazwa tangensa. Wiadomo, ze
indukcja pola magnetycznego pradu jest proporcjonahia do jego natezenia

Bl "'" l,
a wiec kat wychylenia igly kompasu wyznacza natezenie pradu. Wszystko jasne?
Wobec tego

PRZYSTEPUJEMY DO BUDOWY

Ktos nie ma kompasu? Nic strasznego, mozna go zrobic we wlasnym zakresie.
Igle magnetyczna robimy z zatrzasku i kawalka drutu stalowego wedlug rys. 3.
Teraz musimy postarac sie jeszcze o plaskie pudelko plastikowe z przezroczystym
wieczkiem lub bez wieczka, zamocowac w jego dnie igle ostrzem w góre (rozgrzac
w plomieniu i wcisnac - po ostygnieciu bedzie sie trzymac), zaznaczyc skale na
dnie pudelka i tak osadzic igle magnetyczna, po jej uprzednim namagnesowaniu,
aby mogla swobodnie sie obracac na igle-lozysku.
Z kolei nalezy nawinac na pudelko odpowiednia ilosc drutu. Ile zwojów? - jak
najwiecej, wtedy nasz przyrzad bedzie czulszy. Jesli mamy cienki drut
(0,2-milimetrowy lub cienszy) bedziemy mogli nawinac okolo 1000 zwojów, co
pozwoli na pomiar pradów ponizej l mA. Jesli chcemy mierzyc prady o natezeniu
rzedu 0,1-0,2 A (np. w zaróweczce do latarki), wystarczy nawinac pare zwojów.
Przy duzej liczbie zwojów bedziemy mogli uzywac naszego przyrzadu takze jako
woltomierza, np. do sprawdzania napiecia baterii - trzeba bedzie wtedy polaczyc
go szeregowo z opornikiem o opornosci rzedu l kil. Wygodnie bedzie nawijac
drut nie bezposrednio na kompasie, ale odpowiednim karkasie zrobionym z tektury
(rYli. 5)..
Poniewaz uzwojenie mogloby zaslaniac igle w polozeniu równowagi, zrezygnujemy
z dokladnego ustawienia uzwojenia w plaszczyznie poludnika magnetycznego.
Z tego powodu, a takze ze wzgledu na niejednorodnosc pola magnetycznego
pradu, wzór (1) nie bedzie spelniony. Nie musimy jednak sie nim poslugiwac
wystarczy nasz miernik wycechowac np. przy pomocy bateryjki o znanej
sile elektromotorycznej i kilku oporników o znanym oporze.
Moze sie zdarzyc, ze bedziecie chcieli zmierzyc jeszcze mniejsze natezenie pradu.
Spytacie wtedy zapewne:

&
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Rys. 6

A MOZE BY TO JESZCZE POPRAWIC?

Mozna. Jezeli postaracie sie o odpowiedni tranzystor, zbudowany z niego i paru
oporników wzmacniacz pradu stalego powiekszy czulosc przyrzadu. Trzeba tylko
polaczyc schemat wedlug rys. 6. Tranzystor moze byc np. typu BCPI09C lub
inny o podobnym wzmocnieniu. Polozenie zerowe igly magnetycznej przy uzyciu
wzmacniacza bedzie inne niz bez niego, ale przy cechowaniu wezmiemy to pod
uwage. Jezeli bedziecie lutowali tranzystory, pamietajcie o uchwyceniu
wyprowadzen szczypcami miedzy tranzystorem a miejscem lutowania w celu
odprowadzenia ciepla, tranzystory bowiem nie lubia wysokiej temperatury!
Jezeli pójdziecie za moja rada, wyposazycie swoje domowe laboratorium
w przyrzad niezbyt precyzyjny, ale za to umozliwiajacy wykonanie szeregu
ciekawych doswiadczen. Jakich? Nad tym zastanowimy sie wspólnie
w przyszlosci.

o przestrzeniach metrycznych (II)

Doc. dr Maria MOSZYNSKA

Rys. t

Jednym z podstawowych pojec metrycznych jest pojecie kuli. Jest to naturalne
uogólnienie na dowolna przestrzen metryczna pojecia dobrze wszystkim znanego.
Rozwazmy najpierw przestrzen euklidesowa trójwymiarowa E3 ze zwykla metryka,
tzn. z metryka okreslona przez wzór

(l (p, q) = Y(Xt-YI)2+(xz-YZ)Z+(X3-Y3)Z

dla punktów p i q o wspólrzednych (Xl' Xz, X3) i (YI, Yz, Y3)' Kula o srodku a
i promieniu A > Ojest - w potocznym sensie - podzbiór tej przestrzeni zlozony
z punktów odleglych od a nie wiecej niz o .? (tj. takich X, dla których (l(x, a) ~ .?).
Nam bedzie chodzilo o zbiór tych punktów X, dla których

(l(x,a) < A.

Tak czy inaczej wyraz "kula" kojarzy sie u wiekszosci ludzi z figura
przedstawiona na rys. 1.
Pojecie kuli w dowolnej przestrzeni metrycznej stanowi uogólnienie pojecia takiej
wlasnie zwyklej kuli. Rozwazmy przestrzen metryczna (X, (l), punkt a ze zbioru X
i liczbe A > O. Kula o srodku a i promieniu A (w przestrzeni (X, (l» nazywamy zbiór
wszystkich punktów X zbioru X spelniajacych nierównosc

(l(X, a) < A.

Zbiór ten bedziemy oznaczac symbolem K(x.(!) (a, A) lub - jesli to nie prowadzi
do nieporozumienia - po prostu K(a, A).
Jasne jest, ze kulami na plaszczyznie z metryka kartezjanska (tzn. zwykla) sa kola
bez brzegu. A jak wygladaja kule w innych przestrzeniach metrycznych, o których
byla mowa w I czesci tego artykulu? Niech na przyklad (EZ, e) bedzie plaszczyzna
z metryka miejska; sprawdzmy, czym jest kula o srodku w poczatku ukladu
wspólrzednych O i o promieniu.? = L Jest to zbiór opisany przez nierównosc

IXll+lxzl < l,
która jest równowazna z alternatywa nastepujacych czterech formul:

Formuly (1)-(4) opisuja zbiory zaznaczone odpowiednio na rys. 2. A wiec rozwazana
kula jest kwadratem (bez brzegu), którego przekatne leza na osiach ukladu
wspólrzednych i maja dlugosc 2.
Ksztalty kul na plaszczyznie z metryka kolejowa (l* sa jeszcze mniej podobne do
ksztaltu "zwyklej" kuli, tj. kuli na plaszczyznie kartezjanskiej (patrz zadanie l).
Poslugujac sie pojeciem kuli mozna zdefiniowac szereg pojec, które róznia sie
w sposób bardzo istotny od poznanych dotychczas. Na czym ta róznica polega,
postaramy sie wyjasnic w III czesci tego artykulu.Rys. 2

(1)
(2)
(3)
(4)

Xl ~ O

Xl ~ O

Xl ~ O

Xl ~ O

Xz ~ O i
Xz ~ O i
Xz ~ O i
Xz ~ O i

Xl +xz-I < O,
-Xl +xz-I < O,
-xl-xz-I < O,

xl-xz-I<O.
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Rozwiazanie zadania M49.

Takimi pr~kosciami sa 2ktl .• gdzie k jesl+1
liczba naturalna. Wykatemy to dla k = l
(dowód dla innych k jest podobny). Zalózmy
mianowicie, ze wraz z samochodem A

jadacym z pr~koscia T wjezdta na
skrzyzowanie X (przy zielonym swietle)
samochód B jadacy z predkoscia tI. Samochód
B dojezdza do kolejnego skrzyzowania, wraca
do X i jeszcze raz zmienia kierunek jazdy.

Dojedzie on oczywiscie do drugiego
skrzyzowania razem z samochodem A. któr)
napotka wobec tego zielone swiatlo.

Ustalmy teraz przestrzen metryczna (X, e) i wezmy pod uwage podzbiór A zbioru
X. Okreslimy dwa zbiory: wnetrze zbioru A, które oznacza sie symbolem Int A
(lac. interna), oraz domkniecie zbioru A, które oznacza sie symbolem CI A

(lac. clausura) badz tez po prostu A:
Int A jest zbiorem tzw. punktów wewnetrznych zbioru A, tj. punktów x ze
zbioru X spelniajacych nastepujacy warunek:

istnieje liczba J" > O, taka ze K(x, J,,) c A.

Oczywiscie mowa tu o kuli w przestrzeni (X, e), a wiec zbiór Int A zalezy od
przestrzeni, w której dany zbiór A zostal umieszczony. Np. wnetrze odcinka
traktowanego jako podzbiór prostej euklidesowej sklada sie ze wszystkich jego
punktów z wyjatkiem konców, natomiast wnetrze tego samego odcinka
traktowanego jako podzbiór plaszczyzny z metryka kartezjanska jest zbiorem
pustym. Dlatego czasem lepiej zaznaczyc, o jaka przestrzen chodzi, piszac
Int(x, e) A zamiast Int A.
Warto zauwazyc, ze dla dowolnego podzbioru A plaszczyzny E2 zachodzi
równosc

Int(E2,e) A = Int(E2,e)A,

tzn. wnetrze zbioru A jest takie samo w przypadku metryki kartezjanskiej, jak
miejskiej, mimo ze, jak wiemy, kule w metryce kartezjanskiej i w miejskiej róznia
sie ksztaltem. Czytelnik sam zastanowi sie nad tym, czy zastepujac metryke
miejska e przez kolejowa e* równiez nie zmienimy wnetrz dowolnych podzbiorów.
Pomoze mu w tym zadanie 3.
CI A mozna zdefiniowac tak: Niech X-A bedzie zbiorem tych wszystkich
punktów przestrzeni X, które nie naleza do A, czyli tzw. dopelnieniem zbioru A.
Domknieciem zbioru A jest dopelnienie zbioru Int (X-A), tzn.

CI A = X-Int (X-A).

Sens tego pojecia ilustruje zadanie 4.
Pojecia wnetrza i domkniecia pozwalaja wyróznic pewne klasy podzbiorów
przestrzeni (X, e). Zbiór A jest otwarty w przestrzeni (X, e) wtedy i tylko wtedy,
gdy jest identyczny ze swoim wnetrzem, tj. A = Int(x, e)A, a jest domkniety,
jezeli pokrywa sie ze swym domknieciem, tj. A = CI(x,Q) A. Zbiór A jest
brzegowy, jezeli jego wnetrze jest puste, tj. Int(x, e) A == 0, a jest gesty, jezeli jego
domkniecie jest calym zbiorem X, tj. CI(x,e) A = X.
Stad i z definicji domkniecia wynikaja bezposrednio nastepujace zwiazki:
(a) Zbiór A jest domkniety w X wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór X-A jest otwarty.
(b) Zbiór A jest gesty w X wtedy i tylko wtedy, gdy X-A jest brzegowy.
Zauwazmy, ze przestrzenie (E2, e) i (E2, e) maja te same klasy zbiorów otwartych
(podobnie: domknietych, gestych, brzegowych). Czytelnik moze sam sie przekonac,
ze dla przestrzeni (E2, e*) sytuacja jest odmienna (patrz zad. 5).
O takich dwóch metrykach el i e2 w zbiorze X, dla których klasy zbiorów
otwartych w (X, el) i w (X, (2) sa identyczne, mówi sie, ze sa topologicznie
równowazne. A wiec metryka kartezjanska jest topologicznie równowazna
miejskiej, ale nie jest równowazna kolejowej.

Omawiana tematyke mozna znalezc np. w podreczniku K. Kuratowskiego
Wstep do teorii mnogosci i topologii.

Zadania

1. Narysowac kule K(a, A)na plaszczyznie z metryka kolejowa e*, przyjmujac
a) jako a - poczatek ukladu o oraz Adowolne,
b) jako a - punkt rózny od o oraz A .s; e*(a, o)

c) jako a - punkt rózny od o oraz A > e*(a, o).
2. Dowiesc, ze w dowolnej przestrzeni metrycznej
Int K(a, A) = K(a, A).

3. Dane sa dwie metryki w zbiorze X, e1 i ez. Dowiesc, ze nastepujace dwa warunki sa
równowazne:

(1) lot(x, et> A = Int(x, ez) A dla kazdego podzbioru A,
(2) kazda kula K(x, el) (a, A) zawiera pewna kule Ex, e2) (a, A') i, na odwrót, kazda kula
K(x, e2) (a, A) zawiera pewna kule K(x; e2) (a, A').
Wskazówka. W dowodzie implikacji (1) -+ (2) wygodnie jest skorzystac z zad. 2.

4. Wykazac, ze zbiór CI(K(x, e) (a, A» sklada sie z tych wszystkich punktów x zbioru X, dla
których e(x, a) .:;; A.
5. Podac przyklad podzbioru plaszczyzny EZ, który jest otwarty w przestrzeni (EZ, e*), ale nie
jest otwarty w przestrzeni (Ei,e). Czy moze byc na odwrót?

B



Lewy czy prawy
Moze nasz mlodszy braciszek ma jeszcze klopoty z odróznieniem lewego buta od prawego,
ale - my? A jednak ... zastanówmy sie, jaka jest róznica miedzy butem lewym a prawym.
Zapewniam was, ze sprawa nie jest taka prosta, jak by sie moglo wydawac. Nie
wierzycie? Spójrzcie w takim razie na rysunki.

mala delta

Na lewym brzegu tej rzeki
mamy rozbic namioty.
Zaraz, zaraz, ale gdzie
jest lewy brzeg?

I mucha I Ills\JllJ'\'\' I

Cien pana Kowalskiego
pada na sciane. Która to
wlasciwie reke trzyma pan
Kowalski w górze, lewa
czy prawa?

Mam jednak nadzieje zdobyc sobie wasze uznanie podobna,
ale juz: znacznie lepsza sztuczka. Na kawalkl~
przezroczystej tasmy rysuje teraz taki wzór jak obok.
Wystarczy mi rzut oka, zeby stwierdzic, czy
odwróciliscie tasme na druga strone, czy nie. Na czym
polega tajemnica tej sztuczki?
A czy wiecie, ze kostki do gry moga byc "lewoskretne"
albo "prawoskretne"? Odkrylem to kiedys podczas
zabawy.
Prawidlowa kostka do gry powinna miec oczka
rozmieszczone na sciankach w ten sposób, zeby suma
oczek na sciankach przeciwleglych równala sie zawsze 7.
Tak wiec: naprzeciwko jedynki ma byc szóstka,
naprzeciwko dwójki piatka i naprzeciwko trójki czwórka
Bawilem sie kompletem takich prawidlowych kostek.
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Wzialem jedna kostke i postawilem na stole tak, ze na
sciance skierowanej do mnie byla jedynka, na sciance
górnej dwójka i na sciance po mojej prawej rece trójka.
Wzialem druga kostke i postawilem obok pierwszej w ten
sam sposób. Ale z trzecia kostka mialem klopot. Kiedy
juz na wprost mnie byla jedynka i u góry dwójka, to na
prawej sciance zamiast trójki byla czwórka. Kiedy zas na
prawej sciance byla trójka i u góry dwójka, to na wprost
mnie byla szóstka.
Zrozumialem wreszcie, ze jest to zupelnie inna kostka niz
dwie pierwsze. Odkrylem takze, ze sa dokladnie dwa typy
prawidlowych kostek - prawoskretne i lewoskretne .

U~~~• I •••••••. l,l 1-

--~r:-~...'I"
•• I I

W majowym numerze «Malej Delty» jest wiele rysunków
rozmaitych kostek (wszystkie prawidlowe). Spróbujcie
ustalic, które z nich sa lewoskretne, a które prawoskretne.
A jakim typem kostki bedzie lustrzane odbicie kostki
prawoskretnej?

Ulatwia to poklasyfikowanie wszystkich prawidlowych
kostek. Rysunek wyjasnia, jak to zrobic.

~

- .. :.
~ I&'--~~a-Lj:J •.

'\
r9:l e~~

~~~, ..>lft (~~.i~,::/;,...

~~~

r:-~-. f: B
••

l ~ •

IlU

.~.•.J
I:• • _R"'"il'lI" •••••••••_.~ .........;;;-

lIlj•

%
*~"

, f•

(8"• •-
Na zakonczenie mam kilka pytan.
Co sie stanie, jesli normalna plyte spróbujemy przegrac na "odwrotnym" adapterze (który zamiast w prawo obraca
sie w lewo)?
Wokól kretego jeziora prowadzi jedna jedyna sciezka, a dookola rosnie las nie do przebycia. Wzdluz brzegu jeziora
biegnie sciezka lis, majac brzeg po swojej lewej stronie. Na przeciwleglym brzegu na sciezce, stoi zajac.
Jak radzilibyscie mu uciekac przed lisem?
Który z dwóch rodzajów narysowanych obok muszli mozna
podzielic na lewoskretne i prawoskretne? Czy wiecie, jakie
muszle -lewoskretne czy prawoskretne - wystepuja
czesciej w naturze? (Bo na przyklad wiadomo, ze ludzi
z sercem po prawej stronie jest znacznie mniej niz ludzi
z sercem po lewej stronie).

Natomiast lewoskretna zawsze mozna ustawic tak:

Kostke prawoskretna zawsze mozna ustawic tak:

Ciecz w stanie niewazkosci
Jaki ksztalt ma woda?.. Dziwne pytanie! Woda w butelce ma ksztalt butelki, a nalana do szklanki ma ksztalt
szklanki. Cecha cieczy jest to, ze przyjmuje ksztalt naczynia, w którym sie znajduje. Ponadto ciecz ma okreslona
powierzchnie w plaszczyznie poziomej.
Dlaczego tak jest? Jaka sila kaze czasteczkom cieczy wypelnic naczynie do pewnej wysokosci, zamiast, na przyklad,
zbic sie w kule pozostawiajac brzegi suche? Odpowiedz jest bardzo latwa. Czasteczki cieczy doznaja przyciagania
ziemskiego. Poniewaz moga one poruszac sie wzgledem siebie, ukladaja sie tak, by kazda czasteczka na powierzchni
cieczy zajmowala mozliwie najnizsze polozenie.
Ciekawe, jak zachowywalaby sie herbata w szklance w warunkach niewazkosci. Nic nie zmuszaloby jej do wypelnienia
dolnej czesci szklanki. Co wiecej, mozna by usunac szklanke, a herbata unosilaby sie w powietrzu.
Czy mialaby wtedy okreslony ksztalt? Moze wygladalaby jak brazowa, przezroczysta chmurka?
Zamiast zgadywac, podejdzmy do tego naukowo.
Zbadajmy "naturalny ksztalt cieczy" doswiadczalnie.
Sprawa jest prosta. Musimy zobaczyc pewna ilosc dowolnej cieczy w warunkach niewazkosci. W tym celu musimy
wykazac sie idealnym stanem zdrowia, miec znajomosci wsród kosmonautów oraz uzyskac zgode rodziców na podróz
kosmiczna· .. Troche to trudne do spelnienia, wiec, chociaz nasz problem jest bardzo ciekawy, watpie, czy ktokolwiek
z was jest w stanie rozwiazac go metoda doswiadczalna. Moze jednak mozna na Ziemi, we wlasnym mieszkaniu,
stworzyc dla cieczy warunki niewazkosci? Jest na to sposób.

10



Niewazka kropla oliwy w szklance

Nalej do szklanki troche oliwy, a nastepnie troche
spirytusu. Spirytus, jako lzejszy, pozostanie na wierzchu.
Teraz ostroznie dodawaj wody do spirytusu. Najlepiej
uzyc do tego kroplomierza. Wazne jest, aby woda nie
splywala wzdluz scianki szklanki do jej dna, lecz zeby
mieszala sie ze spirytusem. W miare wkraplania wody
gestosc mieszaniny rosnie. Obserwuj uwaznie, co dzieje
sie z oliwa. W pewnej chwili oliwa uwypukla sie, odrywa
sie od dna, po czym tworzy kule, która zawisa
w mieszaninie wody ze spirytusem. O tej wielkiej "kropli"
oliwy mozna powiedziec, ze znajduje sie w warunkach
niewazkosci; wprawdzie dziala na nia sila przyciagania
ziemskiego, ale jest ona zrównowazona sila wyporu.
Udalo nam sie wiec przezwyciezyc trudnosci i zobaczyc
niewazka ciecz. Przekonalismy sie, ze ciecz uwolniona od
sily ciezkosci przybiera swój ksztalt naturalny - kulisty.
Latwo zrozumiec, dlaczego tak jest. Na niewazka krople
dziala tylko sprezysta blonka powierzchniowa, która
sprowadza ciecz do formy o najmniejszej powierzchni.
Wiadomo, ze ze wszystkich bryl o danej objetosci
najmniejsza powierzchnie ma kula.
Ile razy powierzchnia kostki szesciennej jest wieksza od
powierzchni kuli o tej samej objetosci?

Fot. Z. Gortel

Gdybysmy przyjrzeli sie malenkim kropelkom cieczy,
przekonalibysmy sie, ze pomimo przyciagania ziemskiego maja
one ksztalt prawie idealnie kulisty. Napiecie powierzchniowe.
czyli sila sciagajaca ciecz, jest w tym wypadku w stanie
pokonac sile ciezkosci, która stara sie te ciecz rozplaszczyc.
Na zdjeciu obok widoczne sa kropelki rosy zawieszone na
nitkach pajeczyny. Rozejrzyjcie sie wokól siebie, moze
znajdziecie inne ciekawe przyklady.
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Jak robi sie srut?

Domyslamy sie, ze spadajaca swobodnie ciecz tez powinna
przybierac ksztalt kulisty. Poniewaz wszystkie
czasteczki cieczy spadaja z ta sama predkoscia, górna
warstwa cieczy nie wywiera nacisku na nizej polozone
czasteczki, czyli ciecz jest wtedy "niewazka" .
Wykorzystano to przy produkcji srutu. Ziarenka srutu 
to zastygle krople olowiu. Kotly do wytapiania olowiu
umieszcza sie na szczycie wysokiej, kilkudziesieciometrowej
wiezy.
Roztopiony olów spada kroplami z wiezy do zimnej wody.
Po drodze zastyga w postaci regularnych kulek.
Skoro juz tyle wiemy o zachowaniu sie cieczy
w warunkach niewazkosci, zdajemy sobie sprawe, jakie
klopoty maja kosmonauci podczas podrózy kosmicznej.
Znany pedagog i popularyzator fizyki J. L Perelman
napisal na ten temat opowiadanie pod tytulem
Sniadanie w niewazkiej kuchni. Stanowi ono "brakujacy"
rozdzial ksiazki Juliusza Verne'a Podróz na ksiezyc"

J. I. PERELMA~, Zajmujacaf;zyka, tom II, Warszawa 1950,
Ksiazka i Wiedza, s. 160 i 161.

,Sniadanie W niewazkiej kuchn i.

- Przyjaciele, przeciez mysmy jeszcze nie jedli sniadania!
przypomnial Michal Ardan swym towarzyszom
podrózy. - Z tego, ze utracilismy wage w armatnim
pocisku, nie wynika wcale, zebysmy stracili apetyt.
Podejmuje sie przyrzadzic wam nIewazkie sniadanie, które
na pewno bedzie sie skladalo z najlzejszych potraw, jakie
kiedykolwiek byly sporzadzone na swiecie.I nie czekajac na odpowiedz wzial sie Francuz do roboty.
- Nasza butla z woda udaje pusta -- mruczal do siebie
Ardan usilujac odkorkowac wielka butle. - Nie oszukasz
mnie: przeciez wiem, dlaczegos taka lekka ... Tak, korek
wyjety. Racz wylac do rondla swa niewazka zawartosc!
Chociaz jednak przechylil butle, jak tylko mógl, woda sie
z niej nie wylewala.
- Nie fatyguj sie, drogi Ardanie - zawolal Nicholl. 
Zrozum, ze w naszym pocisku, w którym nie ma ciezkosci,
woda wylewac sie nie moze. Musisz ja wytrzasnac z butli
jak gesty syrop.
Nie myslac dlugo Ardan uderzyl dlonia w dno odwróconej
butli. Nowa niespodzianka: u wylotu szyjki powstala
banka wodna wielkosci piesci.
- Cóz sie stalo z nasza woda? - zdumial sie Ardan. - To
juz dla mnie za wiele! Wytlumaczciez, moi uczeni
przyjaciele, co tu sie dzieje?
- To kropla, drogi Ardanie, zwykla wodna kropla.
W swiecie bez ciezkosci krople moga byc dowolnej
wielkosci ... Przypomnij sobie, ze ciecze tylko pod wplywem
ciezkosci przybieraja ksztalt naczyn, leja sie strumieniami
itd. Tutaj zas nie ma ciezkosci, ciecze pozostawione swym
wewnetrznym silom molekularnym musza przybrac ksztalt
kulisty jak olej w slynnym doswiadczeniu Plateau [... ]".

Ksiazka J. L Perelmana powstala kilkadziesiat lat temu, na
dlugo przed pierwszymi podrózami kosmicznymi. Do
problemów zwiazanych ze stanem niewazkosci powrócimy
w nastepnym numerze, wzbogaceni o doswiadczenia
wspólczesnych kosmonautów.

«Mala Delte» opracowali: Przemyslaw Nowicki i Dar;a Zieminska.



o wzorze Eulera

Autor artykulu jest uczniem II klasy Liceum
Ogólnoksztaicacego im. Marszalka
S. Malachowskiego w Plocku.

Wieloscian jednospójny to, mówiac opisowo,
taki wieloscian, który moze byc uzyskany
z kuli przez deformacje nie rozrywajaca i nie
sklejajaca.

Krzysztof JERZYK

Znamy rozmaite wielosciany: foremne, pólforemne, gwiazdziste, ostroslupy i inne, o znanych
i nie znanych nam nazwach. W kilku wieloscianach policzmy wierzcholki J:v, krawedzie K,
sciany S i idac za szwajcarskim matematykiem Leonardem Eulerem obliczmy wartosc wyrazenia

W-K+S:

Bryla

IW K
ISIW-K+S

,szescian
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12
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2
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Za kazdym razem otrzymalismy zaleznosc
(*) W-K+S = 2.

Zwiazek ten nie jest przypadkowy i, jak wykazal Euler, dotyczy kazdego wieloscianu jednospójnego
w szczególnosci kazdego wieloscianu wypuklego.
Dowolna trójke liczb naturalnych (J:v,K,S) nazywamy eu/erowska wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia ona warunek (*). W zwiazku z tym pojeciem mozna postawic nastepujace pytania:

1. Dla jakich trójek eulerowskich (J:v,K,S) istnieje wieloscian o W wierzcholkach, K krawedziach,
S scianach?

2. Czy sa takie trójki eulerowskie (J:v,K,S), dla których istnieje kilka istotnie róznych
wieloscianów o odpowiedniej liczbie wierzcholków, krawedzi i scian?

Odpowiedz na pierwsze pytanie pozostawimy Czytelnikom zauwazajac, ze na pewno (?)
- nie istnieje zadany wieloscian, gdy W < 4,

-ani gdy K < 6,

- ani gdy S < 4,

-ani gdy K = 7;

- istnieje wieloscian, w którym K = 6 lub tez Kjest dowolna liczba wieksza od 7.
Aby odpowiedziec na drugie pytanie, nalezaloby ustalic, co bedziemy rozumieli przez istotnie

rózne wielosciany. Otóz nie bedziemy uwazali za istotnie rózne tylko takie dwa wielosciany,
z których jeden mozna uzyskac z drugiego przez deformacje nie zmieniajace liczby wierzcholków
zadnej ze scian (np. narysowane nizej).

lm
Odpowiedz na pytanie drugie jest pozytywna. Podam tu sposób uzyskiwania istotnie róznych
wieloscianów odpowiadajacych tej samej trójce eulerowskiej.
Zetnijmy wierzcholki wieloscianu obcinajac krawedzie w polowie jej dlugosci (na rysunku

szescian). Liczby wierzcholków, scian i krawedzi zmieniaja sie z (J:v,K,S) na (W',K',S'). Zmiana
ta niejest chaotyczna: kazdy "nowy" wierzcholek odpowiada dawnej krawedzi

W'=K,

a "nowych" scian bedzie tyle, co "starych" scian i wierzcholków razem wzietych

S' = W+S=K+2
i ze wzoru Eulera

Ki = W'+S'-2 = 2K.

A wiec sumarycznie
(W',K',S') = CK,2K, K+2).

12



Na podstawie tych zaleznosci mozna wyciagnac wnioski:
a) Liczba wierzcholków, scian i krawedzi bryly powstalej przez sciecie wierzcholków zalezy

jedynie od liczby krawedzi bryly, której scinamy wierzcholki.
b) Scinajac tym samym sposobem wierzcholki bryl o takiej samej liczbie krawedzi (mimo ze moga

one róznic sie liczba wierzcholków i scian) otrzymamy bryly odpowiadajace tej samej trójce
eulerowskiej. Tak mozna wlasnie zbudowac przyklady odpowiadajace na pytanie 2.

K = 12

5=7 W=7
W' = J2, K' = 24~ s' =- 14

8 trójkatów
6 czworokatów

12 trójkatów
2 szesciokaty

K=30

W=20 5=12 W=12 5=20
W' = 30, K' = 60, ;)' = 32

w obu przypadkach 20 trójkatów, 12 pieciokatów

Warto zaUwazyC, ze nie jest w podanej metodzie rzecza istotna, iz obcinalismy krawedzie akurat
1

w polowie dlugosci. Obcinajac np. w"3 dlugosci (z obu stron), otrzymamy z wieloscianu
odpowiadajacego trójce (W,K,S) wieloscian odpowiadajacy trójce (2K,3K,K +2). Prosze
sprawdzic!
A mozna przeciez scinac wielokrotnie. Z drugiej strony nie musimy scinac wszystkich

1
wierzcholków bryly. Np. po scieciu w,- 1w6ch wierzcholków czworoscianu otrzymamy bryle

odpowiadajaca tej samej trójce, co szescian, choc istotnie od szescianu rózna. SCiany jej bowiem
beda tworzyly 2 trójkaty, 2 czworokaty i 2 pieciokaty.
Na zakonczenie otwarty problem: znaleZC funkcje (trójargumentowa) wyznaczajaca liczbe istotnie
róznych wieloscianów odpowiadajacych danej trójce eulerowskiej.

"Sztuka wygrywania" - rozwiazanie. Latwo zauwaZYC,ze czestosc optymalna istnieje, przy

kazdej bowiem czestosci oczekiwane wyplaty graczy sa równe. Jesli wiec jakas czestosc daje

maksymalna wyplate jednemu, to daje taka sama (a wiec tez maksymalna) drugiemu.

Znalezienie czestosci optymalnej jest proste. Jesli obaj stosuja W z czestoscia p (ale niezaleznie!),

to kazdy gracz moze oczekiwac wyplaty u(p):

u(p) = p2+2(1-p)2+Sp(1-p) = -6pz+p+2,

1 1
która osiaga maksimum dla p = 12 . Maksymalna oczekiwana wyplata wynosi 2 24gr na jedna

gre. a wiec kazdy ~ graczy moze oczekiwac zysku okolo 20,S zl w tysiacu gier.
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~Deltaz wizyta w Zespole Szkól Zawodowych w Ostródzie

.Mgr Jan DABROWSKI

Laser i holografia naleza do najbardziej blyskotliwych odkryc XX wieku. Rozwijajaca sie
niezwykle szybko technika laserowa liczy sobie niewiele lat, pierwszy bowiem laser zostal
zbudowany w r. 1960 w Stanach Zjednoczonych przez Theodora Maimana. Poprzednio,
w 1954 r., powstal w Stanach Zjednoczonych molekularny maser amoniakalny, zbudowany przez
CharlesaTownesa i wspólpracowników, a w ZSRR generator kwantowy zbudowany przez
Nikolaja Basowa i Aleksandra Prochorowa.
Zastosowanie laserów w nauce i technice jest bardzo szerokie. A jakie sa mozliwosci
wykorzystania lasera i holografii w szkole'? Aby odpowiedziec na to pytanie, zlozyla «Delta»
wizyte w Zespole Szkól Zawodowych w Ostródzie. Zespól ten posiada laser helowo-neonowy od
8 grudnia 1973 r., a od 31 sierpnia 1974 r. - pracownie holograficzna. Laser wykonywano
w warsztatach szkolnych przy wspólpracy z Instytutem Fizyki Doswiadczalnej UW
w Warszawie, natomiast zestaw do wytwarzania hologramów wykonano w calosci w szkole
wedlug wskazówek pracowników Centralnego Laboratorium Optycznego w Warszawie.

Laser okazal SIl< Kapitalna pomoca naukowa na IckCjach fiL) 1<1.() Jcgo wielkich zalctach
w nauczaniu optyki decyduje przede wszystkim monochromatycznosc oraz spójnosc wiazki
swietlnej. Jest wiec wykorzystywany na lekcjach poswieconych takim tematom, jak: prawo
odbicia swiatla, zalamanie swiatla na granicy dwóch osrodków, wyznaczanie wspólczynnika
zalamania swiatla, przechodzenie swiatla jednobarwnego przez pryzmat, wyznaczanie ogniskowej
zwierciadla wkleslego, wyznaczanie ogniskowej soczewki czy wreszcie przechodzenie swiatla przez
filtry. Zjawiska tego rodzaju mozna badac uzywajac zwyklych zródel swiatla, przy zastosowaniu
jednak wiazki laserowej sa one o wiele lepiej widoczne. Monochromatycznosc swiatla laserowego
umozliwia wyznaczenie ogniskowej soczewki z duza dokladnoscia. Spójnosc zas swiatla
laserowego umozliwia doswiadczalne badanie takze wielu zjawisk, w których wystepuje
dyfrakcja lub interferencja swiatla. Jedno z cwiczen polega na przepuszczeniu wiazki przez
szczeline w nieprzepuszczalnej przeslonie. Nastepuje tu ugiecie swiatla. Szczeline mozemy
podzielic w mysli na duza liczbe punktów, z których kazdy jest zródlem fali elementarnej.
W wyniku interferencji tych fal na ekranie powstaja prazki dyfrakcyjne.
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Na lekcjach fizyki w Ostródzie wykonuja uczniowie takze slynne doswiadczenie Younga z dwiema
szczelinami. Po przejsciu swiatla spójnego przez dwie blisko siebie polozone szczeliny powstaja
na ekranie prazki interferencyjne. Umieszczajac na drodze swiatla spójnego igle, otrzymamy
obraz dyfrakcyjny z prazkami w obszarach granic cienia i jasnym prazkiem na srodku.
Doswiadczenie to bylo w czasach Younga koronnym dowodem, ze swiatlo ma nature falowa.
W swoich eksperymentach Young przepuszczal swiatlo sloneczne przez male otworki.
Otrzymywal w ten sposób swiatlo spójne o bardzo malym natezeniu. Aby zaobserwowac efekty
optyczne, musial wykonywac doswiadczenia w dobrze zaciemnionych pomieszczeniach.
Wszystkie te niedogodnosci znikaja, gdy ma sie do dyspozycji laser. W ramach zajec kólka
fizycznego uczniowie pragna przeprowadzic szereg trudnych i interesujacych doswiadczen, takich
jak pomiar predkosci swiatla (bedzie to powtórzenie doswiadczenia Foucault z wirujacymi
zwierciadlami), czy przenoszenie dzwieku przy pomocy wiazki laserowej.
Wykonany w szkole zestaw do wytwarzania hologramów spisuje sie znakomicie. Jakosc
wykonywanych hologramów jest dobra. W sklad zestawu wchodzi równiez laser jako zródlo
swiatla spójnego. Hologramy sa wykonywane dwiema metodami. W pierwszei z nich wiazk i
biegna tak, jak to przedstawia rys. 1.•

zwierciadLo

laser

zwierciad-to
'"

..•.

jt'\I \
I \
, l
I ,
I I
\ I

\.1 -', ,-" ,-- ---

Przy zastosowaniu drugiej metody ustawienie zestawu jest prostsze (rys. 2). Czas naswictlania
wynosi okolo 30 s. Po naswietleniu klisza jest wywolywana, a po oplukaniu utrwalona. Aby
zdjecia holograficzne byly dobre, drogi optyczne w trakcie naswietlania nie powinny zmieniac sie
wiecej niz o 1/4 dlugosci fali swiatla laserowego. Dlatego bardzo wazna jest amortyzacja
uniemozliwiajaca przenoszenie drgan budynku na zestaw. Caly zestaw zostal umieszczony na
duzej stalowej plycie. Amortyzacje zapewniaja warstwy z kawalków mikrogumy, poprzedzielane
plytami pazdzierzowymi.
Podstawki-uchwytów, soczewek, zwierciadel, hologramów, pryzmatu i stolika, na którym
umieszczono przedmioty, sa ciezkie i dobrze przylegaja do plyty. Jako soczewki zastosowano
obiektywy mikroskopu szkolnego. Laser musi wytwarzac wiazke jednomodewa, to jest taka.
która po rozproszeniu tworzy na ekranie jednorodna i symetryczna plame.

Rys. 2

zwierciad-to

Fizyczne zasady hologra6i - zob. artykul
prof. dra B. Karczewskiego, «Ddta», 1974,:t

Obrazy "puc,trzcnnc" moga by'; cennymi pomocami na lekcjach nie tylko fjzyki, ale tez innych
przedmiotów. Mozna wiec przy pomocy zdjec holograficznych pokazywac szkielety na lekcjach
biologii, dziela sztuki na lekcjach wychowania plastycznego, modele przestrzenne na lekcjach
rysunku itd. Byc moze jest to propozycja kontrowersyjna. Istnieje jednak pewien rodzaj
hologramów, których wykorzystanie w szkole nie powinno budzic watpliwosci. Sa to hologramy
pokazujace rozklad odksztalcen w ciele pod wplywem wywieranej nan niewielkiej sily. Metode
te stosuje sie do wykrywania wad róznych przedmiotów, gdy nie mozna posluzyc sie promieniami
rentgenowskimi (tak bada sie tak np. opony samochodowe). Hologramy takie moga byc
znakomita pomoca na lekcjach materialoznawstwa, maszynoznawstwa, w zajeciach
warsztatowych, a takze przy ocenie jakosci wyrobów wykonanych w warsztatach szkolnych.
W Zespole Szkól Zawodowych w Ostródzie przygotowuje sie odpowiednia sale lekcyjna, w której
wyswietlane beda obrazy przestrzenne na róznych lekcjach. Laser i holografia powiekszaja w ten
sposób zespól srodków audiowizualnych wykorzystywanych w szkole. Bedzie to niewatpliwie
ciekawy eksperyment dydaktyczny.
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Sztuka wygrywania Mgr Tadeusz B. IWINSKI

B
N P

A N (1,1 10,0)P 0,10 5,5

B

N P

A N (l 10)P ° 5
Punkt widzenia A

B
N P

N(l 0)A P 10 5

Punkt widzenia B

CZY MOZNA ZMIERZYC EGOIZM?

Rzecz dzieje sie w kraju, w którym obowiazuje specyficzny przepis
umozliwiajacy prokuratorowi calkowite lub czesciowe uwolnienie przestepcy od
kary w zamian za szczere przyznanie sie do winy lub udzielenie innych
interesujacych prokurature informacji.
Prokurator jest przekonany, ze A i B wspólnie obrabowali bank, nie dysponuje
jednak wystarczajacym materialem dowodowym. W zwiazku z tym kazdemu
z podejrzanych z osobna przedstawia identyczna propozycje: jesli przyznasz sie
do winy i udowodnisz, ze wspólnie dokonaliscie rabunku, a twój wspólnik sie nie
przyzna, to on dostanie 10 lat, a ciebie zwolnie od kary; jesli zaden z was sie nie
przyzna, to kazdy dostanie po roku za udowodnione wam drobniejsze
przestepstwa; jesli jednak obaj sie przyznacie, to sad bedzie musial orzec po
5 lat wiezienia dla kazdego.
Podejrzani nie moga sie porozumiewac. Kazdy z nich ma podjac decyzje:
przyznac sie (P) czy nie przyznac (N)? Wszystkie mozliwe skutki ich decyzji
podane sa w tabelce obok. (Tabelka ta nazywana bywa macierza wyplat; pierwsza
liczba oznacza "wyplate" lat wiezienia dla A, druga - "wyplate" B).
Z punktu widzenia A sytuacja jest nastepujaca: Jesli B przyzna sie, to i jemu
oplaca sie przyznac - zostanie skazany na 5 lat zamiast na 10. Jesli natomiast B
nie przyzna sie, to A tym bardziej powinien sie przyznac - zostanie wtedy
calkowicie zwolniony od kary. Najlepsza zatem strategia podejrzanego A jest P:
przyznac sie. Dla podejrzanego B sytuacja wyglada dokladnie tak samo. Najlepsze,
co moze zrobic, to przyznac sie. Caly klopot w tym, ze jesli obaj sie przyznaja,
to obaj odsiedza po 5 lat, podczas gdy oferta prokuratora stwarza mozliwosc
znacznie dla kazdego z nich dogodniejsza: obaj odsiedza tylko po roku wiezienia,
jesli Zaden sie nie przyzna.
Przypuscmy, ze udalo sie im jakos porozumiec; uzgodnili, ze zaden sie nie przyzna.
Ale przestepcy jak to przestepcy, sa niemoralni. Kazdy z nich zerwie kazda
umowe, jesli mu sie to oplaca. A perspektywa zamiany l roku wiezienia na
calkowite zwolnienie od kary jest necaca. KaMy musi sie wiec liczyc z tym, ze
drugi okaze sie nielojalny. Jedyna obrona przed ewentualna nielojalnoscia
kumpla to przyznanie siC(do winy. Efekt - taki sam, jak w przypadku
niemoznosci porozumiewania sie.
Ta niezbyt sympatyczna opowiastka znana jest pod nazwa "dylemat wieznia"
i zyskala sobie duzy rozglos. Z dwu co najmniej powodów.
Powód pierwszy: Jesli cala sytuacje pozbawic kryminalnej fabuly i potraktowac ja
jako ogólny schemat pewnej kategorii gier, to okaze sie, ze jest to schemat bardzo
wielu sytuacji wymagajacych od ludzi podjecia decyzji o wspóldzialaniu. Pod
schemat dylematu wieznia mozna podciagnac problemy wielkiej polityki (wyscig
zbrojen - jak?), pewne sytuacje produkcyjne (np. tzw. akord zespolowy) i wiele
innych.
Powód drugi: Teoria gier - bazujaca poczatkowo wlasnie na zalozeniu, iz gracz
postepuje rozsadnie, jesli wybiera dzialanie maksymalizujace wlasny zysk nie
liczac sie z partnerem i nie liczac na partnera - byla wobec dylematu wieznia
bezsilna: jedyne proponowane przez nia rozwiazanie jest nieoptymalne, mozna
bowiem pokazac rozwiazanie, które jest lepsze jednoczesnie dla obu graczy.
Tego typu obserwacje daly poczatek dzialaniom postepujacym dwiema
równoleglymi drogami.
Z jednej strony - okazalo sie niezbedne zmodyfikowanie zalozen teorii gier
i pojecia optymalnosci w taki sposób, by teoria ta m.in. uwzgledniala mozliwosc
porozumiewania sie graczy oraz zawierania (i dotrzymywania) umów. Powstalo tu
wiele róznych pomyslów. Niektóre z nich omówimy w dalszych odcinkach
"Sztuki Wygrywania".
Z drugiej strony - dylemat wieznia zrobil kariere w eksperymentalnych
badaniach psychologicznych. Szukano odpowiedzi na wiele nasuwajacych sie tu
pytan: Jak w praktyce wygladaja decyzje ludzi w sytuacjach tego typu? Dlaczego
ludzie podejmuja te, a nie inne decyzje? Czy sposób podejmowania decyzji zalezy
od wieku, plci, charakteru, doswiadczenia? I tak dalej.
Amerykanie A. Rapoport i A. Chammah przeprowadzili badania, w których
kazda z 210 par studentów rozegrala po 300 razy taka gre:
Kazdy z dwu graczy ma do wyboru dwie strategie: W (wspólpracowac) oraz O
(odrzucic wspólprace). Gracze nie moga sie porozumiewac. Jednoczesnie
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iniezaleznie deklaruja swoje strategie. Jesli obaj wybiora W, to obaj otrzymaja
(od prowadzacego badania) po 25 centów; jesli obaj odrzuca wspólprace, to
kazdy bedzie musial zaplacic eksperymentatorowi po 25 centów. Jesli natomiast
jeden wybierze W, a drugi O, to deklarujacy wspólprace bedzie musial egoiscie
zaplacic 1 dolara. (Macierz wyplat - obok. W rzeczywistych badaniach
wyplaty byly znacznie mniejsze).
Latwo zauwazyc, ze gra ta jest dylematem wieznia: dla kazdego z graczy z osobna
bardziej oplacalna jest strategia O; jesli jednak obaj ja wybiora, to obaj straca,
podczas gdy przy jednoczesnym wyborze strategii W kazdy z nich zarobi.
Dla kazdej pary studentów mozna bylo, po ~konczeniu wszystkich gier (których
wyniki notowano), obliczyc pewna miare tendencji do wspólpracy: czestosc,
z jaka w 300 rozegranych grach wydarzyla sie para strategii W-W.
Dla kazdego gracza z osobna mozna bylo równiez obliczyc czestosc, z jaka
odrzucal on wspólprace, egoistycznie wybierajac O..
Wyniki uzyskane w tych badaniach sa nader interesujace. W parach mezczyzna
mezczyzna srednia czestosc wyborów W-W wynosila 0,51, a w parach kobieta
kobieta - tylko 0,23. W grach "meskich" kazdy gracz odrzucal wspólprace
srednio w 41 grach na 100, a w grach "damskich" kazda uczestniczka gry
odrzucala wspólprace srednio az 66 razy na 100 gier.
Czy Rapoport i Chammah rzeczywiscie mierzyli egoizm? Jesli tak, to wyciagniecie
smutnych wniosków z przytoczonych danych pozostawiamy Czytelnikom.
Moze jednak taka interpretacja tych wyników jest naciagana i wcale nie o egoizm
tu idzie? Zainteresowanym Czytelnikom proponujemy przyslanie do redakcji
wlasnych przemyslen na ten temat.

Zadanie. Mamy dylemat wieznia o macierzy wyplat (w groszach) podanej obok. Gra ta
rozgrywana jest 1000 razy. Gracze nie moga sie porozumiewac w trakcie gry,
moga jednak uzgadniac, z jakimi czestosciami beda stosowali strategie W, przy czym
obaj musza wybrac te sama czestosc. Pokazac, ze istnieje czestosc optymalna,
tzn. taka, przy której kazdy z graczy moze oczekiwac wyplaty maksymalnej z mozliwych.
Znalezc te czestosc i odpowiadAjaca jej oczekiwana wyplate. (Rozwiazanie na str. 13).

__ Zadania

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F17. Oto stosunkowo malo znany pomysl perpetuum mobile, czyli takiego urzadzenia
dostarczajacego energie bez zasilania, którego istnienie jest sprzeczne z zasada zachowania energii.
W bocznej sciance naczynia o podstawie prostokatnej wycieto prostokatny otwór. Jedn~ny
walec drewniany o dlugosci prawie równej dlugosci otworu i srednicy prawie równej szerokosci
otworu osadzono na osi pokrywajacej sie z osia walca. Os (z walcem) umocowano w otworze,
a nastepnie do naczynia nalano tyle wody, zejej poziom w naczyniu znajduje sie ponad walcem.
Rozumowanie wynalazcy jest nastepujace:
Na obie polówki walca (znajdujaca sie w wodzie i wystajaca z naczynia) dzialaja jednakowe sily
ciezkosci, przylozone do srodków mas polówek walca, sily te zatem równowaza sie; ale na
polówke w wodzie dziala jeszcze skierowana pionowo do góry sila wyporu, przylozona do
srodka masy tej polówki; pojawia sie wiec pewien moment sily (wzgledem osi obrotu walca).
Mozna tak dobrac warunki, by moment sily wyporu byl wiekszy od momentu sil tarcia, a wtedy
walec bedzie sie obracal ruchem obrotowym jednostajnie przyspieszonym, albo - sprzezony za
pomoca przekladni z zewnetrzriym odbiornikiem energii mechanicznej - bedzie dostarczal,
bez zasilania, energie zewnetrznemu odbiornikowi.
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M49. Wzdluz ulicy dziala tzw. zielona fala dla predkosci tJ = 60 km/h. Oznacza to, zejezeli
samochód jadacy ta ulica przejedzie przez jakies skrzyzowanie przy zielonym swietle i bedzie jechac
z predkoscia tJ, to na kazdym skrzyzowaniu spotka zielone swiatlo. Zakladamy, ze na kazdym
skrzyzowaniu zielone swiatla w obu kierunkach ruchu (tej samej ulicy) zapalaja sie jednoczesnie,
a czas przejazdu przez skrzyzowanie wynosi O. Wykazac, ze istnieje nieskonczenie wiele
predkosci, dla których ten system regulacji ruchu jest zielona fala (Robert Bartoszynski).
Rozwiazanie na str. 8

3 3

MSO. Niech K bedzie zbiorem wszystkich liczb postaci a+b yS +c y 25 , gdzie a, b, c sa liczbami
wymiernymi. Udowodnic, ze odwrotnosc liczby nalezacej do K i wiekszej od zera nalezy tez do K.
Rozwiazanie na str. 5

MSI. Podac przyklad ciagu rosnacego liczb calkowitych nieujemnych o tej wlasnosci, ze kazda
liczba calkowita nieujemna jest suma trzech WYfazów tego ciagu, z których dwa sa równe,
i przedstawienie w postaci takiej sumy jest dla kazdej liczby jedyne.
Rozwiazanie na str. 3
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