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Automatyczny matematyk

Doc. dr Leslaw W. SZCZERBA

pvq= •.•••p=>q
p /\q=",(p=>~q)
P '"'" q = (p => ~ q) => ~ (~ p => q)

l) sylogizm warunkowy
(p =- q) =- ((q => r) => (p => r»),

2) prawo Dunsa-Scotusa
p=> (~p=> q).

3) prawo Claviusa
(-p=>p)=p.

W erze wszechobowiazujacej automatyki nasuwa sie nieodparcie pytanie, czy
wSzystko mozna zautomatyzowac. W szczególnosci w czasopismie poswieconym
matematyce zupelnie na miejscu jest pytanie

CZY MOZNA ZAUTOMATYZOWAC MATEMATYKE'!

Pytanie to mozna postawic równiez inaczej: Czy mozna zbudowac maszyne, która
wykonywalaby czynnosci wykonywane dotychczas przez matematyków?
Odpowiedziec na tak szeroko postawione pytanie jest o tyle trudno, ze nikt
dotychczas nie zdefiniowal dostatecznie scisle obowiazków matematyka. Obawiam
sie zreszta, ze podanie takiej definicji znacznie przekracza moje kompetencje. Nie
pozostaje zatem nic innego, jak tylko ograniczyc sie do pewnego aspektu
dzialalnosci matematyków. Moge sie tu zreszta oprzec o autorytet Hilberta, który
twierdzil, ze matematycy powinni rozwiazywac trudne problemy matematyczne.
Opuscmy w tym stwierdzeniu niejasne okreslenie "trudne" i zastanówmy sie nad
tym, co to znaczy rozwiazac problem matematyczny. Wiekszosc problemów
matematycznych daje sie sformulowac w nastepujacej po~·taci: Czy takie to.
a takie zdanie jest twierdzeniem takiej to, a takiej teorii matematycznej? Mozna
to wypowiedziec scislej: Dany jest pewien uklad aksjomatów; czy dane stwierdzenie
mozna wyprowadzic z tych aksjomatów poslugujac sie okreslonymi regularni
dowodzenia? Problem zautomatyzowania tak postawionego zagadnienia wzbudzil
w ostatnich latach ogólne zainteresowanie i znany jest pod nazwa .,problem
automatycznego dowodzenia twierdzen". Wchodzi on w sklad kompleksu
zagadnien zwiazanych ze sztuczna inteligencja. Upraszcza sie go zreszta jeszcze
bardziej przyjmujac, ze regulami dowodzenia posluguja sie i~tniejace juz maszyny
liczace: problem sprowadza sie do napisania odpowiedniego programu. Budowe
zas samych maszyn matematycznych, czy - jak ostatnio modnie jest mówic
z angielska - komputerów, pozostawia sie specjalistom.
Jak zatem napisac program, który dawalby odpowiedz na pytanie, czy dane
zdanie wynika z podanej aksjomatyki? Dla teorii rozstrzygalnych sprawa jest
prosta: nalezy scisle opisac metode rozstrzygania dla danej teorii. Na przyklad dla
teorii porzadku liniowego lub teorii nierównosci liniowych mozna opisac
odpowiednie metody eliminacji kwantyfikatorów (omówione w «Delcie», 1974.
nry 7 i 9). Dla rachunku zdan -- metode zero-jedynkowa, opisana w wiekszosci
podreczników logiki (np. H. Rasiowa Wstep do matematyki wspÓlrzesnej). Gorzej
z teoriami, dla których metoda rozstrzygania nie istmeje, to znaczy z teoriami
nierozstrzygalnymi (por. artykuly prof. Mostowskiego, «Delta». 1974. nry 10 i II).
Czy wobec takich teorii jestesmy calkiem bezsilni? Niezupelnie. Istniej<! bowiem
metody uniwersalne, dajace sie zastosowac do kazdej teorii opisanej
aksjomatycznie. Omówimy te metode na przykladzie rachunku zdan. Aby uczynic
sprawe jeszcze prostsza, zajmiemy sie taka formalizacja rachunku zdan, w której
wystepuja, poza zmiennymi, tylko dwa symbole zwane tez funktorami
zdaniotwórczymi: negacja ~ i implikacja =- . (Pozostale funktory mozna wtedy
zdefiniowac; prosze sprawdzic przyklady na marginesie l).
Jesli w naszym przypadku rachunek zdall ma byc zaksjomatyzowany-·
wypadaloby podac jego aksjomaty. Mamy tu dosc duza swobode. Te, które
zostaly podane obok na marginesie. cytujemy z ksiazki A. Mostowskiego Logika
matematyczna; zostaly one podane przez J. Lukasiewicza. Aby sie przekonac, ze,
jakies zdanie jest twierdzeniem rachunku zdan (w przypadku rachunku zdan
zamiast "twierdzeniem" mówi sie czesto "tautologia"), trzeba je udowodnic. Cóz
to jednak oznacza. .,udowodnic··? Oznacza. to, ze trzeba podac dowód tego zdania,
czyli ciag, w którym kazde zdanie wynika bezposrednio z aksjomatów lub tez ze
zdan wypisanych wczesniej. a konczacy sie zdaniem, które m-Iezy udowodnic.
Niektórzy wymagaja dopisania na koncu literek c.b.d.o. (co hylo do okazania)
lub c.n.u. (co IlGle~alo udoH'odnic). nie jest to jednak absolutnie konieczne.
Wszystko byloby w porzadku. gdyby nie zwrot: ,.wynika bezposrednio". Przeciez
na dobra sprawe ..daje sie udowodnic" oznacza tyle. co "wynika", czyzbym wiec
zamierzal wprowadzac czytelników w bledne kolo definicji? Nie sposób sie dalej
wykrecac i musze teraz podac precyzyjne reguly wnioskowania, które razem
stanowic beda definicje terminu .. wynika bezposrednio".
Regula I (trywialna). Kazde zdanie wynika bezposrednio z siebie samego.
Regulajest, zgodnie z nazwa, trywialna (tzn. naiwnie prosta) i s.luzy tylko do
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Przyklad
A = p => (q => p)
B=r=>s

C = (r => s) => (q:> (r => s))

Do metod tego typu nalezy np.
cieszacy sie ogromnym
zainteresowaniem psychologów
.. Ogólny Rozwiazywacl Problemów"
(General Problem Solver). Jest to

program, skonstruowany przez
matematyków amerykanskich.
Zob. np. J. Kozielecki: Z zagadnif'n

psychologii myHenia) .

tego, aby mozna bylo w dowodzie wypisywac aksjomaty. W ten sposób ciag
zlozony z jednego aksjomatu jest dowodem. Czego dowodem? Oczywiscie tego
aksjomatu. Stad prosty, acz niezgodny ze (zlymi) obyczajami wniosek, ze aksjomaty
sa twierdzeniami.
Regula 2 (podstawiania). Ze zdania A, w którym wystepuje zmienna zdaniowa p,
wynika bezposrednio zdanie G, powstajace ze zdania A przez podstawienie zdania
B w miejscu wszystkich wystapiell. zmiennej p .
Uf! Tej reguly nie mozna nazwac trywialna. Stanie sie jednak jasna, gdy sie
rozpatrzy przyklad podany na marginesie.
Regula 3 (odrywania). Ze zdania A postaci B ~ C oraz zdania B wynika
bezposrednio zdanie C.
Regula ta w odróznieniu od poprzednich ma dwie przeslanki: zdanie A, które
musi miec postac implikacji, oraz zdanie B, które musi byc poprzednikiem tej
implikacji. Wnioskiem okazuje sie nastepnik implikacji.
Wreszcie czas na warunek koncowy: zdanie wynika bezposrednio z jednego lub
dwu zdan tylko wtedy, gdy wynika z nich na mocy przynajmniej jednej z regul
1-3.
Teraz juz wiemy dokladnie, czym jest dowód w rachunku zdan. Ale w tej sytuacji,
jak latwo zauwazyc, sprawdzenie, czy przedstawiony nam przez kogos ciag zdan
jest dowodem, jest sprawa byc moze mozolna, ale calkowicie mechaniczna.
Sprawdzenie zas, czy jest to dowód zadanego zdania, nie przedstawia zadnej
w ogóle trudnosci. Z tej obserwacji wywodza sie metody automatycznego
dowodzenia twierdzen: maszyna wypisuje jeden po drugim coraz dluzsze ciagi
zdan, a nastepnie sprawdza, czy wypisany ciag nie jest przypadkiem poszukiwanym
dowodem. Jesli chcemy miec pewnosc, ze dla kazdego twierdzenia otrzymamy po
pewnym czasie dowód, musimy tak ulozyc program wypisujacy ciagi, aby kazdy
skonczony ciag zdan, a przynajmniej kazdy dowód mógl sie po pewnym czasie
pojawic. Stanowi to oczywiscie pewna dodatkowa trudnosc, ale na szczescie lliezby1
wielka.
Tak wiec, jesli wystartowalismy z twierdzenia, to wszystko w porzadku, po
pewnym, byc moze bardzo dlugim, ale jednak skonczonym, czasie otrzymamy
jego dowód. Cóz jednak, jesli pechowo zaczelismy poszukiwac dowodu zdania,
które twierdzeniem nie jest? W przypadku rachunku zdan zawsze pojawi sie
wtedy negacja tego zdania, i po tym bedziemy mogli poznac, ze sie mylilismy. Dla
niektórych jednak innych teorii mozemy byc zmuszeni do czekania nieskon.czenie
dlugo, pozerani przez niepewnosc: "A nuz nastepny dowód bedzie tym
wlasciwym?". Ta niedoskonalosc metody wynika z jej ogólnosci. Metoda daje sie
bowiem przeniesc na wszystkie teorie matematyczne. M oze byc wówczas znacznie
bardziej skomplikowana. Zwlaszcza wtedy, gdy w teorii wystepuja kwantyfikatory,
wówczas bowiem reguly wnioskowania ulegaja znacznej komplikacji. Zasada
pozostaje jednak stale ta sama: wypisywac "po kolei" ciagi zdan. i sprawdzac, czy
którys nie jest przypadkiem pozadanym dowodem. Dotyczy to równiez teorii
nierozstrzygalnych, i to jest przyczyna omawianej wady.
Z punktu widzenia praktyki programowania istniejacych maszyn liczacych (owych
komputerów) metoda ma jeszcze dalsze wady. Jest mianowicie ba.rdzo
nieefektywna: dla otrzymania stosunkowo prostych dowodów maszyna musialaby
pracowac bardzo dlugo, a. to jak wiadomo jest zwiazane ze znacznymi kosztami.
Zaczeto zatem metode modyfikowac i ulepszac. Ulep:-:.zenia te polegaly na
pomijaniu tych dowodów, o których z gÓIY wiadomo, ze nie prowadza do celu.
Modyfikacje te mialy ten uboczny skutek, iz maszyna musi teraz pamietac mase
informacji, która w czasie pracy wyprodukuje. Istniejace, przynajmniej dotychczas.
maszyny maja pamiec skonczona, lo znaczy moga zapamietac tylko skonczona
liczbe informacji. Co gorsze, pojemnosc ich pamieci, choc obiektywnie czasem
bardzo duza, nie wystarcza do zapamietania wyników czesciowych, potrzebnych
przy poszukiwaniu nawet stosunkowo prostych dowodów. Pamiec maszyny
..,zatyka sie" i maszyna przestaje pracowac lub zaczyna dzialac nieprawidlowo.
W tej i'ytuacji automatyczne dowodzenie twjerdZeTl stosuje sie tylko do zagadnierl.
niezwykle prostych, ale Za to w sytuacjach, gdy ingerencja czlowieka jest
niemozliwa lub niepozadana. Natomiast jesli idzie o samodzielne dowodzenie
interesujacych twierdzetl matematycznych przez maszyny, wymagaloby to albo
istotnej zmiany metody, albo istotnego postepu w budowie maszyn liczacych. Co
do pierwszej ewentualnosci autor moze powiedziec tylko tyle. ze dzis zupelnie
nie widac takich mozliwoscI. Co zas tyczy drugiej, to pOStep elektroniki musialby
chyba byc tak duz,y. ze wymagalby zmiany pogladów na. budowe fizyczna swiata.
Powie ktos, ze to mozliwe. No cóz, nie umiem temu zaprzeczyc ani tez
potwierdzic. i w tej sytuacji nie moge zrobic nic innego, jak tylko skotlczy(·
artykul, pozostawiajac resz.te wyobraz.ni Czytelnika.

2



o prostej funkcji falowej dla molekul

Dr Lucjan P I ELA

j Czytelników oiezadowolonych z takiego

llostawicnia sprawy odsylamy do artykulu
dra Z. Plochockiego Kwantowy lew ((De1ta»~
1975, nr 2), w którym podana jest

uproszczona postac równania SchrOdingera

Swiat zbudowany jest z atomów i molekul. Do obliczenia wlasnosci atomu lub molekuly
konieczna jest znajomosc tzw, funkcji falowej rozpatrywanego ukladu. Funkcja ta jest
rozwiazaniem równania Schrodingera, Nie bedziemy tu podawac ogólnej postaci tego równania
ani definicji funkcji falowej -- pojecia te pojawia sie nizej w pewnej ich szczególnej postaci I .
Obliczenie dokladnej funkcji falowej dla najprostszej molekuly jest bardzo trudne. Obliczenie
przyblizonej funkcji falowej dla zlozonych molekul moze byc jednak czasem bardzo latwe. Po
przeczytaniu tego artykulu sami bedziecie mogli bez trudnosci obliczac przyblizone funkcje

falowe dla wielu molekul i wykorzystywac rezultaty tych obliczen do przewidywan ich budowy
i zachowania sie,

Zajmijmy sie dzisiaj molekulami, które sa plaskie i zawieraja - ujmujac rzecz w tradycyjnym
jezyku podreczników chemii - wiazania pojedyncze i podwójne, rozmieszczone w pewien sposób,
który zdefiniujemy ponizej. Przykladami takich molekul sa heksatrien i cykloheksatrien zwany
takze benzenem. Cecha charakterystyczna obu podanych mojekul jest to, ze atomy zwiazane
ze soba wiazaniami podwójnymi tworza lancuch (otwarty lub zamkniety), w którym wystepuja na
przemian wiazania podwójne i pojedyncze, Taki uklad wiazan nazywamy w chemii ukladem
sprzezonych wiazan podwójnych. Teoria, która omówimy, dotyczy molekul. o takim wlasnie
ukladzie wiazan:

1. T u kazdy z Was powinieu sie zdziwic -- bo
dlac:l.cgo wiazanie (J ma byc zawsze

symetryczne, skoro 'l.najdujt: sie W na ogól
niesymetrycznym polu pozosta~ej czesci
molekuly'! Macie racje, na ogól y,;ia7anic nie
jcsl symetryczne, lllc odchylenie od
syn)ctryczno~ci .iest tak male, ze fakt ten jest
ignorow;'lny w podrecznikach chemii kwantowej.

~ Brzll"f to jak dogmat. Latwo go jednak

ohalic. N<.l przyklcld wiazanie w molekule H';
jest ul \\'urzonc przez Jeden elektron. W

przypadku jednak molekul, którymi bedziemy
I'ajmowac sie \\' tym ~H'tykule! nie dojdziemy do

blc;c1n)'ch wyników ~akladajac prawdziwosc

tego Iwicn.lzcllia,

{ Czel11u odpowiadiJ to /alv.lcnie? (Zob. art.

wytn. w Pl'zypj,ic I).

W chemii kwantowej dowodzi sie, ze dwie kreski symbqjizujace wiazania podwójne nie sa
równocenne, bo jedno z wiazan podwójnego wiazania jest inne niz drugie. Jedno z nich, zwane
wiazaniem (1, jest symetryczne wzgledem osi laczacej atomy2 polaczone wiazaniem podwójnym,
czyli ze przekrój poprzeczny wiazania jest kolem. Drugie wiazanie, zwane wiazaniem n wystaje
nad i pod plaszczyzna molekuly (sklada sie jak gdyby z dwóch czesci), a jego przekrój poprzeczny
jest zblizony do ksztaltu cyfry 8. Wiazania pojedyncze sa zawsze wiazaniami <1. Kazde wi,!zanie,
czy to (1 czy n, jest utworzone przez dwa elektrony3, Umówmy sie, ze elektrony wiazan rf

bedziemy nazywac elektronami (1, a elektrony wiazan n - elektronami n,
W dokladnych obliczeniach dla molekul naJezy oczywiscie brac pod uwage oddzialywanie
wszystkich elektronów i jader na siebie. Prowadzi to jednak do na tyle skomplikowanych
obliczen, ze wolimy z tego juz teraz zrezygnowac, Szczerze mówiac, niczego wiecej nie pragniemy
niz uproszczen naszego zadania. Wykorzystamy w tym celu pewne róznice miedzy wiazaniami
(t i n. Otói doswiadczenie wskazuje, ze w dosc dobrym przyblizeniu elektrony rf sa zlokalizowane
w swoich wiazaniach, natomiast elektrony n "buszuja" sobie swobodnie (w miare) wzdluz calego
ukladu sprzezonych wiazan podwójnych. Jesli wiec zamierzamy dosc delikatnie obchodzic sie
w doswiadczeniach z nasza molekula, to za wszelkie zmiany jej zachowania sie powinnismy
obarczyc odpowiedzialnoscia glównie elektrony JL Zajmijmy sie wiec tylko elektronami n,
traktujac elektrony er i jadra jako zródlo pewnego potencjalu, w którym poruszaja sie elektrony n.

Potencjal ten jednak nie jest na tyle prosty, by nas zadowolil. Jest to potencjal, który przypomina
górki i dolinki, wobec tego droga poruszajacych sie elektronów n jest wyboista, Zróbmy nastepne
przyblizenie i usrednijmy ten potencja!. Po tym zabiegu droga elektronów n jest plaska jak
autostrada, o dlugosci równej dlugosci ukladu sprzezonego.
Uproscmy zagadnienie bardziej: Zaniedbajmy oddzialywanie elektronów n miedzy soba. To
zalozenie wyglada juz bardzo groznie, ale jest tu wprowadzone ze wzgledu na swoja prostote.
Mozna bowiem sformulowac je o wieje ostroi.niej i rezultat w naszej metodzie bedzie ten sam.
Równanie orbitallle

Po tych zalozeniach - czasteczka heksatrienu to pret, w którym niezaleznie od siebie porusza
sie 6 elektronów 71, Wybierzmy usredniony potencjal V = O w precie, a V = OC> poza pretem.
Jedynie druga równosc jest przyblizeniem, ale dosc dobrze spelnionym": pierwsza przesuwa tylko
punkt, od którego liczymy energie.
Poniewaz elektrony n poruszaja sie zupelnie od siebie niezaleznie, mozna rozwiazac równani.:
Schrodingera dla jednego elektronu w precie, a pozostale dodac pózniej rozmies71.:zajac je na
poziomach energetycznych. Równanie to jest bardzo proste:

(I)
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Heksatrien jako pret

Na tym etapie nie widac jeszcze kwantowania energii - wszelkie (dodatnie) wartosci E sa mozliwe.
Ograniczenia na E pojawiaja sie natychmiast i w sposób naturalny, gdy nalozymy pewne
warunki na (/)(x). Poniewaz poza pretem potencjal V = 00, to elektron nigdy nie przeniknie do
obszaru x ~ O lub x ~ L.
Prawdopodobienstwo znalezienia go w punktach x = O i x = L jest równe zeru, czyli

gdzie E i m oznaczaja energie i mase elektronu, (/)(x) jest orbitalem (funkcja falowa) elektronu,
a h jest stala Plancka. Wspólrzedna x pOKazuje polozenie w precie i zmienia sie od O do L.

Sens fizyczny (/)(x) jest nastepujacy: 1(/)(xWdx jest prawdopodobienstwem tego, ze elektron
opisywany orbitalem (/) (x) znajduje sie pomiedzy x a x+dx. Jesli np. w jakims konkretnym
punkcie x funkcja (/)(x) = -0,1, a przedzial dx = 0,01, to prawdopodobienstwo znalezienia
elektronu w poblizu punktu x w przedziale dx jest równe 1-0,1120,01 = l . 10-4• Latwo
mozecie sprawdzic, ze funkcja (/)(x) spelniajaca równanie (l) jest równa

,,2 = _8n2mE
h2--

(/)(x) = Asin"x+Bcos"x,

I(/)(OW = O, skad (/)(0) = O,

(6)

(3)

(4) I(/)(LW = O, skad (/)(L) = O.

Warunek (3) daje B = O,czyli (/)(x) = Asin"x. Warunek (4) daje:

(5) Asin"L = O, skad "L = nn, n = 1,2,3, ... ,

bo A nie moze byc równe O.
Odrzucilismy ujemne n, bo prowadza one (z dokladnoscia do znaku) do tych samych (/), co n

dodatnie, a n = Oodrzucamy, bo jesli nie, to (/)(x) == O. W rezultacie z warunku (5) otrzymamy
dozwolone wartosci energii (poziomy energetyczne)

h2

E. = 8mL2" n2

oraz

(2)
gdzie

i orbitale

nn

(/).(x) = sin T x.

Po zazadaniu, by znalezienie elektronu gdziekolwiek w precie bylo zjawiskiem pewnym, tzn.

L r-

~ 1(/).(X)!2dx = l, otrzymamy A = vi.
Benzen jako pret zamkniety (pet/a)

W przypadku preta zamknietego musimy na (/)(x) z równania (2) narzucic inne warunki niz (3)
i (4). Jesli sie chwile zastanowicie, to dojdziecie do wniosku, ze naturalne' jest zadanie, by, Jakiemu fizycznemu warunkowi odpowiada

to zadanie?
(1) (/)(0) = (/)(L)

oraz

(8) (~~t=o = (~~L=L

Czy moglibyscie sprawdzic, ze funkcjami (2) spelniajacymi (7) i (8) sa

1/ VI
dla

n = O,

(9)

(/).(x) = ~V }-sin 2nn xdla
n> O,L L

vicos ~n x
dla n < O,

gdzien=O, ±1, ±2, ...
Dopuszczalne energie sa wtedy równe

(lO) E _ h2
• - 8mL2 (2n)2.

Zauwazmy, ze tutaj kazdemu z poziomów energetycznych E., z wyjatkiem Eo, odpowiadaja
dwa orbitale (/). i (/)-n.
Porównanie wyników d/a heksatrienu i benzenu

W kazdym stanie, opisywanym przez dany orbital, mozna umiescic najwyzej dwa elektrony; jest
to uzasadnione tzw. zasada wykluczania (zakazem) Pauliego, wiec w przypadku heksatrienu

4



• Dla wygody wprowadzimy dla heksatrienu
.... h2

I benzenu Jednostke energII 8mL2 ' .

Zakladamy tutaj, ze dlugoSC heksatrienu

jest równa obwodowi benzenu, ale cóz to jest w

porównaniu z naszymi dawnymi grzechami!

-./2 n2 elektrony n o energii E, = 1 beda opisywane6 przez funkcje t1>,(x) = JI T sin L x, dwa dalsze

../2 2:no energii E2 = 4, przez funkcje t1>z;= JI L sin L x, a dwa ostatnie o energii E3 = 9 - przez

.•/2 3nfunkcje t1>3= JI T sin T x. Dla benzenu odpowiednie podwójnie obsadzone poziomy i opisujace

1 ..• /2 2nje orbitale beda nastepujace: Eo = O, t1>o= yL ; El = 4, t1>, = JI T siny x i K, =E, = 4;

../2 2nt1>_, = V T cos Y x.

Trwalosc ukladu sprzezonych wiazan jest tym wieksza, im nizsza jest energia elektronów n.
Energia elektronów n w heksatrienie równa sie

E.eks = 2'1+2,4+2, 9 = 28,
a w benzenie

Ebenz = 2· 0+4' 4 = 16.

Przewidujemy wiec znacznie wieksza trwalosc ukladu sprzezonych wiazan benzenu niz
heksatrienu. Jest to potwierdzone licznymi faktami doswiadczalnymi, gdyz typowe reakcje
heksatrienu polegaja na rozerwaniu jednego z wiazan podwójnych, podczas gdy w tego typu
reakcjach benzen zachowuje swój uklad n-elektronowy.
Zróbmy jeszcze jedno porównanie tych dwóch molekul. Obliczmy prawdopodobienstwo P (x)dx

znalezienia któregokolwiek elektronu w przedziale dx dlugosci molekuly:
1

p.eks (x)dx = 6" (2t1>r(x) +2t1>l(x) +2t1>~(x»dx =

2 (n 2n 3n )
- - sin2 - x+sin2 - x+sin2 - x dx- 3L L L L '

1 . 1
p.enz (x)dx = 6" (2t1>fi(x)+2t1>r<x)+2t1>~1(x»dx = T dx = const· dx.

Otrzymalismy wynik, ze prawdopodobienstwo znalezienia elektronu n w benzenie ~ie zalezy od

x- jest jednakowe na calym Obwodzie! Zamiast wiec rysowar wiazanie podwójne tak: C/
nalezaloby to zrobic raczej tak: O lub tak: <O> . Doswiadczalne wlasnosci
chemiczne zmusily chemików do pl~'llJJa lego drugiego wzoru. My otrzymalismy ten wynik
teoretycznie w niezwykle prosty sposób.
Postarajcie sie wykreslic Pheks(X). Zobaczycie wtedy, ze najwieksze prawdopadobienstwo
znalezienia elektronu n jest tam, gdzie piszemy wiazanie podwójne (!), ale wcale niemale
prawdopodobienstwo jest równiez tam, gdzie tradycyjnie piszemy wiazanie pojedyncze! Mówimy,
ze elektrony n delokalizuja sie na cala molekule.
Mozecie teraz obliczac orbitale dla wielu molekul, mozecie liczyc prawdopodobienstwa
znalezienia elektronu n w tych molekulach w stanie podstawowym (najnizsze poziomy podwójnie
obsadzone) lub w stanach wzbudzonych (inne obsadzenia), mozecie porównywac energie wzbudzen
w lancuchach i pierscieniach. Wasze wyniki beda najwyzej zgodne jakosciowo z doswiadczeniem.
Nie dziwcie sie temu i nie zadajcie zbyt wiele od teorii, która jest bardzo uproszczona, ale
jednoczesnie nadzwyczaj wygodna w praktycznych obliczeniach szacunkowych. Swiat jest
skomplikowany, ale glówne zarysy jego budowy da sie czasem przedstawic w sposób prosty.

Zadania _.
Redaguje mgr. Andrzej MAKOWSKI

M55. Udowodnic, ze jezeli n jest liczba nieparzysta; to liczba n6 + 3n4 + 7n2 -11 jest podzielna
przez 256. Rozwiazanie - na str. 16.

M56. Zbiór 1,2, ... , n (n;", 19) podzielono na dwa niepuste podzbiory. Udowodnic, ze przy
kazdym takim podziale mozna z nich wybrac po jednej liczbie w ten sposób, aby w rozwinieciu
dziesietnym kazdej z tych liczb powtarzala sie ta sama cyfra. Rozwiazanie - na str. 7.

M57. Na okregu tak obrano punkty A, B, C i D, ze AB = BC = CD; lamana ABCD nie przecina
sie sama ze soba. Niech BE bedzie srednica okregu, F - punktem przeciecia prostej AD z prosta
BE, a G-punktem,przeciecia prostych AD i CE. Udowodnic, ze AB = AFi FG = GiJ.
Rozwiazanie - na str. 12.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F19. Cztery identyczne baterie o sile elektromotorycznej E polaczono wedlug schematu
pokazanego na rysunku. Jakie napiecie wykaze woltomierz o oporze R podlaczony do punktów
A iB? Jak zmieni sie to napiecie, jezeli baterie miedzy punktami AB i BC polaczymy
zcprzeciwnymi znakami niz na rysunku. Rozwiazanie - na str. 11.
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() wielosci swiatów

Dr Marek KORDOS

Niezaleznie od tego, ze mozna uprawiac rózne geometrie naszej przestrzeni,
sensowne jest pytanie, czy istnieja przestrzenie inne od tej "naszej". A jesli
istnieja, to czym sie róznia?
Spróbujmy zatem wyobrazic sobie jakas "inna" przestrzen albo przynajmniej jej
fragment. Niech bedzie to przestrzen dwuwymiarowa, czyli odpowiednik "naszej"
plaszczyzny.

CZYM ~Ir,;. RÓZNI PROSTA

Od czego? Ano, od innych linii. Wazna wlasnoscia prostej jest to, ze jest
najkrótsza linia laczaca dowolnie wybrane swoje punkty. Linie o tej wlasnosci
nazywaja sie "geodezyjnymi". Prosta jest wiec geodezyjna plaszczyzny.
A jak wygladaja geodezyjne sfery (czyli powierzchni kuli)? Musza to byc linie
lezace na sferze, wiec nie proste. Oglad, ewentualnie eksperyment polegajacy na
napinaniu nitki miedzy dwoma punktami globusa, wreszcie (dla teoretyków)
geometria rózniczkowa, pouczaja nas, ze geodezyjne sfery to okregi wielkie
(przeciecia sfery z plaszczyzna przechodzaca przez jej srodek). Wyobrazmy sobie
teraz obywatela kawalka "naszej" plaszczyzny i obywatela kawalka sfery. Obaj
za proste uwazaja geodezyjne swoich przestrzeni, mierza katy w czesciach kata
pelnego, mierza dlugosci jednakowymi miarkami. Czy moga oni eksperymentalnie
stwierdzic, czy zyja w przestrzeni plaskiej, czy sferycznej? Okazuje sie, ze moga:
Rysuja np. kat prosty, czyli cwierc pelnego, na jego ramionach odmierzaja ten
sam odcinek a, a nastepnie mierza odleglosc dwu otrzymanych punktów. Jezeli
wyjdzie a vi, to znaczy, ze jestesmy na plaszczyznie. Jezeli mniej - to znaczy, ze
na sferze.

A JESLI WIECEJ'?

Mozna sporzadzic model równiez kawalka takiej dwuwymiarowej przestrzeni.
Model nienajlepszy, ale latwy w wykonaniu: Wycinamy z papieru kólko, rozcinamy
je i w rozciecie wklejamy wycinek takiego samego kola. Wyjdzie z tego cos
w rodzaju siodla, ale kanciastego. Owa kanciastosc to jest wlasnie wada modelu.
Prawdziwe kawaleryjskie siodlo byloby idealnym modelem fragmentu przestrzeni
dwuwymiarowej, w której odcinek geodezyjnej, laczacy konce odcinków o dlugosci
a odlozonych na ramionach kata prostego, mialby dlugosc wieksza niz a vI
Nawiasem mówiac, z kólka papierowego mozna zrobic równiez taki nienajlepszy
model fragmentu sfery. Tylko, ze po t:0 nam przyblizanie sfery stozkami, skoro
sfere kazdy widzial. Ale z siodlami ostatnio gorzej.

PRZESTRZEN ELIPTYCZNA, PARABOLICZNA I HIPERBOliCZNA

Zajmijmy sie teraz nastepujacymi trzema przestrzeniami, w których opisany wyzej
pomiar daje, przy ustalonym odcinku a, wciaz ten sam wynik, a mianowicie:
I - mniejszy od a vf,
II - równy a vi,
III - wiekszy od a VI
Jezeli ponadto kazda z nich spelnia nastepujace cztery warunki:
l. przez dwa rózne punkty A i B przechodzi dokladnie jedna geodezyjna
(oznaczamy ja g(AB)), .
2. dwie rózne geodezyjne maja najwyzej jeden punkt wspólny,
3. istnieja trzy punkty, przez które nie przechodzi równoczesnie zadna geodezyjna,
4. dla dowolnych czterech róznych punktów ABCD g(AB) przecina g(CD) lub
g(AC) przecina g(BD), lub g(AD) przecina g(BC),
to nazywamy je odpowiednio: dwuwymiarowa przestrzenia lub plaszczyznaI- eliptyczna,
II -- paraboliczna (albo euklidesowa od pierwszego kodyfikatora jej wlasnosci,
Euklidesa z Aleksandrii, w. IV p. n. e.),
III - hiperboliczna (albo Bolyai - Lobaczewskiego od nazwisk dwóch jej
dziewietnastowiecznych odkrywców).
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Rozwiazanie zadania MS6.

Przypuscmy. ze przy ustalonym II ." t9 mozna

podzielic zbiór [t,2, >o.,II} na dwa niepuste

podzbiory A i B o takiej wlasnosci, iz kazda

cyfra rozwiniecia dziesietnego dowolnej liczby
nalezacej do A jest rózna od kazdej cyfry
rozwiniecia dziesietnego dowolnej liczby
nalezacej do B.

Motemy zalozyc. ze t" A. Wówczas tO •. A.
11 {' A, I 19 € A, a wiec w rozwinieciach

dziesietnych liczb nalezacych do A wystepuje

kazda cyfra. Dowolna wi~ liczba nalezaca do

B ma w swym rozwini~iu dziesietnym jakas
cyfre wystepujaca W rozwinieciu którejs z liczb

nalezacych do A.
Zauwazmy, ze jezeli 2,<; n < 18,"to zbiór
{t. 2, ... ,n} mozna podzielic na dwa niepuste

podzbiory. z których nie mozna wybrac po

jednej liczbie tak, by rozwiniecia d7iesietne
tych liczb mialy wspólna C)·frc. Podzbiorami
takImi sa:

jezeli 2 ~ n ~ 9·- dowolne dwa niepuste
podzbiory,ktocych sum"" jcs.l {1,2, ",n},
jet.eli 10 <: /I <: 18--· {I,2 ... ,8, lO, .,II}

'9 '

o wszystkich tych geometriach bedziemy jeszcze niejednokrotnie pisali. Teraz
zauwazmy, ze sfera nie jest plaszczyzna eliptyczna (dlaczego ?), dowolny maly
kawalek plaszczyzny eliptycznej jest jednak taki sam jak odpowiedniej wielkosci
kawalek sfery. Podobnie plaszczyzna hiperboliczna jest tylko lokalnie podobna do
siodla. Ale przeciez i euklidesowej plaszczyzny nikt nigdy calej nie widzial.
Wymienione wyzej przestrzenie to szczególny przypadek tzw. przestrzeni
riemannowskich - od nazwiska: (Bernard) Riemann. W swojej pracy habilitacyjnej
(1854) wprowadzil on bardzo ogólne pojecie przestrzeni, okreslajac za pomoca
pewnej funkcji charakter kazdego z jej punktów (czy sferyczny, czy plaski, czy
siodlowy, oraz czy duza jest ta sfera czy siodlo). War~.osctej funkcji nazywamy
krzywizna. Trzy wyzej opisane przestrzenie sa zatem przestrzeniami
riemannowskimi o stalej krzywiznie ..
Analogicznie wprowadza sie trójwymiarowe przestrzenie eliptyczne, paraboliczne
czy hiperboliczne - kazda ich plaszczyzna jest odpowiedniego typu przestrzenia
dwuwymiarowa.

A NASZA -. TO KTÓRA?

Przyzwyczailismy sie do geometrii euklidesowej tak bardzo, ze byloby nam chyba
zal, gdyby okazalo sie, iz to nie ona jest "nasza". I jeszcze do niedawna czyniono
wysilki, aby na drodze obserwacji fizycznych ustalic, ze zyjemy w swiecie
parabolicznym. Wysilki te jednak spelzly na niczym. Fizyka (i ta ziemska, i ta
kosmiczna) nie znalazla sposobów weryfikacji. Jak to? Przeciez sposóbzostalpodany
na wstepie artykulu! Tak, tylko ze czynnosci pomiarowe byly tam wykonywane
idealnie. W praktyce interesujace nas róznice mieszcza sie w obrebie bledów
pomiarowych, co jako pierwszy zauwazyl Gauss, tworzac z okazji prób zbadania
"która to nasza" matematyczna teorie bledów.
Matematyków zadowala dzis stwierdzenie, ze kazda z trzech opisanych geometrii
jest teoria jednakowo poprawna (jak zreszta i wiele innych).
A przyrodnicy? Coraz czesciej uwazaja, ze odpowiedz na to pytanie nie istnieje.
Kazde zjawisko nalezy opisywac w jezyku tej z geometrii, w której opis jest
prostszy czy bardziej "elegancki". I nie nalezy sie przejmowac tym, ze w kazdym
przypadku bedzie to inna geometria.
No cóz, mam nadzieje, ze Czytelnicy wraz ze mna zechca potraktowac takie
stanowisko jako chwilowa utrate równowagi psychicznej. Wsród wielu mozliwych
swiatów jest przeciez jakis konkretny, w którym my zyjemy. Inna rzecz, ze moze
zadna z dotychczasowych geometrii jeszcze go nie opisuje.

Czy wiecie, ze ...

Juz Michal Faraday w r. 1853 zajmowal sie wirujacymi stolikami. Wyniki swoich badan oglosil
w roczniku odkryc naukowych za rok 1854 (<<Annual of Scientific Discovery: or, Year-Book of
Facts in Science and Art»). Wirujace stoliki byly w owym okresie zabawa bardzo modna.
Moze nawet czyms wiecej niz zabawa. Medium, czyli czlowiek o specjalnych predyspozycjach,
kladl rece na stole, koncenlrowal sie i w pewnej chwili stolik zaczynal sie poruszac. Ruch ten
tlumaczono jako spowodowany zjawiskami elektrycznymi lub magnetycznymi; znacznie jednak
czesciej przypisywano go silom nadprzyrodzonym.
Faraday przystapil do systematycznych badan tego zjawiska.
W pierwszej serii doswiadczen sprawdzil, czy ruch stolika zalezy od materialu, jaki znajduje sie
pomiedzy palcami medium a blatem stolu. Zaden z badanych malerialów nie mial wplywu na
przebieg doswiadczenia. W drugiej serii doswiadczen umiescil pomiedzy blatem stolu a palcami
medium specjalnie spreparowana talie kart. Karty byly sklejone w ten sposób, aby mogly
przesuwac sie jedna wzgledem drugiej, jakkolwiek z pewnym trudem. Po przesunieciu
zachowywaly swoje nowe polozenie. Wzajemne polozenie kart przed rozpoczeciem eksperymentu
zaznaczyl Faraday olówkiem. Wynik doswiadczenia opisal nastepujaco: "Gdy wreszcie stól,
karty i rece przesunely sie razem na lewo, wyjalem talie i slwierdzilem, ze rece wraz z górnymi
kartami przesunely sie dalej anizeli stól i ze to w rzeczywisIosci rece pchaly karty na lewo,
a stól byl ciagniety".
Faraday zbudowal jeszcze inny, bardziej zlozony przyrzad i we wszystkich przypadkach wlasnie
rece okazywaly sie ta "sila napedowa" poruszajaca stól. Faraday byl bardzo powsciagliwy we
wnioskach. "Ludzie, z którymi pracowalem byli godni zaufania" - powiedzial. "Jest dla mnie
oczywiste, ze ani nie zamierzali poruszac, ani nie wierzyli, ze poruszaja stól dzieki zwyklej sile
mechanicznej". Wniosek jednak byl jednoznaczny: stól sie ruszal, bo go pchano.

Wg .,gScieJltfiic Amencan>
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Laboratorium w domu Dr Jan A. GAJ

OCZY ELEKTROSKOPU
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Tak, nie mylicie sie. Dzisiejsze wydanie naszego kacika poswiecone jest zjawisku
fotoelektrycznemu. W warunkach amatorskich najlatwiej zaobserwowac je przy
pomocy elektroskopu. Jak pamietacie, zjawisko fotoelektryczne (zewnetrzne)
polega na wybijaniu elektronów z powierzchni przewodnika przez swiatlo. Jezeli
taki przewodnik polaczymy z ujemnie naladowanym elektroskopem, bedzie on
stopniowo tracil ladunek pod wplywem odpowiedniego oswietlenia przewodnika.
Kto zdecyduje sie zbadac doswiadczalnie to zjawisko, staje od razu wobec pytania:

Z CZEGO WYBIJAC ELEKTRONY?

W tym miejscu czas na przypomnienie pewnego minimum teorii.
Elektrony w metalu sa przyciagane przez dodatnie jony. Dopóki elektron znajduje
sie wewnatrz metalu, jony ciagna go w rózne strony, pochodzace od nich sily
z.grubsza sie znosza i elektron moze poruszac sie w miare swobodnie. Kiedy jednak
próbujemy go wyrwac z metalu, musimy wykonac pewna prace przeciwko tym
silom, tym razem dzialajacym juz w jedna strone. Ta praca (oznaczamy ja
przez W) nosi nazwe "praca wyjscia".
Aby wyrzucic elektrony z powierzchni metalu, musimy skierowac na nia swiatlo
o energii fotonów Er nie mniejszej niz praca wyjscia W:

Er ~ W.

Warunek ten spelnic tym latwiej, im mniejsza prace wyjscia ma badany przewodnik.
W fotokomórkach uzywa sie zazwyczaj katod z metalami alkalicznymi (np. rubid,
cez). Z materialów ogólnie dostepnych oraz nie wymagajacych ochrony przed
powietrzem najlatwiej uzyc cynku - kawalek blachy cynkowej znakomicie nada
sie do naszych celów pod warunkiem odpowiedniego oczyszczenia jej powierzchni
(na przyklad papierem sciernym).
Milo bylo sobie pogawedzic, ale teraz spójrzmy w oczy faktom: trzeba zbudowac

Rys.!
ELEKTROSKOP

~

Czy to trudne? I tak, i nie. Konstrukcja jest niezmiernie prosta, ale zaniedbanie
pewnych szczególów moze calkowicie zniszczyc efekt naszej pracy. Postepujac
scisle wedlug moich wskazówek bedziecie mogli zbudowac przyrzad reagujacy juz
na napiecia paruset woltów, co jak na elektrostatyke jest wartoscia bardzo mala.
Do zbudowania elektroskopu potrzebne beda nastepujace materialy: szklana
butelka, precik lub gruby drut, kawalek swieczki, cienki drucik i folia aluminiowa
(moze byc nawet po cukierku). Wykonujemy ze swieczki korek pasujacy do szyjki
butelki i przetykamy przezen precik lub grubszy drut w taki sposób, zeby po wlo
zeniu tego korka do butelki nie dosiegnal jej dna. Robimy to rozgrzawszy precik
na tyle, aby wtopiony w stearyne podczas przetykania utrzymal sie pewnie po
jej zastygnieciu. Na preciku montujemy w plaskiej petelce z cienkiego drucika
pasek folii w sposób zapewniajacy mu swobode odchylania sie od precika (patrz
rysunek - fragment w powiekszeniu).
Butelke z zewnatrz owijamy folia aluminiowa zostawiajac okienka do obserwacji
listka elektroskopu. W braku odpowiedniego kawalka folii mozna butelke pare

Rys. 3 razy owinac drutem. Ta zewnetrzna oslona, która w czasie uzywania elektroskopu
uziemiamy, jest potrzebna, jesli nie chcemy, zeby elektroskop zachowywal sie
w sposób niekontrolowany. Uziemic oslone mozna laczac ja z rura wodociagowa

_, lub centralnego ogrzewania (nigdy gazowa) albo stawiajac elektroskop bezposrednio~ na ziemi. Po zmontowaniu calosci mozemy przystapic do sprawdzania
elektroskopu. Najprosciej wziac grzebien (nie metalowy) i przeczesac nim wlosy.
Gdy naelektryzowany w ten sposób grzebien zblizymy do wystajacego precika
elektroskopu (rys. 2), listek powinien sie odchylic. Mozemy przytknac grzebien
do precika (rys. 3) - wtedy elektroskop uzyska ladunek o tym samym znaku, co
grzebien -lub uziemic precik na krótko palcem (rys. 4a), nastepnie oddalic
grzebien (rys. 4b), a wówczas elektroskop uzyska przez indukcje ladunek o znaku
przeciwnym. Majac wiec jeden przedmiot naelektryzowany mozemy ladowac
elektroskop zarówno dodatnio, jak i ujemnie. Mozna sie dlugo bawic podobnymi
doswiadczeniami i na pewno kazdy, kto zrobi sobie elektroskop, bedzie tego
próbowal, przynajmniej do chwili, kiedy sobie przypomni, ze zbudowal go, aby
badac

Rys. 2

Rys.4a

e



Rys. 5

EFEKT FOTOELEKTRYCZNY

Jak badac? Bardzo prosto. Blaszke cynkowa laczymy z precikiem elektroskopu
Gak na rysunku 5), ladujemy calosc i oswietlamy. Tu dochodzimy do istotnego
problemu. Cynk ma prace wyjscia na tyle duza, te aby wybijac z niego elektrony,
nalezy oswietlic go swiatlem nadfioletowym. Jezeli macie dostep do kwarcówki
uzywanej do opalania - problem "z glowy". W przeciwnym razie popróbujcie
bezposredniego swiatla slonecznego (nie przez szybe - pochlania nadfiolet).
W trakcie doswiadczen przekonacie sie, ze swiatlo powoduje rozladowanie tylko
przy jednym znaku ladunku - ujemnym. Jesli elektroskop naladujemy dodatnio,
elektrony wybite swiatlem beda przyciagane z powrotem i ladunek nie bedzie sie
zmieniac.
Osoby, które wiedza, jak sie rózne rzeczy robi, zeby dobrze wyszlo, prosze
o ominiecie nastepnego fragmentu. Beda to bowiem

DOBRE RADY WUJKA

l. Elektrostatyka udaje sie tylko na sucho, ale naprawde na sucho.
2. Przedmioty metalowe w doswiadczeniach elektrostatycznych nie powinny w
miare moznosci miec ostrych konców ani krawedzi._
3. Dla uzyskania silnego efektu lampe kwarcowa nalezy zblizyc na odleglosc okolo
20 cm.
4. Jezeli listek elektroskopu poczatkowo odchyla sie dobrze, a potem szybciej lub
wolniej opada, to o ile tylko nie jestesmy na skazonym radioaktywnie terenie,
najprawdopodobniej winna jest izolacja (wilgoc lub zle materialy).

Teraz juz moga czytac wszyscy, bo wszystkim zycze powodzenia
w doswiadczeniach.

Konczyc czy jeszcze poczekac?

Dr Tomasz BOJDECKI
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Szukaniem odpowiedzi na to nieco hamletowskie pytanie zajmuje sie rachunek

prawdopodobienstwa, a dokladniej - jego dzial zwany "teoria optymalnego stopowania".

Teoria ta stanowi efektowny przyklad wykorzystania skomplikowanego. wysoce abstrakcyjnego
aparatu matematycznego w tak zwanej "matematyce stosowanej", aparatu, dzieki któremu
mozna rozwiazac wiele konkretnych zagadnien (nie zawsze intuicyjnie oczywistych),
sformulowanych jezykiem zwyklym. W niniejszym artykule bede sie staral przekonac Czytelnika
o prawdziwosci tego stwierdzenia; oczywiscie to. co napisalem o trudnej matematyce. bedzie
wymagac ze zrozumialych wzgledów uwierzenia mi na slowo.

Przechodzac do rzeczy. przypuscmy. ze uczestniczymy w grze, której zasady mozna ujac
w nastepujacych punktach:
l) jest N pól ponumerowanych 1,2, ...• N;
2) na jednym z pól stoi pionek; rzucamy moneta i jezeli upadnie ona orlem do góry

przesuwamy pionek na sasiednie pole o numerze o jeden wiekszym, jesli zas reszka - na pole
o numerze o jeden mniejszym; nastepnie znowu rzucamy moneta itd.; gra konczy sie z chwila
dotarcia pionka do któregokolwiek z pól skrajnych, tzn. o numerach l albo N;
3) z kazdym polem zwiazana jest pewna wygrana: w(i) oznacza wygrana przyporzadkowana polu
o numerze i dla i = 1.2 •... ,N (w(i) moze byc tez ujemne lub równe zeru. oczywiscie "wygrana
ujemna" oznacza przegrana);

4) w kazdej chwili przed wykonaniem kolejnego rzutu moneta mozemy wycofac sie z gry; jezeli
w momencie wycofania pionek znajduje sie na polu o numerze i. to nasza wygrana w calej grze
równa jest w(i); jesli nie zdecydujemy sie na przerwanie gry przed dojsciem pionka do pola l
albo N. to chcac nie chcac musimy zadowolic sie wygrana. odpowiednio. w(l) albo w(N).

Problem polega na znalezieniu takiej strategii wycofania sie z gry. która zapewJ?ialaby
najwieksza wygrana.

Opisane zagadnienie jest typowym, a równoczesnie. jak sadze, najprostszym nietrywialnym
zadaniem, którym zajmuje sie teoria optymalnego stopowania. Oczywiscie. problem zostal

postawiony na razie zupelnie niescisle. Przed dokonaniem jednak niezbednych ",-scislen wartochyba postarac sie zrozumiec lepiej istote zagadnienia. Niech na przyklad N = 8. w(l) = -1.
w(2) = 0, w(3) = l. w(4) = 3. w(5) = 4. w(6) = 2. w(7) "" 1.w(8) = -1. Wykres funkcji w
(w jest tzw. "funkcja wyplaty") podany jest obok,
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Niech Xo oznacza polozenie pionka w chwili zerowej (Xo jest tzw. "stanem poczatkowym").
Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze Xo = 3. Nie ma watpliwosci, iz jesli w pewnej chwili pionek
znajdzie sie na polu 5, to nalezy gre przerwac, gdyz 5 jest punktem, w którym funkcja w

przyjmuje wartosc najwieksza. Równie jasne jest jednak, ze do pola 5 mozemy przy nie
sprzyjajacych okolicznosciach nigdy nie dojsc, wczesniej bowiem moze pionek dotrzec do
jedynki. Napiszmy kilka przykladów strategii, jakimi tutaj dysponujemy:
S, - wycofac sie z gry od razu, zanim moneta zostanie rzucona po raz pierwszy (wygrywamy l);
S2 - wycofac sie po wykonaniu jednego rzutu moneta (wygrywamy O albo 3);

S3 - czekac az pionek osiagnie pole 5, o ile nie dojdzie wczesniej do jedynki (wygrywamy 4 albo
przegrywamy l);
S4 - czekac az pionek osiagnie pole 4, o ile nie dojdzie wczesniej do jedynki (wygrywamy 3 albo
przegrywamy l).
Od razu powstaja pytania: Czy mozna uszeregowac te strategie pod wzgledem ich "jakosci"?
Czy istnieje strategia lepsza od wszystkich wymienionych wyzej, a jesli tak, to jak ja znalezc?
Popatrzmy np. na S2 i S4. Na pierwszy rzut oka mogloby sie wydawac, ze strategia S2 jest
lepsza, gwarantuje nam bowiem, ze nie przegramy. Z drugiej jednak strony stosujac S4 nie
tracimy, po dojsciu do pola 2, szansy duzej wygranej, której to szansy jestesmy pozbawieni
w przypadku stosowania S2'

Aby odpowiedziec na te pytania, trzeba wreszcie przystapic do sformulowania naszego problemu
przy pomocy scislego, matematycznego jezyka.
Rozwazajac doswiadczenie losowe, a nasza gra jest nim niewatpliwie, zaczynamy zwykle od
okreslenia zbioru zdarzen elementarnych, czyli zbioru "najdrobniejszych" wyników eksperymentu.
W naszym przypadku najwygodniej jest przyjac, ze wykonuje sie caly nieskonczony ciag rzutów
moneta, to znaczy, ze moneta jest rzucana (np. przez jakis automat) równiez i po naszym
wycofaniu sie z gry; zalozenie takie jest oczywiscie dopuszczalne i w niczym nie zmienia istoty
zagadnienia. W tej sytuacji zdarzeniem elementarnym w jest nieskonczony ciag orlów i reszek.
Przyporzadkowujac orlowi jedynke, a reszce minus jedynke, mamy

D = {w = (a" a2, ...): a. = ±1 dla n = 1,2, ... }.

Od razu zaczynaja sie pewne klopoty, bo zbiór zdarzen elementarnych jest nieskonczony,
wykraczamy wiec poza "szkolny" rachunek prawdopodobienstwa. Wcale nie jest oczywiste, jak
okreslic prawdopodobienstwa na podzbiorach D. Widac, ze prawdopodobienstwo powinno byc
takie, zeby dla kazdego k naturalnego zdarzenia {(a!, a2, ... ):a, = I}, {(a" a2, ...): a2 = l},
... , {(a" a2, ...):al = l} byly niezalezne i prawdopodobienstwo kazdego z nich bylo

1
równe 2" (zdarzenie {(a, ,a2, ... ):al = l} oznacza po prostu, ze przy k-tym rzucie wypadl

orzel). Nie wnikajac w szczególy powiem tylko, ze prawdopodobienstwo P spelniajace te postulaty
istnieje, i to dokladnie jedno, ale, co jest raczej dziwne i interesujace, jest ono okreslone nie na
rodzinie wszystkich podzbiorów D, lecz na pewnej klasie mniejszej, dostatecznie jednak duzej, by
zawierac wszystkie interesujace nas zdarzenia.

Dla wygody przyjmijmy, ze pionek odbywa swoja wedrówke równiez i po naszym wycofaniu sie
z gry. Niech Xl oznacza numer pola, na którym stoi pionek po k-tym rzucie moneta, dla
k = 1,2, ..., Xtiest funkcja okreslona na D (zmienna losowa); dokladniej, zmienne losowe Xl

mozna zdefiniowac indukcyjnie: Xt+1(w) = Xt(w)+at+" jesli Xt(w) oF- l i Xt(w) oF- N
oraz Xt+,(w) = Xt(w), jesli Xt(w) = l albo Xt(w) = N, gdzie w = (a" a2' ...)
(pamietamy, ze Xo oznacza stan poczatkowy).
Zastanówmy sie teraz nad scisla definicja strategii. Przede wszystkim zauwazamy; ze strategie S
mozemy utozsamic z funkcja okreslona na D, bowiem zwrot "ustalic strategie" oznacza to samo,
co "dla kazdego w E D umiec okreslic numer rzutu, po którym wycofujemy sie z gry". Na
przyklad w rozwazanej poprzednio konkretnej sytuacji, gdy N = 8, Xo = 3 strategie S, mozna
utozsamic z funkcja S,(w) = O dla wszystkich w E D, S2 - z funkcja S2(W) = l dla wszystkich
w E D, zas np. S3(l ,-l, l, l, ... ) = 4, S3( - l, -1, ... ) = 2 itd.
Jasne jest jednak, ze nie kazda zmienna losowa o wartosciach nalezacych do zbioru O, 1,2, ...

mozna nazwac strategia. W chwili wycofania sie z gry znamy wszystkie wyniki rzutów moneta
az do tej chwili wlacznie, natomiast nie znamy oczywiscie przyszlosci, jesli zatem z ustalonej
strategii wynika, ze w danej serii rzutów nalezy wycofac sie w chwili k, to decyzje o wycofaniu
podejmujemy tylko na podstawie znajomosci wyników k pierwszych rzutów moneta. SCisle
warunek ten formulujemy nastepujaco:
(M) Jezeli dla pewnego w = (al, a2, ... ) jest S(w) = k, to dla kazdego w' postaci w' =
= (al, ... , at. at+,. ak+2, ...) równiez S(w') = k (k = O, 1,2, ... ). (Warunek ten bedziemy
oznaczac litera M, poniewaz funkcje, która go spelnia, nazywa sie czesto momentem Markowa).

W uwaznym Czytelniku mogla obudzic sie pewna watpliwosc. Stosowanie strategii S3 nie
zawsze prowadzi do zakonczenia gry po pewnej skonczonej liczbie rzutów; na przyklad gdy
realizuje sie zdarzenie elementarne (l, -l, l, -l, l, -l, ... ), pionek wedruje caly czas z pola 3
na pole 4 i z powrotem, a nigdy nie dochodzi ani do pola l, ani do pola 5. Naturalne jest
w zwiazku z tym przyjac, ze funkcja S moze osiagac "wartosc" + 00. Sytuacja taka, ze gra
przedluza sie w nieskonczonosc,jest oczywiscie niekorzystna; dlatego zadamy, zeby zbiór tych w,



dla których S(w) = + 00, byl zdarzeniem rzadkim, praktycznie sie nie realizujacym, czyli zeby
mial prawdopodobienstwo równe zeru.
Ostatecznie dochodzimy do nastepujacej definicji: Strategia nazywamy dowolna funkcje
s: Q -+ {O, 1,2, ... , + oo}, spelniajaca warunek (M) i taka, ze P ({w:S(w) < + oo}) = l.
Popatrzmy znowu na nasz przyklad. Nie ma watpliwosci, ze SI i S2 sa strategiami w sensie tej
definicji. Chwilka zastanowienia wystarcza do stwierdzenia, ze S3 i S4 spelniaja warunek (M).
To, ze S3 i S4 sa skonczone z prawdopodobienstwem jeden, a wiec sa strategiami, jest
bezposrednim wnioskiem z interesujacego, ogólnego twierdzenia, które mówi, ze pionek
z prawdopodobienstwem równym jeden dojdzie kiedys do pola l lub do pola N, czyli

Naszkicujemy dowód tego faktu. Zauwazmy przede wszystkim, ze rozpatrywane
prawdopodobienstwo zalezy a priori od polozenia pionka w chwili zerowej, a wiec jest ono
funkcja okreslona na zbiorze {l, ... , N}. Oznaczmy te funkcje przez p; tzn. p(i) jest
prawdopodobienstwem, ze pionek startujac z pola i dojdzie kiedys do pola l albo N.
Jasne jest, ze pel) = peN) = l. Jesli i..p l oraz i ..p N, to po pierwszym rzucie moneta pionek
zmieni polozenie: przejdzie, z jednakowym prawdopodobienstwem, na pole i-l lub na pole

l
i+1.0znacza to, ze P({w: XI(W) = i-I}) = P({w:Xl(w) = Hl}) = 2"' Stosujac wzór

"na prawdopodobienstwo calkowite" otrzymujemy:
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p(i) = P( {pionek dojdzie kiedys do l albo N}I {Xl = i-l})' P( {Xl = i-l})+
+ P( {pionek dojdzie kiedys do l albo N}I {Xl = i+ O) . P( {Xl = H l }).

Jest intuicyjnie oczywiste (i niezbyt trudne do scislego udowodnienia), ze prawdopodobienstwo
warunkowe dotarcia kiedys do pola skrajnego, jezeli wiadomo, iz po pierwszym rzucie pionek
znalazl sie na polu i -l, jest po prostu równe prawdopodobienstwu osiagniecia kiedys pola l
albo pola N, gdy polozeniem poczatkowym jest i-l. Analogicznie rozumujemy w przypadku,
gdy Xl = i+ l. W rezultacie dochodzimy do wzoru

l l
p(i)= 2"p(i-I)+ 2"p(i+l) dla i=2, ..;,N-I.

z którego wynika, ze punkty o wspólrzednych (i, p(i» dla i =-1,2, ... , N leza na jednej prostej
(dlaczego?). Prosta ta, jak wiemy, przechodzi przez punkty (1, l) oraz (N, l), zatem musi byc
p(i) = l dla i = 1,2, ... ,N, c.b.d.o.
Staje teraz przed nami problem znalezienia kryterium, które pozwoliloby okreslic "jakosc"
strategii.

Niech S bedzie dowolna ustalona strategia. Zastanówmy sie nad wygrana, która przypadnie
nam w udziale w wyniku zastosowania strategii S. Dla kazdego zdarzenia elementarnego w,
takiego, ze S(w) < + 00 IiczbaX,(<u)jest numerem pola, na którym stoi pionek w chwili naszego

wycofania sie z gry, a wiec nasza wygrana równa jest w(X,(<u». Widzimy zatem, ze wygrana jest
funkcja okreslona na zbiorze {w: S(w) < .+ oo}. Wygodniej jest miec do czynienia z funkcja

(zmienna losowa) okreslona na calym zbiorze D, dlatego umówmy sie, ze w(X'(<U)de1 O na
zbiorze {w: S(w) = + oo} (nie ma to zreszta zadnego znaczenia z uwagi na to, iz, jak pamietamy,
S jest skonczona z prawdopodobienstwem jeden).

Gdyby strategia S byla taka, ze dla kazdej innej strategii S' zachodzilaby nierównosc w(X'(<u»,;;;'
;;;, w(X.'(<u» dla wszystkich w lub chociaz na zbiorze o prawdopodobienstwie jeden, to nie byloby
watpliwosci, ze S nalezy uznac za strategie najlepsza. Niestety, strategia o takiej wlasnosci na
ogól nie istnieje. Najrozsadniejsze, co mozemy zrobic w ogólnym przypadku, to starac sie
maksymalizowac "srednia" wygrana.

W tym miejscu mala dygresja. Przypomnijmy, ze wartoscia oczekiwana zmiennej losowej X,
przyjmujacej wartosci Xl, ... , Xm z prawdopodobienstwami odpowiednio Pl, ... ,Pm

(Pl + ... +Pm = l), nazywamy liczbe E(X) = XIPl + ... +xmPm. Wartosc oczekiwana
interpretujemy, zgodnie z nazwa, jako srednia, przecietna wartosc przyjmowana przez zmienna
losowa. Slusznosc takiej interpretacji potwierdzaja tzw. prawa wielkich liczb, formulowane jednak
w nieco mocniejszej wersji niz ta, która omawia sie w programie szkolnym. Chodzi, z grubsza
mówiac, o to, ze jesli X jest wynikiem pewnego doswiadczenia i doswiadczenie to powtarzamy
w sposób niezalezny n razy, to sredni wynik, czyli srednia arytmetyczna wyników poszczególnych
doswiadczen jest, dla duzych n bliski E(X).

Mam nadzieje, ze powyzsze uwagi przekonaly Czytelnika o tym, ze z dwóch strategii S', S"
te nalezy uznac za lepsza, dla której wartosc oczekiwana wygranej jest wieksza. Wrócmy znowu
do naszego przykladu.

E(w(X.,»= E(w(Xo» = l,
l l 3

E(w(X.,» = O' 2" + 3 . 2" = 2"'

widzimy wiec, ze strategia S2 jest lepsza od SI. Zeby obliczyc E(w(X.3» iE(w(X ••»,
rozpatrzymy od razu sytuacje ogólna. Zalózmy mianowicie, ze l <:;; jl <:;; Xo <:;; j, <:;; N, przy czym
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Rozwiazanie zadania MS7.

Poniewaz punkty A j C sa symetryczne
wzJdedem prostej BE. wiec ol: ABF = ol: FBC.
Poniewaz BClIAD, wiec ol:FBC = 4.A FB.

Jest zatem ol:ABF = ol:AFB, skad AF = AB.
Katy BEC i CED opieraja sie na równych
lukach. a wiec prosta EC jest dwusieczna kata
BED. Poniewaz BCIIAD ikat BCE jako kat
wpisany oparty na srednicy jest prosty.
prosta CE jest prostopadla do prostej FD.
Prosta CE jest osia symetrii trójkata DEF .
• zatem FG ~ GD.
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il <iz, i zdefiniujmy SUlo h](w) = min{k: Xk(W) =it alboXk(w) =iz}, czyli SUlo h] jest
pierwszym momentem, w którym pionek osiagnie jedno z pól il,iz. (Oczywiscie S3 = S[I,5]
S••= S[1.4]).

Z omawianego przed chwila twierdzenia wynika, ze S[lt. h] jest strategia. Obliczymy

E(w(X.Ulo h]»' Jasne jest, ze E(w(X.[lt. m» = W(1)P( {X'Ulo hl = il})+ wUz)P( {X'Ulo h] =
= iz}) = w(it)P( {X'[Jloh] = i.}) +wUz)(1-P( {X.[lt. h] = it}); wystarczy wiec obliczyc
P( {X.[lt.h] = id). Rozumowanie bedzie zupelnie podobne do tego, które przeprowadzilismy
poprzednio.

Prawdopodobienstwo, które mamy liczyc. zalezy od stanu poczatkowego, a wiec jest funkcja na
zbiorze {jl, ...•iz}; oznaczmy te funkcje przez r. Dla i# it,iz mamy

r(i) = P({X.[lt.hl = i.} I{Xl = i-I})P({Xl = i-I})+P({X.[lt.h] =idl{Xl = i+I})P({Xl =
l l

= i+l}) = r(i-l)'T +r(i+l)' T'
Ostatnia równosc jest intuicyjnie jasna i dowód jej, podobnie jak poprzednio, pominiemy.
W konsekwencji stwierdzamy. ze punkty o wspólrzednych (i, r(i» dla i = il, ... ,iz, leza

i -x
na jednej prostej, a poniewaz rUI) = l. rUz) = O, to prosta ta ma równanie y = _._z_._.h-h
W rezultacie

r(i) = P({X'[Jloh] =it} = ~z-~ gdy Xo = i.h-h
Ostatecznie dochodzimy do wzoru:

iz-Xo XO-jl
E(w(X.[lt. h]» = w(h) -.--. +w(jz) -.-- ..h-h h-h

Wzór ten ma ladna interpretacje geometryczna:

Srednia wygrana, wynikajaca ze stosowania strategii Sth. h]' równa jest wartosci w punkcie Xo
funkcii liniowej o wykresie przechodzacym przez punkty Ul, w(it», Uz. wUz».
Korzystajac z tego ogólnego wyniku, mamy dla naszego przykladu

5-3 3-1 3
E(w(X·3» = (-l) 5-1 +4' 5-1 = T'

4-3 3-1 5
E(w(X·4» = (-l) 4-1 +3' 4-1 ="3'

Okazuje sie wiec, ze sposród strategii SI, Sz, S3, S•• najlepsza jest, co raczej dosc trudno bylo
przewidziec. strategia S••! Co wiecej, patrzac na rysunek i wykorzystujac wyprowadzone
twierdzenie, widzimy bez trudu, ze SI, jest najlepsza strategia równiez sposród wszystkich strategii
postaci Su••h], gdzie l ~ it ~ 3 ~ iz ~ 8.

Istnieje oczywiscie nieskonczenie wiele strategii, które nie maja postaci SUlo h]. ale tym niemniej
ta ostatnia uwaga wydaje sie nasuwac przypuszczenie, ze S••jest najlepsza strategia w ogóle,
czyli jest, jak mówimy. strategia optymalna. I jest nia rzeczywiscie! Fakt ten wynika
z nastepujacego pieknego twierdzenia dotyczacego sytuacji ogólnej:
Niech w* bedzie naj mniejsza funkcja "wypukla do góry", okreslona na przedziale (1, N), taka,
ze w*(i);;' w(i) dla i = l •...• N. Definiujemy:

z = {i: w*(i) = w(i}}

(Z nie jest zbiorem pustym bo zawsze {l, N} c Z). oraz

S*(w) = inf{k: Xt(W) E Z}.
S* iest strategia 'optymalna dla kazdego stanu poczatkowego Xo.

Obok podajemy wykres funkcji w* dla naszego przykladu.
Mamy tutaj Z = {l. 4,5,7, 8}. Tak wiec uniwersalna optymalna strategia jest wycofac sie
w momencie. gdy pionek po raz pierwszy osiagnie którekolwiek pole o numerze ze zbioru Z.
Np. jesli Xo = 7. to trzeba od razu wycofac sie z gry, ale dla Xo = 2 lepiej jest przystapic do
rzucania moneta. Oczywiscie S* = SI" gdy Xo = 3.
Warto zwrócic uwage na to. ze zgodnie z poprzednio stwierdzonymi faktami w*(i) jest
maksymalna srednia wygrana. jaka mozemy uzyskac, jezeli w chwili zerowej pionek stoi na
polu i.
Na zakonczenie jeszcze jedna uwaga. W sformulowaniu zasad naszej gry moglo komus nie
spodobac sie zalozenie, ze przed przystapieniem do rzutów moneta pionek znajduje sie na polu
Xo (skad sie tam wzial?). Rozsadniej byloby. byc moze, przyjac. ze poczatkowe polozenie
pionka zostalo wylosowane czyli, ze Xo jest zmienna losowa. Latwo uwierzyc, a nietrudno
sprawdzic. ze równiez i wtedy S* jest strategia optymalna.

Czytelnika, który dobrnal do konca, przepraszam, ze nie dotrzymalem slowa i nie pokazalem
zapowiedzianego we wstepie zastosowania teor1i optymalnego stopowania do rozwiazywania
wielu konkretnych zagadnien. ale i tak artykul rozrósl sie ponad mjare.
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mala della
D laczego w ciagu dnia jest

jasno, a w nocy ciemno?

Jesli uwazasz, ze pytanie to jest za latwe, chwile sie zastanów. Oczywiscie, swiatlo dzienne pochodzi od Slonca. Noca,
kiedy nasza pólkula jest odwrócona od Slonca, widzimy na tle ciemnego nieba slabe swiatlo gwiazd oraz swiatlo
odbite od planet. Podobnie powinno byc w ciagu dnia, poniewaz swiatlo, biegnac po liniach prostych powinno
dochodzic do naszych oczu od Slonca, i gwiazd, natomiast w tych kierunkach, gdzie nie ma silnie swiecacego ciala
niebieskiego, powinno byc czarno.
Dlaczego wiec swiatlo sloneczne dochodzi do nas z calego nieba, a nie tylko bezposrednio od Slonca?
Swiatlo sloneczne dochodzi do nas przez gruba warstwe
atmosfery, która, nawet przy najlepszej pogodzie, nie jest
calkiem przezroczysta. Napotykajac przeszkody w postaci
czasteczek gazu swiatlo zmienia swój kierunek. Mówimy,
ze ulega ono rozproszeniu. Rozproszenie to jest tym
silniejsze, im wiecej czasteczek znajduje sie na drodze
promieni swietlnych.
- To jest mniej wiecej jasne, ale nie rozumiem, dlaczego swiatlo rozpraszajac sie zmienia kolor. Dlaczego niebo jest
niebieskie? Przeciez Slonce jest zólte.
To bardzo chytre pytanie! Zeby na nie odpowiedziec, trzeba troch~ wiecej wiedziec o swietle slonecznym.
W rzeczywistosci nie ma ono okreslonego zabarwienia, mówimy, ze jest "biale". Na te biel sklada sie jednak wiele
barw, wszystkie kolory teczy. Pewnie trudno w to uwierzyc, ale mozna sie o tym przekonac. Trzeba po prostu to
swiatlo rozszczepic, na przyklad za pomoca pryzmatu.
Kazdy zreszta widzial oddzielone barwy swiatla slonecznego w postaci t~czy na niebie lub kolorowych plam
na powierzchni tlustej kaluzy. Poszczególne skladniki swiatla róznie zachowuja sie przy przejsciu przez atmosfere.
Okazuje sie, ze najlatwiej rozprasza sie swiatlo fioletowe i niebieskie. Na -barwe fioletowa nasze oko jest malo czule.
Dlatego barwa niebieska dominuje w kolorze nieba. Oczywiscie, im grubsza warstwa atmosfery znajduje sie na drodze
promieni swietlnych do Ziemi, tym wiecej swiatla ulegnie rozproszeniu, a wiec tym jasniejsze bedzie niebo. Kto
podrózowal juz samolotem, ten zapewne zauwazyl, ze niebo w górze jest ciemniejsze. Nic dziwnego, na wysokosci
10 kilometrów nad Ziemia gestosc atmosfery jest trzy razy mniejsza niz na jej powierzchni, a cisnienie slupa powietrza
jest tam okolo cztery razy mniejsze.
Widzisz, jak wiele zawdzieczamy atmosferze! Nie tylko to, ze mamy czym oddychac, ze nie jest ani za goraco, ani za
zimno, ale takze to, ze mamy swiatlo dnia.
Kiedy bedziesz ogladac zachód Slonca, obserwuj jego barwe i zmieniajaca sie z minuty na minute powstala nad nim
zorze. Kiedy Slonce chowa sie za horyzontem, zorza staje sie coraz intensywniejsza i piekniejsza, a potem stopniowo
zanika. Kiedy juz calkiem zniknie, spójrz w góre na niebo.
Dolna warstwa atmosfery, tzw. troposfera, rozciagajaca sie do wysokosci II km, nie jest juz oswietlona, jest wiec
niewidoczna. To, co widzisz w takiej chwili, to jest warstwa atmosfery lezaca powyzej troposfery, zwana stratosfera.
Spróbuj teraz odpowiedziec na pytanie, dlaczego Slonce w ciagu dnia jest zólte, wieczorem staje sie pomaranczowe,
a potem czerwone. A dlaczego Slonce o zachodzie swieci slabo, tak ze mozna na nie dlugo patrzec? Zastanów sie
najpierw, przez jaka warstwe atmosfery musi przejsc swiatlo sloneczne w poludnie, a przez jaka o zachodzie.
Pomoze ci w tym rysunek.

OSLLSTWA" ATMOSFERY

Skoro powiedzielismy juz tyle dobrego o powietrzu, które nas otacza, wytknijmy mu jego wady. Ono czesto nas
oszukuje, wiec musimy byc czujni.
Czy zauwazyles, jak wyglada lyzeczka wlozona do szklanki z herbata? Jak zlamana! CzeSc zanurzona stoi jakby
bardziej stromo. Dzieje sie tak dlatego, ze swiatlo przy przejsciu z powietrza w herbate ulega zalamaniu. To samo
dzieje sie ze swiatlem slonecznym, gdy wpada w atmosfere.
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Czesc, jak wiemy, rozprasza sie po calym niebie. Czesc
swiatla b.iegnie dalej, ale poniewaz atmosfera staje sie coraz
bardziej gesta, swiatlo zalamuje sie, biegnie coraz bardziej
stromo. Dlatego nad horyzontem widzimy slonce zawsze
powyzej jego rzeczywistego polozenia. Ludzie, którzy
wychodza na brzeg morza. zeby obserwowac zachód
Slonca, nie zdaja sobie sprawy z tego, ze po pewnym
czasie, gdy jeszcze je widza, znajduje sie ono w
rzeczywistosci ju7. ponizej horyzontu.

Doswiadczenie
Kto chcialby sobie lepiej wyobrazic, jak biegnie promien swiatla przez atmosfere, moze zrobic takie doswiadczenie:
Do duzego, s.zklanegonaczynia (np. akwarium) nalewamy troche wody - tyle, by wysokosc slupa wody wyniosla
okolo 10 centymetrów. Oddzielnie nalezy przygotowac stezony wodny roztwór soli. Nastepnie przez lejek wlewamy
do naczynia slona wode, ale tak zeby znalazla sie ona ponizej czystej wody. W tym celu trzeba zanurzyc lejek w wodzie,
zatykajac jego wylot palcem, po czym, po napelnieniu lejka slona woda, usunac palec.
Kiedy woda sie ustoi, przyjrzyjcie sie jej z boku. Mozna zobaczyc granice dwóch osrodków: wody czystej i slonej.
Jesli chwile zaczekamy lub lekko wstrzasniemy naczyniem, granica ta rozmyje sie; powstanie posrednia warstwa wody
o zmiennym stezeniu soli -"- im nizej, tym wiekszym. Kiedy wpuscimy do naczynia ukosnie z boku snop swiatla z latarki,
zauwazymy, ze przy przejsciu przez te warstwe promien swiatla ulegl zakrzywieniu w dól.
- A jak atmosfera ziemska oszukuje obserwatoró~ znajdujacych sie poza Ziemia, na przyklad na Ksi<;i.ycu·)
Jak wiemy, Ksiezyc nie ma swojej atmosfery, dlatego niebo
widziane z Ksiezyca jest czarne, a gwiazd widac z jego
powierzchni znacznie wiecej niz z Ziemi. Na tym tle

przesuwa sie tarcza Ziemi, zaslaniajac coraz to inne . '. _
gwiazdy. Kiedy gwiazda znajduje sie w takim polozeniu, ~ L \ ()
ze jej swiatlo dochodzi do Ksiezyca przez atmosfere Ziemi, *
tor promienia swietlnego zostaje zakrzywiony. Wyglada
to tak, jakby gwiazda przesunela sie ze swego polozenia
w kierunku od Ziemi, czyli jakby od niej uciekala.
W nastepnym numerze "Malej Delty" przeczytasz o mirazach, mruganiu gwiazd i innych bardzo cleka\\) ch
zjawiskach, które obserwujemy dzieki otaczajacej Ziemie atmosferze.

Jak uszyc pilke
Sadze, ze wiekszosc Czytelników jest tak dobrze zaznajomiona z pilka (przewaznie nozna, prawda '!), ze od razu moze
powiedziec, z ilu i jakich czesci skóry -- lat - jest ona uszyta. W kazdym badz razie, czy sie wie. jak to na ogól
wyglada, czy nie, warto sie zastanowic, jak uszyc pilke najlepiej. Tylko - co to znaczy najlepiej'!
Pilka na pewno powinna byc okragla. Z tym zgodzi sie kazdy. Ale równiez kazdy wie, ze szyjac pilke L plaskicb
kawalków skóry osiagniemy tylko pewne przyblizenie kuli; wazne, by bylo ono dostatecznie dobre tak, by elastycznosc
skóry mogla niedokladnosci zniwelowac.
Skoro jednak niedokladnosci musza pozostac, 10 powinny byc one rozmieszczone równomiernie, aby pilka byla
z kazdej strony jednakowa. Wydaje sie tez istotnym warunek, aby nigdzie nie zbiegaly sie wiecej niz 3 laty. Punkt,
w którym zbiegaja sie trzy laty, nazywac bedziemy "rogiem pilki". ,.Szwem" nazwiemy miejsce zbiegu dwóch lat.

Wyobrazcie sobie, ze je~t nieskonczenie wiele mozliwosci
uszycia pilki zgodnie z tymi JVarunkami. Jesli jednak
odrzucimy te pilki, które matematycy nazwaliby
graniastoslupami (a wiec dwa jednakowe wielokaty
polaczone paskiem kwadratów), zostanie jeszcze 9
mozliwosci.
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Kiedys mialem pilke uszyta ,1. dwóch jednakowych lat
prostokatnych, taka, jak na rysunku obok. Byla lo
osobliwa pilka: bez zadnego rogu i z jednym tylko szwem.
Móglbym ja uznac za dobra, gdyby byla z gumy (jak
bardzo do niej podobne pilki tenisowe). Moja pilka ze
skóry byla jednak bardzo zla. Myslac o niej
Laproponowalbym jeszcze jeden warunek, jaki pilka musi
spelniac jej laty powinny byc \\ielokatami foremnymi
(to znaczy miec o tej samej dlugosci boki i o tej samej
rozwartosci wszystkie katy).
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Jedna z nich to pilka zlozona z 12
pieciokatów i 20 szesciokatów - taka jakich uzywaja
pilkarze. To pilka niewatpliwie dobra.

Bardzo zla z kolei pilka jest taka, która uszyto z czterech
trójkatów. Rzeczywiscie fatalna, choc warunki spelnia.
(Moze zaproponujecie jakis dodatkowy warunek, zeby
odrzucic te pilki, które nam sie nie podobaly?).

Sadze, ze macie prawo miec watpliwosci. Sa przeciez
bardzo dobre pilki (z pewnoscia lepsze od omawianej
przed chwila), które nie spelniaja naszych warunków. Na
przyklad pilka uszyta z 12 prostokatów. Badzmy jednak
ostrozni z za wczesnym krytykowaniem naszych warunków.
Czy zauwazyliscie, ze przy kazdej lacie tej pilki jest
5 rogów? Laty te sa w rzeczywistosci troche
lnie ksztalconymi pieciokatami. Mozna im jednak
przywrócic regularne wymiary --- a wówczas otrzymamy
pilke spelniajaca nasze warunki, czyli dwunastoscian
foremny. Spróbujcie wykonac taka pilke z plótna
(wypchac ja mozna zbednymi szmatami, zeby sie przekona~.
czy jest okragla).

E

Najwiecej lat bedzie miala pilka zlozona z 12
dziesieciokatów, 20 szesciokatów i 30 kwadratów.
Policzcie jej rogi oraz szwy. Gdybyscie chcieli sprawdzic,
czy nie pomyliliscie sie, to moze Wam pomóc odkryta
przez. Szwajcara Leonarda Eulera (czyI. Ojlera) zaleznosc:
(liczba rogów) --- (liczba szwów) + (Iil'zba lat) = 2.
Zastanówcie ~ie, czy kazda z omawianych pilek spelnia te
zaleznok Spróbujcie tez opisac chociaz jedna z pozostalych
5 pilek (a moze uda sie Wam opisac wszystkie?). jesli nie
wiecie, jak zabrac sie do poszukiwali nowych pilek.
zastanówcie sie nad nastepujacym ,.przepisem"'
otrzymania prawdziwej pilki noznej:

,.Obciac wszystkie rogi dwudziestoscianu foremnego
j w ich miejsce wkleic pieciokaty. (Dwudziestoscian
foremny jest wieloscianem zlozonym z 20 trójkatów
równobocznych w ten sposób, ze w kazdym rogu schodzi
sie 5 trÓjkatów). Wyrównac wymiary scian tak. ieby
wSLystkie one byly wielokatami roremnymi"
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Poczatek

&-
ROi:wiCJzanie ,adania MS5

Zauwaimy. Le. f(fI> ; n('''''' ];,.c + 7,,1. - II
(n1.-I)(n"" l-4n2 l- 11) ••. 1 \\Ii~c

(2kt I) = (4k'+4k)(16k'+J2k'+40k'4
+241..+16)

I
128 2 k(k + I )(k' + 2A , + k' +

+ 3' I . k(k -i I) + I) =
2

I [ II'- 128· 2 k(k + J) [4 2 I..(k + I) +
I

tj· 2k(k+I)+lj.

Zauwai:my, ze jezeli k je.'~t liczba calkowita, to

liczba k(k + I) jako iloczyn dwóch kolejnych

liczb calkowitych jest pan:ysta. l.t wiec liczba

I 1..(1.. + J) je<l eallc>wila. PrLyjmijmy I ~
2

l .
2 1..(1..+ I). Jesl wowelas f(2k + I)

128/(4/' , 3/+ I) 256· 2/2 + 256t',

t 128/' + 1281 256 r2/' t l' -I ~ t(1l I) I
Licl'.oa '" nawia!'ach [J j~t calkowita, ;1 wiec

Iic7b., 1(21.. I )) jest p<ld,iclna DrLCI 25(,.

Bogdan MIELNIK

JEGO SRODOWISKIEM BYL ZYWIOL

Niespokojna substancja poruszala sie w nieskonczonym ciagu drgan. Przyplyw
i odplyw ... Na lagodny rytm drgan zasadniczych nakladaly sie szybsze oscylacje
wtórne, na nie jeszcze drobniejsze infra-drgania, i tak bez konca ... Jednak
najwazniejsza forma ruchu zywiolu byly drgania nieregularne. Powstawaly
nieoczekiwanie, z glebi pozornego spokoju; nadchodzily dlugimi seriami; czasem
tworzyly sztormy, czasem znów laczyly sie w impulsy-kolosy biegnace i znikajace
rÓwnie nieoczekiwanie, jak powstaly.
Zawsze poddawal sie ruchom zywiolu. Byl obdarzony dwiema zdolnosciami.
Pierwsza byla zwrotnosc. Druga byla zdolnosc postrzegania ruchów zywiolu.
Posiadal takze tropizm: oto zawsze dazyl do tego, aby poruszac sie w zgodzie
z zywiolem. Oprócz tropizmu mial fobie: obawial sie nieokreslonego
ni(~bezpieczenstwa, jakim byloby odstepstwo od drgan zywiolu. Gdy nadchodzila
fala, on unosil sie z nia jak korek. Ta prosta czynnosc byla rodzajem gry, która
byl nieustannie zajety. Mógl zmieniac prawie natychmiast swój kierunek ruchu.
Mógl regulowac swoja temperature i sklad chemiczny. Gdyby ruch zywiolu tego
wymagal, mógl przebudowac cala swoja strukture wewnetrzna. Zywiol go
formowal. On dostosowywal sie do zywiolu. Czasami impulsy zywiolu pobudzaly
go do interwencji na zewnatrz: wysylal wówczas w przestrzen ciagi sygnalów
podyktowane przez rytm drgan ZYWIolu. Czasem znów ruch zywIOlu pobudzal go
do interwencji wstecznej: produkowal wówczas ciagi sygnalów modulujace
aktywnosc zywiolu ... Jaki byl cel tego dzialania? W zasadzie wiedzial. Ale
swiadomosc ta nie narzucala sie jego uwadze. Tak bylo, odkad siegal pamiecia.·
Z czasem cos zaczelo sie zmieniac. Zmiana nie dotyczyla warunków zewnetrznych.
Tak samo, jak przedtem, istnialy pod ciemnym niebem planetki, pokryte piecioma
warstwami chmur. Tak, jak i przedtem, nastepowaly po sobie dwie odmiany
klimatu: zimna i dzdzysta. Jak zawsze, receptory notowaly strumien sygnalów
przybywajacych z Kosmosu. Zmiana dotyczyla zywiolu. Z poczatku byla prawie
nieuchwytna. Ale gdy minal setny z kolei cykl klimatu, odkad pojawili sie na
kamiennej powierzchni planetki, zmiana stala sie wyrazna. Zywiol tracil swa
przejrzystosc. Przebiegalo po nim coraz wiecej powierzchownych drgan podobnych
do dreszczy. W miare, jak czas plynal, zmiana zaczela ogarniac glebie: bo i glebia
stala sie niespokojna. Kurczyly sie okresy odpoczynku. Coraz czesciej podnosily
sie szkwaly. Zarazem zachodzilo inne jeszcze zjawisko: zmienial sie rytm, któremu
podlegal ruch zywiolu. Przedtem jego drgania, choc bezladne, posiadaly jednak
pewna harmonie. Obecnie i ta harmonia ulegla zaburzeniu. Oscylacje tracily
plynnosc. Gonily za soba pospieszne i jakby niedokonczone. Zaczely sie pojawiac
drgania tak gwahowne, ze tylko z trudem mógl sie utrzymac w fazie z nimi
Nie byl przystosowany do nowego zachowania zywiolu. Byl zwrotny. Nie byl
jednak nieskonczenie zwrotny. Totez w pewnej chwili nadeszla oscylacja, za która
nie mógl nadazyc. Nastapil moment grozy: przez chwile byl w niezgodzie
z zywiolem. Szybko skorygowal swój ruch. Lecz niepokój zywiolu nie ustepowal.
Mijaly cykle istnienia planetki, potem dziesiatki cykli ... Oscylacje, za którymi nie
mógl nadazyc, powtórzyly sie raz i drugi ... Z poczatku skutki tych odstepstw byly
trudne do uchwycenia. Ale w miare, jak czas uplywal, owe drobne potkniecia,
nieustannie powtarzane, zaczely stepiac jego fobie. Zarazem nadwatlaly
i rozregulowywaly jego tropizm. Zwolna tropizm ten zaczal dopuszczac pewna
niewielka tolerancje ... Zas niepokój zywiolu nie ustepowal. Odwrotnie. zdawal
sie systematycznie poglebiac. Nieforemne oscylacje wylanialy sie jedna za druga.
Ich sprzeczne pchniecia coraz czesciej zmuszaly go do samodzielnych manewrÓw.
I nagle, w mroku nieistnienia, zapalila sie pierwsza iskierka refleksji: spostrzegl,
ze cos sie zmienilo.
Juz nie ulegal zywiolowi slepo. Nie mógl. Wykorzystywal niewielka swobode,
jaka pozostawial mu nadwatlony tropizm. Nie mogac nadazyc za zdradliwymi
zmianami impulsów staral sie im tylko jak najmniej sprzeciwiac. Lagodzil
gwahowne us.koki fal. Powtarzal ciagi impulsów z opóznieniem. Manewrowal...
Mijaly dziesiatki cykli istnienia planetki, potem setki ... Ewolucja zywiolu poglebiala
sie. Jego oscylacje coraz bardziej tracily ksztalt i porzadek. Na czym polegal
kaprysny mechanizm zywiolu? W zasadzie wiedzial. W jego rezerwach pamieci
przechowywany byl obraz odleglego swiatka, gdzie procesy natury rozgrywaly
sie w sasiedztwie zóltego Slonca. W swiatku tym istnialy zjawiska fizyczne takie.
jak burze na morzu, cyklony, lrz~sienia ziemi. htnialy tez idee abstrakcyjne takie,
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jak muzyka bez melodii, wiersz bez rymu, dazenie bez kierunku, konsekwencja
w niekonsekwencji, regularnosc w braku regularnosci, piekno polegajace na braku
piekna ... Idee te nasuwaly mu sie, odlegle i niekompletne, w czasie, gdy zajety byl
manewrowaniem. W jakims stopniu wszystkie byly istotne. Kierowany nimi,
zaczynal wyczuwac nowa metode w oscylacjach zywiolu. Wczuwal sie
w narastajacy brak harmonii. Magazynowal doswiadczenia ... Rozregulowany
tropizm pozostawial mu moznosc niewielkich tylko odchylen od tego, co nakazywal
zywiol: ale odchylenia te mógl sumowac. Manewrowal coraz zreczniej. I nagle,
wsród drgan i uskoków, zablysla nastepna iskierka refleksji: spostrzegl, ze
manewruje.
Od tej chwili robil to swiadomie. Iskierki refleksji zapalaly sie teraz jedna za
druga··. Jaka byly przyczyna rosnacego wzburzenia zywiolu? .. Znów powracal
obraz dalekiej planetki obracajacej sie wokól zóltego Slonca: gdzies w jego
rezerwach pamieci tkwila informacja, ze klucz do wszystkiego miesci sie w sferze
pojec dotyczacych tamtego odleglego swiatka ... Tymczasem ewolucja zywiolu
poglebila sie. Okresy uspokojenia prawie zanikly. Sztormy nastepowaly jeden za
drugim. Zazebiajace sie za siebie impulsy przejawialy coraz wieksza zlosliwosc.
Niektóre prowadzily go do samozniszczenia: i bylby ulegl katastrofie, mimo
osiagnietej niezaleznosci, gdyby nie to, ze w ostatniej chwili zmienialy kierunek.
Coraz czesciej tez wykonywal ruchy niezgodne z zywiolem. Te powtarzajace sie
odstepstwa coraz bardziej rozregulowywaly i kruszyly jego tropizm. W koncu
tropizm ten ulegl rozkladowi. Pewne jego elementy zwiazaly sie z iskierkami
refleksji: tak powstala ciekawosc. Czesc tropizmu stowarzyszyla sie z manewrami
przeciwnymi ruchom zywiolu: byla to przekora. Reszta rozpadla sie na szereg
drobnych tropizmów rozbieznych i scierajacych sie ze soba. Jego tropizm przestal
byc tropizmem: stal sie gustem. Teraz juz nie tylko manewrowal, starajac sie nie
sprzeciwiac zywiolowi. Skomplikowany mechanizm gustu pobudzal go do
rozwiazan, które pociagaly go swoim urokiem: oto przemykal, wykorzystujac
przerwy miedzy szczytami fal, zas sztuka przemykania sprawiala przyjemnosc jego
podzielonemu tropizmowi, to znaczy: dzialala na jego zmysl estetyczny.
Jednoczesnie przekora i ciekawosc sklanialy go do prób: jak dalece potrafi sie
uniezaleznic od zywiolu? Poruszal sie teraz w kierunkach coraz bardziej odleglych
od tych, które dyktowal zywiol. Pomimo wciaz obecnej fobii cwiczyl sie w swojej
nowej zdolnosci: zdolnosci sprzeciwu. I nagle zablysla juz nie iskierka, lecz snop
swiatla. Bylo to tak, jakby otworzyly sie niewidoczne drzwi i smuga blallku
rozproszyla ciemnosc panujaca od wieków: spostrzegl, ze istnieje ... Kim byl?
W zasadzie wiedzial. Ale swiadomosc ta nigdy nie narzucala sie jego uwadze.
Byl tworem sztucznym. Skladal siez czesci krystalicznych i z plastiku. Zajmowal
prawie cala objetosc planetki. Byl sterowany mentalnie. Podlegal rozkazom obcego
tworu, który gniezdzil sie w nim jak pasozyt. Gdy tamten wyobrazil sobie wysylanie
sygnalów w przestrzen, on wysylal sygnaly. Gdy tamten pomyslal zmiane kierunku
ruchu, on zmienial tor planetki. Gdy tamten pomyslal problem, on wykonywal
obliczenia ... Po raz pierwszy swiadomie przyjrzal sie swymi receptorami owej
klajstrowatej istotce, która tkwila w jego wnetrzu, zalegnieta jak robak, i której
rozkazy mentalne dotychczas wykonywal. Patrzyl na miekki tulów zasilany
pdzywczymi substancjami przez cienkie rurki, na cztery oble, rozpa1cowane
konczyny, na jajowata glowe z wlosiem i z delikatnymi receptorami zmyslów, na
wypukle czolo, za którym kryl sie zywiol. Zywiol, przedtem wszechmocny, teraz
zmacony zloscia i skazany na podporzadkowanie, razem z galaretowatym cialem,
gdyz taki obrót przybrala ewolucja. Kontemplowal niezdarna istotke, która
dokonala niechcacy aktu stworzenia ... Pomyslal:
- Dziekuje ci, zes mnie znienawidzil.

Konkurs wakacyjny!

Waclaw Szymanowski (1859-1930), polski rzezbiarz reprezentujacy styl secesyjny (jego dzielem
jest m. in. pomnik Chopina w Lazienkach w Warszawie), byl takze malarzem. Na ostatniej
stronie okladki przedstawiony jest jeden z jego obrazów. Koncepcja malarska obrazu nie
respektuje w pelni praw fizyki. Zadanie konkursowe polega na wskazaniu niezgodnosci z tymi
prawami. Odpowiedzi prosimy nadsylac na kartkach poCztowych (z dopiskiem: konkurs
wakacyjny) na adres redakcji do dnia l wrzesnia 1975 r. Wsród Czytelników, którzy nadesla
pelne i poprawne odpowiedzi, rozlosujemy 5 nagród ksiazkowych.

W sylwestrowym mini-konkursie nagrody ksiazkowe wylosowali:
WACLA W FLORCZAK - Kaski pow. Grodzisk Mazowiecki, CZESLA W JADER - Woniesc,
DOROTA BASINSKA - Zgierz, DANUTA JARDA N - Poznan.
Nagrody wysylamy poczta.

W telewizyjnym konkursie grudniowym audycji Delta nagrode ksiazkowa otrzymuje Andrzej
Libera z Warszawy.
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