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zastki czy fale? Pro! dr Grzegorz BIALKOWSKI

w xx wieku fizyka zdecydowanie wykroczyla poza zasieg zjawisk dostepnych
bezposrednio postrzeganiu zmyslowemu. Niemal automatycznie pociagnelo to
za soba utrate naocznosci wielu koncepcji pojeciowych fizyki wspólczesnej.
Popularyzatorzy fizyki staraja sie oczywiscie zrobic na tym interes i przedstawiaja
niektóre trudniejsze zagadnienia w sposób paradoksalny. Czytelnik, któremu sie
mówi na przyklad, ze fizyka nie wie, czym jest elektron - czastka czy fala - albo
patrzy na te nauke z pogodnym sceptycyzmem, albo oburza sie i usiluje sposobem
chalupniczym wymyslec jakas nowa teorie. W kazdym razie jest on skutecznie
zaszczepiony przeciwko próbom prawidlowego wyjasnienia mu tego "paradoksu".
Tymczasem problem "czastki czy fale?" narodzil sie bardzo dawno, jeszcze
w koncu XVII wieku. W r. 1678 Christian Huyghens przedlozyl Akademii
Paryskiej swój Traktat o swietle, w którym wypowiedzial poglad, ze swiatlo
ma nature falowa (uwazal on, ze sa to fale podluzne, ale ten element zostal
skorygowany po odkryciu zjawiska polaryzacji swiatla). Nieco wczesniej Newton
wydal swoja Optyke, w której zajal stanowisko przeciwne. Wedlug niego swiatlo
to strumien czastek emitowanych przez widziane obiekty. Nalezy zreszta
podkreslic, ze sam Newton sformulowal te hipoteze w sposób bardzo ostrozny,
ale jego autorytet byl tak wielki, iz jego nastepcy trzymali sie jej w sposób
znacznie bardziej dogmatyczny niz jej twórca.
Obie hipotezy wspólistnialy w ciagu wieku XVIII, a w pierwszych jego
dziesiecioleciach wykonano szereg doswiadczen (miedzy innymi slynne
eksperymenty Younga), które wykazaly, ze istotnie swiatlo ma nature falowa. Po
wynalezieniu siatki dyfrakcyjnej mozna juz bylo mierzyc dlugosc fal swietlnych
z rosnaca dokladnoscia. W tej sytuacji nawet najbardziej zagorzali zwolennicy
teorii Newtona musieli zlozyc bron i wydawalo sie, ze sprawa jest ostatecznie
rozstrzygnieta. Tym bardziej, ze udalo sie, dzieki Maxwellowi, wlaczyc zjawiska
swietlne do obszernej i pieknej teorii elektromagnetyzmu. ,
Jednakze na przelomie XIX i XX stulecia, glównie dzieki pracom Lenarda,
wykryto i wstepnie zbadano zjawisko fotoelektryczne. Polega ono, jak wszyscy
wiemy, na tym, ze swiatlo padajace na powierzchnie ciala wybija zen elektrony,
przy czym energia tych fotoelektronów nie zalezy od natezenia swiatla, zalezy
natomiast od dlugosci jego fali. Z punktu widzenia teorii falowej jest to wynik
zupelnie niezrozumialy, energia w ruchu falowym jest bowiem proporcjonalna
do kwadratu amplitudy drgan, natomiast nie ma zadnego zwiazku z dlugoscia fali.
W r. 1905 Einstein, wykorzystujac wprowadzone kilka lat wczesniej przez Plancka
pojecie kwantu energii, wyjasnil zjawisko fotoelektryczne zakladajac, ze swiatlo
jest strumieniem fotonów - a wiec pewnych czastek, których energia jest odwrotnie
proporcjonalna do dlugosci fali odpowiedniego swiatla, jest zatem wprost·
proporcjonalna do jego czestosci. Tak wiec okazalo sie, ku powszechnemu
zaskoczeniu, ze czesc zjawisk zwiazanych ze swiatlem wyjasnia teoria falowa,
a czesc teoria korpuskularna. (Dotyczy to oczywiscie nie tylko fal swietlnych,
ale w ogóle wszystkich fal elektromagnetycznych). Mozna by skrótowo, a wiec
niezbyt precyzyjnie, powiedziec, ze foton jest emitowany i absorbowany jak
czastka, a rozchodzi sie jak fala.
Aby lepiej sobie uzmyslowic istote problemu, przed którym stanela fizyka,
przypomnijmy sobie, ze rozchodzenie sie fal mozna wyjasnic zasada Huyghensa.
Wezmy pod uwage czolo fali. Zgodnie z zasada Huyghensa kazdy punkt jej
powierzchni jest zródlem rozchodzacej sie fali kulistej, a wiec fali, której czolem
jest powierzchnia kuli. Biorac pod uwage, ze dotyczy to kazdego punktu, widac,
iz nowe czolo fali bedzie obwiednia wszystkich czól fal czastkowych.
Rozpatrzmy teraz pojedynczy atom emitujacy foton, czyli fale swietlna. Zgodnie
z zasada Huyghensa fala ta bedzie sie rozchodzic jednakowo we wszystkich
kierunkach, jesli osrodek otaczajacy rozwazany atom jest izotropowy optycznie.
Otoczmy emitujacy atom urzadzeniami rejestrujacymi fotony. Przekonamy sie,
ze w pewnej chwili wyemitowany foton zostanie pochloniety przez jedno
z tych urzadzen. Mimo wiec tego, ze odpowiednia fala rozchodzila sie jednakowo
we wszystkich kierunkach, jeden z nich zostal jednak wyrózniony przez fakt,
iz znajduje sie on na linii laczacej emitujacy atom z urzadzeniem, które
zarejestrowalo foton. Jezeli jednak bedziemy to doswiadczenie powtarzac,
przekonamy sie, ze w rzeczywistosci zaden kierunek nie jest wyrózniony, gdyz
po pewnym czasie w kazdym kierunku liczba zarejestrowanych fotonów bedzie
taka sama. Nic dziwnego - odpowie mi na to Czytelnik - Po prostu indywidualny
foton jest emitowany zawsze w okreslonym kierunku, ale kazdy na ogól w innym,
wobec tego dla duzej liczby fotonów zaobserwujemy rozklad izotropowy.
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Rozumowanie takie nie jest jednak poprawne. Po pierwsze, z zalozenia
rozwazalismy zbiór jednakowych atomów, jednakowo usytuowanych
przestrzennie, wydawaloby sie zatem - zgodnie z zasada przyczynowosci - ze
wszystkie te atomy emituja swiatlo jednakowo, a wiec miedzy innymi w tym
samym kierunku. Chcac utrzymac taka interpretacje zjawiska, nalezaloby przyjac,
ze istnieja jakies dodatkowe, charakteryzujace przebieg tego zjawiska, ukryte
zmienne, których na obecnym etapie rozwoju fizyki jeszcze nie znamy. Wówczas
pozornie takie same atomy, rózniace sie wartoscia tego ukrytego parametru (czy
parametrów), emitowalyby swiatlo w róznych kierunkach.
I to jednak rozumowanie zawodzi. Powtórzmy klasyczne doswiadczenie Younga.
W doswiadczeniu tym, jak wiadomo, zródlo swiatla spójnego oswietla dwa otwory
w nieprzezroczystej przyslonie, za która w pewnej odleglosci znajduje sie ekran.
Na ekranie tym pojawia sie wówczas, jak wiemy, pewien uklad plam jasnych
i ciemnych, których polozenie i jasnosc mozemy calkowicie opisac stosujac zasady
falowej teorii swiatla. Istotnymi cechami tego obrazu jest to, ze oswietlone sa
takze niektóre czesci ekranu, które pozostalyby w cieniu, gdyby swiatlo
rozchodzilo sie po liniach prostych, oraz to, ze jezeli zaslonimy jeden z otworów,
cala struktura tego obrazu ulega radykalnej zmianie. W szczególnosci mozna sie
przekonac, ze obraz obserwowany przy dwu otworach odslonietych nie jest suma
dwu obrazów uzyskanych przez kolejne przyslanianie jednego z otworów
i odslanianie drugiego.
Tak wiec w zjawisku, jesli sie mozna tak wyrazic, biora udzial dwa podstawowe
mechanizmy falowe: ugiecie na krawedziach otworów oraz interferencja dwu fal
biegnacych z dwu otworów. W rezultacie sumuja sie nie natezenia swiatla
pochodzacego z kazdego z dwu otworów, lecz same fale, które w pewnych
miejscach wygaszaja sie, a w pewnych wzmacniaja·
Gdybysmy chcieli przebieg tego zjawiska opisac w ramach teorii korpuskularnej
swiatla, musielibysmy przyjac, ze foton w jakis sposób biegnie ku obu otworom
naraz, przechodzi przez oba otwory naraz, ugina sie na ich krawedziach, po czym
"materializuje sie" na ekranie w jego okreslonym punkcie. Nie wiemy z góry,
który to bedzie punkt. Wierny tylko, jakie jest prawdopodobienstwo, ze wlasnie
ten punkt zostanie wybrany przez foton. Prawdopodobienstwo to jest tym wieksze,
im wieksze natezenie swiatla obserwujemy w danym punkcie przeprowadzajac
doswiadczenie Younga. Jesli liczba fotonów jest bardzo duza, ukladaja sie one na
ekranie wedle praw statystycznych: w miejscach jasniejszych jest wiecej fotonów
niz w ciemniejszych. To, co z punktu widzenia pojedynczego fotonu jest okreslone
tylko jako pewne prawdopodobienstwo, sklada sie na calkowicie zdeterminowany
obraz interferencyjny. Mozna by wiec powiedziec, ze "tor" pojedynczego fotonu
jest wyznaczony w sposób statystyczny, ale prawdopodobienstwo wyboru takiego
"toru" jest scisle zdeterminowane przez warunki doswiadczalne.
Opisane tu rozumowanie zawiera szereg milczacych zalozen, jak na przyklad to,
ze mozemy operowac pojedynczymi fotonami, przedstawia wiec daleko posunieta
ekstrapolacje rzeczywistych warunków eksperymentalnych. Jednakze podstawowa
idea na tym nie cierpi.
W latach dwudziestych naszego stulecia, dzieki pracy jednego wlasciwie pokolenia
fizyków, wsród których nalezy wymienic przede wszystkim Bohra, de Broglie'a,
Schrodingera, Heisenberga, Diraca, Pauliego i Borna, powstala mechanika
kwantowa. Opiera sie ona na idei, ze fotony nie sa wyróznionymi obiektami
fizykalnymi wykazujacymi dwoista nature falowo-korpuskularna, lecz ze jest to
powszechna wlasciwosc materii. Innymi slowy, kazdy obiekt na przyklad elektron,
proton, jadro atomowe czy tez atom, jest zarazem i czastka, i fala. Albo tez moze
nalezaloby powiedziec: ani czastka (klasyczna), ani tez fala (klasyczna), lecz czyms
nowym, co mozna by nazwac czastka falowa. Idea ta zostala wielokrotnie
potwierdzona eksperymentalnie. Zaobserwowano zjawiska interferencyjne dla
strumienia elektronów czy tez neutronów. Dzieki tym zjawiskom mozliwe bylo
skonstruowanie tak waznych narzedzi, jak na przyklad mikroskop elektronowy.
Czastka falowa, gdy badamy ja przy pomocy pewnego przyrzadu, ujawnia nam
jedna z dwu swoistych "twarzy": przedstawia sie albo jako czastka, albo tez jako
fala. Obie te "twarze" czastki falowej sa w niej jednak zawsze jednoczesnie obecne.
Latwosc dostrzezenia w doswiadczeniu jednej z tych "twarzy" zalezy jednak od
tego, jaka dlugosc fali odpowiada danej czastce falowej.
Wezmy na przyklad zjawisko ugiecia. Wiemy, ze rozmiary stozka ugiecia przy
przechodzeniu swiatla przez otwór sa tym mniejsze, im mniejsza jest dlugosc fali
swietlnej. W miare wiec jak zmniejsza sie dlugosc fali swiatla, maleje tez
prawdopodobienstwo zaobserwowania fotonu, który odchyla sie w wyniku ugiecia
od kierunku prostej laczacej zródlo swiatla z otworem. Foton taki rozchodzi sie
wiec "prawie" jak klasyczna czastka. To samo dotyczy tez innych czastek falowych,
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takich jak elektrony czy nukleony, jadra atomowe czy atomy, czasteczki czy
wreszcie makroskopowe brylki materii.
Rzecz w tym, ze w miare jak przechodzimy tym szeregiem w tej kolejnosci, w
w której go tu przedstawilismy, przechodzimy - przy ustalonej predkosci obiektu
- do coraz to mniejszych dlugosci fal. Na przyklad dlugosc fali brylki materii
o masie jednego grama, poruszajacej sie z predkoscia rzedu l cm/s, wynosi okolo
10-16 cm! Tego wiec rzedu sa wielkosci charakteryzujace na przyklad rozmiary
stozka ugiecia. W praktyce znaczy to, ze obiekt taki porusza sie po prostu po
liniach prostych i jego wlasnosci falowe sa dla nas zupelnie nieobserwowalne.
Tym sie tlumaczy fakt, ze nie obserwujemy w skali makroskopowej zjawisk
charakterystycznych dla czastek falowych. Poniewaz zas budowane przez nas
modele, które maja miec ceche naocznosci, opierac sie musza z koniecznosci na
naszym codziennym doswiadczeniu zmyslowym, przeto ten zupelnie nowy rodzaj
obiektu, którym sa czastki falowe, jest dla nas trudno, a moze nawet zupelnie,
niewyobrazalny.
Niech Ci wiec, Czytelniku, pozostanie ta pociecha, ze gdybys byl elektronem, nie
mialbys zadnych trudnosci z wyobrazeniem sobie czastki falowej. Ale poniewaz
jestes - w tym wypadku na nieszczescie - tworem makroskopowym o calkiem
sporej masie, musisz sie zadowolic swiadomoscia, ze istnieje spójna logicznie teoria,
mechanika kwantowa, w której równaniach ukryte sa zarówno fale, jak i czastki
a wlasciwie ani fale, ani czastki, lecz wlasnie czastki falowe. Zachowanie sie tych
czastek nie stanowi wiec tajemnicy dla naszego rozumienia swiata, choc istnieja
przeszkody, aby sobie to zachowanie sie wyobrazic.

Podstawy teorii teczy Dr Zbigniew PLOCHOCKI

Oprócz teczy barwnych motna czasem tet

zobaczyc tecze biala. Powstaje ona

w 5przyjajacych warunkach we mgle.

Warunkujace ja mechanizmy sa nieco

odmienne od czynników powodujacych
powstawanie teczy barwnych.

Fizyczne mechanizmy warunkujace powstawanie teczy sa dosc zlozone. Nie na tyle jednak, by
nawet laik nie mógl pokusic sie o dokladniejsza analize zjawiska.
Z faktu, ze tecza jest zjawiskiem barwnym, wynika, iz musi byc ona konsekwencja rozszczepienia
swiatla slonecznego (bialego) na skladowe barwne wskutek badz zalamania tegoz swiatla
w kroplach wody (rys. l), badz dyfrakcji fal swietlnych na kroplach wody i interferencji wiazek
ugietych. W dokladnej teorii teczy trzeba uwzglednic obydwa czynniki. Dominujacy jest jednak
pierwszy. Krople deszczu sa zwykle zbyt duze i zbyt od siebie odlegle, by dyfrakcja swiatla na
kroplach mogla odgrywac istotna role. Dyfrakcja i interferencja swiatla to mechanizmy niejako
dodatkowe, znieksztalcajace obraz teczy w widoczny sposób jedynie w dosc szczególnych
warunkach. Ograniczymy sie tu zatem jedynie do omówienia zalamania swiatla w kroplach wody.
Tecze widzimy stojac tylem do Slonca. Jej obraz tworza wiec promienie, które w wyniku odbic
i zalaman w kroplach wody zawracaja w kierunku Slonca. Na kazda krople pada wiazka
w przyblizeniu równoleglych promieni swietlnych. Rozwazmy jeden z nich. Zalozymy na poczatek,
ze odpowiada mu jedna okreslona dlugosc fali (barwa widmowa). O kroplach deszczu zakladamy
zas, ze maja ksztalt kuli (co dosc dokladnie odpowiada prawdzie).
Niech nasz wybrany promien jednobarwny pada na kulista krople wody w punkcie A (rys. 2).
Ulega on czesciowemu odbiciu, czesciowemu zas zalamaniu. Promien zalamany biegnac dalej przez
krople pada na jej powierzchnie w punkcie B, gdzie znów czesciowo odbija sie, a czesciowo
zalamuje. Sytuacja powtarza sie w punktach C, D itd. Z kropli wybiegaja wiec promienie zalamane
w punktach B, C, D, .... promienie odbite interesowac nas nie beda, gdyz niejako kraza one
wewnatrz kropli, ulegajac systematycznie oslabianiu wskutek kolejnych odbic i zalaman.
Najjasniejsza tecze, tzw. tecze pierwszego rzedu, tworza promienie, które ulegly jednokrotnemu
odbiciu wewnetrznemu, tzn. promienie zalamane, wybiegajace na przyklad z punktu e. Znacznie
slabsza, ale stosunkowo czesto dajaca sie zobaczyc tecze drugiego rzedu, o odwrotnym ukladzie
barw niz tecza pierwszego rzedu, tworza promienie, które ulegly w kropli dwukrotnemu odbiciu
wewnetrznemu, np. promien wybiegajacy z punktu D. Bardzo rzadko udaje sie zaobserwowac
jeszcze tecze trzeciego rzedu, która tworza promienie wybiegajace z kropli po trzykrotnym
kolejnym odbiciu wewnetrznym. Teczy czwartego rzedu nikt jeszcze nie widzial. Nasza analize
ograniczymy do teczy pierwszego rzedu. W podany ponizej sposób Czytelnik sam moze pokusic
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Rys. 3

"'-

sie o teoretyczna analize teczy drugiego (a moze i trzeciego) rzedu.
Na poczatek warto rozwiazac nastepujace pomocnicze
Zadanie 1. Udowodnic, ze wszystkie promienie odbite i zalamane w analizowanym zjawisku leza

wraz z promieniem padajacym w jednej plaszczyznie, która nadto jest plaszczyzna równikowa
kulistej kropli, czyli przechodzi przez srodek kuli. Pozwoli nam to wiekszosc rozwazan prowadzic
na plaszczyznie.
Kolejny problem to
Zadanie 2. Na kulista krople o promieniu r pada w punkcie A promien swietlny pod danym
katem IX(rys. 2). Po odbiciu w punkcie B ulega on zalamaniu w punkcie C i wybiega na zewnatrz.
Obliczyc kat E miedzy promieniem zalamanym wybiegajacym z punktu C i promieniem padajacym
(w punkcie A). Wspólczynnik zalamania swiatla dla wody wzgledem powietrza jest dany i wynosi
n ~ 4/3. Szkic rozwiazania przedstawia rys. 3. Wynik obliczen jest nastepujacy:

(1) E(IX)= 4fJ(lX)- 21X,

gdzie, zgodnie z prawem zalamania swiatla, kat zalamania fJ jest funkcja kata padania IX
okreslona wzorem

(2)
1

sinfJ = - sinlXn

obserwator

---==

Zadanie 6. Znalezc zwiazek miedzy katowa wysokoscia

Xt najwyzszego punktu smugi (o której mowa wyzej)
nad horyzontem (w plaskim terenie) i katowa
wysokoscia Xs Slonca (nad horyzontem).
Rozwiazanie jest nastepujace (rys. 6):
(4) Xt +Xs = Emax ~ 4r.

Emax= 4fJmax- 2IXmax,(3)
gdzie

(dopóki rozwazamy promien jednobarwny dopóty wspólczynnik zalamania mozemy traktowac
jako parametr o ustalonej wartosci). Wykres funkcji E(IX)przedstawia rys. 4 (przyjeto tu n = 4/3).
Czytelnikowi radzimy, by sam sporzadzil wykres tej funkcji. Pomoze Mu w tym
Zadanie 3. Wyznaczyc maksymalna wartosc funkcji E(IX)danej równaniem (1) i wartosc kata IX,
dla której funkcja ta osiaga maksimum.
Rozwiazanie jest nastepujace:

. {4-n2• 1. (4-n2sm IXmax= -- , smfJmax = - smlXmax= -- .
3 n 3n2

Podstawiajac n = ~ otrzymujemy Emax= 4r dla kata padania IXmax~ 60°.

Drobiazgowy samodzielny Czytelnik zapewne z satysfakcja udowodni jeszcze, ze minimalna

wartosc Emlnfunkcji E(IX)dla IX< IXmaxwynosi O, a dla IX> IXmaxwynosi Emln = 4 arc sin -.!. -180·n

~ 14°.

Z charakteru zaleznosci kata odchylenia E od kata padania IXwynikaja w prosty sposób ciekawe
wnioski. Wyobrazmy sobie mianowicie równolegla wiazke promieni (wciaz jednobarwnych)
padajaca na krople (rys. 5). Po zalamaniu, odbiciu wewnetrznym i powtórnym zalamaniu
wybiegna z kropli promienie zalamane w róznych kierunkach. Promienie padajace pod katem
IX';;;IXmax~ 60° beda po wyjsciu z kropli "rozsiane" wewnatrz stozka o kacie rozwarcia 2Em8x,
natomiast promienie padajace pod katem IX;;. IXmaxopuszcza krople miedzy powierzchniami
stozków o katach rozwarcia odpowiednio 2Emax ~ 2 x 42° i 2Emln ~ 2 x 14°. Jesli wiec swiatlo
jednobarwne pada na zbiór kropli deszczu (to, ze krople spadaja nie ma tu zadnego znaczenia 
dlaczego?), to do oka obserwatora stojacego tylem do Slonca dotrze promieniowanie (caly czas
mowa o promieniach wychodzacych z kropli po jednokrotnym odbiciu wewnetrznym, np. przez
punkt C) tworzace obraz jasnej smugi na tle ciemnych chmur deszczowych. Jaki bedzie ksztalt
tej smugi? Sadzimy, ze Czytelnik sam to zdola obliczyc, rozwiazujac ponizsze zadania.
Zadanie 4. Wykazac, ze w analizowanym zagadnieniu do oka obserwatora dotra tylko te
promienie (po wyjsciu z punktów typu punktu C), które padaja na powierzchnie kropli
w plaszczyznie zawierajacej prosta przechodzaca przez Slonce i punkt obserwacji.
Zadanie S. Obserwator widzi smuge (o której mowa wyzej) w terenie plaskim. Wykazac, 7..e
stanowi ona wycinek kola o srodku lezacym na przedluzeniu odcinka Slonce-obserwator.
W jakiej plaszczyznie lezy smuga widziana przez obserwatora?

gdzie jest Emax7

30· sa· 700 90· ex.

7.'
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Rys. 6
W plaskim terenie najwieksza smuge widzimy wiec wtedy, gdy Slonce wlasnie zachodzi (lub
wschodzi). Im bardziej wznosi sie Slonce powyzej horyzontu, tym bardziej chowa sie ponizej
horyzontu nasza smuga. Gdy wreszcie wysokosc katowa Slonca powyzej horyzontu przekracza
Emax~ 4r, smuga "chowa sie" juz ponizej linii horyzontu.
A jak bedzie w terenie nierównym, kiedy obserwator moze stanac w dolku lub na górze? Czy
istnieje taka góra, z której (przy spelnieniu innych warunków) mozna zobaczyc smuge przy

4



sinp = ~ sincx,n

Rys. 8

Zaleznosci R(cr) i T(cr)okreslaja wzory Fresnela
(dla swiatla niespolaryzowanego):

I sin2(cx- P) tg2(cx- P)

R = "2 sin2(cx+p) + tg2(cx+P)

I .. I +cos2(cx- Pl
T = "2 slOZcxs,nZp ." •• " •••

gdzie

dowolnym polozeniu Slonca? Czy istnieje taka góra, z której (w odpowiednich warunkach 
jakich?) mozna zobaczyc nasza smuge w postaci pelnego kola? Te i inne problemy Czytelnik juz
sam zapewne zdola rozstrzygnac.
Wiadomo z obserwacji, ze tecza to wstega o ksztalcie wycinka okregu, a nie - kola. Gdyby
swiatlo sloneczne bylo jednobarwne, to tecza bylaby jednobarwnym wycinkiem okregu. To
wlasnie nalezy teraz dowiesc. W tym celu powrócmy jeszcze do rys. 5. Aby nie komplikowac
rozwazan, potraktujmy kazdy promien jako wiazke nieskonczenie cienka (pomijamy wiec tym
samym skupiajace i rozpraszajace dzialanie naszej kropli - czy duzy przez to popelniamy blad?).
Zakladamy, ze promienie sa jednobarwne. Kazdy promien zalamany ma mniejsze natezenie niz
promien padajacy. Podzial energii miedzy promienie odbity i zalamany zalezy od wartosci kata
padania. Stosunki natezen promienia odbitego (R) i promienia zalamanego (T) do natezenia
promienia padajacego dla róznych wartosci kata padania przedstawia rys. 7 (przyjeto tu n = 4/3).
Zadanie 7. Wyznaczyc stosunek K natezenia promienia wychodzacego z punktu C kropli (rys. 3)
do natezenia promienia padajacego na krople w punkcie A, jesli dane sa wspólczynniki odbicia R
i transmisji T (ich definicje - zob. wyzej). Wynik jest nastepujacy: K = T' Rcos'cx. Wartosci
liczbowe (przy zalozeniu n = 4/3) tego wspólczynnika przedstawia orientacyjnie wykres na rys. 8.
Jak widac, natezenie promieni wychodzacych z punktu C kropli (rys. 2) nie przekracza 2%
natezenia promieni padajacych w punkcie A na krople (rys. 3).
Mozemy zalozyc, ze natezenie swiatla slonecznego jest w kazdym punkcie Ziemi jednakowe.
Oznacza to, ze promienie w wiazce swiatla slonecznego sa równolegle, a wiec ze odleglosc katowa
miedzy dwoma (dowolnymi) promieniami jest równa zeru (rys. 5). Taka równolegla wiazka

promieni po zalamaniu na powierzchni kropli w punkcie A (rys. 3), odbiciu w punkcie B
i zalamaniu w punkcie C staje sie wiazka rozbiezna (rys. 5). Oznacza to, ze natezenie
wybiegajacego swiatla z punktów typu punktu C maleje tym silniej, im dalej od kropli znajduje
sie obserwator. Ponad 50-krotnie slabsze (od promieniowania slonecznego) promieniowanie
wybiegajace z punktu C ulega wiec dalszemu oslabieniu w miare, jak oddala sie od kropli.
Istnieje wszak jeden wyrózniony kierunek, w którym osl.abienie to nie nastepuje. Znalezc go
latwo, jesli rozwiaze sie nastepujace
Zadanie 8. Na powierzchnie kropli padaja w punkcie A (zob. rys. 3) dwa równolegle promienie
(rys. 5): jeden pod katem tt, drugi pod katem tt+dtt. Kazdy z nich zalamuje sie, odbija,
a nastepnie powtórnie zalamuje sie na powierzchni kropli i wybiega na zewnatrz; pierwszy
promien odchyla sie o kat E, drugi - o kat E+dE. Obliczyc odleglosc katowa miedzy tymi dwoma
promieniami wybiegajacymi z kropli. Przy jakim kacie padania tt odleglosc ta jest najmniejsza
i ile ta najmniejsza odleglosc wynosi?
Rozwiazanie (zob. wzór (1» jest nastepujace:
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(5) dl' .Jdl' = -utt,
dtt

skad wynika, ze dl' = Ow kierunku okreslonym przez Emu ~ 4r, czyli dla kata padania ttmaK ~

~ 60° (zob. wzór (3». Zatem wiazka równolegla padajaca pod katem ttmu na krople w punkcie
A (rys. 3) po wyjsciu z punktu C kropli pozostaje wiazka równolegla! Dla wszystkich innych
katów padania wiazka wychodzaca jest rozbiezna!

Im wiec dalej znajduje sie obserwator od kropli, tym
wezsza widzi smuge (rys. 9). W rzeczywistych warunkach
obserwator jest zawsze wystarczajaco daleko, by widzial
smuge praktycznie tylko w kierunku okreslonym przez Emu!

Rys.9 11. - natezenie swiatla w kierunku
okreslonym przez kat. /.

Pora wreszcie rozwazyc wplyw rozszczepienia swiatla. Efekt ten wystepuje przy zalamaniu swiatla
(rys. 1) i jest konsekwencja zaleznosci predkosci swiatla w osrodku (w naszym przypadku-
w wodzie), a wiec i wspólczynnika zalamania, od dlugosci fali. Wskutek tego swiatlo fioletowe
zalamuje sie silniej niz czerwone. W przypadku swiatla jednobarwnego kolista i waska wstege
obserwator widzi w kierunku okreslonym przez maksymalny kat odchylenia Emu. Ale kat Emu
zalezy od wartosci wspólczynnika zalamania swiatla w wodzie (zob. wzór (3». Innymi slowy,
obserwator widzi smugi róznej barwy pod róznymi katami! Poniewaz w swietle slonecznym sa
fale o dlugosci przyjmujacej wartosci w calym przedziale widzialnym (od ok. 400 nm do ok.
750 nm), wiec tez tecza zawierac bedzie wszystkie barwy - na niebie powstaje wielobarwna
smuga o czystych barwach widmowych.
Problem "jaka jest kolejnosc barw w teczy?" pozostawiamy do rozstrzygniecia Czytelnikowi
(ambitny Czytelnik moze spróbowac odpowiedziec na to samo pytanie równiez w przypadku
teczy II rzedu). Na zakonczenie jeszcze dwa pytania;
l. Czy w powstawaniu teczy moze odegrac jakas role zjawisko calkowitego odbicia wewnetrznego
swiatla w kroplach wody?
2. Czy tecza obserwowana ze stosunkowo bliskiej odleglosci (np. w strugach kropli fontanny)
bedzie miala barwy równie nasycone (tzn. nie rozjasnione biela) jak tecza "deszczowa"?
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Jednym z istotnych braków klasy funkcji ciaglych jest to, ze nie wszystkie takie funkcje mozna

rózniczkowac, a w szczególnosci rózniczkowac wielokrotnie. Przyklady funkcji ciaglych nigdzie
nierózniczkowalnych mozna np. znalezc w artykule R. Sikorskiego Zjazd SCFRZR (<<Delta»,
1974, nr 4). Z sytuacja taka matematycy. a takze ci wszyscy, którzy uzywaja aparatu
matematycznego w innych dziedzinach zycia, godzili sie dosc dlugo. Matematycy, ilekroc tylko
zachodzila taka potrzeba, po prostu zakladali, ze wystepujace w rozwazaniach funkcje sa
rózniczkowalne dostatecznie wiele razy, a funkcje pojawiajace sie w zastosowaniach matematyki
byly wystarczajaco wiele razy rózniczkowalne. Tak wiec brak spolecznego zapotrzebowania
(tzn. zapotrzebowania ze strony pozamatematycznych dziedzin zycia) i- co tu ukrywac __
lenistwo umyslowe matematyków spowodowalo, ze cala ta sprawa utknela w martwym punkcie.
I wszyscy byli zadowoleni, az tu nagle na scene wkracza
FIZYKA KWANTOWA.

Swiat kwantów jest, ex defillilione, swiatem nieciaglym. Rozpatrzmy nastepujacy przyklad. Niech
H(t) bedzie iloscia energii wypromieniowanej przez czasteczke A do chwili I. Zalózmy, ze w chwili
lo = O czasteczka A wypromieniowala I kwant energii. Oto wykres funkcji H(/) (przy dodatkowym
zalozeniu, ze ilosc energii wypromieniowanej do chwili to = O wynosi O).
Funkcja H(/) nazywa sie funkcja Heaviside'a.

Nie byloby nic w tym zlego, gdyby nie pewne przyzwyczajenie fizyków. Mianowicie, w wypadku
kiedy jest mowa o przesylaniu energii, maja oni zwyczaj mówic o natezeniu przesylania energii
(np. natezenie pradu elektrycznego). Wówczas, jezeli E(/) jest iloscia energii przeslanej do chwili f,
a N(t)jest odpowiadajacym E(t) natezeniem w chwili t, to

_'~_~

oradnik cudotwórcy,
~yli
rózniczkowaniu

lnkcji
lerózniczkowalnych

l,

E(/2)-E(tl) = ~N(t)dt.
l,

Oznacza to, ze ilosc pr7.eslaneJ energii od chwili tl do chwili 12 jest calka z natezenia. w okresie
od 11 do 12, Jezeli funkcja E(/) jest rózniczkowalna, to oczywiscie E'(t) = N(/).
Metode na grunt teorii kwantów przeniósl P. Dirac. Nie troszczac sie o matematyczna
poprawnosc, wprowadzil do mechaniki kwantowej funkcje Ó(/) opisujaca natezenie przeplywu
energii dla H(t). O funkcji c5(t) zakladal, ze spelniona jest równosc

J,

H(t~)-lI(tl) = ~ó(t)dt
/,

-
Rozwiazanie zadania M 65. Obrazem punktu
(a,b) w symetrii wzgledem prostej x = m jest
punkt (2m- a,b). Jezeli (a,b) nalezy do
rozwazanego wykresu funkcji, to 1 : €l E W
i b 1 lub 2°: a rf-W ib ~ O.
Niech m € W, W przypadku l bedzie 2m

a € W i b l; w przypadku 2°: 2m a
- a € W ib = O, a wiec prosta x ~ m dla

m E W jest osia symetrii rozwazane'go wykre!'.u.

Niech teraz m € W. Wówczas punkt (0,1)
nalezy do wykresu, zas punkt (2m- 0,1) nie
nalezy do wykresu. Prosta ~ m dla m 6 W

nie jest wiec osia symetrii rozwazanego
wykresu.

dla kazdych t •• t 2 •

Poslugujac sie "delta Diraca" fizycy uzyskali wiele cennych wyników i stalo sie jasne, ze funkcja
ta jest bardzo wartosciowym narzedziem w fizyce kwantowej. Wszystko byloby bardzo proste,
gdyby nie fakt, ze bez specjalnego wysilku mozna udowodnic, iz "delta Diraca" nie istnieje!
Takiej funkcji po prostu nie ma. Fizycy konsekwentnie ignorowali ten fakt, nie interesuje ich
bowiem matematyczna poprawnosc rozwazan; najwazniejsza jest dla nich "fizyczna" poprawnosc
uzyskanych rezultatów. Z drugiej strony, matematycy nie mogli dopuscic by fizycy uzywali,
:zbardzo zreszta dobrym skutkiem, niedozwolonych matematycznych metod. Do nich zatem
nalezalo nastepne posuniecie.
CZEGO POTRZEBOWALI FIZYCY?

Juz po pobieznej analizie zagadnienia stawalo sie jasne, ze tak naprawde to w fizyce kwantowej
potrzebna jest mozliwosc jakiegos sensownego zrózniczkowania funkcji Heaviside'a. Od biedy
mozna sie zgodzic, ze funkcja Heaviside'a jest pochodna funkcja ciaglej

{O dla t,;;; O,
h(t) =

I dla t> O.

Tak wiec caly problem sprowadza sie do umozliwienia fizykom dwukrotnego zrózniczkowania

tej funkcji (tzn. h(t». Z drugiej strony, wydaje sie rozsadnym przypuszczeniem, ze jezeli bedzie
mozna spelnic to zadanie, tj. podac rozsadna interpretacje drugiej pocl>odnej funkcji h(/), to
naj prawdopodobniej poslugujac sie ta sama technika, bedzie mozna podac analogiczna intet ,Jretacje
k-tej pochodnej dowolnej funkcji ciaglej.

Sytuacja dojrzala wiec do tego, by dac oglosl.enie nastepujacei Iresci'

~Tronl n mmbmOTVCZNO w ramach której kazda \unkya ~ nn lnnnl ~~ I t f{ H jest nieskonczenie Wiele razy rózniczkowalnq-PÓTRLrn~Q UU HR~ ~.r
To sie nazywa z.apolrzebowanie spoleczne! Na ta!oe ogloszenie matematycy mogli odpowiedziec
tylko w jeden sposób. Mianowicie wziac sie do opracowywania takiej teorii. Poniewaz jednak
trudno od razu powiedziec, jak mialaby ona (tzn. teoria rózniczkowania funkcji
nierózniczkowalnych) wygladac, a konstruowanie takiej teorii metoda prób i bledów, nawet jezeli
daje sie ona skonstruowac, byloby bardzo nieefektywne, warto sie zastanowic, czy z
problemami podobnego typu zetknelismy sie uprzednio; a jezeli tak to jak zostaly one rozwiazane.
W naj ogólniejszym sformulowaniu problem nasz wyglada nastepujaco:

&



Ro/,,1'j,.~njc zlidania M 64. RozpatruJem~
logarytmy pn,y dowolnej podstawie >- l ~np

rowncj lO.

Mamy: log (x t y)~ "= (x ~ y) log IX })

= .>:log (x +y) t Y log(.>: t y) > ,101;\ x t}' lo!:)'

logxx y'. d WJec (.y+y)X+Y > _,Xy)'

Uwaga Dla x,J' dodatmch Ulchodzi nlcró\\ no~..:

« t y)x+J ••. f2xr"(2y)J'

Mówimy. ze ciag ([.(t). e N) jest zbiezny
niemal jednostajnie do funkcjif(t),
jesli dla kazdego przedzialu
domknietego <: - M,M) i kazdej liczby
dodatniej t istnieje taka liczba N, ze
1.I~(r)- f(/)I < ~ dla wszystkich n E N

i wszystkich i (;o" -. M,M>.

Dany jest pewien zbiór (tu: funkcji ciaglych) i pewna operacja {tu: rózniczkowanie), która jest
czasami, ale nie zawsze, wykonalna na elementach tego zbioru. Jak w sposób sensowny postapic,
by nasza operacja byla wykonywalna zawsze?
Teraz juz widac, ze z problemami tego typu zetknelismy sie niejednokrotnie i, co wazniejsze,
zostaly one pomyslnie rozwiazane. Przyklad - dzielenie liczb calkowitych. Operacja dzielenia
jest nie zawsze wykonywalna w obrebie liczb calkowitych, a jednak dalismy sobie z tym rade.
ZASADNICZA IDEA TEORII "NIEZAWODNEGO" DZIELENIA LICZB
CALKOWITYCH

1. Skonstruowalismy pewien zbiór - zbiór liczb wymiernych. W zbiorze tym okreslilismy te
same dzialania co na liczbach calkowitych, tak jednak, by dzielenie bylo zawsze wykonalne.
2. Nastepnie kazdej liczbie calkowitej przyporzadkowalismy odpowiednia liczbe wymierna
(podalismy metode interpretacji liczb calkowitych jako liczb wymiernych), tak aby wyprowadzic
nastepujace
TWIERDZENIE. Jezeli jakies dzialanie arytmetyczne jest wykonalne na pewnych liczbach calkowitych
i jezeli wynik tego dzialania zinterpretujemy jako liczbe wymierna, to otrzymamy dokladnie to samo,
co w przypadku, gdy dane liczby calkowite najpierw zinterpretujemy jako liczby wymierne,

a nastepnie wykonamy odpowiednie dzialania na tych liczbach wymiernych.
3. Ostatecznie przyjelismy, ze wynikiem dzielenia dwóch liczb calkowitych jest liczba wymierna
bedaca wynikiem dzielenia odpowiadajacych tym liczbom calkowitym liczb wymiernych.
Wszystko to wydaje sie zbyt skomplikowane. W praktyce tak dalece oswoilismy sie z takim
wlasnie podejsciem, ze nie rozrózniamy liczby calkowitej od odpowiadajacej jej liczby wymiernej,
i odwrotnie.

Oczywiscie matematycy pracujacy nad teoria rózniczkowania dowolnej funkcji ciaglej zauwazyli
opisane wyzej analogie i po pewnym czasie przedstawili kilka wersji takiej teorii. Teorie te
nazwali "teoria dystrybucji". Nizej opisana jest jedna z najbardziej elementarnych jej wersji
pochodzaca od J. Mikusinskiego i R. Sikorskiego. Nalezy podkreslic, ze podstawowa idea teorii
dystrybucji pokrywa sie w zasadzie z przedstawiona wyzej podstawowa idea teorii liczb
wymiernych.
TEORIA DYSTRYBUCJI. INTUICJE.

Dla uproszczenia zakladamy, ze wszystkie wystepujace w naszych rozwazaniach funkcje sa
okreslone i ciagle na calej prostej rzeczywistej.
Na poczatku musimy zdefiniowac zbiór nazywany "zbiorem dystrybucji" oraz zawsze wykonalna
w tym zbiorze operacje rózniczkowania (por. punkt 1 wyzej), z tym ze to wszystko ma byc
w zgodzie ze zdrowym rozsadkiem "matematycznym". Punktem wyjscia naszej konstrukcji bedzie
TWIERDZENIE. Dla kazdej funkcji ciaglej fet) istnieje ciag (J,,(t». € N funkcji nieskonczenie wiele razy
rózniczkowalnych zbiezny do niej niemal jednostajnie.
Ustalmy teraz funkcjef(t) i niech (J,,(t». e N bedzie ciagiem funkcji, o jakim mowa w twierdzeniu.
Jezeli przyjmiemy, ze ciag (J,,(t». e N odpowiada w pewnym sensie funkcji f, to wypada tez zgodzic
sie z tym, iz ciag (f,,(kl(t». e N, zlozony z k-tych pochodnych wyjsciowego ciagu, odpowiada k-tej
pochodnej funkcjif(t). Z drugiej strony dana funkcjef(t) mozna przedstawic jako niemal
jednostajna granice róznych ciagów funkcji nieskonczenie wiele razy rózniczkowalnych. Zauwazmy,
ze z podobna sytuacja zetknelismy sie w przypadku liczb wymiernych; liczbe calkowita 1 mozna

przedstawic za pomoca róznych ulamków np. l/l, 2/2, 3/3, itp. Trudnosc te ominelismy definiujac
liczbe wymierna jako klase wszystkich mozliwych jej przedstawien za pomoca ulamków.
Wszystko to prowadzi do nastepujacych ustalen:
TEORIA DYSTRYBUCJI. KONSTRUKCJA.

Przez A oznaczmy zbiór zlozony z wszystkich ciagów (J,,(t». e N funkcji nieskonczenie wiele razy
rózniczkowalnych, spelniajacych warunek: istnieje ciag funkcji (Fn(l)). e N zbiezny niemal
jednostajnie do pewnej funkcji Ht) oraz istnieje liczba calkowita nieujemna k taka, ze F.(kl(t) =
= J,,(t) dla n = 1,2, ....
Dystrybucjq wyznaczona przez ciag (J,,(t». e N E A bedziemy nazywali klase tych wszystkich ciagów
(g.(t». e N E A, które spelniaja warunek: istnieja ciagi (F.(t». e N i (G.(t». e N funkcji nieskonczenie
wiele razy rózniczkowalnych i nieujemna liczba calkowita k takie, ze
(i) ciagi (F.(t)). e N i (G (t». e N zbiegaja sie niemal jednostajnie do tej samej funkcji ciaglej,

(ii) F.(kl(t) = J,,(t) i G.(k)(t) = g.(t) dla n = 1,2, ....
Dystrybucje wyznaczona przez ciag (J,,(I)). e N bedziemy oznaczac przez «f.). e N). Bez specjalnego
trudu mozna udowodnic, ze w ten sposób rozbilismy zbiór A na rodzine podzbiorów rozlacznych
nazywanych dystrybucjami.
Nalezy jeszcze zdefiniowac operacje rózniczkowania dystrybucji. Regula rózniczkowania
dystrybucji jest prosta i naturalna. Mianowicie pochodna dystrybucji wyznaczonej przez ciag
(f.(t». e N jest dystrybucja wyznaczona przez ciag (f~ (t». e N. Operacje rózniczkowania dystrybucji
bedziemy oznaczac przez D (operacje k-krotnego rózniczkowania - przez Dl). Latwo mozna
udowodnic, ze jezeli ta sama dystrybucja jest wyznaczona przez dwa rózne ciagi, to wynik
rózniczkowania dystrybucji nie zalezy od tego, który ciag bedziemy rózniczkowac. W ten sposób
mamy juz za soba najtrudniejsza czesc teorii (odpowiadajaca punktowi 1 dzielenia liczb
calkowitych).
Nastepnie kazdej funkcji ciaglej nalezy przyporzadkowac dystrybucje. Robimy to w taki sposób:
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Jezeli/(t)jest funkcja ciagla, to z zacytowanego wyzej twierdzenia wynika, ze istnieje ciag funkcji
(/'(t». € N nieskonczenie wiele razy rózniczkowalnych zbiezny niemal jednostajnie do /(t).
Funkcji/(t) zatem przyporzadkowujemy dystrybucje wyznaczona przez ten ciag, tzn. «J,,). e N>.

I znowu dowodzi sie, ze niezaleznie od tego, jaki ciag takich funkcji zbiezny niemal jednostajnie
do/(t) wezmiemy, zawsze bedzie on wyznaczal te sama dystrybucje. Dystrybucje te bedziemy
oznaczac przez <I>. Jezeli funkcja/(t)jest k-krotnie rózniczkowalna, to mozemy napisac wzór

<1<1<) > = ])k <I>.

Oznacza to, ze jezeli wezmiemy dystrybucje wyznaczona przez kota pochodna funkcji/(t),
otrzymamy to samo, co rózniczkujac k razy (w sensie dystrybucji) dystrybucje wyznaczona przez
/(t). W zwiazku z tym mozemy uznac, ze dla kazdej funkcji ciaglej kota pochodna (dystrybucyjna)
dystrybucji wyznaczonej przez te funkcje jest, w pewnym sensie, "namiastka" jej k-tej pochodnej.
Poniewaz dystrybucje mozna rózniczkowac dowolnie wiele razy, nasza teoria jest gotowa.
CZYM JEST NAPRAWDE DELTA DIRACA?
Jak juz powiedzielismy, delta Diraca miala byc namiastka drugiej pochodnej funkcji

t ~ O,dla

f O dla t ~ O,

h(t) = )II dla t> O.

Jak zatem wyglada druga pochodna (w sensie dystrybucji) tej funkcji? Zgodnie z nasza teoria
nalezy najpierw znalezc ciag (h.(t». € N funkcji nieskonczenie wiele razy rózniczkowalnych zbiezny
niemal jednostajnie do h(t). Takim ciagiem jest np.

jo

h.(t) = _ ~
nt

te dla t> O,

n = 1,2, .... Wtedy na mocy przyjetych definicji druga pochodna (dystrybucyjna) h(t) jest

dystrybucja D2«h.). e N> = «h~'). e N >. Zgodnie z intencjami twórców teorii, dystrybucja ta
mialaby odpowiadac "mitycznej" delcie Diraca.
PODSUMOWANIE, czyli WSZYSTKO DOBRE CO SIE DOBRZE KONCZY. Tak wiec
matematycy wywiazali sie z postawionego przed nimi zadania i stworzyli teorie umozliwiajaca
rózniczkowanie kazdej funkcji ciaglej, w szczególnosci zas nadanie delcie Diraca matematycznie
poprawnego znaczenia. Po prostu nie jest ona funkcja (funkcja o takich wlasnosciach nie istnieje),
lecz jest dystrybucja.
Zostala jeszcze jedna rzecz do zrobienia. Nalezalo zapytac najbardziej zainteresowanych, tzn.
fizyków, czy teoria dystrybucji pasuje do ich rozwazan. Okazalo sie, ze tak, i to nawet bardzo
dobrze. W ten sposób "honor" matematyki wstal ocalony, a fizycy mogli zrezygnowac z rozwazan
o nie istniejacych funkcjach i zastapic je po prostu rozwazaniami w ramach matematycznie
poprawnej teorii.

Redaguje mgr Andrzej Makowski

Redaguje dr Andrzej Zieminski

F 22 Mamy do dyspozycji N jednakowych cegiel. Jak nalezy ulozyc cegly,jedna na drugiej, aby koniec
ostatniej z nich wystawal jak najdalej w poziomie poza podstawe cegly znajdujacej sie na spodzie.
Jednoczesnie cala konstrukcja nie powinna runac pod wplywem wlasnego ciezaru. Jaka bedzie
odleglosc w poziomie pomiedzy skrajnymi ceglami?
(Zadanie wydrukowane w Scientific American, listopad 1964, str. 128)
Rozwiazanie na str. 2

M64. Udowodnic, ze dla liczb dodatnich x, y zachodzi nierównosc
(x+y)x+>, > XX. y>'.

Rozwiazanie na str. 7 W. Mnich
M 65. Funkcja charakterystyczna zbioru A nazywamy taka funkcje J. ze/(x) = l dla x e A i/(x) = O

óia x rF A. Dla jakich m prosta x = m jest osia symetrii wykresu funkcji charakterystycznej
zbioru liczb wymiernych W?

Rozwiazanie na str. 6 W. Mnich
M66. Udowodnic, ze liczba przedstawien liczby naturalnej n w postaci sumy k skladników
naturalnych (k - ustalona liczba naturalna) jest równa liczbie przedstawien liczby n w postaci
sumy dowolnej liczby skladników naturalnych, z których najwiekszy jest równy k (dwu
przedstawien rózniacych sie tylko porzadkiem skladników nie uwazamy za rózne).

W. Mnich

Zadania

Rozwiazanie na str. 12

--

~~\:;. ,Jt;.

~ ~~--
_ ,, __~_J:-~~

)c. "11:. - __ .•••..•••. 1Iw A~:"'"

~~ •...-~-
::.ll..

-~~~.J



~aboratoriunl w domu

CO MA
7 ~07

SPÓL~EGO ~rYG~lE(,IE
YFY PROMTFNTOT ?

Dr Jan A. GAJ

Odpowiedz zupelnie teoretyczna:

Odpowiedz teoretyka
z poczuciem rzeczywistosci:

Odpowiedz doswiadczalnika:

30

20

10

Moge podpowiedziec: ... to samo, co z rozladowaniem kondensatora przez
opornik, poruszajaca sie "sila rozpedu" lódka oraz zanikiem pradu elektrycznego
w zwojnicy, której konce zwarto opornikiem.
Juz wiecie? Oczywiscie: ... wykladnicza zaleznosc od czasu.
Szersze omówienie ciekawych zagadnien wiazacych sie z zastosowaniem funkcji
wykladniczej w fizyce znajdziecie w jednym z najblizszych numerów «Delty».
Domyslacie sie, ze ze zrozumialych wzgledów bedziemy sie w naszych
doswiadczeniach zajmowac pierwszym z wymienionych w tytule zjawisk.
Wykladnicza zaleznosc od czasu wyrazi sie wzorem:

( ) O-l/~T - Tl = To- Tl . l
gdzie T jest temperatura stygnacego ciala w chwili t, To - jego temperatura
poczatkowa, Tl - temperatura otoczenia, a {}- czasem, po którym róznica
temperatur zmaleje lO-krotnie. Kazdy sceptyk (a tylko z nich, mam nadzieje,
sklada sie zbiór fizyków-amatorów) powie natychmiast:

BARDZO PIEKNIE, LECZ ILE W TYM PRAWDY?
Odpowiedziec na to pytanie mozna teoretycznie lub doswiadczalnie.

Wykladnicza zaleznosc pochodzi z zalozenia, ze przeplyw ciepla na jednostke
czasu jest proporcjonalny do róznicy temperatur. Jest to prawda w warunkach
stacjonarnych, a wiec przy stalym rozkladzie temperatur - wtedy cieplo nigdzie
po drodze nam sie nie "gubi". Otrzymany wniosek - ze temperatura zmienia sie
wykladniczo - nie zapewnia spelnienia zalozenia, przy jakim zostal wyprowadzony.
Wobec tego nie nalezy sie spodziewac, ze jest on prawdziwy. '
Zalozenie o stanie stacjonarnym nie jest spelnione, ale moze stan stacjonarny
jest dobrym przyblizeniem rzeczywistosci. Byloby tak, jesliby czas ustalania sie
rozkladu temperatur w przegrodzie dzielacej cialo stygnace od otoczenia, a takze
wyrównywania sie temperatury w samym ciele oraz w otoczeniu byl krótki
w porównaniu z charakteryzujacym proces stygniecia czasem {}.Nalezaloby wiec
znac wiele parametrów dotyczacych ukladu fizycznego (przewodnictwo cieplne,
cieplo wlasciwe, wymiary itd.), aby odpowiednie obliczenia pozwolily znalezc
odpowiedz na postawione pytanie.

ZMIERZMY I ZOBACZMY
Uklad doswiadczalny jest prosty: male naczynie z ciepla lub zimna woda
i termometr. Ustawiamy calosc w spokojnym miejscu (termometr oczywiscie
zanurzony w wodzie) i mierzymy temperature co pare minut. Radzilbym
takze wykonac drugi wariant doswiadczenia: ogrzac lub oziebic sam termometr
i notowac jego wskazania w zaleznosci od czasu. Wyniki przedstawiamy na
wykresie. Poslugujemy sie w tym celu papierem póllogarytmicznym, na którym
wykres funkcji wykladniczej ma ksztalt linii prostej (patrz «Delta», 1974, 10).
Przy nanoszeniu wyników na wykres zaznaczamy blad pomiaru. Jako blad
pomiani temperatury L1T przyjmujemy najmniejsza podzialke tennometru. Blad
pomiaru czasu bedzie prawdopodobnie zaniedbywalny (l s). Sprawdzamy
nastepnie, czy przez naniesione punkty da sie prieprowadzic prosta (w granicach
dokladnosci pomiaru).
W wyniku przeprowadzonegq doswiadczenia otrzymujemy ostatecznie na
postawione pytanie odpowiedz doswiadczalna, która musimy uzupelnic: "przy
takich, a takich wartosciach bledów pomiaru czasu i temperatury". Bez takiego
uzupelnienia odpowiedz doswiadczalna nic nie znaczy. Rysunki ponizsze
przedstawiaja przyklady odpowiedzi pozytywnej i negatywnej.
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Na przelaj przez geometrie
Bolyai-Lobaczewskiego

Dr Marek KORDOS

Redakcja nie twierdzi, ze artyhd ten wystarczy
raz pr7.eczytac. aby wszystko zrozumiec;
twierdzi jednak, ze zrozljmicc go mozna.

W 1829 r. Nikolaj Lobaczewski i (niezaleznie) w 1832 r Janos Bolyai oglosili,
ze skonstruowali system geometryczny rózny od zwyklego, zwanego od tej pory
euklidesowym. W 1903 r. Dawid Hilbert udowodnil, ze mieli ra"je: wykazal, ze
przyjete przez nich zalozenia nie prowadza do sprzecznosci.
Cala sztuka, ze sie tak wyraze, polegala na checi przyswiecajacej obu autorom,
aby "ich" geometria róznila sie od geometrii euklidesowej nieznacznie: chodzilo
tylko o zamiane jednego z aksjomatów - .. tzw. piatego postulatu Euklidesa -- - na
jego zaprzeczenie; reszta aksjomatów pozostac miala nie zmieniona. Zostawiajac
do nastepnej okazji sprawe "dlaczego akurat tak" i ciekawa historie tego problemu.
w tym artykule przedstawie pewne twierdzenia geometrii Bolyai-Lobaczewskiego,
czy inaczej -- geometrii hiperbolicznej (patrz «Delta» 1975, 7), aby dac
wyobrazenie o jej zgodnosci, badz niezgodnosci, z wyksztalcona w nas
wszystkich geometryczna intuicja euklidesowa.
Geometria absolutna.

Piaty postulat Euklidesa orzeka, ze do danej prostej przez dany nie lezacy na niej
punkt mozna poprowadzic co najwyzej Jedna prosta rozlaczna (tj. nie
przecinajaca jej).
Zauwazmy, ze nie musimy korzystac z tego postulatu, aby dowiesc, ze taka
rozlaczna rzeczywiscie istnieje. Niech A bedzie punktem nie lezacym na prostej f.
Konstruujemy kolejno:
prosta k przechodzaca przez A i prostopadla do f,
prosta I' przechodzaca przez A i prostopadla do k.
Nalezy wykazac, ze I i l' nie przecinaja sie. Gdyby sie jednak przecinaly w punkcie
P, to stosujac symetrie wzgledem prostej k mielibysmy

P ~ Sk(P) ESk(l) 11 SI,(l') = II1/'

Proste l i l' mialyby dwa rózne punkty wspólne, a wiec byloby f = l', co jest
sprzeczne z A a; l i A E l'.
Twierdzenie o istnieniu prostej rozlacznej udowodnione przed chwila jest zatem
twierdzeniem geometrii absolutnej, tak bowiem nazywamy te czesc geometrii,
która mozna zbudowac bez poslugiwania sie piatym postulatem Euklidesa. Ma
ona dwa rozszerzenia -- geometrie Euklidesa, gdzie zakladamy, ze skonstruowana
wyzej prosta jest jedyna rozlaczna i geometrie Bolyai-Lobaczewskiego, gdzie
zakladamy, ze nie jedyna. Do geometrii absolutnej nalezy równiez np. nastepujace
twierdzenie Saccheri-Legendre'a: suma katów w trójkacie jest nie wieksza od dwóch
kalów prostych. Bezposrednim wnioskiem tego twierdzenia jest spostrzezenie, ze jesli
suma katów w trójkacie jest mniejsza od dwóch katów prostych, to przez
wierzcholek tego trójkata przechodza co najmniej dwie proste rozlaczne z prosta
zawierajaca podstawe. Przeprowadzenie dowodu (zob. rysunek) pozostawiam
Czytelnikom, gdyz jest on podobny do wyzej podanego. Zauwazmy jeszcze, ze
wówczas prostych rozlacznych z k przechodzacych przez C jest nieskonczenie wiele
-- sa to wszystkie proste przechodzace przez C i zawarte w kacie wierzcholkowym
o ramionach I i m nie zawierajacym A. Oba te spostrzezenia mozna zaliczyc do
geometrii Bolyai-Lobaczewskiego, gdyz, jak wiemy ze szkoly, wyróznione wyzej
"jesli" nie ma miejsca w geometrii Euklidesa. Geometria absolutna ma wiec dwa

. rózne rozszerzenia:

geometrie Euklidesa, gdzie przez dany punkt przechodzi, tylko jedna rozl.lczna
z dana prosta i gdzie suma katów trójkata jest równa dwu katom prostym;
geometrie Bolyai-l.obaczewskiego, gdzie owych rozlacznych jest nieskonczenie
wiele i gdzie suma katów w trójkacie jest od dwóch katów prostych mniejsza.
Dalej zajmiemy sie tylko ta druga.
Defekt figury.
Defektem trójkata nazywamy róznice liczby 1t i sumy rozwartosci jego katów. Jest
to wiec w geometrii Bolyai-l.obaczewskiego funkcja o wartosciach dodatnich.
Funkcja ta, oznaczana litera !J, jest tez w pewnym sensie rosnaca: jezeli jeden
trójkat zawiera drugi to ma wiekszy defekt. l znów dowód zostawiam
Czytelnikom podajac rysunek -- nalezy zliczyc defekty wszystkich narysowanych
trójkatów.
r tutaj niespodzianka: Dwa trójkaty o odpowiednio równych katach sa przysta,iace.
Istotnie, wiemy, ze musza byc podobne, ale gdyby jeden z nich byl wieksz.y, to
w mysl wyzej podanych uwag mialby wiekszy defekt, a wiec mniejsza sume katów,
wbrew zalozeniu. Zatem w geometrii Bolyai-Lobaczewskiego kazde podobienstwo

P

BA

K SkiP)

Widac stad, ze geometria eliptyczna (p;itn
Delta 1975,7) nie jest rozszerzeniem geometrii
absolutnej. Nie ma \V niej przeciez prostych
rozlacznych.

Proste na rysunku ;Ii ••• ,"f.!:,'\\'C' I ,t},.

tradycyjnie wykonuje ~ie rysunki gl.'ollu:trii
hiperbolicznej. Zwyczaj ten ma peWlle
uzasadnienie graficzne, które byc moi:e stanie
sic; widoczne przy nastepnych rysunkach. Nie
moze on jednak miec zadnego znaczenia
dajacego sie wyrazic w jezyku matema,tyki.
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jest izometria. Pojecie defektu rozszerzamy na dowolne figury przez umowe: jest to
kres górny sumy defektów zawartych w tej figurze rozlac70Wh trójkatów.
Funkcja Lobaczewskiego.
Zajmiemy sie teraz prostymi równoleglymi. Jak latwo 73t!\\'<lZYC musimy je
najpierw zdefiniowac, gdyz znana definicja euklidesowa nie da sie tu zastosowac.
Proste l i m przechodzace przez punkt A nazwiemy równoleglymi do prostej k
wtedy i tylko wtedy. gdy one nie przecinaja k i VI' jednym z utworzonych przez nie
katów wierzcholkowvch kazda prosta przechodzaca przez A przecina k, a w drugim
zadna. Proste rozlacme. a nie równolegle. nazywamy nadrównoleglymi (na
rysunku k i II).
Niech proste k i I beda równolegle. Mozna wykazac. ze przedstawiony obok

trójkat prostokatny nieskonczony l ma defekt równy 'f --II.. Zauwazmy tez, ze

wobec faktu, iz defekt jest funkcja rosnaca, CI. jest malejaca funkcja dlugosci
odcinka x. Nazywamy ja funkcja Lobaczewskiego i oznaczamy litera II, a jej
wartosc dla danego odcinka --- katem równoleglosci. Wprowadza sie jeszcze
pojecie uzupelnienia liczby dodatniej x: jest to taka liczba x*, ze

fl(x)+I1{x*) = .;
Twierdzenie Liebmanna.
Jak latwo spostrzec w geometrii Bolyai-Lobaczewskiego nie ma prostokatów. Ich
role przejmuja czworokaty Lamberta o trzech katach prostych. Postawmy
pytanie: jakie warunki musza spelniac liczby x I • ;'(2 • X.l, A4, x:", aby istnial
wyznaczany przez nie jak na rysunku czworokat Lamberta (oznaczymy go dalej
przez CL(XIX2X~X4X~».

Nie mamy równiez znanego twierdzenia Pitagorasa. Zapytajmy: jakie warunki
musza spelniac liczby XI' x2, X3, x4, xs, aby istnial opisany przez nie jak na
rysunku trójkat prostokatny (oznaczmy go dalej przez tptx 1 X2 X3 X4X,)).
Bardzo ciekawym twierdzeniem geometrii Bolyai-Lobaczcwsk.iego j~st wiazace
ze soba te dwa pytania twierdzenie Liebmanna. Mówi 0110, ze t'stnieje
tp(xJI (x2)x311(x4)x5) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cL(x1x;X3ll(X,)X4)'
Gdyby komus to twierdzenie wydawalo sie dziwne lub nieprzydatne - polecam
sprawdzenie podanej obok konstrukcji (cyrklem i linijka!) prostej równoleglej
w geometrii Bolyai-Lobaczewskiego; konstruowane obiek.ty sa ponumerowane
wg kolejnosci w jakiej nalezy je kreslic (nawiasem mówiac konstrukcja ta daje
równolegla iw geometrii euklidesowej). Twierdzenie Liebmanna orzeka, ze prosta l
jest równolegla do k.
Zagradzajaca.
Dla dowolnego kata istnieje prosta równolegla do obu jego ramion. Nazywa sie
ja zagradzajaca· Aby podac jej konstrukcje musimy najpierw nauczyc sie
konstruowac wspólna prostopadla dla prostych nad równoleglych (równolegle
nie moga miec wspólnej prostopadlej - prawda ?). Robi sie to tak jak na rysunku
podanym obok. Wyjasnic nalezy chyba tylko poczatek: punkty l i l' obieramy
dowolnie, z nich konstruujemy 2 i 2', oraz 3 i 3'. Jezeli 13 == 1'3' to szukana
prosta jest prosta laczaca srodki l l' i 33', jezeli zas tak nie jest, to postepujemy
jak na rysunku. Bardzo polecam dowiedzenie, ze prosta 14 jest istotnie prostopadla
zarówno do k jak i do l. Obiecana konstrukcje zagradzajacej przedstawia kolejny
rysunek. Klamerki na nim symbolizowac maja równoleglosc. Zagradzajaca 7
uzyskalismy jako wspólna prostopadla nad równoleglych 5 i 6 (1). Znów okazja
do wykazania poprawnosci konstrukcji.
Ogromnie wazna wlasnoscia geometrii Bolyai-Lobaczewskiego jest to, ze wyróznia
ona niektóre odcinki (tak jak w geometrii euklidesowej wyrózniony jest np. kat
prosty sposród innych katów). Pozwala to na okreslenie w tej geometrii dlugosci
bez odwolywania sie do jakichkolwiek. umownych jednostek (jak nasz metr).
Jezeli przyjmiemy np. ze odleglosc wierzcholka kata prostego od jego rzutu na
zagradzajaca tego kata jest równa l, to pole dowolnego trójkata bedzie równe
jego defektowi.
Watpiacym, czy nie da sie i w geometrii euklidesowej wprowadzic geometrycznie
zdefiniowanej jednostki dlugosci, polecamy nie ustawac w staraniach nad jej
znalezieniem, dla pozostalych zas
Zadanie. Na rysunku podane sa trzy proste równolegle parami. Ograniczaja one
pewna figure s.
- Wykazac, ze pole kazdej takiej figury jest takie samo,
- obliczyc to pole przy wyzej podanej jednostce dlugosci,
- czy kazde dwie takie figury sa przystajace?
- jak mozna skonstruowac taka figure?

X,
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U podstaw metod Monte Carlo leza dwa nastepujace twierdzenia: prawo wielkich liczb i centralne
twierdzenie graniczne. Pewne elementy tych twierdzen podane sa w podreczniku rachunku
prawdopodobienstwa dla szkól srednich (W. Szlenka) oraz w artykulach W. Szlenka w «Delcie»
(1974, nr 11 i 1975, nr. 2).
Mówiac o metodach Monte Carlo musimy zatrzymac sie chwile przy tych twierdzeniach. Pierwsze
z nich rozstrzyga o tym, ze uzyskany przez nas ciag kolejnych przyblizen szacowanej wielkosci
(np. liczby n w zadaniu Buffona z poprzedniego odcinka naszego serialu) jest zbiezny do
poszukiwanego przez nas rozwiazania. Drugie twierdzenie umozliwia udzielenie odpowiedzi na
pytanie, jak daleko jestesmy od rozwiazania, gdy wykonalismy juz okreslona, dostatecznie duza
liczbe eksperymentów.
Oba twierdzenia sa bardzo waznymi twierdzeniami w rachunku prawdopodobienstwa i statystyce
matematycznej, tak ze bez przesady mozna powiedziec, iz wiekszosc rezultatów tych teorii jest
konsekwencja wlasnie tych dwóch podstawowych twierdzen. Prawo wielkich liczb i centralne
twierdzenie graniczne to w istocie rzeczy caly zbiór róznych twierdzen; ograniczymy sie tu do
podania tylko naj prostszych wersji, przy czym - ze wzgl«du na interesujace nas zastosQwania
w metodach Monte Carlo - wiekszy nacisk polozymy na ich interpretacje niz na ich formalizm
matematyczny.
PRAWO WIELKICH LICZB sformulujemy najpierw w jego najprostszej postaci jako tzw. prawo
wielkich liczb Bernoulliego, ale podamy je w tzw. mocnej wersji. Rozpoczniemy od kilku uwag
na temat pewnych prawdopodobienstw geometrycznych. Przypominamy (por. «Delta» 1975,
nr 6), ze jezeli D jest kwadratem jednostkowym i 21 rodzina takich podzbiorów zbioru D, które
maja pole, to prawdopodobienstwo P(A) zbioru A e 21jest równe polu tego zbioru. Usunmy
teraz pewien punkt x z rozwazanego kwadratu. Oczywiscie pole zbioru D- {x} jest nadal równe
jednosci, a wiec równiez P(D- {x}) = l. Wiecej nawet: okazuje sie, ze jezeli z D usuniemy
przeliczalna liczbe punktów Xl, X2, ••• , to prawdopodobienstwo pozostalego zbioru jest równe l:

P(D- {X1o X2, ••• }). = l.

Czytelnik, który dobrze rozumie mierzenie pól (dlugosci, objetosci itp.), nie widzi w tym nic
zaskakujacego. Nieco natomiast zaskakujaca moze byc interpretacja z punktu widzenia rachunku
prawdopodobienstwa. Usunmy mianowicie z kwadratu D wszystkie punkty, których obie
wspólrzedne sa liczbami wymiernymi (a wiec przeliczalna liczbe punktów), i oznaczmy przez
Dnlewym pozostala czesc zbioru D. Zbiór D staje sie w ten sposób kwadratem-"sitem", w którym
jest nieskonczenie wiele "dziur". Rzucmy losowo punkt na zbiór D. Prawdopodobienstwo, ze
wpadnie on do zbioru Dnlewym (a wiec, ze nie przeleci on przez to sito) jest równe jednosci,
chociaz zdarzenie polegajace na zatrzymaniu sie punktu na sicie nie jest wcale zdarzeniem pewnym.
Skonstruowalismy w ten sposób zdarzenie, które nie jest identyczne ze zbiorem wszystkich zdarzen
elementarnych, ale którego prawdopodobienstwo jest równe jednosci.
Po tych uwagach mozemy przystapic do sformulowania zapowiedzianego mocnego prawa wielkich
liczb Bernoulliego:
Niech s. bedzie liczba sukcesów w n pierwszych próbach nieskonczonego ciagu prób Bernou//iego,
z których kazda z prawdopodobienstwem p konczy sie sukcesem. Prawdopodobienstwo zdarzenia
losowego

sn -p
n n-+o::>

jest równe jednosci.
Czytelnik, który dobrze przemyslal uwagi o prawdopodobienstwie geometrycznym, poprzedzajace
sformulowanie tego twierdzenia, z latwoscia zrozumie nastepujaca interpretacje tego wyniku:
jezeli bedziemy realizowali nieskonczony ciag prób Bernoulliego, to byc moze obserwowana przez
nas czestosc s./n sukcesów nie bedzie zbiezna do prawdopodobienstwa p sukcesu, ale liczba
takich zdarzen jest tak znikoma w porównaniu z liczba wszystkich mozliwych zdarzen, ze taka
sytuacja moze zaistniec tylko z prawdopodobienstwem rów,nym zeru.
Matematycy uzywaja w tym wypadku nastepujacej terminologii: "w prawie kazdym ciagu prób
Bernoulliego czestosc sn/n dazy do p" albo "ciag sn/n prawie na pewno dazy do p", przy czym
w obu ostatnich zdaniach mowa jest o tak zwanej zwyklej zbieznosci, dobrze znanej w elementarnej
matematyce (dla kazdego li > O istnieje takie N, ze dla kazdego n> N mamy Is./n-pl < li).
W metodach Monte Carlo (i w innych zastosowaniach teorii prawdopodobienstwa) korzysta sie
najczesciej z troche ogólniejszej postaci tego prawa. Zauwazmy mianowicie, ze w wielu sytuacjach
wynik eksperymentu to nie tylko jedno z dwóch mozliwych zdarzen, jak w rzucie moneta lub
rzucie igla Buffona. Juz przy rzucie kostka mozemy otrzymac jedna z szesciu kolejnych liczb
naturalnych, a ogólnie wygodnie jest opisywac wynik eksperymentu za pomoca odpowiedniej
zmiennej losowej. Wtedy ciag eksperymentów prowadzi do ciagu Xl' X2, ••• Xn, ••• zmiennych
losowych. Mocne prawo wielkich liczb w tym przypadku brzmi: jezeli wszystkie zmienne losowe
Xl> X2, ••• , X., ... sa niezalezne, maja taki sam rozklad i wartosc oczekiwana równa p, to
z prawdopodobienstwem równym jednosci

n

lim ~ ~Xl= p.11-+00 n ~.
1=1

Nasze nadzieje na to, ze szacujac interesujace nas wielkosci za pomoca serii eksperymentów
statystycznych otrzymujemy to, o co nam chodzi, uzasadnione sa wlasnie tym twierdzeniem.
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mala delta

Czy wierzyc intuicji '!

Intuicja, czyli wyczucie, jest njeocenionym sprzymierzencem
matematyka. Dobra intuicja pozwala szybko przewidziec
wynik i uniknac dlugich rozwazan. Na przyklad gdy
wiemy, ze dwa boki trójkata sa równe, to intuicja
podpowiada nam, iz katy lezace naprzeciwko tych boków
tez sa równe. Scisle rozumowanie potwierdza, ze w tym
przypadku intuicja nas nie zawiodla. A jednak nie zawsze
intuicji mozna wierzyc. Niekiedy moze nas ona zawiesc,
i to jak bardzo! Przykladem i przestroga niech beda
nastepujace dwa zadania.

Bibulke o grubosci {6 mm, np. papierowa serwetke,
skladamy tak, jakbysmy ja chcieli schowac do malej
kieszonki: na pól, znów na pól, jeszcze raz na pól i tak
dalej.
Przypuscmy, ze bibulke te zlozylismy "w mysli" (bo.
praktycznie sie nie da - spróbujcie) 50 razy. Jaka bedzie
grubosc zlozonej tak 50 razy bibulki?
Rozwiazanie
Ci, którzy nie znaja tego zadania, uwazaja na ogól, ze
bibulka bedzie miala grubosc najwyzej kilku metrów.
Tymczasem grubosc zlozonej 50 razy bibulki bedzie
zaskakujaco duza, przekroczy bowiem 64000 000 km
(64 miliony kilometrów!).
Rachunek jest prosty. Skorzystajmy tylko z pewnych
przyblizen. Zauwazmy, ze gdy bibulke zlozymy raz, to jej
grubosc sie podwoi i bedzie równa

l
ITmm·2.

Gdy zlozymy drugi raz, podwoi sie grubosc uzyskana za
pierwszym zlozeniem. Grubosc bibulki zlozonej dwa razy
bedzie równa

l
16 mm' 2· 2.

Gdy zlozymy po raz trzeci, podwoimy poprzednia
grubosc. Bibulka zlozona trzykrotnie bedzie miala grubosc
równa

l
16mm . 2 . 2 . 2.

Stad wniosek: gdy bibulke zlozymy 50 razy, jej grubosc
bedzie równa

l
T6 mm . 2 . 2 . 2 . 2.... 2.

(50 dwójek)

Czy to duzo?
l l

16mm' 2·2·2· .... 2 = 2.2.2.2 mm·2 ·2·2· .... 2 = :':":':3' ... ·2 mm.
(50 dwójek) '---.---' (50 dwójek) (46 dwójek)

(4 dwójki)

Dlaczego?

Zadajmy sobie trud i policzmy dalej:

A wiec

2 . 2 . 2 . 2 . 2 . 2 . 2 . 2 . 2 . 2 = 1024.

(10 dwójek)

2 ·2 ..... 2 mm =

Sprawdzcie!

(46 dwójek)

= (2' 2· .... 2)(2 . 2 ..... 2)(2 ·2· .... 2)(2 . 2· .... 2)(2 . 2· .... 2) mm = 1024· 1024· 1024· 1024· 64 mm.

(10 dwójek) (10 dwójek (10 dwójek) (10 dwójek) (6 dwójek)

Jest to wiecej niz 1000·1000· 1000· 1000· 64 mm = 64· 1000· 1000·1000 m = 64, 1000· 1000 km = 64000000 km.
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Niebywale!
Tym, którzy lubia liczyc, proponujemy nastepujace
obliczenia:
Przyjmujac, ze odleglosc Ziemi od Ksiezyca jest równa
400 000 km (w rzeczywistosci jest ona mniejsza) obliczcie,
ile razy wieksza od tej odleglosci jest grubosc naszej
50-krotnie zlozonej bibulki.

Il"'~.n-

Niech te dwa zadania beda przestroga dla tych, którzy
chcieliby ufac intuicji bez zastrzezen.
A na zakonczenie rozwiazcie takie zadanie:
Bolek i Lolek scigaja sie na rowerach po ulicach miasta
(plan ulic pokazujemy obok). Start wyscigu znajduje sie
w miejscu oznaczonym na planie litera A, meta w miejscu
oznaczonym litera B. Bolek wybral trase oznaczona na
planie linia ciagla, natomiast Lolek trase oznaczona linia
przerywana. Który z nich wybral lepsza droge?

Atomy trzesa sie z... ciepla

'I

Mamy trójkat o bokach 3, 4, 5. Przy najdluzszym boku
tego trójkata prowadzimy zabkowana lamana o liniach
równoleglych do pozostalych boków trójkata (rysunki
pokazuja, jak moze wygladac taka lamana).
Jaka bedzie dlugosc linii zabkowanej, której zabki sa
bardzo male, np. odlegle wierzcholkami od podstawy
trójkata o l/looo? Taka linia zabkowana bedzie sie,
praktycznie biorac, prawie pokrywala z podstawa trójkata,
a wiec wydaje sie, ze jej dlugosc nie powinna byc wiele
wieksza niz 5.
Tymczasem okazuje sie, ze dlugosc kazdej takiej linii
zabkowanej nie zalezy od wielkosci i liczby zabków i jest
zawsze równa 7. Aby sie o tym przekonac, zrzutujmy lewe
krawedzie zabków prostopadle na bok dlugosci 3
i zauwazmy, ze ich laczna dlugosc jest równa dlugosci
tego boku.
Podobnie, laczna dlugosc prawych krawedzi zabków jest
równa 4. Razem 7.

- Przypomnij sobie doswiadczenie z kropla atramentu
w wodzie. Doswiadczenie to wykazalo, ze ruchliwosc
atomów i czasteczek zalezy od temperatury. Im wyzsza
temperatura ciala, tym szybciej poruszaja sie czasteczki.
W ciele stalym czasteczki rozmieszczone sa blisko jedna
obok drugiej. Nie moga poruszac sie swobodnie, jak
w gazie, lecz "trzesa sie" w miejscu. Przy pojgrzewaniu
ciala czasteczki trzesa sie coraz bardziej, przez co ta sama
liczba czasteczek zajmuje wtedy wiecej miejsca. Przy
dalszym ogrzewaniu czasteczki opuszczaja swoje miejsca
i zaczynaja plywac po calej objetosci ciala. Cialo przechodzi
w stan ciekly.
- Teraz wiem, co jest przyczyna rozszerzalnosci cieplnej
ciala. Latem atomy zelaza drgaja silniej niz zima i dlatego
szyny kolejowe sa dluzsze. Dobrze, ze atomy w szynach
nie poruszaja sie zbyt silnie, bo co staloby sie, gdyby szyny
sie stopily?

Towarzyskie czasteczki
- Temperatura topnienia zelaza wynosi + 1538°C, nie
ma wiec obawy, ze zelazo stopi sie przy najwiekszym nawet
upale. Czy zastanawiales sie natomiast nad przyczynami
powstawania cial stalych i cieczy? Jak wygladalby swiat,
gdyby materia istniala tylko w postaci gazu lub proszku!
- Nigdy przedtem o tym nie myslalem, ale teraz wydaje
mi sie to oczywiste. Czasteczki cial musza sie przyciagac.
Im silniej sie przyciagaja, tym latwiej jest im utworzyc
cialo w stanie stalym.
- Rzeczywiscie, czasteczki róznych substancji nie sa
jednakowo towarzyskie. Dlatego spotykamy substancje
o tak róznych wlasciwosciach. Jedne, jak na przyklad tlen,



sa normalnie gazami i, teby je skroplic, trzeba je bardzo
silnie oziebic. Inne wystepuja w postaci cial stalych i topia
sie w bardzo wysokiej temperaturze. Ciekawe jest, ze nawet
te bardzo towarzyskie czasteczki, które lubia trzymac sie
razem tworzac ciecz lub cialo stale, nie lubia zbyt duzego
tloku. Zbytnio scisniete silnie sie odpychaja. To jest tez
bardzo wazne. Pomysl tylko, co byloby, gdyby wzajemne
odpychanie czasteczek podlogi i nóg krzesla, na którym
siedzisz, nie równowazylo sily ciezkosci, która dziala na
ciebie i na krzeslo.

\1ierzymy czasteczki

- Jestes na pewno ciekaw, na czym polega pomiar czegos
tak malego, jak czasteczka, ale ... cierpliwosci! Najpierw
chce zadac ci pare pytan. Zastanów sie i powiedz, co jest
najciensze ?
- Chyba wlos, bo mówi sie "cienki jak wlos".
- Rzeczywiscie, tak sie mówi, chociaz mozna wskazac
rzeczy o wiele ciensze. Juz lepiej byloby mówic "cienki
jak nic pajecza", ale i ta, jak sie okazuje, jest bardzo gruba
w porównaniu z najcienszymi warstwami cieczy, jakie
latwo mozna uzyskac. Czy wiesz, na przyklad, jak cienka
jest powloka banki mydlanej? Jej grubosc trzeba by
powiekszyc 100 000 razy, zeby wyniosla tyle, co grubosc
wlosa ludzkiego. Wlos w takim powiekszeniu mialby
grubosc okolo 5 metrów! Jeszcze ciensze bywaja warstewki
oliwy rozlanej na wodzie. Mam dla ciebie nastepne pytanie.
Jak ci sie zdaje, czy kropla oliwy mote pokryc dowolnie
duza powierzchnie, na przyklad powierzchnie oceanu?
- Chyba nie. Na pokrycie zbyt dutej powierzchni po
prostu nie starczyloby czasteczek oliwy, nawet gdyby
ulozyly sie "parterowo", jedna obok drugiej.
- O to wlasnie chodzi. Na tym fakcie oprzemy nasz
pomiar srednicy czasteczki oliwy. Do dokladnie wymytej
wanny nalej wody. Nastepnie spusc na jej powierzchnie
mala kropelke oliwy. Oliwa powoli rozplynie sie po
powierzchni wody, ale po pewnym czasie proces ten
ustanie i powierzchnia oliwy ustali sie. Domyslamy sie, te
czasteczki oliwy ulozyly sie w warstwe pojedyncza.
Grubosc tej warstwy równa sie po prostu srednicy jednej
czasteczki. Znajac objetosc kropli i pole powierzchni
warstwy mozemy obliczyc grubosc tej warstwy. Na przyklad
z kropli o objetosci 0,0009 cm3 uzyskano warstwe
o powierzchni okolo 5000 cm2• Stad grubosc warstwy:

V 0,0009
x = S= ,"An.n. cm ~ 0,00000018 cm.

Jesli nie masz dosc cierpliwosci, by doczekac sie takiej
jednoczasteczkowej warstwy oliwy, nie martw sie. Mozesz
zmierzyc promien plamki oliwy, jaka udalo ci sie uzyskac,
i obliczyc, ile czasteczek sklada sie na jej grubosc.
Wpusciles na przyklad krople o promieniu r okolo 0,1 cm.
Jesli uzyskales warstwe o promieniu R okolo 10 cm, to
jej grubosc wynosi:

4
"37fr3

x = --- ::::O,OOOOI3cm.
7fR2

Mozesz wtedy powiedziec, te na grubosc tej warstewki
sklada sie tylko okolo kilkunastu czasteczek.

Mala «Delte» opracowali: Robert Hajlasz, Przemyslaw Nowicki, Dada Zieminska.
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Fal uderzeniowe
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Mgr Jerzy DALEK
Czy strzelaliscie kiedys z papierowej torby napelnionej powietrzem? Huk wywolany takim
strzalem nie daje sie porównac z wystrzalem armatnim, potrafi jednak przestraszyc osoby
zaskoczone. Duzo wiekszy huk wywoluja naddzwiekowe odrzutowce lecace z bardzo duza
predkoscia. Takim hukiem daje o sobie znac w obu przypadkach fala uderzeniowa.
Zanim przejdziemy do dokladniejszego omówienia zjawiska fali uderzeniowej, musimy powiedziec
kilka slów o ruchu cial w powietrzu. Interesowac nas beda ruchy szybkie, takie, przy których
analizie nalezy brac pod uwage scisliwosc powietrza. Niektórych Czytelników moze to zdziwic.
Przeciez - powiecie - powietrze jest gazem, a wiec jest scisliwe! Tak, to prawda, ale przy
rozwazaniu ruchu cial z malymi predkosciami nie popelnimy duzych bledów, jesli zaniedbamy
scisliwosc powietrza. Zyskujemy przez to znaczne uproszczenia matematycznego opisu zjawiska.
Oczywiscie, pojecia "mala" i "duza" predkosc sa wzgledne, mozna jednak przyjac, ze w
normalnych warunkach predkosci rzedu 400 km/godz. sa jeszcze "male", zas rzedu 600 km/godz.
sa juz "duze".
Wazna role w badaniu przeplywów scisliwych odgrywa wielkosc zwana predkoscia dzwieku.
Jest to predkosc, z jaka rozchodza sie male zaburzenia cisnienia w osrodku scisliwym. Dla danego
gazu predkosc dzwieku zalezy jedynie od temperatury bezwzglednej. Na przyklad dla powietrza
predkosc ta wynosi w normalnych warunkach 334 mIsek.
Rozwazmy teraz cialo poruszajace sie w powietrzu ze stala predkoscia u, mniejsza od predkosci
dzwieku a. Cialo to wywoluje w kazdej chwili zaburzenia cisnienia, które rozchodza sie w postaci
fal sferycznych w powietrzu (czolo fali rozprzestrzenia sie podobnie jak nadmuchiwana banka
mydlana). Na rys. 1 zaznaczone sa polozenia ciala w momentach t = O (punkt O), t = 1 (cialo
przebylo odleglosc równa u), t = 2 (cialo przebylo odleglosc 2u) oraz t = 3 (cialo przebylo
odleglosc 3u). W chwili t = 3 zaburzenia wywolane przez cialo dotarly odpowiednio: na odleglosc
3a od punktu O - zaburzenie wywolane w chwili t = O, na odleglosc 2a od punktu u - zaburzenie
wywolane w chwili t = 1 oraz na odleglosc a od punktu 2u - zaburzenie wywolane w chwili
t = 2. Czola tych fal sa zaznaczone na rysunku w postaci kól o odpowiednich srednicach
(w rzeczywistosci czola fal sa sferami).
Podobny rysunek (rys. 2) mozna wykonac dla ciala poruszajacego sie z predkoscia u wieksza od
predkosci dzwieku a. W tym wypadku cialo wyprzedza czolo fali. Wszystkie fale znajduja sie
wewnatrz stozka (na rysunku wewnatrz kata) o powierzchni stanowiacej granice, do której moga
dotrzec zaburzenia. Na zewnatrz stozka powietrze jest nie zaburzone przez poruszajace sie cialo.

Latwo obliczyc kat rozwarcia tego stozka. Z LI OAB mamy sin oc = ~~ = ~: = : = ~, gdzie

przez oc oznaczylismy <I: OAB, zas M = !!- jest charakterystyczna wielkoscia bezwymiarowa zwanaa
liczba Macha. Zauwazmy, ze dla przeplywów poddzwiekowych M < l(u < a), dla przeplywów
z predkoscia dzwieku M = 1 (u = a) i dla nadzwiekowych M > 1 (u > a). Stozek styczny do
czola poszczególnych fal nazywa sie stozkiem Macha, jego tworzace liniami Macha, zas kat oc

katem Macha.
Latwo wykonac odpowiedni rysunek dla przypadku ciala poruszajacego sie z predkoscia dzwieku
- czola fal sa teraz sferami stycznymi w jednym punkcie.
Dotychczas mówilismy o rozchodzeniu sie malych zaburzen w gazie. Przejdzmy teraz do duzych
zaburzen. Cialo poruszajace sie w powietrzu z duza predkoscia (np. pocisk czy samolot
naddzwiekowy) wywoluje w powietrzu fale cisnieniowe o duzej intensywnosci. Podobnie,
gwaltowny wybuch wywoluje duze zgeszczenie powietrza (strzal z torby papierowej mozemy
uwazac juz za duze zaburzenie) - przynajmniej w poblizu miejsca strzalu. Tego typu zaburzenia
rozchodza sie z predkoscia wieksza od predkosci dzwieku. Zwrócmy uwage, ze nazwa "predkosc
dzwieku" zostala zastrzezona dla predkosci rozchodzenia sie malych zaburzen. Duze zaburzenia,
charakteryzujace sie tez swojego rodzaju dzwiekiem - hukiem - rozchodza sie juz z inna
predkoscia. Duze zaburzenia, w których skok cisnienia jest duzy, nazywaja sie falami
uderzeniowymi.
Zmiany cisnienia w fali uderzeniowej sa rzedu atmosfer i zachodza na drodze bardzo malej,
rzedu kilku dróg swobodnych czasteczek gazu, w odróznieniu od zmian cisnienia w falach
dzwiekowych, towarzyszacych mowie, które sa rzedu jednej milionowej cisnienia atmosferycznego.
Na czole fali uderzeniowej rosnie skokowo nie tylko cisnienie, ale rosna takze inne wielkosci
okreslajace stan gazu, a wiec jego gestosc i temperatura, natomiast predkosc gazu maleje
praktycznie skokowo. Typowy przebieg cisnienia w przeplywie z fala uderzeniowa przedstawiony
jest na rys. 3. Wykres dotyczy tej chwili, w której czolo fali uderzeniowej znajduje sie w punkcie
Xo. Cisnienie rosnie od wartosci Po do Pl skokowo.
Wzrost gestosci na czole fali uderzeniowej umozliwia uzyskiwanie jej obrazu na
fotografii. Najczesciej wykorzystuje sie tu metode "Schlieren", która z grubsza da sie opisac
nastepujaco. Równolegla wiazka promieni swietlnych, przechodzaca przez osrodek o jednorodnej
gestosci, pozostaje równolegla i oswietla ekran jednostajnie. Niejednorodnosc gestosci osrodka
powoduje odchylenie równoleglej wiazki. Jesli odciac teraz wiazke promieni padajacych na ekran
ostra krawedzia, to na ekranie ukaze sie ciemniejszy lub jasniejszy obraz niejednorodnosci,
zaleznie od tego, czy odchylony promien zostanie zatrzymany przez ostrze, czy przejdzie ponad
nim. Oczywiscie urzadzenia sluzace do fotografowania takich obrnów niejednorodnosci sa
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odpowiednio zlozone, szczególnie w przypadku fotografii kolorowej. Zdjecia fal uderzeniowych,
wywolanych przez lecacy pocisk, reprodukowane na okladce byly szczególnie trudne do uzyskania,
gdyz czas eksplozji byl tu bardzo krótki (0,3 mikrosekundy). Lampa blyskowa musiala miec

odpowiednio wysoka moc, aby prawidlowo naswietlic kolorowa blone (moc lampy 20000 kW).
Na zdjeciach fale uderzeniowe sa widoczne jako ciemne smugi odchodzace skosnie od pocisku.

Posluzymy sie modelem ilustrujacym mechanizm powstawania fali uderzeniowej. W modelu tym
rozpatrzymy ruch samochodów na autostradzie. Wyobrazmy sobie sznur samochodów jadacych
z duza predkoscia. Pierwszy samochód zaczyna nagle ostro hamowac przed przeszkoda na
autostradzie. Jesli samochody jada tak szybko, ze predkosc reakcji kierowców nie pozwoli im
w pore wlaczyc hamulców, to wytworzy sie nagle zgeszczenie samochodów - gigantyczna kraksa.
Przetlumaczmy teraz te katastrofe na jezyk fal uderzeniowych. Samochody to czasteczki powietrza.
Przeszkoda na szosie to cialo oplywane przez powietrze. Predkosc reakcji kierowców to predkosc
dzwieku. Nagle zgeszczenie samochodów to fala uderzeniowa. Oczywiscie predkosc samochodów
jest wieksza od "predkosci dzwieku".

Bardzo ciekawie przedstawiaja sie fale uderzeniowe w matematycznym opisie przeplywu gazu.
Jesli nie uwzgledniamy lepkosci gazu, to wsród rozwiazan opisujacych ruch tego gazu pojawiaja
sie rozwiazania nieciagle odpowiadajace falom uderzeniowym. Jesli uwzglednimy lepkosc gazu,
to falom uderzeniowym odpowiadaja juz rozwiazania ciagle, dajace jednak bardzo szybkie zmiany
"tvielkosci opisujacych stan gazu.

Wydaje sie, ze strzelajac z torby wypelnionej powietrzem nie mysleliscie o tym, ile rozmaitych
problemów, z których jedynie drobna czesc tu omówilismy, kryje sie w tym zjawisku.

Czy mozna zobaczyc strumien powietrza oplywajacy przeszkode, bez korzystania
z 'dymu, pylu lub innych widzialnych zawiesin unoszacych sie z wiatrem? Powietrze
nieruchome jest praktycznie przezroczyste. Powietrze unoszace sie nad ogniskiem
jest równiez przezroczyste, ale mozna je zobaczyc - dostrzec jego drganie
i falowanie.
Warstwy cieplejsze sa rzadsze, maja inne wlasciwosci optyczne, inaczej zalamuja
swiatlo anizeli ciezsze, gestsze warstwy chlodniejsze. Powietrze oplywajace
przeszkode ulega w jednych miejscach zageszczeniu, a w innych rozrzedzeniu,
a wiec przestaje byc osrodkiem jednorodnym optycznie. Zmiany wspólczynnika
zalamania moga byc bardzo niewielkie, ale te wlasnie róznice pozwalaja dostrzec
lub raczej zarejestrowac na kliszy fotograficznej ruch róznych warstw powietrza.
W badaniach tego typu, szczególnie waznych w tunelach aerodynamicznych, stosuje
sie miedzy innymi metode smug (z niemiecka metoda Schlieren) - przy pomocy
interferometru smugowego. Rysunek ilustruje zasade dzialania przyrzadu. Swiatlo
ze szczeliny l, umieszczonej w ognisku soczewki 2, przechodzi przez obszar badany
jako wiazka równolegla i jest ogniskowane przez soczewke 3 w jej plaszczyznie
ogniskowej. Obraz szczeliny przeslania czesciowo ostrze 4. Na kliszy
fotograficznej 5 otrzymujemy jednorodne oswietlenie.
Jezeli w obszarze badanym znajduje sie niejednorodnosc optyczna, na przyklad
zageszczenie powietrza, to promien (narysowany kolorem) ulegnie odchyleniu.
Zaleznie od kierunku odchylenia obraz na kliszy ulegnie w okreslonym obszarze
zaciemnieniu lub rozjasnieniu. Klisza fotograficzna zarejestruje obraz zlozony
z obszarów jasnych i ciemnych, odpowiadajacych rozkladowi niejednorodnosci
w obszarze badanym. Analiza obrazu nie pozwala stwierdzic, czy niejednorodnosc
odpowiada zageszczeniu powietrza, czy tez jego rozrzedzeniu.
Niejednoznacznosc te usunieto wprowadzajac cztery szczeliny ulozone na brzegach
kwadratu i emitujace swiatlo w czterech barwach. Cztery odpowiednio ustawione
ostrza odcinaja polowe swiatla z kazdej szczeliny. Wprowadzenie do badanego
obszaru niejednorodnosci odchyla promienie czterech barw, a z rozkladu kolorów
na obrazie mozna wnioskowac o rozkladzie zageszczen i rozrzedzen. Fotografia
barwna wymaga stosunkowo dlugich ekspozycji i dlatego opisana technike
stosowano przede wszystkim do procesów stacjonarnych. Wprowadzenie do badan
powietrznej lampy blyskowej, w której moc 20 megawatów wyzwalana jest
w okresie 0,3 mikrosekundy, umozliwilo rejestrowanie procesów bardzo
krótkotrwalych.
Na pierwszej i ostatniej stronie okladki zamieszczamy cztery zdjecia
krótkotrwalych zjawisk. Na stronie IV z lewej zdjecie pocisku przebijajacego banke
mydlana, a na stronie l, pocisk przechodzacy przez plomien swiecy. W obu
przypadkach widoczna jest fala uderzeniowa (patrz poprzedni artykul). Zdjecie
na stronie IV okladki z prawej pokazuje fale uderzeniowa rozchodzaca sie
w wodzie w wyniku wyladowania elektryczlleJo. Predkosc fali wynosi 1800 m/s.
Ostatnie zdjecie pokazuje wiry wokól skrzydll wiatraczka krecacego sie
z predkoscia 1200 obrotów na minute.

T. H.
(Zdjecia na podstawie «Scientific American», tom 231 (1974), nr 2)
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