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Oddzialywania odpowiedzialne za magnetyzm
Rodzaje magnetyków

Doc. dr hab. Andrzej SUKIENNICKI

Kazdy masnes moze byc traktowany jako
dipol masnetyczny. Powoduje on powstanie
wokól niego pola masnetycznego podobnego
do pola elektrycznqo wytwarzanego przez
dipol elektryczny. Mian! intensywnosci
WYlwarzanqo w ten sposób pola
masnetycznego jest tak zwany dipolowy
moment masnetyczny analogiczny do
dipolowego momentu elektrycznego.

Powloki elektronowe numerowane sa przy
pomocy tak zwanyc!>liczb kwantowych:
Glówna liczba kwantowa" jest mian! energii
elektronu, zas poboczna liczba kwantowa 1
opisuje moment pedu elektronu. Powloka 3d
charakteryzuje sie" = 3, 1 = 2, zas powloka
4fma" = 4, 1 = 3.

Orbitalny moment pedu elektrycznego w jego
ruchu po orbicie definiujemy jako iloczyn
wektorowy promienia wodzacego przez ped
elektronu. Elektrony charakteryzuja sie
ponadto wewnetrznym momentem pedu, tak
zwanym spinem. Z ruchem orbitalnym
elektronu, stanowiacym swego rodzaju
elementarny obwód z pradem elektrycznym,
zwiazany jest orbitalny moment masnetyczny.
Podobnie, z wewnetrznym momentem pedu
zwiazany jest spinowy moment masnetyczny.
Spinowego momentu masnetycznego nie
nalezy raczej interpretowac jako "obwodu
z pradem".

Wedlug warunku antysymetrii, przy zamianie
miejscami dowolnych dwóch elektronów
funkcja falowa musi zmieniac znak. Gdyby
oba te elektrony byly w tym samym stanie
kwantowym, to funkcja falowa bylaby dla nich
identyczna. Jedyna funkcja spelniajaca oba te
warunki jcdnoczesnie.jcst funkcja
tozsamosciowo r6wna zeru. Oznacza to. ze

ZlJdanieantysymetrii funkcji falowej jest
totsame z zakazem Paulicso.

Magnetyczne wlasnosci w mniejszym lub wiekszym stopniu przejawiaja sie we wszystkich
materialach. Sposród wszystkich cial stalych mozna jednakze wyodrebnic grupe cial, które
w ogólnosci nazywac bede magnetykami, majacych szczególnie wyrazne wlasnosci magnetyczne:
sa to ferromagnetyki, antyferromagnetyki i ferrimagnetyki. Typówymi przedstawicielami
ferromagnetyków sa metale przejsciowe: zelazo, kobalt, nikiel, typowymi antyferromagnetykami
sa tlenki metali przejsciowych np FeO, CoO, zas typowymi ferrimagnetykami sa ferryty czyli
zlozone sole metali przejsciowych typu FeOFe20J. Cecha charakterystyczna magnetyków jest
pojawienie sie w nich przy okreslonych warunkach tzw. uporzadkowania magnetycznego
i w konsekwencji - duzcgo momentu magnetycznego próbki. Aby wyjasnic pojecie
uporzadkowania magnetycznego, zwrócmy uwage na fakt, ze w ogólnosci magnetyzm cial stalych
zwiazany jest z wystepowaniem w sieci krystalicznej tych substancji atomów o niezapelnionych
wewnetrznych powlokach elektronowych. W szczególnosci np. metale przejsciowe maja
niezapelniona powloke wewnetrzna 3d, metale ziem rzadkich zas - powloke wewnetrzna 4f.
Zauwazmy, ze zapelnione powloki elektronowe nie daja przyczynku do magnetycznych wlasnosci
ciala, gdyz momenty magnetyczne poszczególnych elektronów kompensuja sie wzajemnie.
Makroskopowy moment magnetyczny próbki sklada sie w ogólnosci z momentów magnetycznych
poszczególnych elektronów (przyczynek pochodzacy od jader atomowych moze byc zaniedbany),
przy czym moga to byc zarówno momenty magnetyczne spinowe (zwiazane ze spinowym
momentem pedu) elektronów, jak i momenty magnetyczne orbitalne (zwiazane z orbitalnym
momentem pedu) elektronów. Okazuje sie jednakze, ze glówny przyczynek do momentu
magnetycznego najbardziej typowych ferromagnetyków, takich jaJe Fe, Co, Ni, pochodzi od
momentów spinowych, zas momenty orbitalne moga byc pominiete. W zwiazku z tym zaklada sie,
ze moment magnetyczny próbki jest rezultatem powstawania w okreslonych warunkach
uporzadkowania spinów elektronowych niezapelnionych powlok wewnetrznych. Uporzadkowanie
to pojawia sie spontanicznie (to znaczy bez wplywu zewnetrznego pola magnetycznego), o ile
tylko temperatura jest nizsza od pewnej temperatury krytycznej. Pojawiajacy sie przy tym
uporzadkowaniu moment magnetyczny przypadajacy na jednostke objetosci nosi nazwe
magnetyzacji spontanicznej.
Przyczyna pojawienia sie spontanicznego uporzadkowania spinów elektronowych sa tak zwane

oddzialywania wymienne. Natura tych oddzialywan, jakkolwiek zwiazana z kulombowskim
oddzialywa'liem miedzy ladunkami elektrycznymi, w posredni sposób uwzglednia takze kwantowy
charakter elektronów. Aby to zrozumiec musimy zdac sobie sprawe z faktu, ze fale materii

zwiazane z elektronami (zob. »Delta« 10 1975) musza miec okreslone wlasnosci, mianowicie
funkcje falowe opisujace uklad elektronów musza miec tak zwana wlasnosc antysymetrii, to
znaczy musza zmieniac znak przy ••myslowej" zamianie dowolnych dwóch elektronów ukladu
miejscami. Stwierdzenie to nie jest wlasciwie niczym innym, jak znanym zakazem Pauliego
mówiacym, ze dowolne dwa elektrony ukladu nie moga sie znalezc w tym samym stanie
kwantowym. Uwzglednienie zadania antysymetrii funkcji falowej ukladu elektronów jest wlasnie
przyczyna pojawienia sie w wyrazeniu dla energii calkowitej tego uklad!! dodatkowego wyrazu,
zwanego energia wymienna, który to wyraz nie pojawia sie, jesli zadania antysymetrii nie
wprowadzic. Energia ta izwiazane z nia oddzialywania zwane wymiennymi maja wiec nature
czysto kwantowa i nie maja swego odpowiednika klasycznego. Nie mozna ich przeto wyjasnic
w zaden modelowy sposób. Zwrócmy jedynie uwage na fakt, ze oddzialywania wymienne sa takze
przyczyna wiazania molekuly wodoru oraz cial stalych z wiazaniem kowalentnym.
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Stosunek magnetomechaniczny definiuje sie jako
stosunek momentu magnetycznego do momentu
pedu. Dla momentów spinowych stosunek ten
wynosi 2, zas dla orbitalnych równy jest l
w odpowiednich jednostkach. Eksperymentalnie
mierzone wartosci dla najbardziej typowych
ferromagnetyków 1,92 dla Fe, 1,83 dla Ni
wskazuja, ze zasadniczy przyczynek do
momentu mallnetycznello tych metali pochodzi
od momentów spinowych.
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Dla naszego celu wazne jest, ze w magnetykach oddzialywania wymienne miedzy elektronami
mozna opisac za pomoca pewnego prostego ale efektywnego modelu, zwanego modelem
Heisenberga: przy okreslonych warunkach zachowanie sie elektronów w niezapelnionych
powlokach atomów krysztalu moze byc aproksymowane przez zachowanie sie ukladu spinów
rozlozonych w wezlach sieci krystalicznej. W tej aproksymacji energia oddzialywania wymiennego
miedzy elektronami moze byc w efektywny sposób zastapiona przez oddzialywania miedzy
spinami, przy czym energie tego ostatniego oddzialywania mozna zapisac w postaci

(1) E04~' = - L JI)S,slo
1'1')

gdzie s, oznacza wektor spinu w wezle i-tym, JI) jest wspólczynnikiem proporcjonalnosci
okreslajacym intensywnosc oddzialywania miedzy spinami w wezlach i-tym ij-tym, który
nazywamy calka wymienna, sumowanie zas przebiega po róznych wezlach i,j. Calka wymienna J'J
co do rzedu wielkosci równa jest energii oddzialywania wymiennego elektronów nalezacych
do odpowiednich wezlów i jest taka funkcja odleglosci miedzy wezlami, ze najczesciej wystarcza
ograniczac sie do uwzglednienia jedynie oddzialywan miedzy najblizszymi sasiednimi wezlami.

Ilosciowe rachunki oparte na tak uproszczonym modelu magnetyka sa ciagle jeszcze bardzo
zlozone. W ogólnosci bowiem wyrazenie (1) przybiera sens energii dopiero przy dzialaniu nim na

funkcje falowa. Podobnie jest dla spinów S,. Dla przezwyciezenia tej trudnosci czesto wprowadza
sie tak zwane przyblizenie pola molekularnego, wedlug którego na dowolny spin magnetyka
dziala hipotetyczne wewnetrzne pole molekularne ze strony sasiednich spinów, przy czym o polu
tym zaklada sie, ze jest ono proporcjonalne do magnetyzacji. Z drugiej strony, przy okreslonych

warunkach i ze znanym stopniem przyblizenia, mozliwe jest traktowanie spinów S, jako zwyklych
wektorów (przyblizenie quasiklasyczne), Ograniczajac sie wówczas do oddzialywan miedzy
najblizszymi sasiadami mozemy calke wymienna JI) == J wyciagnac przed znak sumowania
i jesli J jest dodatnie, to minimum energii oddzialywania wyrazonej wzorem (1) odpowiada
równoleglemu ustawieniu spinów S, i Slo zas jesli J jest ujemne, to by Eod~. bylo minimalne,
wektory S, i sJ musza byc antyrównolegle. W ten sposób dochodzimy do pojecia uporzadkowania
ferromagnetycznego - gdy spiny wszystkich wezlów sa równolegle lub antyferromagnetycznego 
gdy spiny sasiednich wezlów sa antyrównolegle. W tej ostatniej sytuacji uklad spinów moze byc
traktowany jako zlozony z dwóch podsieci: jednej zlozonej z wszystkich wezlów o spinach
"w góre" i drugiej - o spinach "w dól". Mówiac o uporzadkowaniu ferro- lub
antyferromagnetycznym zakladalismy milczaco, ze wszystkie wezly sa równowazne. W przypadkach
antyferromagnetyków oznacza to, iz obie podsieci co do wartosci bezwzglednej namagnesowane

sa jednakowo tak, ze wypadkowy moment magnetyczny jest równy zeru. Mozliwa jest równiez
sytuacja inna, mianowicie taka, w której momenty magnetyczne wezlów "w góre" i "w dól" nie
sa równe. Mówimy wtedy o uporzadkowaniu ferrimagnetycznym lub o ferromagnetykach nie
skompensowanych.

Mozliwe sa i inne typy uporzadkowania magnetycznego nie dajace sie podciagnac pod zaden
z powyzszych typów. U szeregu pierwiastków metali ziem rzadkich na przyklad obserwuje sie tak
zwane struktury spiralne, w których skladowe wektorów spinowych zmieniaja sie periodycznie
w przestrzeni idac wzdluz pewnego kierunku sieci krystalicznej. Mozliwosc pojawienia sie takich
struktur wynika takze ze wzoru (1), jesli bowiem zalozyc, ze oddzialywania miedzy drugimi
sasiadami nie sa zaniedbywalne w porównaniu z oddzialywaniami najblizszych sasiadów i maja
wzgledem siebie znaki przeciwne, to w wyniku konkurencji tych oddzialywan stanowi
o najnizszej energii EOdd' moze odpowiadac dosc zlozona, Iiiekolinearna konfiguracja spinów.

Aby nie popadac w zbytni optymizm przy oszacowaniu stanu wiedzy o magnetycznych
wlasnosciach cial stalych trzeba jednak wyraznie powiedziec, ze wyzej przedstawiony obraz
typów uporzadkowania magnetycznego rozumiany doslownie ma obecnie juz tylko raczej
znaczenie historyczne. Jedynie w bardzo niewielkiej liczbie przypadków
bezposrednie oddzialywania wymienne opisane powyzej odgrywaja istotna lub dominujaca role.

Znacznie czesciej sa one przeslaniane przez inne, daleko bardziej zlozone efekty. Na przyklad
w antyferromagnetycznych zwiazkach typu soli lub tlenków metali przejsciowych atomy
o niezapelnionych wewnetrznych powlOkach elektronowych sa rozdzielone przez niemagnetyczne
jony. Poniewaz oddzialywania wymienne, o których dotychczas mówilismy, szybko maleja
z odlegloscia, wiec w takich zwiazkach oddzialywania te sa bardzo male i nie moga byc
podstawa do wyjasnienia nawet rzedów wielkosci obserwowanych efektów. W tych przypadkach
pojawia sie tak zwana wymiana posrednia, przy której oddzialywanie miedzy elektronami jonów
magnetycznych odbywa sie za posrednictwem przedzielajacego te jony jonu niemagnetycznego.
Okazuje sie szczesliwie, ze uklad elektronów z tego typu oddzialywaniem posrednim takze udaje
sie modelowac za pomoca spinów w wezlach sieci, oddzialujacych w przyblizeniu wedlug wzoru (1)
z tym ze obecnie JI) ma nieco inny sens fizyczny.

Z drugiej strony w metalach ziem rzadkich niewypelnione powloki 4f znajduja sie stosunkowo
gleboko i sa przesloniete przez ekranujace dzialanie bardziej zewnetrznych elektronów.
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Rozpatrujac ferromagnetyczny metal
przejsciowy jako uklad spinowych momentów
magnetycznych oczekujemy, ze dla bardzo
niskich temperatur i wystarczajaco silnych
zewnetrznych pól magnetycznych, sredni
moment magnetyczny przypadajacy na jeden
wezel bedzie równy lub przynajmniej bliski
momentowi magnetycznemu swobodnych
atomów. W rzeczywistosci miedzy tymi
wielkosciami istnieja znaczne róznice. Na
przyklad na jeden wezel sieci zelaza przypada
moment magnetyczny 2,2 zamiast 4, w niklu
0,6 zamiast 2, w kobalcie 1,7 zamiast 3
w odpowiednich jednostkach.

W zwiazku z tym wymiana bezposrednia ma niewielkie znaczenie. W tym przypadku
oddzialywanie miedzy elektronami niewypelnionych powlok nalezacych do róznych wezlów
przenoszone jest przez elektrony przewodnictwa. Odbywa sie to w ten sposób, ze jeden jon
magnetyczny "magnesuje" do pewnego stopnia elektrony przewodnictwa, a te z kolei oddzialuja
na nastepny jon magnetyczny. Znów szczesliwie okazuje sie, ze oddzialywanie wymienne przez
elektrony przewodnictwa daje sie z grubsza opisac za pomoca wyrazenia (1), z tym ze calka J,}
ma teraz jeszcze inny sens fizyczny. W szczególnosci, okazuje sie, ze calka ta nie znika na
odleglosciach wiekszych niz jedna stala sieci, a co wazniejsze - jako funkcja odleglosci moze ona
kilkakrotnie zmieniac znak. To wyjasnia fakt, ze wlasnie w metalach ziem rzadkich pojawiaja sie
sie struktury spiralne. Czesto bowiem oddzialywanie ma przeciwny znak dla drugich lub trzecich
sasiadów w porównaniu z sasiadami najblizszymi ..

W najbardziej typowych ferromagnetykach, jakimi sa zelazo, nikiel, kobalt, sytuacja jest jeszcze
bardziej zlozona. Mimo ze model magnetyka jako ukladu spinów rozlozonych w wezlach sieci
pozwolil historycznie rzecz biorac otrzymac szereg istotnych rezultatów zgodnych
z doswiadczeniem w tych ferromagnetykach, z wspólczesnego punktu widzenia zdajemy sobie
sprawe, ze model ten zaniedbujac calkowicie obecnosc elektronów przewodnictwa, oraz wedrowny
charakter elektronów 3d, moze odnosic sie raczej do opisu ferromagnetycznych dielektryków
anizeli metali. W ramach tego modelu nie udaje sie wyjasnic szeregu faktów doswiadczalnych,
z których najwazniejszym jest ulamkowosc momentu magnetycznego przypadajacego na jeden
wezel sieci. Ulamkowosc ta zwiazana jest z tym, ze elektrony niezapelnionych powlok 3d w tych
metalach sa w znacznym stopniu skolektywizowane, zachowujac sie w pewnym sensie podobnie
do elektronów przewodnictwa. Fakt ten jest krancowym przeciwienstwem zalozen modelu
Heisenberga, w którym spiny elektronowe zlokalizowane sa w wezlach sieci. Posluzylo to za
podstawe do rozwijania alternatywnego kierunku w teorii magnetyzmu, tak zwanej pasmowej
teorii magnetyzmu. W teorii tej elektrony 3d sa rozpatrywane w podobny sposób jak elektrony
przewodnictwa, mianowicie jako skolektywizowane elektrony wedrowne. Aby idee tej teorii
zrozumiec, zauwazmy najpierw, ze bez obecnosci zadnego pola magnetycznego ilosci elektronów
3d majacych spiny "w góre" i "w dól" bylyby równe. W schemacie pasmowym mozna fakt ten
zilustrowac za pomoca rysunku la, na którym przedstawiono ilosci Nt (E) elektronów o energii E
i spinach "w góre" po prawej stronie, zas ilosci N! (E) elektronów o energii E i spinach "w dól"
po lewej stronie. Zakreskowany obszar oznacza stany kwantowe, które sa obsadzone przez
elektrony. Zakladajac, ze w dowolnym miejscu wewnatrz ferromagnetyka dziala hipotetyczne
"wewnetrzne pole molekularne", spowodowane oddzialywaniami wymiennymi miedzy wedrownymi
elektronami 3d, energia elektronów o momentach magnetycznych przeciwnych do pola
molekularnego staje sie wyzsza, zas energia elektronów o momentach magnetycznych zgodnych
z polem molekularnym staje sie nizsza od energii, która te elektrony mialy bez pola (rys. I b).
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W rezultacie takiego rozszczepienia czesc elektronów musi zmienic kierunek orientacji swojego
momentu magnetycznego lak, aby dla obu orientacji stany kwantowe byly zapelnione do tego
samego poziomu zwanego poziomem Fermiego (rys. lc). Oznacza to, ze uklad skolektywizowanych
elektronów wewnetrznych spontanicznie "magnesuje sie" pod wplywem wewnetrznego pola
molekularnego. W modelu takim ulamkowosc momentu magnetycznego przypadajacego na jeden
wezel jest bezposrednia konsekwencja ulamkowosci sredniej ilosci elektronów zmieniajacych
swoja orientacje.

Na zakonczenie warto stwierdzic, ze omawiane w tym artykule poglady na zjawisko

uporzadkowania magnetycznego dotycza jedynie teoretycznych podstaw istnienia w magnetykach
spontanicznej magnetyzacji. Techniczne problemy przemagnesowania magnetyków, petli
histerezy i innych parametrów uzytkowych stanowia odrebny krag zagadnien i wymagaja
osobnego artykulu.
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Dwie indukcje

Kol. Z. Ogielski w chwili nadesIania artykulu
byl uczniem II kI. LO im. M. Konopnickiej
w Inowroclawiu.

Wiadomo, te wszystkich funkcji okreslonych
na zbiorze ,,-elementowym o wartosciach
w zbiorze k-elementowym jest k". Omawiane
tu twierdzenie jest niemal natychmiastowa
konsekwencja tego faktu, jesli rozwazy si~
funkcj~ przyporzadkowujaca kazdemu
elementowi zbioru Z Iicz~ zbiorów Ak, do
których element ten nalezy.
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Zbigniew OGI ELSKI

Na zawodach okregowych Olimpiady Matematycznej w r. 1974 bylo nastepujace
zadanie:

"Niech Z bedzie zbiorem n-elementowym. Znalezc liczbe takich par zbiorów
(A, B), zeA c B i B c Z."
Rozwiazanie tego zadania sprowadzalo sie do dowodu, ze liczba takich par
wynosi 3".
Nawiazujac do powyzszego tematu dokonalem uogólnienia jego rozwiazania.
udowadniajac nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie

Niech Z bedzie zbiorem n-elementowym. Wtedy liczba k-elementowych ciagów
zbiorów Al. A2 •...• At takich. ze Al c A2 C A3 C ... C At c Z wynosi (k+l)".
Dowód

Sposób I
Twierdzenia dowodzimy przez indukcje wzgledem k przy ustalonym n. Prawdziwosc
twierdzenia dla k = 1 zapewnia twierdzenie, ze liczba podzbiorów zbioru
n-elementowego wynosi 2" = (1 + 1)". Sprawdzenie twierdzenia dla k = 2 bylo
tematem podanego na wstepie zadania. Twierdzenie jest wiec prawdziwe dla
k = 1 i k = 2. Zalózmy zatem. ze twierdzenie zachodzi dla pewnego k przy
dowolnym n.
Chcemy dowiesc. ze zachodzi ono wtedy dla k+ 1. czyli chcemy dowiesc. ze gdy Z
jest zbiorem n-elementowym, to liczba ciagów zbiorów A l • A2 ••••• At. AI:+l
takich, ze Al c A2c ... CAt+1 c Z wynosi (k+2t.
Istotnie bowiem. gdy zbiór At+! jest i-elementowy. to liczba takich zbiorów AI:+I

wynosi (~).
Dla pewnego zbioru At+! i-elementowego liczba ciagów zbiorów Al. A2• A3 •... , At
takich, ze Al c A2 C A3 C ... C At c At+l wynosi z zalozenia (k+ l)i.
Zatem liczba wszystkich ciagów zbiorów Al' A2, ......• At. AI:+I takich. ze
Al c A2 C A3 C ... C At C At+l i zbiór At+l jest i-elementowy wynosi

(~). (k+l)l.
Poniewaz zbiór At+1 moze byc O. 1.2 •...• n-elementowy. wiec liczba wszystkich'

ciagów Al' A2• A3 •...• A", A"+l takich, ze Al c A2 C ... c A" C AI:+I c Z wynosi:
" "

L(~)(k+l)l = ) ~(~)(k+l)i'l"-i = «k+ 1)+ 1)" = (k+2)".
;=0 ;=0

Sprawdzilismy prawdziwosc twierdzenia dla k = 1 i k = 2. Nastepnie wykazalismy,
ze z prawdziwosci twierdzenia dla k wynika jego prawdziwosc dla k + 1. Zatem
na mocy zasady indukcji matematycznej twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej
liczby naturalnej. o

Sposób n
Twierdzenie to udowodnimy przez indukcje wzgledem n przy ustalonym k.
Niech Z = 0 czyli Z jest zbiorem O-elementowym. Wtedy jedynym ciagiem
spelniajacym warunki zadania jest ciag Al' Az, A3, , At. gdzie Ai = 0
dla i = 1, 2, ...• k, czyli liczba ciagów wynosi 1 = (k + 1)0.
Zalózmy teraz,
ze twierdzenie zachodzi dla pewnego n. Chcemy dowiesc, ze zachodzi ono wtedy
dla n+ l.
Niech Z = {al' a2, a3•... , a", a,,+d.
Podzielmy zbiór ciagów zbiorów Al' A2, ... , At takich, ze Al c A2 c: ... c A" c
c Z na k + 1 klas rozlacznych.

4



Do i-tej klasy dla i = l, 2, ... , k zaliczymy te ciagi, które zawieraja element On + l
w zbiorze A" a nie zawieraja go w zbiorze Aj_l. Z okreslenia ciagu A l , A 2, .•. , A"
wynika, te jeteli

a,,+ l e Aj, to a,,+ l e Al+ l , Al+ 2, ... , At poniewaz
Al c: Al+I c: Al+2 c: ... c: At oraz jezeli an+1 ti Al-l, to

a"+1 ti AI-2' AI-3' •••, Aj, poniewat
Al-I ~ AI-2 ~ AI-3 ••• ~ Al'

Do (k + l)-szej klasy zaliczymy te ciagi A l , A2, •••, At, które nie zawieraja elementu
a,,+ l w tadnym ze zbiorów Al dla i = l, 2, ... , k. Klasy te sa rozlaczne i daja
w sumie zbiór wszystkich ciagów A l , A 2, ~•. , Ak'
W klasie (k+ l)-szej jest tyle ciagów, ile jest ciagów Al, A2' ... , Ak dla zbioru
Z = {al' 02, ... , an}, czyli z zalozenia (k+1)".
W klasie i-tej dla i = 1,2, ... , k jest tez tyle ciagów, ile mozna otrzymac ze zbioru
Z = {al' 02' , an} czyli z zalotenia (k+ lt, poniewaz kazdy ciag i-tej klasy
dla i = 1,2, , k mozemy otrzymac z pewnego ciagu Al, A2' ... , Ak utworzonego
dla zbioru Z = {al' O2, ... , On} pO dodaniu do katdego zbioru Al, Al+1> ... , Ak
elementu 0,,+ l • Zatem wszystkich ciagów jest

(k+l)' (k+l)" = (k+l)n+1.

Twierdzenie jest wiec prawdziwe dla n+ l. Na podstawie zasady indukcji
matematycznej wnioskujemy, te jest ono prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej.

Tyle od Autora. Nasuwa sie kilka refleksji. Sformulowane twierdzenie dotyczylo
par (k, n) liczb naturalnych. Pokazano nam, te mozna dowodzic go zarówno
przez indukcje tylko wzgledem k, jak i tylko wzgledem n. Dlaczego tak jest?
Moglo by sie zdawac, te skoro najpierw jest indukcja wzgledem k, to potem
jeszcze powinno sie cos zrobic zn - np. tez zastosowac indukcje. Czy moze
w zwiazku z tym poprawnosc przedstawionych dowodów daje sie podwazyc?
Dlaczego nie? Jesli dowody sa poprawne, to czy zawsze tak byc musi, ze
w twierdzeniach o parach liczb naturalnych mozna stosowac indukcje ze wzgledu
na katda ze zmiennych?
Kiedy? Czekamy na uwagi i refleksje. (Red.)

Znane twierdzenie Pitagorasa
Wsród licznych twierdzen matematyki sa nieliczne takie, o których kazdy slyszal.
Na przyklad twierdzenie Pitagorasa. W szóstym wieku przed nasza era
w panstwie - zakonie zalozonym przez Greka Pitagorasa w poludniowej Italii
zostalo uzyskane troche empirycznie, troche mistycznie twierdzenie, które, tak jak
wszystkie inne, podpisano imieniem Mistrza. Brzmialo ono ... Otóz wcale nie tak
jak myslicie. Brzmialo ono: wysokosc dzieli trójkat prostokatny na dwa do niego
podobne (czyli o proporcjonalnych bokach, jak to dzis mozna powiedziec).
Mijaly lata. Przeminela tyrania Pizystrata, zaczely sie i skonczyly wojny perskie,
wielkie Ateny Peryklesa ustapily miejsca Sparcie i gdy Grecja szykowala sie do
ostatecznej rozprawy z Macedonia, w polowie IV w. p.n.e. inny Grek-
Eudoksos wynalazl proporcje i przetlumaczyl twierdzenie Pitagorasa na znana nam
formulke a2+b2 = c2, której jednak nie zapisal, bo nie umial w ogóle nic
formalnie zapisac. Formulka tego typu zostala podana dopiero w wieku XV, gdy
scholastyczne uniwersytety Wloch i Francji stworzyly zapis algebraiczny.
Kolejne wcielenie twierdzenia Pitagorasa, znów geometryczne, otrzymalismy od
Racjonalizmu, epoki Kartezjusza, Newtona, Leibniza, Bernoullich. Orzeka ono,
ze jesli na bokach trójkata prostokatnego zbudujemy (jakiekolwiek) figury podobne,
to suma pól dwóch mniejszych bedzie równa polu trzeciej z nich. Tak tez uczono
tego twierdzenia przez dwa stulecia. Nasza Komisja Edukacji Narodowej w tej
tez postaci zalecila go n~uczac.
Czasy Niebieskiego mundurka i Syzyfowych prac zerwaly z dowolnoscia, na jaka
zezwalalo powyzsze sformulowanie i zastapily "jakakolwiek" figure kwadratem 
mialo to byc niezmiernie dydaktyczne, przeciet o kwadracie sie "mówi"
odczytujac formulke

Prawda?
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Magnetyczne wlasnosci skal

Dr Magdalena KADZ/ALKO-HOFMOKL
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W artykule "Oddzialywania odpowiedzialne za magnetyzm" (str. 1) byla mowa o
materialach magnetycznych, czyli magnetykach. Wiemy, jak ogromne znaczenie maja
magnetyki we wspólczesnej technice - istnieje szereg instytutów zajmujacych sie
badaniem ferrytów i opracowywaniem nowych materialów o szczególnych
wlasnosciach magnetycznych. Ale nie wszyscy chyba wiedza, ze aby zapoznac sie z
magnetykami nie trzeba wcale zwiedzac nowoczesnych, wspaniale wyposazonych
laboratoriów. Wystarczy wyjsc z domu, pochylic sie i podniesc zwykly, nieefektowny
kamien, by znalezc sie w posiadaniu magnetyka. Bowiem przewazajaca wiekszosc
skal, fragmenty których w postaci wiekszych lub mniejszych kamieni zna kazde
dziecko, ma wlasnosci magnetyczne. Wlasnosci te wystepuja w skalach w stopniu
nieporównanie slabszym, niz ma to miejsce w magnetykach uzywanych w technice
i dlatego stosuje sie tu szczególnie czule metody badawcze. Ale prawidlowosci
z jakimi spotykamy sie w skalach sa takie same, jak dla zelaza, czy niklu.
Powiedzielismy powyzej, ze do materialów magnetycznych zalicza sie wiekszosc
skal. Ta wiekszosc to skaly, zawierajace materialy magnetyczne. Do najczesciej
spotykanych materialów magnetycznych naleza: magnetyt (Fe304) i
tytanomagnetyty (xFe304(I-x)Fe2 Ti04, gdzie O :s;; x :s;; l), hematyt (cxFe203)
i henlOilmenity (yFe203(1- y)FeTi03, gdzie O :s;; Y :s;; l), pirotyn Fe7SS' getyt
FeOOH i inne. Najpopularniejsze skaly magnetyczne to wszystkie skaly magmowe
zarówno glebinowe (np. granit), jak i wylewne (np. bazalt). Jedna z form
wystepowania skal bazaltowych na powierzchni Ziemi przedstawia umieszczona
na okladce fotografia. Jest to przekrój przez stozek wulkaniczny Kozia Góra
w poblizu Zlotoryi, gdzie miesci sie obecnie kamieniolom. Wuklan ten jest nieczynny
prawdopodobnie od okolo 30 milionów lat. Podczas wybierania bazaltu
odslonieto wachlarzowy uklad kolumn bazaltowych zgodny z kierunkiem
wydobywania sie lawy z wnetrza wulkanu.
Wlasnosci magnetyczne wykazuje równiez wiekszosc skal osadowych, jak
piaskowce, wapienie, gliny itp.
Wspólna cecha skal magnetycznych, która spowodowala zainteresowanie sie nimi
ze strony geofizyków, jest ich zdolnosc uzyskiwania w zewnetrznym polu
magnetycznym trwalej pozostalosci magnetycznej skierowanej w kierunku tego
pola. Wszystkie wystepujace na powierzchni Ziemi skaly pozostaja w momencie
swego powstania i w czasie swojej pózniejszej historii pod wplywem ziemskiego
pola magnetycznego. Nie jest ono silne - obecnie w naszych szerokosciach
geograficznych natezenie calego wektora pola wynosi okolo 5 x 10- sT(lT = 104Gs).
Przy spelnieniu jednak pewnych warunków wystarcza calkowicie do tego, aby
nowo powstajaca skala uzyskala trwala pozostalosc magnetyczna w jego kierunku.
Pozostalosc ta, zwana naturalna pozostaloscia magnetyczna NRM (od
angielskiego terminu natural remanent magnetization) sklada sie na ogól Z tzw.
skladowej pierwotnej, uzyskanej przez skale w momencie jej powstawania
i skladowych wtórnych, uzyskanych w czasie historii geologicznej skaly.
W skalach magmowych skladowa pierwotna NRM jest na ogól pochodzenia
termicznego, to znaczy powstaje podczas stygniecia w ziemskim polu magnetycznym
skaly od temperatur przewyzszajacych IOOO°C. W skalach osadowych taka
skladowa powstaje podczas osadzania sie czastek mineralów magnetycznych
w polu ziemskim. Paleomagnetolodzy, czyli geofizycy zajmujacy sie badaniem
pola magnetycznego Ziemi w jej przeszlosci geologicznej czyli paleomagnetyzmu,
interesuja sie przede wszystkim wlasnie ta pierwotna skladowa NRM.
Próbki skalne wykorzystywane do badan paleomagnetycznych sa pobierane
w terenie bezposrednio z odsloniec, m.in. takich, jak widzielismy na fotografii.
Przed wyjeciem z bloku skalnego kazda próbka musi byc starannie zorientowana
za pomoca kompasu wzgledem kierunku pólnocy i pionu, jak pokazuje
fotografia. Nastepnie w laboratorium przeprowadza sie szereg badan majacych
na celu "oczyszczenie" NRM próbki ze skladowych wtórnych. Na szczescie sa
one na ogól mniej stabilne niz skladowa pierwotna i mozna je usunac
rozmagnesowujac próbke zmiennym polem magnetycznym lub temperatura.
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Kolejna fotografia przedstawia urzadzenie sluface do rozmagnesowywania próbek
skal zmiennym polem magnetycznym. Widoczne na pierwszym planie trzy pary
cewek to tzw. cewki Helmholtza sluzace do skompensowania zewnetrznego pola
magnetycznego w obszarze, w którym znajduje sie próbka. Kompensacji dokonuje
sie zasilajac je stalym pradem elektrycznym o tak dobranym natezeniu, by
wytworzone pole magnetyczne kompensowalo pole panujace w laboratorium.
Wewnatrz cewek Helmholtza znajduje sie cewka rozmagnesowujaca zasilana
pradem zmiennym o malejacym natezeniu, ten prad wytwarza odpowiednio
malejace zmienne pole magnetyczne. W srodku tej cewki w obszarze, w którym
skompensowano pole magnetyczne wiruje wokól dwóch wzajemnie prostopadlych
osi badana próbka. KaMa próbke rozmagnesowuje sie kilkakrotnie, przy coraz
wiekszym poczatkowym natezeniu pradu w cewce. Po kazdym takim cyklu
mierzony jest kierunek i natezenie pozostalej po rozmagnesowaniu czesci NRM.
Ta droga dochodzi sie do trwalej czesci NRM, której kierunek nie zmienia sie
przy zwiekszeniu poczatkowego natezenia pradu. Ten kierunek przyjmujemy za
kierunek pierwotnej skladowej NRM uzyskanej przez skale w momencie jej
powstawania i zgodny z panujacym ówczesnie ziemskim polem magnetycznym.
Wyniki uzyskane dla kolekcji próbek z badanego kompleksu skalnego sluza, przy
uwzglednieniu dokonanej w terenie orientacji, do numerycznego otrzymywania
polozenia bieguna magnetycznego w okresie powstawania skaly.
Postepujac w taki sposób paleomagnetolodzy uzyskali szereg interesujacych
wniosków:
- polozenia bieguna magnetycznego Ziemi dla rófnych epok geologicznych

otrzymane w oparciu o badania skal z tego samego kontynentu sa rózne,
zjawisko to nazwano wedrówka biegunów,

- polofenia bieguna dla tych samych epok geologicznych otrzymane w wyniku
badan skal z róznych kontynentów sa rózne, rysunek przedstawia krzywe
wedrówki bieguna dla obu Ameryk, Europy, Afryki, Indii i Australii,

- w czasie historii Ziemi jej pole magnetyczne wielokrotnie zmienialo
biegunowosc, to znaczy pólnocny biegun znajdowal sie na pólkuli poludniowej
(obecnie znajduje sie na pólnocnej), a poludniowy - na pólnocnej (obecnie
znajduje sie na poludniowej), tzw. zjawisko inwersji pola magnetycznego
Ziemi.

Problemy wedrówki bieguna w obrebie jedf'ego kontynentu oraz zjawisko inwersji
pola nie sa jeszcze w pelni wyjasnione. Krzywe wedrówki bieguna dla róznych
kontynentów sprowadzono do jednej krzywej wspólnej dla calej Ziemi formulujac
hipoteze dryftu (czyli wzajemnych ruchów) kontynentów. Hipoteza ta znalazla
potwierdzenie w geologii i naukach pokrewnych (~p. paleoklimatologia). Próbe
rekonstrukcji wzajemnego polozenia z przed ok. 70 mln lat Afryki, obu Ameryk
i Europy na podstawie danych geofizycznych i geologicznych przedstawia
zamieszczony na l stronie okladki rysunek. Przyklad ten pokazuje, jak wiele
informacji mozna uzyskac badajac wlasnosci magnetyczne skal-kamieni. Trzeba
tylko pamietac, ze tu, podobnie jak w laboratoriach, w których powstaja nowe
materialy magnetyczne, obowiazuja te same prawa fizyki.
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Probabilistyczny Abak
Kto czytal poprzedni numer Malej Delty mote sie
zorientowac, te graf na rysunku obok odpowiada grze
opisanej w zadaniu l. Motna jednak zapomniec o tamtej
grze i wykorzystac graf do gry nastepujacej (w
rzeczywistosci jest to ta sama gra). Umieszczamy pionek
w miejscu oznaczonym litera S. Z punktu S wychodza dwie
strzalki - jedna Z nich oznaczylismy litera r (prowadzi
ona do miejsca oznaczonego litera R), druga oznaczylismy
litera o (prowadzi ona z powrotem do miejsca S). Rzucamy
moneta. Jesli wypadl orzel przesuwamy pionek tak jak
nakazuje strzalka o, jesli reszka - przesuwamy pionek
po strzalce r. Podobnie postepujemy z pionkiem w innych
miejscach naszego grafu. Gra konczy sie z chwila, kiedy
pionek zawedruje do miejsca ROO (wygrywa wówczas
pierwszy gracz) lub do miejsca RRO (wygrywa gracz
drugi).

Przygladajac sie budowie naszego grafu motna sie
wprawdzie zorientowac, :i:ewieksze szanse wygranej ma
gracz drugi, ale dokladne porównanie szans obydwu
graczy jest sprawa troche trudniejsza. Nie ma jednak
rzeczy trudnych dla Probabilistycznego Abaku.

Abak - to starotytne liczydla.

Cot to takiego jest ten Probabilistyczny Abak?
Odpowiednio powiekszony (przerysowany na papierze
z bloku rysunkowego) nasz graf, spora ilósc pionków
(moga to byc zwykle guziki) i kilka prostych regul
przesuwania pionków po grafie. Zaczynamy od
umieszczenia pionków po jednym na katdym miejscu grafu
poza miejscami koncowymi i startem. Nastepnie dokladamy
pionek na starcie. Dokladamy jeszcze jeden pionek ...
i nasza maszynka do rozwiazywania zadan zaczyna
pracowac.
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Te mozliwosci naszego Probabilistycznego Abaku
proponuje wykorzystac do rozwiazania nastepujacego
problemu. Rzucamy moneta dopóty, dopóki nie wyrzucimy
trzech orlów pod rzad. Ilu rzutów (srednio biorac)
powinnismy sie spodziewac na osiagniecie tego rezultatu?
Tym, którzy nie czytali poprzedniego numeru Malej Delty,
ulatwilem zadanie rysujac graf odpowiadajacy naszej grze.
A reszta nalezy do Abaku. Abak jest niezawodny. Kto nie
wierzy, niech uzyskane rozwiazanie sprawdzi
doswiadczalnie .

W miejscu S sa dwa pionki. Rozdzielamy je
sprawiedliwie miedzy dwie strzalki wychodzace z tego
miejsca. Jeden z pionków wróci z powrotem na miejsce S,
za to drugi przesunie sie na miejsce R. Nasza maszynka
nie przestaje pracowac. Teraz na miejscu R sa dwa pionki.
Rozdzielamy je sprawiedliwie miedzy dwie strzalki
wychodzace z tego miejsca ... i kontynuujemy nasze
postepowanie dopóki nasza maszynka nie stanie. Chcac ja
znowu wprawic w ruch kladziemy na starcie kolejne
pionki (po jednym). Sygnalem do przerwania pracy
maszyny jest powrót do sytuacji wyjsciowej, na kazdym
z miejsc poza miejscami koncowymi stoi jeden pionek
a ponadto pewna ilosc pionków dotarla do miejsc
koncowych naszego grafu.
Spróbujcie sami zaprzegnac Probabilistyczny Abak do
pracy, a potem sprawdzcie, patrzac na zamieszczone obok
rysunki, czy Wasz Abak pracowal bez zaklócen. Zgodzilo
sie - to dobrze. Popatrzmy wiec, ile pionków dotarlo
do miejsc koncowych grafu. Trzy: jeden do miejsca ROO
i dwa do miejsca RRO. Oznacza to, ze szanse graczy maja
sie do siebie jak l: 2 na korzysc tego gracza, który
obstawil miejsce RRO. Doswiadczenie potwierdza wyniki
naszych obliczen. Jesli starczy Wam cierpliwosci na
rozegranie duzej ilosci partii tej gry, to przekonacie sie,
~e gracz obstawiajacy pole RRO bedzie wygrywal okolo
dwóch razy czescie.j.

••

Na tym jednak nie wyczerpuja sie mo~liwosci naszego
Abaku. Jesli przesuwajac pionki po grafie policzycie ilosc
wszystkich przesuniec, od momentu kiedy Abak zaczyna
pracowac do momentu, kiedy zadanie zostalo rozwiazane
(pamietajcie, ~e trzeba policzyc przesuniecie kaMego
pionka po kaMej strzalce) - otrzymacie znacznie
bogatsze informacje o grze. Sprawdzcie, ze w naszym
przypadku przesuwalismy pionki lacznie 16 razy.
Przypominam, ~e w sumie do miejsc koncowych grafu
dotarly trzy pionki. Dzielac 16 przez 3 otrzymamy srednia
dlugosc trwania gry. Cóz to oznacza? Jakie ma to
znaczenie praktyczne? Jesli bedziecie grac wielokrotnie,
to laczna ilosc rzutów moneta we wszystkich grach
powinna byc bliska nastepujacej liczbie: ilosc rozegranych
gier pomnozona przez 16/3 (srednia dlugosc trwania
jednej gry).

()
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Kiedy mówimy o pomiarze czasu, myslimy o wyrazeniu
czasu w standardowych jednostkach, np. w sekundach.
Tymczasem nie jest to wcale konieczne. Dyrygent orkiestry
dzieli czas z wielka dokladnoscia nie myslac o zadnych
jednostkach czasu. Zreszta, kazdy z nas potrafi odmierzyc
równo bardzo male odstepy czasu. Robimy to, na
przyklad, tanczac lub spiewajac. Krok w tancu moze trwac
pól sekundy, jednak opóznienie w stosunku do muzyki
o drobny ulamek sekundy moze byc w oczach partnerki
niewybaczalne.
Muzyka, jako pomoc naukowa, musiala byc bliska
Galileuszowi, którego ojciec i brat byli zawodowymi
muzykantami. Sam uczony dobrze gral na lutni, a nawet
próbowal komponowac.

..... -
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Galileusz i piosenka
W poprzednim numerze byla mowa o dokladnosci zegarów
konstruowanych w dawnych czasach i obecnie.
Zastanawiajace jest, jak uczeni w dawnych wiekach mogli
sobie radzic z pomiarami któtkich odcinków czasu.
Szereg podstawowych praw mechaniki odkryto w epoce,
kiedy nie umiano mierzyc odcinków czasu krótszych niz
jedna sekunda. Na przyklad, prawo spadku swobodnego
odkryl Galileusz na poczatku XVII wieku. Prawo to mówi,
ze droga przebyta przez cialo spadajace z wiezy lub
zsuwajace sie po równi pochylej jest proporcjonalna do
kwadratu czasu, jaki uplynal od poczatku ruchu.
Stwierdzenie tego faktu wymagalo od uczonego podzialu
czasu spadania na równe odcinki z dosc duza dokladnoscia.
Einstein, który byl zawsze pelen podziwu dla Galileusza,
uwazal, ze odkrycie tego prawa bylo czysta spekulacja,
poniewaz Galileusz nie byl w stanie wykonac odpowiednich
pomiarów. Jednakze, jak sugeruje ostatnio amerykanski
historyk nauki, Stillman Drake, Einstein nie docenil roli
doswiadczenia w pracy Galileusza. Drake wysunal
ciekawa hipoteze, ze tajemnica sukcesu Galileusza byla ...
piosenka ..

Proponuje ci wykonac doswiadczenie podobne do tego,
które prawdopodobnie w 1604 roku doprowadzilo
Galileusza do poznania prawa spadku swobodnego.
Wezmy dluga, gladka deske i polózmy ja na podlodze'
lekko podnoszac z jednej strony tak, by byla nachylona do
podlogi pod katem okolo jednego stopnia. Na górnym
koncu deski polózmy maly przedmiot, który moze sie po
niej latwo toczyc. Moze to byc kulka, dziecinny
samochodzik, szpulka od nici itp. Pozwólmy mu stoczyc
sie swobodnie wzdluz deski i obserwujmy jego ruch.



Zamiast s.tukac deski mozna lekko pochylic stól kuchenny.
ale wtedy trzeba zapewnic przedmiotowi miekkie ladowanie
na przyklad zatrudniajac ••asystenta" do lapania go
w powietrzu. W miare oddalania sie od poczatku równi
pochylej kulka toczy sie coraz szybciej. W jaki sposób
wzrasta jej predkosc? lak rosnie w czasie jej odleglosc
od szczytu równi? Zeby odpowiedziec na te pytania.
trzeba zaznaczyc, gdzie znajdowala sie kulka po uplywie
jednego, dwóch, trzech itd. równych odcinków czasu.
Musimy to oczywiscie zrobic bez pomocy zegarka. lak?
Ano wlasnie. przypomnijmy sobie jakas latwa rytmiczna
melodie, na przyklad ••Szla dzieweczka do laseczka".

,

Puscmy· teraz kulke zaczynajac jednoczesnie nucic. Na
poczatku kazdego taktu zaznaczamy kreda lub innym
pisakiem miejsce, gdzie znajdowala sie kulka (w przypadku
wiekszego przedmiotu - jego okreslony punkt, na przyklad
przód samochodzika). Odstepy miedzy kolejnymi kreskami
okazuja sie coraz wieksze. Warto powtórzyc eksperyment
kilka razy. Otrzymamy pewien rozrzut, czyli grupki kresek
odpowiadajacych poszczególnym taktom. W kazdej grupie
kresek zaznaczymy wyrazniej jej srodek. Teraz mozemy
zmierzyc odleglosci poszczególnych kresek (tych
otrzymanych z usrednienia) od miejsca, z którego
puscilismy kulke. Ktos, kto wykonal to doswiadczenie,
otrzymal nastepujacy wynik:

numer kreski dlugosc (cm)
l 6
2 25 6x4
3 55 6x9
4 95 6 x 16

Okazuje sie, ze poszczególne odleglosci mozna w przyblizeniu
zapisac jako iloczyny pewnej liczby (w naszym wypadku
6 cm) i kwadratów kolejnych liczb calkowitych. Przy innym
nachyleniu deski otrzymalibysmy inne liczby, ale zawsze
spelnialyby one powyzszy zwiazek.

To, ze Galileusz w ten wlasnie sposób odmierzal czas przy
wykonywaniu swego doswiadczenia, jest tylko domyslem.
Uczony nie wspomina o tym w swoich pracach. Pewnie
obawial sie. ze zdanie: "Sprawdzilem to prawo spiewajac
piosenke, podczas gdy kulka staczala sie po równi"
brzmialoby humorystycznie w publikacji naukowej.

Mala )lDelte« opracowali Przemyslaw Nowicki i Daria Zieminska

II



Metody Monte Carlo (V)

Dr Ryszard z/EL/NSK/

OBLICZANIE CALEK (c.d.)
y. t (x) Podobnie jak w poprzednim odcinku, bedziemy zajmowali sie metodami Monte Carlo obliczania

calki

(1)

b

I = ~f(x)dx.
II

a

Rys. l

F tlx)

a xl X2 x3

Rys. 2

b

x

Prezentacje bardziej zaawansowanych metod musimy jednak poprzedzic pewnymi uwagami
i przypomniec pewne fakty ze szkolnego kursu rachunku prawdopodobienstwa.
Dla uproszczenia dalszych rozwazan bedziemy - podobnie jak przy prezentacji poprzednio
omawianej metody "orzel-reszka" - zakladali, zefjest funkcja nieujemna i traktowali calke (1)
jako pole powierzchni ograniczonej osia odcietych, prostymi x = a, x = b i wykresem funkcji f
(rys. 1). Podzielmy odcinek (a,b) na m równych czesci i niech x bedzie odcieta punktu bedacego
srodkiemj-tego odcinka (rys. 2). Mamy wtedy, jak latwo sprawdzic

( 1) b-a(2) xJ = 0+ j- 2" . ----;;-' j = 1,2, "0' mo

Zauwazmy, ze jezeli m jest duze, to pole pod krzywa y = f(x) nie rózni sie duzo od pola figury
utworzonej przez wszystkie "slupki" przedstawione na rys. 2. Calka I bedzie wtedy
w przyblizenilO równa:

m 1
(3) I~ (b-a) L YJ·-·

J= I m
Zeby to przyblizenie bylo "dobre", funkcja f musi byc dostatecznie regularna (wystarczy np.,
zeby byla ciagla), a liczba m odpowiednio duza, ale nie bedziemy dyskutowali tego szczególowo.
A teraz siegnijmy do szkolnego kursu rachunku prawdopodobienstwa. Niech n = {WtoW., .. o, w.}

bedzie zbiorem zdarzen elementarnych i niech PJ = P( {wJ}). Na zbiorze n okreslimy zmienna
losowa Y i niech YJ oznacza wartosc tej zmiennej losowej w punkcie WJo tzn. YJ = Y(wJ)'

Wartosc oczekiwana EY tej zmiennej losowej wyraza sie znanym wzorem

-
Rozwiazanic zadania M 77.

Niech x bedzie wysokoscia wiezy. Mamy
x

wówczas: tl" = -,
/I

X x
tlP = b' tl(900-(HP» = c'
Alc~ - tl(900-( ••+P» = ctl("+P) =c

1 I-tl ••tlll
- tl(<<+P) - tl ••+tIP =

x'I--
Gb

x x-+-a b

Rozwiazujac otrzymane równanie otrzymujemy

. x ( x x) x'koleJno- -+- = 1---,c a b ab

( 1 I l) a+b+e
x2 _+_+_ =1, ,,2 =1,ae be Gb abc

{----obC
x= ---

a+b+e

(x jako odlcllosc jest liczba dodatnia. wiec
pomijamy rozwiazanie ujemne).

m

(4) EY = L YJPlo
J,el

a jezeli wszystkie prawdopodobienstwa PJ sa równe (a wiec jezeli PJ = ~), otrzymujemy

m 1
(5) EY= L YJ'~.

J-l m

co jest identyczne z suma wystepujaca po prawej stronie wzoru (3). Mamy wiec nastepujacy
przyblizony wzór dla calki I:

(6) I ~ (b-a)· EY.

gdzie Y jest odpowiednia zmienna losowa.
Przeprowadzimy nastepujacy eksperyment. Wezmy m jednakowych kartek papieru, na kartkach
tych wypiszmy kolejno wartosci Yl'Y" '00' y", (niektóre z liczb YJ moga oczywiscie byc jednakowe)
wrzucmy wszystkie kartki do kapelusza, wymieszajmy je starannie i wyciagnijmy na chybil-trafil
jedna z nich. Bedzie nas interesowala liczba napisana na wylosowanej kartce. Jest to oczywiscie

1
jedna z wartosci zmiennej losowej, która z prawdopodobienstwem - przyjmuje kazda

m

z wartosci YloY., ... , y",. Po wyciagnieciu kartki z kapelusza i zapisaniu sobie liczby z tej kartki,
wkladamy ja z powrotem do kapelusza i powtarzamy nasze losowanie, powiedzmy, n razyo Niech
y(ll) oznacza wynik k-tego losowania. Oczywiscie dla kazdego k mamy

l
p{y(ll) = YJ} = -, j = 1,2, ... , m.

m

Wyniki kolejnych losowan sa niezalezne (losowanie ze zwracaniem).
Z prawa wielkich liczb (patrz poprzednie odcinki) wiemy, ze z prawdopodobienstwem równym
jednosci

II

lim - L y(ll) = EY,
11-+00 n k-I

a centralne twierdzenie graniczne pozwala nam oszacowac róznice miedzy 2.. i: k = y(ll)
n k-l

12



(7)

(8)

(9)

Rozwiazanie zadania M 71.

Zachodzi równosc (a-l) l . a = a l. lezeli
przyjmiemy, ze a = y l, to otrzymamy
nieskonczenie wiele rozwiazan danello
równania % = yl-I,z = y l,Y - dowolne.
Znamy jeszcze jedno rozwiazanie tello
równania (nie objete podanymi wzorami),
a mianowicie 6 I 7 I = lO I ; nie wiemy, czy
istnieja inne rozwiazania tello równania.

oraz EY: blad oszacowania wartosci oczekiwanej za pomoca takiej sredniej wynosi 2S./yn. gdzie
(patrz poprzednie odcinki):

VI n -(-1 n )2
s. = - L (y(I:»2_ - L y(l:) •

nk=1 nk=1

W ten sposób szacowanie wartosci oczekiwanej zmiennej losowej Y, a wiec szacowanie calki (1),
sprowadza sie do wykonania odpowiedniego eksperymentu i kilku prostych rachunków.
Zastapienie calki I suma i korzystanie z przyblizenia (3) bylo nam potrzebne tylko po to, abysmy
mogli wyjasnic mechanizm odpowiedniego eksperymentu poslugujac sie pojeciami zmiennej
losowej i wartosci oczekiwanej zmiennej losowej, znanymi ze szkolnego kursu rachunku
prawdopodobienstwa. Mozemy uniknac tego przyblizenia zastepujac losowanie kartek
z kapelusza losowaniem punktów z przedzialu (a,b), np. tak jak to juz robilismy w poprzednim
odcinku. Prowadzi to do nastepujacego algorytmu szacowania calki (1):
1) wybrac na chybil-trafil punkt z przedzialu (a,b);
2) obliczyc wartosc funkcjifw wylosowanym punkcie;

. 3) powtórzyc obie czynnosci n razy i obliczyc srednia arytmetyczna liczb otrzymanych
w punkcie 2;

4) obliczyc oszacowanie calki mnozac wynik z punktu 3 przez liczbe (b-a).
Jezeli oznaczymy przez Xt, k = 1,2, ...• m, wspólrzedna punktu z przedzialu (a,b), otrzymanego

w k-tym losowaniu, to dla oszacowania i calki I otrzymujemy wzór:

A b-a n

I = -- L f(Xt),
n k= I

a blad tego oszacowania (por. wzór (7» jest równy

2(b-a) V}Ii-- -(1 n )2
=- - L f2(Xt)- - L f(Xt)
n nk=1 nk=1

I e-x2f2
Dla ilustracji przytoczymy dwa wyniki liczbowe. Obliczano calke ~ _ tlx (której wartoSC.

o Y2rr:

równa 0,3413, moze byc dokladnie obliczona innymi metodami). Obliczenia wykonano raz
metoda orzel-reszka i raz metoda przed chwila opisana, w kazdym przypadku losujac 25
punktów w przedziale calkowania (0,1). W przypadku metody orzel-reszka otrzymano wynik
0,40 z bledem 0,1960; w przypadku przedstawionej wyzej metody otrzymano wynik 0,3442
z bledem 0,0192.

II
Obliczamy calke l = J/(x)4x dla/(x) = Y2n e -,.,./2 O 2,.metoda ••orzel-reszka"

lmetoda podstawowa

Numer

----
losowa-

Wylosowany

II CzyNumer I

Wylosowany
nia

punkt
f(xi)Yi <

loso;ania
punktI/(xJ)

j
XJYJ < /(xi)? Xi

I
0,100,090,397takI

I 0,10
0,3970

2
0,730,250,306tak20,090,3973

3
0,330,760,378nic30,730,3056

4
0,520,010,348tak40,250,3867

5
0,350,860,375nie50,330,3778

6
0,340,670,377nio60,760,2989

7
0,350,480,375nie70,520,3485

8
0,760,800,299nic 80,010,3989

9
0,950,900,254nie90,350,3752

lO
0,910,170,264taklO0,860,2756Oznaczamy przez l. kolejne oszacowania calki uzyskane

11
0,390,290,370tak110,340,3765metoda podstawowa po " losowaniach.

12
0,270,490,385nie120,670,3187Biorac za podstawe oszacowan wyniki z tabelki (i dalsze,

13
0,450,370,361nic130,350,3752nie podane w tej tabelce) otrzymamy wykres:

14
0,540,200,345tak140,480,3555

IS
0,480,050.356tak150,760,2989

16
0,640,890,325nie160,800,2897

17
0,470,420,357nic170,950,2541t in18
0,960,240,252tak180,900,2661

19
0,800,520,290nic190,910,2637

0,3720
0,400,370,368nic200,170,3932

21
0,200,630,391nic210,390,36970,36

22
0,610,040,331tak220,290,3825

23
0,020,000,399tak230,270,38470,35

24

0,820,290,285nic240,490,3538

~:~~ rlc{),1413
25

0,160,650,394nic250,450,3605

Liczba sukcesów ("tak"): 10

Suma8,6043--A

A51015 20 25 30 35 40 45 50nOszacowanie calki l = 10/25= 0,4
OSzacowanie calki l" 8,6043/25 - 0,3442
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Przypomnijmy jeszcze raz (por. »Delta« 11/1975), co oznacza zdanie
"otrzymano wynik 0,3442 z bledem 0,0192".
Zdanie to mozna sformulowac równiez w nastepujacy sposób: "stwierdzono, ze poszukiwana

wartosc calki jest liczba z przedzialu (0,3250, 0,3634)". Gdybysmy jeszcze raz powtórzyli nasze
rachunki, otrzymalibysmy z pewnoscia inne oszacowanie dla calki i inne oszacowanie dla bledu.
Zdanie "poszukiwana wartosc calki jest liczba z przedzialu (oszacowanie calki - blad,
oszacowanie calki + blad)" moze byc zdaniem prawdziwym lub zdaniem falszywym, ale
prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to zdanie prawdziwe, jest wysokie i wynosi okolo 0,95.
Wartosc 0,95 tego prawdopodobienstwa jest zwiazana ze wspólczynnikiem 2 wystepujacym
we wzorze (9) na wielkosc bledu.
Podana wyzej metoda (nazywa sie ja czasami "metoda podstawowa") jest zawsze dokladniejsza od
metody orzel-reszka w tym sensie, ze ma mniejszy blad (chociaz moze sie.zdarzyc, ze wynik
otrzymany metoda orzel-reszka bedzie blizszy prawdy niz wynik otrzymany metoda podstawowa).
Ilustruja to przytoczone wyzej przyklady liczbowe. Znane sa jeszcze dokladniejsze metody Monte
Carlo. Najprostsze z nich to metoda losowania warstwowego i metoda sredniej wazonej.
Pierwsza polega na tym, ze przedzial calkowania (a w przypadku funkcji wielu zmiennych 
obszar calkowania) rozbija sie na sume rozlacznych przedzialów ("warstw") i calke przedstawia
sie jako sume odpowiednich calek liczonych na poszczególnych warstwach.
Np. dla liczb C1JCZ' ••• ,c. takich, ze a';;; Ct .;;; Cz .;;; ••• .;;; Cs .;;; b mamy

b Ct C2 b

~f(x)dx = ~f(x)dx+ ~f(x)dx+ ... + ~f(x)dx
a li Cl es

Kazda z calek takiej sumy szacuje sie metoda Monte Carlo, a poszukiwana wartosc calki I
szacuje sie jako sume tych oszacowan. Okazuje sie, ze prowadzi to do znacznej redukcji bledu .

. 1 1
Na przyklad dla podawanej juz calki --=- !e - xZ/2 dx przy rozbiciu jej na sume pieciu calek

Y2" o
otrzymano - losujac, jak poprzednio, ogólem 25 punktów - wynik 0,3406 z bledem 0,0034.

Metoda sredniej wazonej polega, mówiac z grubsza, na tym, ze nie kazdy punkt z przedzialu
calkowania ma jednakowe szanse na wylosowanie. Okazuje sie, ze w niektórych przypadkach
mozna tak zorganizowac losowanie punktów w obszarze calkowania, zeby blad oszacowania calki
byl dowolnie maly.

Prezentacja wszystkich metod Monte Carlo obliczania calek wymagalaby znacznie bogatszego
aparatu teorii prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej, ograniczymy sie wiec do tego, co
juz wyzej powiedzielismy, a zainteresowanego Czytelnika odsylamy do obszernej ksiazki "Metody

Monte Car/o" (Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa 1970).

-&-Zadania
Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI
M 76. Wyznaczyc wszystkie wielomiany f spelniajace dla kazdego wielomianu g i kazdej liczby
rzeczywistej x równosc

f(g(x» = g(f(x».
Rozwiazanie na str. 17
M 77. Z punktów odleglych o a, b, c od wiezy widac ja pod katami ex,(J, 9Qo-(a+{J). Wyznaczyc
wysokosc wiezy nie korzystajac z tablic trygonometrycznych.
Rozwiazanie na str. 12
M 78. Udowodnic, ze równanie x !y! = z! ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach
naturalnych x,y,z wiekszych od l.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI
F 26. Gaz doskonaly znajduje sie w naczyniu w ksztalcie walca, którego jedna z podstaw stanowi
ruchomy tlok.
Scianki naczynia i tlok nie przewodza ciepla.
Tlok przesuwamy równomiernie z predkoscia u, znacznie mniejsza od sredniej predkosci
czasteczek gazu.
Znajdzcie, jak zmienia sie cisnienie P gazu w naczyniu, w zaleznosci od objetosci V. Rozwazcie
przypadek gazu jedno- i dwu-atomowego (odpowiednio o trzech i pieciu stopniach swobody
ruchu).
Przed przystapieniem do rozwiazywania powyzszego zadania przypomnijmy sobie wyprowadzanie
równania stanu gazu z kinetyczno-molekularnej teorii materii.
(Fizyka dla klasy I str. 165).
Rozwiazanie na str. 17
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(3)

MONIKA MARKIEWICZ Z WARSZAWY: Uprzejmie prosze o wyjasnienie mi na /amacr.

»Delty« (1) kiedy w definicji nowego pojecia uzywamy równowaznosci, a kiedy slownego sformulowanie.
"jeze/i ... ";(2) czy zapis ,,==" oznacza to samo, co •• _"?
(1) Nie ma tu zadnej reguly. mozna i tak, i tak. Jest jednak pewna subtelna róznica w sposobie
uzywania tych sformulowan. Porównaj zdania
I. "Df./jest funkcja ciagla wtedy i tylko wtedy. gdy spelnia nastepujacy warunek: ... "
II. "Df. Jezeli f spelnia warunek ... , to mówimy, ze jest funkcja ciagia."
Pierwsze zdanie jest zdaniem nalezacym do matematyki. prawdziwym z zalozenia. Drugie zdanie
jest zdaniem o matematyce, ale do matematyki nie nalezy. Wystepuje w nim bowiem czasownik
"mówic". odnoszacy sie do czynnosci czlowieka. Sugeruje ono. ze jesli sie chce dobrze rozumiec
to, co nastapi po tym zdaniu. to nalezy termin "funkcja ciagla" rozumiec w taki sposób. by
zdanie I bylo prawdziwe.
(2) To zalezy od uzywajacego te symbole. Bywa tak. ze z dwu ludzi jeden uzywa ••== ", drugi ,,_"
w tym samym sensie. Jednakze czesto _ jest symbolem operacji logicznej. która kazdej parze
dowolnych zdan przyporzadkowuje ich równowaznosc p_q. Ta równowaznosc moze byc -
w zaleznosci od wartosci logicznych zdan p i q - prawdziwa lub falszywa. Natomiast symbol ==

rezerwuje sie dla takich sytuacji. w których wiadomo. ze dwa konkretne zdania p i q maja ta
sama wartosc logiczna. a wiec ze równowaznosc p - q jest zdaniem prawdziwym. Napis p=q
oznacza to wlasnie (TBI).

XVII MIEDZYNARODOWA OLIMPIADA MATEMATYCZNA

W dniach 7-8 lipca 1975 r. odbyla sie kolejna Miedzynarodowa Olimpiada
Matematyczna. Ekipa polska wiekszych sukcesów nie zanotowala. Oto zadania:

Dzien pierwszy.

1. Niech x" y, (i = l, 2, ... , n) beda takimi liczbami rzeczywistymi. ze

Yl .~ y: ~ Y3 ~ ... ~ y~.

Dowiesc. ze jezeli ciag Z1t zz, ... z.jest dow?lna permutacja liczb Y1t yz •... y., to
ft ft

L (x,-y,)Z ~ L (x,-z,):.;=1 ;=1
2. Niech al> az. a3 ... bedzie takim ciagiem nieskonczonym liczb calkowitych dodatnich, ze

al < al+! dla k = 1,2.3 •....
Dowiesc, ze nieskonczenie wiele wyrazów aro mozna przedstawic w postaci

a,. = x·a,+y·a.,

gdzie x i y sa liczbami calkowitymi dodatnimi i p # q.
3. Na bokach dowolnego trójkata ABC zbudowano trójkaty ABR. BCP. CAQ lezace w jego

plaszczyznie. z których zaden nie ma wspólnych punktów wewnetrznych z trójkatem ABC.
przy czym
<l:: PBC = <l:: CAQ = 45°,

<l:: BCP = <l:: QCA = 30°,

<l::ABR = <l::BAR = W.
Dowiesc. ze <l::QRP = 90° i QR = RP.

Dzien drugi.

4. Suma cyfr liczby 44444444 zapisanej w dziesietnym systemie pozycyjnym jest równa A. Niech B
bedzie suma cyfr liczby A. ZnaleZC sume cyfr liczby B. (Liczby A i B zostaly zapisane równiez
w dziesietnym systemie pozycyjnym.)

5. Czy na okregu o promieniu l mozna znalezc 1975 takich punktów. ze dlugosc kazdej cieciwy,
której koncami sa dwa sposród nich. jest liczba wymierna? Odpowiedz nalezy uzasadnic.

6. Znalezc wszystkie wielomiany P dwóch zmiennych spelniajace nastepujace warunki:
(1) P jest wielomianem jednorodnym stopnia n, to znaczy dla dowolnych liczb 'rzeczywistych

t,x. y jest

P(tx, ty) = tftP(x.y).

gdzie n jest liczba naturalna.
(2) Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b. c jest

P(a+b.c)+P(b+c,a)+P(c+a. b) = o.

PO,O) = 1.
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Laboratorium w domu

TECZA

Dr Jan A. GAJ

Któz z nas nie widzial teczy? Proponuje dzisiaj wytworzenie jej w skali
laboratoryjnej no i oczywiscie zastanowienie sie, skad sie ona bierze.
Zacznijmy jednak od przypomnienia sobie obserwacji teczy w naturze.
Z dydaktycznego, a z pewnoscia takze ivz estetycznego punktu widzenia
najciekawsza jest tecza, która niekiedy mozna zobaczyc w górach, znajdujac sie
ponad chmura i patrzac w kierunku przeciwnym od slonca, to znaczy tak, aby
widziec na chmurze wlasny cien. Widzimy wtedy tecze w postaci luku, którego
srodek pokrywa sie z cieniem naszej glowy - przy szczesliwym ustawieniu sie
w stosunku do terenu i kierunku promieni slonecznych mozna zobaczyc nawet
pelny okrag teczowy. Promien katowy teczy wynosi okolo 4r (patrz
rysunek). Przypominam, ze na zewnatrz, a wiec pod najwiekszym katem do
promieni slonecznych obserwujemy barwe czerwona. Kto tego nie pamieta, nie
musi mi wierzyc. Moze sie o tym przekonac w doswiadczeniu, którego trescia jest

WYTWARZANIE TECZY W DOMU
Podstawowa trudnoscia jest takie przeprowadzenie doswiadczenia, aby nie byc
oslepionym przez swiatlo pochodzace od tla. Dlatego próby przeprowadzamy
w zaciemnionym pokoju, do którego dosc waska smuga wpada swiatlo
sloneczne lub pochodzace od jednej zarówki. Zgodnie z ogólna opinia za tecze
odpowiadaja zjawiska zachodzace w kropelkach wody (deszczu, mgly, chmur
itp). Nasza "chmure" wytworzymy za pomoca rozpylacza. Ostrzegam jednak
przed róznymi aerozolami - mgla powinna byc wodna. Staramy sie wytworzyc
takie warunki, abysmy patrzac na mgle wodna pod odpowiednim katem mieli
jako tlo nieoswietlona czesc pokoju (jak na rysunku). Obserwacje "teczy", która przy
slabej zarówce moze byc widoczna jedynie jako jasny luk bez kolorów, ulatwi nam
lekkie poruszanie glowa- tecza bedzie sie takze poruszac.
Po wstepnym zapoznaniu sie ze zjawiskiem przychodzi nieuchronnie kolej na
pytanie

JAK POWSTAJE TECZA?
Na to pytanie bedziemy musieli odpowiedziec sobie sami. Pomoze Wam w tym
nastepne doswiadczenie. Jednoczesnie ostrzegam Was: w wielu ksiazkach zjawisko
teczy wyjasnione jest w sposób zupelnie niewystarczajacy, a czasem nawet bledny.
Myslcie wiec samodzielnie, nie zrazajac sie tym, ze nawet w Encyklopedii Fizyki
nie podano interesujacego nas wyjasnienia. W doswiadczeniu potrzebna nam
bedzie zarówka (lub swiatlo sloneczne), tekturka i butelka lub szklanka mozliwie
dokladnie w ksztalcie walca, napelniona woda. Zarówka powinna byc
umieszczona w odleglosci paru metrów od szklanki, nieco powyzej niej, najlepiej
w sasiednim pokoju. Podobnie jak w poprzednim doswiadczeniu, wylaczamy
wszelkie inne zródla swiatla. W tekturce wycinamy dziurke i umieszczamy ja tak,
aby przepuszczany przez nia promyk swiatla zarówki padl na butelke. Po
zalamaniu i odbiciu w butelce z woda, promyk padnie na tekturke, gdzie mozna
obserwowac jego slad, oczywiscie patrzac od strony butelki.
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Jezeli dysponujecie odpowiednia iloscia

alkoholu - zastapc:ie nim wode w butelce,
a pr7.ekonacie sie, dlaczeao odradzalem Wam
aerozole.

Spróbujcie teraz przesuwac tekturke na boki patrzac co sie dzieje z promieniem,
kiedy pada on na butelke w rótnych miejscach. Zwróccie szczególna uwage
na fakt, te przesuwajac stopniowo promien padajacy od srodka butelki ku jeJ
brzegowi widzimy, te plamka na tekturce najpierw posuwa sie w jednym kierunku
a potem zawraca. zeby nie miec watpliwosci, te to to samo zjawisko, co we mgle
wodnej, umiesccie Wasza tekturke w sposób pokazany na rysunku i patrzcie
na nia od strony butelki - ujrzycie rodzaj teczy, ale jednowymiarowej, bo
butelka jest walcem a nie kula, jak kropelki wody.
Jut gotowi do doswiadczen? No to powodzenia - w dzialaniu i w mysleniu.

®- -

Rozwiazanie zadania M 76

PrzypuUmy, ze wielomian Ima zadana
wlasnbU.

W szczeaólnosci dla wielomianu staleao

g(gx) = c dla kazdeao x, adzie c jest dowolna
ustalona liczba rzeczywista) zachodzi równoU

I(c) = c.

WielomianJjest wiec funkcja totaamosciowa.
Funkcja totaamosciowa Ima oczywiscie

zadana wlasnoU, adyz/(g(x» = g(x) =
= g(f(x».

Rozwiau.nie zadania F 26.

Rozwatmy przypadek spretania pzu. Przesuwajac tlok wykonujemy pewna prace nad aazem i tym samym dostarczamy
mu eneraii. Nalezy policzyc zmiane energii czasteczek pzu w jednostce pzu w wyniku ich zderzen z tlokiem.

Czasteczki pzu posiadaja rótne predkosci. Sposród calkowitej liczby czasteczek N, wyróznijmy arupe N. czasteczek,

które posiadaja w danej chwili skladowa predkosci wzdluz osi tloka v." > O (niech os x ukladu wspólrzednych pokrywa
sie z osia tloka).

Liczymy· zmiane energii czasteczki o predkosci v." w wyniku zderzenia z tlokiem. W ukladzie odniesienia zwiazanym

z tlokiem, x -owa skladowa predkosci czasteczki przed i po zderzeniu wynosi odpowiednio v,,,+u oraz -(v,,,+u). To

same wielkosci liczone wzaledem nieruchomych scianek naczynia wynosza odpowiednio v." i -(v,,,+2u). Stad zmiana
eneraii rozwatanej czasteczki o masie m wynosi:

m m
.dE = T (v,,,+2u)'- Tli',,' ~ 2mlI,,,·u,

jezeli zaniedbamy wyraz z u. jako maly.

W odstepie czasu .dt, sposród N, czasteczek tylko te moaa uderzyc o tlok, które znajduja sie od nieao w odlealosci
blitazej niz (v,,, + u).dt. Takich czasteczek jest w naczyniu:

N S(v,,,+u)Llt d" . h' I k
•• V ,a ZJe S Jest pow.erze ma t o a.

W odstepie czasu LIt ich cneraia zmienia sie o .dE.,

W"S·m.uv.,,2L1t •
.dE, = - V

Wyraz z u' zostal ponownie pominiety.

Zeby obliczyc calkowita zmiane eneraii wszystkich czasteczek, musimy uwzglednic czasteczki o wszystkich mozliwych
predkosciach v,,,.

2· S . m' u . LIt~ SmuLlt _ SmuLlt-LlEca'I< = . L.,NItI.,,' = ---N'v,,' = 1/3 ---N'v',
Y' I V V

gdzie;,,' jest srednim kwadratem x - owej skladowej predkosci czasteczek pzu, a Vi - srednim kwadratem predkosci

czasteczek. W powytazych przeksztalceniach uwzglednilismy jednakowe prawdopodobienstwo wystepowania czasteczek

poruszajacych sie w kierunku do tloka (v,,, > O) i w kierunku przeciwnym (v." < O). Dla pzujednoatomoweao
calkowita energia czasteczek pzu, Ecall< wynosi:

1 -
Ecall< = 2N'm·v·.

Dla pzu dwuatomowego: Ecall< = +Nm;·. OIÓ1nie obowiazuje zaleznoU:

Ecalt = ~ N,;;v·, adzie. I oznacza liczbe stopni swobody ruchu.

Stad:

2 S·u·iJt
.dEcalt = I V • Ecolt

Poniewaz wyrazonie S' U· LIt oznacza zmiane objetosci gazu (ze znakiem ••- n, bo rozwazamy sprezenie pzu), wiec
(w granicy LII -+ O):

dEcolt 2 dV

Ecolt = - IV
Calkujac to równanie otrzymujemy:

•
Ecalt Vi = const

Uwzaledniajac zaleznoU pY - Ecalt (równanie sianu dla gazu doskonalego) otrzymujemy zwiazek;
'+2

Py-,- = const.

Jest to znane równanie dla przemiany adiabatycznej. WartoU wykladnika ,,_ '~2 wynosi 5/3 dla aazów

jednoatomowych i 7/5 dla gazów dwuatomowych.
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