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Kombinatoryka i boisko

Dr hab. Wiktor MAREK

- Wlasciwie to ja bardziej lubie grac w siatkówke nit pic piwo, powiedzial
Staszek do kolegów rozpinajac ortalionowa wiatrówke i grzejac twarz w ostrych
promieniach marcowego slonca.
- Ba, katdy woli, - mruknal Kazik.
- No wlasnie, jest nas szesciu, Janek, Piotr I, Piotr II, Kazik, Bronek no i ja.
Gdybysmy mieli boisko do siatkówki, to bylaby z nas nawet niezla drutyna.
-Pewnie.
- Ale gdzie grac?
- Na podwórku u Piotra I jest kawalek ziemi, który by sie nadal na boisko. Ale
trzeba by nad nim popracowac, zrobic rózne rzeczy: splantowac teren, wykopac
doly pod slupy, zrobic te slupy, nawiezc ziemi, zrobic wal zeby byla trybuna
dziewczynom tez sie cos nalety - no i zebrac butelki po wódce - jak je
sprzedamy to beda pieniadze na siatke i pilke.
- Chlopaki z Ogrodowej beda nam zazdroscic.
- Ale grac przyjda.
'- Pewnie, ale jak juz bedzie gotowe.
- No to mOze Janek, Piotr II i Bronek splantuja te ziemie - powiedzial
Staszek, - a ja z Piotrem I i Kazikiem wykopie doly.
- Kto zrobi slupy?
- Ja - krzyknal Bronek, - ale nie sam.
- No pewnie, - powjedzial Staszek, - pomozemy ci z Piotrem II.
- Do wozenia ziemi to ja sie nadam - dodal Piotr II, - mam stara, taczke
w piwnicy.
- I ja, i ja - krzykneli Janek i Piotr I.
- A ten wal to juz my ubijemy z Piotrem i Kazikiem - powiedzial Staszek.
- Przeciez juz razem kopiecie doly.
- A co, nie mozna?
- No, zostaja juz tylko te butelki, ale to proste - rzekl Janek - ja sam pochodze
kolo zsypów.
- Dobrze, mozemy pójsc razem - rzekl Bronek.
- Tylko, ze ktos powinien byc odpowiedzialny za kazda robote.
- I za rózne kto inny.
- No pewnie, niech sie chlopaki mecza - rzekl Piotr II.
- Ciebie tez nie minie.
- A co, wykrecam sie?
- Bardzo skomplikowana sprawa.
-Co?
- Nt>wybór tych odpowiedzialnych.
- E, tam - rzekl Bronek - ja zorganizuje równanie boiska.
- A ja zajme sie tymi dolami - powiedzial Piotr I.
- No to ja bede dogladac slupów - dodal Piotr II.
- Wiec ja musze sie wziac za taczki - rzekl Janek.
- Klops.
- Co klops.
-,Kto zajmie sie szklem?
- A rzeczywiscie, albo Janek zostawi taczki, albo Bronek równanie boiska.
- Wy tak na sile, a tu sposobem trzeba.
- Juz mam, - powiedzial Staszek i zaczal cos kreslic patykiem na piasku.
- To bedzie tak: Równanie zorganizuje Bronek, kopanie dolów ja sam, slupami
zajmie sie Piotr II, wozeniem ziemi Piotr I, Kazik walem, a szklem Janek. Dobrze?
- Pewnie - krzykneli chlopcy i pobiegli wypic ostatnie piwo przed zajeciem sie
czyms potytecznym.
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Symbot lAI oznacza ilosc elementów zbioru A.

v - Vo(I--~) =vo(t-n~).

Zaczynamy

od tego, ze ze zbioru Xl wybieramy n i pare <Xl ,j: > nazywamy chwilowym selektorem dla
zbioru Xl' Pare te notujemy na specjalnej kartce noszacej tytul "Selektor chwilowy". Na kartce
tej bedzie do tego momentu stale wypisany ciag

<Xl, at>, <X2, a2), ... , <Xk, ak>.

(oczywiscie najpierw jednoelementowy) zwan)' selektorem chwilowym rodziny (Xl •...• Xk)
(tez najpierw jednoelementowej).

D
Sprawdzamy teraz, czy k jest równe n,

Jesli tak,
to na kartce "Selektor chwilowy" wycieramy slowo "chwilowy" i konczymy prace.
Jesli nie
czyli k < n. to mamy jedna z dwu sytuacji:
Albo
w zbiorze Xk+! jest liczba nie wystepujaca w zbiorze {ar. ... , ak} - patrz "Selektor chwilowy".
Wówczas selektor chwilowy przedluzamy dopisujac na koncu pare

(Xk+h b)

Napis na tej kartce nazwiemy lista. a jej czesci pomiedzy kreskami - sektorami (bedzie ich
potem wiecej).

DO
Mamy wiec liste podzielona na sektory, powiedzmy Slo ...• S" Bierzemy teraz pierwsza z liczb
naszej listy, nad która nie ma kreski, niech bedzie to y (na poczatku wcale nie ma kresek. wiec
bierzemy po prostu pierwsza liczbe z listy).

Klopot kolegów rozwiazany. ale zobaczmy. jak mozna go uogólnic. tak by stal sie interesujacym
problemem matematycznym.
A wiec mamy zbiór X (to nasi koledzy z podwórka) i ciag jego - niekoniecznie róznych
podzbiorów Xt •...• X.(Xt to zbiór kolegów. którzy splantuja teren. Xz to zbiór zlozony z tych.
co zrobia slupy itd). Teraz kazdemu ze zbiorów Xh ••••X. chcemy tak przyporzadkowac jego
element (to wlasnie odpowiedzialny za prace), który nazwiemy reprezentantem. by róznym
wyrazom ciagu przypisane byly rózne elementy (choc same wyrazy moga czasem sie powtarzac).
Jesli wiec mamy taki ciag ~Xl' al >•... < X •• a.~. ze a, eX, oraz i #- j=>a, #- aJ to nazwiemy

go selektorem dla rodziny (Xr. ...• X.).
A wiec kiedy uporzadkowana rodzina (Xt, ...• X.> ma selektor? Bez trudu przekonujemy sie.
ze dla kazdej liczby k <: n zlaczenie (suma teoriomnogosciowa) dowolnych k sposród zbiorów

naszej rodziny X'l v ... V X'k (il < i2< ... < ik) musi zawierac co najmniej k elementów.
(Mamy bardzo prosta interpretacje na naszym przykladzie: Jesli wzielismy jakiekolwiek cztery
sposród naszych zbiorów. to ich zlaczenie zawierac musi co najmniej cztery osoby. mianowicie
odpowiedzialnych).
Znacznie mniej oczywista rzecza jest to. ze wskazany warunek konieczny jest tez i dostateczny.
Twierdzenie powyzsze nazywa sie twierdzeniem Halla.

Twierdzenie Hal/a: Na to. by uporzadkowana rodzina <Xl •...• X.> miala selektor. potrzeba
i wystarcza by dla kazdego k.;;;; n i dowolnego ciagu l <: il < ... < ik <: n:

k

IUX'j/>k.
j=1

Interesujacym, a mniej nieco znanym faktem jest to. ze mozna podac algorytm konstrukcji
selektora. Algorytm ten konstruuje selektor (o ile selektor istnieje). Opiszemy go ponizej. Bez
trudu mozemy zalozyc, ze nasz zbiór X sklada sie z liczb. Jesli liczy on m elementów, to mozemy
zalozyc. ze jest on po prostu zbiorem {l •...• m}.
Zatem wypisujac elementy zbiorów Xr. ... , X. po kolei mamy

I .k+l .k+1 I.11 .··.,lrk+l
"*

gdzie b jest naj mniejsza z liczb ze zbioru

Xk+l - {at, ...• ak}'

Zastepujemy tez k przez k+ l i wracamy do D.
Albo
Xk+! C {al' ... , ak}' Bierzemy wtedy nowa kartke. na której wypisujemy elementy zbioru Xk+l
w pionowych kreskach, a pod spodem piszemy *.
Mamy wiec napis

Xl = Ut. ···.j!l}.

X. = {j~•...,j~.}.

c

"
m'ojJl' Vo:

l" = "'o

Stad-

(2)

(t)
1+~-

Vf

gdzie v jest predkoscia od~alajacej sie
rakiety (v > O), a Vf predkoscia fazowa fali
elektromagnetycznej w srodowisku, w którym

nastepuje emisja (t1 "0 A, gdzie l jest

dlugo<kia fali w dan)"m srodowisku).

Oczywiscie tlf c. gdzie c jest predkoscian
fali elektromagnetycznej w prózni,

a 11 w:)pólczynnikiem zalamania srodowiska.

Poniewaz v c( l.'f wzór (1) mozemy przepisat'
w po•.•taci:

Rozwiazanie przykladu 1 z zadania F17

Zachodzi nastepujacy zwiazek miedzy

czestoscia fali emitowanej "'o i czestoscia

obserwowana v:

lit

Czestosc wystepowania wzmocnien

w aparaturze odbiorczej oczywiscie odpowiada

róznicy ~Vo. Podstawiajac znane wartosci

lic.bowe do wzoru (2) otrzymamy dla n

warto~c t .
2

Czy wartosc wspólczynnika 11 mniejsza od
jednosci nie niepokoi Was, Czytelnicy?

Zaniepokojonych od'Yfamy do str. 13.

Rozwiazanie zadania M 80.

PrzypuSCmy, ze dla pewnych liczb

naturalnych Xl t Xl. Yl, Y2 zachodza zwiazki

Xl!+Yl! = X2!+Yl!,X. =s:;; YJ,Xl:S:;; Yl,
Xl < Xl. Wówczas zachodzi tet nierównosc

YI :.:> Xl. gdyt w przeciwnym przypadku

byloby Xl I+Yl t < X, !+x,! •• X, !+y,! co
przeczyloby równosci Xl !+ Yl ! = X, !+ Y. !
Poniewatjest Xl :E;,; Yl, Xl < Yl. wiec liczba

X1!+ Y1 !-Yi ! = Xl! dzieli sie przez Xl!, co
jest niemozliwe, gdyz Xl < Xl.

Przypuszczenie nasze jest wiec falszywe
a wiec nie istnieja liczby, które matna dwoma
sposobami prze4stawic w postaci x! +y!

--
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Rozwiazanie zadania M 81.

Zalózmy, ze k jest pierwiastkiem kazdego
z danych równan, a wiec ze zachodza równosci

ak'+bk+c = O.

ck'+bk+a = O.

Odejmujac je stronami otrzymujemy
(a-c)k'-(a-c) = O, co wobec a ~ c daje
k2 = I czyli k = + I.Podstawiajac te wartosc
k do któregos z równan otrzymujemy a+b+
+c = Oczya+c = +bskad la+cl = Ibl.
Zalózmy teraz, ze ia+ ci = Ibl czyli a+c =
= +bskad a±b+c = O. Oznacza to, ze
jedna z liczb I i -I jest wspólnym
pierwiastkiem obydwu równan,

Gdy takiej liczby nie ma,
stwierdzamy: "Rodzina <Xl> ".,Xu) nie ma selektora" i konczymy prace.
W przeciwnym razie
piszemy nad y kreske i znów mamy do czynienia z jedna z dwóch sytuacji:
Albo

y nalezy do {al> ... , au} - patrz "Selektor chwilowy". Wtedy y jest reprezentantem któregos ze
zbiorów Xl> ... , Xk (i tylko jednego). Niech zbiorem tym bedzie Xu. Wówczas powiekszamy liste
o nowy sektor, pod którym piszemy y (tak, jak pod pierwszym napisalismy *). Nowy sektor
tworza liczby które naleza do X. i nie naleza do zadnego z wypisanych juz sektorów, a wiec
elementy zbioru

X.-(Sl V ... V S,).

Gdy Xu C SI V ... V S, dopisany sektor bedzie wygladal tak
I I--

Y
Zamiast t bierzemy teraz t+ l (tyle mamy sektorów) i wracamy do D D
Albo

y nie nalezy do {al, ... , ak}'

000
y jest na !iscie w jakims i tylko jednym sektorze, pod którym, co wiecej, jest cos napisane,
powiedzmy m.

Teraz w "Selektorze chwilowym"

gdym = *
dopisujemy na koncu <Xk+l> y), bierzemy jako k liczbe k+ l (tak dlugi mamy juz selektor),
wyrzucamy kartke z lista i wracamy do D;
gdym -# *
dla pewnego i <: kjest m = al. Wówczas zamieniamy napis <XI, al) na napis <XI, y), bierzemy
jako y liczbe m i wracamy do D D D.

Teraz trzeba juz tylko uzasadnic, ze nasz program wydrukuje selektor dla rodziny <Xl, ... ,Xu)

(o ile istnieje, a wiec jesli warunek Rallajest spelniony). Przypuscmy przeciwnie: nie udalo

nam sie utworzyc selektora. Stanie sie tak wtedy gdy bylismy w punkcie D D, ale nad
wszystkimi elementami listy byly kreski. Zatem na wypisanej liscie pojawily sie wylacznie
elementy ze zbioru {al, , ak} (dlaczego ?), choc moze nie wszystkie. Powiedzmy - w liscie

naszej wypisalismy a/I' , a/w' Kazdy z nich jest reprezentantem któregos sposród zbiorów
Xb ••" Xk, mianowicie a/I reprezentuje XII' a/w reprezentuje X/w' Ale jesli a/ wystepuje w liscie.
to cale X/ zostanie wypisane w liscie. Istotnie, to co nie zostalo wypisane do sektora pod którym
jest wypisana ah zostanie wypisane w tym sektorze. A wi~c w naszej liscie wypisalismy w+ l

zbiorów: XkHa potem X/I' ... , X/w' Jednakowoz ich suma liczy w elementów przeczac
warunkowi Ralla.

A wiec wykazalismy skutecznosc naszego algorytmu.

Zycze wesolego sprawdzania!

Dociekliwy Czytelnik «Delty» spyta, czy twierdzenie RaBa ma i inne zastosowanie - oprócz
wspomnianego wyzej, Otóz nie ma co ukrywac, ma. Zarówno w technice, na przyklad
w nowoczesnych centralach telefonicznych (tak, tak), oraz oczywiscie do róznych problemów
matematycznych, zawsze tam, gdzie zachodzi potrzeba wyboru bez powtórzen, sortowania etc.
Do twierdzenia Ralla redukuje sie wiele problemów - szczególnie w teorii grafów, a nikogo
chyba nie trzeba przekonywac, ze ta teoria ma zastosowania w technice (szczególnie w elektronice),

Ale udowodnilismy po drodze istotne wzmocnienie twierdzenia Ralla:

Jesli <Xb ..•,X.) jest rodzina spelniajaca warunek RaBa, k <: n i «Xb al), ..., <Xt, ak» jest
selektorem dla rodziny <Xl, ... , Xk), to istnieje taki selektor
«Xh bl), , .. , <Xu, bu» dla rodziny <Xto , •• , X.), ze {ah , .. , ak} C {bh "" bu}.

A wiec jesli mamy wybranych odpowiedzialnych za pierwszych k zadan, to mozemy tak wybrac
odpowiedzialnych za wszystkie zadania, ze obrani do tej pory beda odpowiedzialnymi (choc
moze za inne zadania).

A dowód tego wzmocnienia? Po prostu podlaczarny do naszego programu selektor «Xb al),
, .. , <Xk, ak» i startujemy z punktu D. No, ale to juz inna sprawa .
Zauwazmy wreszcie, ze Staszek - prawdopodobnie - znal nasz algorytm. Jesli bowiem
zastosujecie nasz program do rodziny:
<{l, 3, 5}, {2, 4, 6}, {3, 5, 6}, {I, 2, 3}, {2, 4, 6}, {l, 5}) to otrzymacie selektor
«{1, 3, 5}, 5), <{2, 4, 6}, 6), <(3, 5, 6},) (3, {l, 2,3}, 2), <{2, 4, 6}, 4), <{l, 5}, l».

.-l
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Zjawisko Dopplera w optyce

Dr Aleksandra KOPYSTYNSKA

Vo =

Christian Doppler (1803-18S3) - austriacki

fizyk i astronom.

A - ~ - dlullOS~ fali jest równa ilorazowi·0
predkosci jej rozchodzenia sie w danym

osrodku i czestosci '0. z jaka jest ona

emitowana przez zródlo.

Zjawisko Dopplera kazdemu kto o nim wie niewiele, kojarzy sie z efektami akustycznymi.
Typowy, szkolny przyklad mówi o nadjezdzajacej lokomotywie i obserwatorze znajdujacym sie
blisko toru. Lokomotywa gwizdze, a wiec wysyla fale akustyczne, a obserwujacy jej przejazd
czlowiek slyszy wyraznie zmiane tonu gwizdu w chwili, gdy lokomotywa mija go.
Przechodzac od przykladu do rozwazan ogólnych, bedziemy operowali pojeciami zródla
wysylajacego fale (nie koniecznie akustyczne) o czestosci Vo i odbiornika reagujacego na czestosc
dochodzacych do niego fal. Jezeli przez v oznaczymy predkosc z jaka porusza sie zródlo,
a przez c oznaczymy predkosc rozchodzenia sie fal w otaczajacym zródlo osrodku, wystepowanie
efektu Dopplera przejawi sie w tym, ze nieruchomy odbiornik zarejestruje fale o czestosci

v = Vo (l± :).

Znak ••+" odpowiada sytuacji, w której zródlo zbliza sie do odbiornika, znak ••-" natomiast
odpowiada sytuacji, w której zródlo oddala sie. Efekt Dopplera wystapi tez, gdy odbiornik
porusza sie, a zródlo fal jest nieruchome, jak równiez wtedy, gdy porusza sie zarówno zródlo,
jak i odbiornik. Podany wzór dobrze opisuje oba przypadki, w których porusza sie jeden
z elementów, a drugi pozostaje nieruchomy, jezeli spelniony jest warunek, ze predkosc v zr6dla
lub odbiornika jest znacznie mniejsza od predkosci c z jaka rozchodza sie fale. Ustalamy uwage
na przypadku, w którym ruchome jest zródlo i niech tym zródlem bedzie atom emitujacy
promieniowanie o czestosci spelniajacej warunek

Ez-El
h

gdzie Ez oznacza energie stanu wzbudzonego, w którym atom znajdowal sie przed aktem
emisji, a El oznacza energie stanu, w którym atom znalazl sie po akcie emisji, h oznacza stala
Plancka. Ale czy mozemy obserwowac okreslony atom w zbiorze identycznych atomów?
Oczywiscie nie. Atomy w zbiorze stanowiacym gaz lub pare, poruszaja sie w róznych kierunkach
z róznymi predkosciami o charakterystycznym rozkladzie opisanym wzorem Maxwella:

James Clark Maxwell (1831-1879) - angielski

fizyk. autor wielu prac z róznych dzialów

fizyki, sformulowal podstawowe równania

elektrodynamiki.
Patrz «Delta» 9/1974.
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We wzorze tym LlN(v) jest dlugoscia malego przedzialu wartosci liczby atomów
poruszajacych sie z predkosciami bliskimi wartosci v, zawartymi w przedziale o dlugosci LIv,

N oznacza calkowita liczbe atomów zbioru, m jest masa atomu, k jest stala Boltzmanna,
a T oznacza temperature gazu lub pary podana w stopniach Kelvina. Rozklad predkosci atomów
w fazie gazowej jest izotropowy. Mozemy wiec rozwazac jeden kierunek w przestrzeni, na
przyklad ten, w którym prowadzimy obserwacje. W kartezjanskim ukladzie wspólrzednych,
którego poczatek umieszczony jest w srodku naczynka zawierajacego badane atomy, kierunek
obserwacji wybieramy wzdluz osi x. W naczynku jest pewna grupa atomów o skladowej predkosci
v" = O, sa tez atomy, które poruszaja sie tak, ze ich skladowe v" sa zwrócone badz w strone
odbiornika, badz tez w strone przeciwna. Ostatecznie, dla osi x (tak jak i dla pozostalych osi)
rozklad predkosci jest taki, jak przedstawiony na rysunku l. Odbiornik, który ma zdolnosc
analizowania pod wzgledem czestosci padajacego nan promieniowania, reaguje równiez na
natezenie l.Natezenie promieniowania jest proporcjonalne do liczby promieniujacych atomów,
a te poruszaja sie z predkosciami wykazujacymi rozklad Maxwella. W wyniku tego oraz efektu
Dopplera, odbiornik rejestruje cale pasmo czestosci zgodnie ze wzorem v = vo(1±v,,!c), a rozklad
natezenia w funkcji czestosci w tym pasmie, które nastepnie bedziemy nazywali linia, jest
równiez pokazany na rysunku l. Szerokosc linii LlVD zmierzona w polowie jej wysokosci, setki

razy przewyzsza tak zwana szerokosc naturalna linii, jaka, mozna by obserwowac, gdyby nie bylo
efektu Dopplera. Warto tu moze zauwazyc, ze linie emisyjna i absorpcyjna maja taki sam profil.

••
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- linia z lampki
linia absorpcyjna

Rys. 2

Odwrócmy zagadnienie i zamiast obserwowac linie emitowana przez zbiór atomów, zbadajmy
ksztalt i szerokosc linii absorbowanej przez zbiór atomów. Oswietlmy naczynko wzdluz osi x
promieniowaniem rezonansowym pochodzacym z konwencjonalnego zródla swiatla, a wiec
obarczonym szerokoscia dopplerowska. Temperatura naczynka jest zwykle duzo nizsza od
temperatury lampki, a wiec atomy poruszaja sie W nim z predkosciami uwarunkowanymi nieco
"wezszym" rozkladem Maxwella. Linia absorpcyjna ma ksztalt doppJerowski, poniewaz

czestosci rezonansowe dla atomów poruszajacych sie z predkosciami v x wynosza v = Vo(1 ±v x/c).

Jak widac na rysunku 2, promieniowanie o czestosci v mniejszej ()d VI oraz wiekszej od V2 nie
v; v bedzie absorbowane przez atomy w naczynku (os rzednych, na której odlozone jest natezenie

linii absorpcyjnej zostala odwrócona w celu latwiejszej interpretacji rysunku). Jezeli w naczynku
nie wystepuja zadne dodatkowe efekty, linia emisyjna nie ma powodu róznic sie od linii
absorpcyjnej przedstawionej na rysunku 2.

Wspólczesne przyrzady optyczne maja tak dobra zdolnosc rozdzielcza, ze precyzja prowadzonych
badan uwarunkowana jest szerokoscia obserwowanych linii. Jak zdazylismy sie juz przekonac,
na linie dopplerowska sklada sie jak gdyby suma linii pochodzacych od pojedynczych atomów
zbioru, poruszajacych sie z róznymi predkosciami. Wyodrebnienie takiej "pojedynczej" linii
jest zabiegiem analogicznym do znaJezienia igly w stogu siana.

Wiazka skolimowana - wiazka równolcllla.

I,N

Rys. 3
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Poznamy teraz trzy rózne metody eliminowania skutków istnienia efektu Dopplera. Jedna
z najstarszych, bo liczaca sobie kilkadziesiat lat, jest metoda wiazek atomowych. Wiazka atomowa
to waski, dobrze skolimowany strumien atomów poruszajacych sie w zadanym kierunku.
Obserwacje promieniowania emitowanego przez te atomy prowadzimy prostopadle do kierunku
wiazki. Mamy wiec do czynienia z przypadkiem, w którym wszystkie promieniujace atomy maja

skladowa predkosci Vx = O. Odbiornik rejestruje waska linje o czestosci vo, bedacej czestoscia
rezonansowa badanych atomów. Zgodnie z tym, co zostalo powiedziane poprzednio, przy
oswietleniu wiazki atomowej wiazka swiatla rozchodzaca sie prostopadle do niej, z linii o profilu
dopplerowskim zostanie zaabsorbowane tylko promieniowanie o czestosci Vo. Efektu Dopplera
mozna sie tez pozbyc wykorzystujac wlasnosci promieniowania laserowego, a wiec jego wysoka
monochromatycznosc czyli waskosc spektralna linii, bardzo duze natezenie oraz bardzo dobre

skolimowanie, a ponadto mozliwosc strojenia czyli doboru czestosci linii laserowej do czestosci
przejscia rezonansowego w atomie. Oswietlajac zbiór atomów w naczynku linia laserowa
o czestosci VL (zakladamy, ze szerokosc linii laserowej jest tego rzedu, co szerokosc naturalna
linii) róznej od czestosci vo, spowodujemy rezonansowa absorpcje tego promieniowania jedynie
przez atomy o predkosci pelniajacej warunek VL = vo(1 +v~/c), gdzie v~jest skladowa predkosci
wzdluz kierunku rozchodzenia sie wiazki laserowej. Rozklad predkosci atomów znajdujacych sie
w stanie podstawowym zostanie zaklócony i bedzie sie przedstawial tak, jak na rysunku 3a.
Atomy o skladowej predkosci v~, po pochlonieciu kwantów promieniowania o energii hVLprzejda
do stanu wzbudzonego, w którym rozklad predkosci jest taki jak na rysunku 3b. W tym stanie sa
tylko atomy o skladowej predkosci v~ a szerokosc linii jest porównywalna z szerokoscia
naturalna. Udalo sie nam odnalezc igle w stogu siana. Przestrajajac laser, to znaczy zmieniajac
wartosc VL, bedziemy mogli oddzialywac z coraz to inna grupa atomów. Dla VL = Vo bedziemy
mieli do czynienia jedynie z atomami o v~ = O.

Inny sposób pozbycia sie efektu Dopplera wykorzystuje tak zwana absorpcje dwufotonowa.
Wiazka laserowa przechodzi przez naczynko zawierajace badane atomy, trafia na zwierciadlo,
odbija sie od niego i ponownie przechodzi przez naczynko po tej samej drodze, ale w przeciwna
strone (patrz rysunek 4).

Laser Naczynko

Rys. 4

Zwierciadlo

Czestosc linii laserowej jest tak dobrana, aby dopiero suma energii dwóch kwantów odpowiadala

przejsciu atomu miedzy dwoma poziomami energetycznymi, czyli

hvo+hvo = E2-EI•

Atom, który porusza sie w naczynku z predkoscia o skladowej wzdluz kierunku rozchodzenia sie

wiazek swiatla równej vx, bedzie w stosunku do jednej z wiazek oddalal sie od zródla (tym razem
atom jest odbiornikiem), w stosunku do drugiej - bedzie sie do niego zblizal. W pierwszym
przypadku, jego czestosc rezonansowa wyniesie VI = Vo (1- vx/ c), w drugim natomiast V2 =
= vo(1 +vx/c). Absorbujac równoczesnie po jednym fotonie z kazdej wiazki, atom nasz nie
zauwazy faktu, ze sie porusza. Pomnózmy oba równania przez stala Plancka i dodajmy
stronami. Otrzymamy

hVI+hv2 = hvo(1-v,,/c)+hvo(1+vx/c) = 2hvo.

A co bedzie, jesli nasz atom pochlonie oba fotony z tej samej wiazki? Wówczas nie
pozbedZiemy sie efektu Dopplera. Istnieje jednak sposób zmuszenia atomu do absorpcji po jednym
fotonie z kazdej wiazki. Omówienie go przekroczyloby jednak ramy tego artykulu.
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Problemy budowlane

W sklepach z artykulami modelarstwa lotniczego, na
przyklad Vi Skladnicy Harcerskiej, mozna tanio kupic
duza ilosc cienkich listewek, o przekroju np. 2 x 3 mm.
Posluza nam one do ciekawego doswiadczenia.

Potnijmy listewki na odcinki o dlugosci okolo 25 cm.

Czy umielibyscie teraz zbudowac z nich szkielet dachu
nad hala o wymiarach 1,5 x 1,5 m, nie klejac, nie wiazac
'lni nie laczac listewek w inny sposób ze soba?

A jest to mozliwe, Aby dopiac tego, zauwazmy najpierw,
ze jesli ulozymy cztery listewki jak na rys. 1 i kazdej
wolny koniec podeprzemy, to listewki nie spadna.

Ofi-> OPD

Rys.2

Gdyby koniec D listewki d opadl o pewien odcinek, nazwijmy go

OPD, to koniec A listewki a musialby opasc bardziej:

Jesli taki "wezel" zapewnia utrzymanie w powietrzu
jednego konca kazdej dochodzacej do niego listewki,
to dlaczego klocków, które podpieraja pozostale konce,
nie zastapic takimi samymi "wezlami"? Dopiero wolne
konce sterczace z tych nowych "wezlów" mozna podeprzec
klockami.
Nasuwa nam to pomysl ogólnego przepisu na budowe
szkieletu dachu nad placem tak rozleglym, jak tylko
zechcemy. Widok z góry dwóch takich szkieletów
przedstawia rysunek 3.
Budowa nie powinna sprawic Wam trudnosci, jesli tylko
przeprowadzicie ja stopniowo, dodajac po jednym "wezle".
Wszystkie konce listewek, które dopiero planujecie ulozyc
w "wezel", a które chwilowo nie sa tak zlozone, musza
byc tymczasowo podparte klockami. Tylko spod gotowych
"wezlów" mozecie wyjmowac klocki.

&

Rys. l

Nie ma w tym nic tajemniczego: Wyobrazmy sobie
bowiem, co by bylo gdyby koniec choc jednej listewki
opadl choc troche. Niech to bedzie koniec D listewki d.
Otóz gdyby opadl on o odcinek OPD' to jak widac
z rysunku 2, koniec a musialby opasc równoczesnie
o wiekszy odcinek OPA : OPA > OPD'
Ale dokladnie z tej samej przyczyny, równoczesnie
koniec B listewki b musialby opasc o jeszcze wiekszy
odcinek: OPB > OPA (patrz rys. 1,2). I tak dalej:
równoczesnie OPc > OPB i OPD> OPc. Ale
z otrzymanego lancucha nierównosci:

OPD> OPc > OPB > OPA > OPD'

wynika nierównosc

OPD> OPD'

czyli koniec listewki d musialby równoczesnie opasc
o dwa rózne odcinki.
Tak jednak byc nie moze, i dlatego koniec listewki d nie
moze wcale opasc.

Widok z g6ry

trZy klocki podpieraja.ce ten "we
zasta,pilismy l1O'v\fymi ~wezlami"

Rys. 3



Podobnie jak to uczynilismy dla pojedynczego "wezla",
mozna teoretycznie wyjasnic dlaczego caly taki szkielet
utrzyma sie nad ziemia. Mozna mianowicie udowodnic,
ze nad ziemia utrzyma sie kazdy taki szkielet dachu,
w którym podparte beda wszystkie te konce listewek,
które nie wspóltworza "wezla". Kazdy z wielu mozliwych
dowodów tego faktu wymaga jednak sporej liczby
dodatkowych wyjasnien, bez których nie bylby
przekonywujacy, a te z kolei wykraczalyby poza ramy
tak Malej Delty, jak i Waszej cierpliwosci.
Dlatego powrócmy lepiej do faktów doswiadczalnych.
Czy sa mozliwe inne samotrzymajace sie "wezly"?
Tak, na rysunku 4 widzimy "wezel" z 3 listewek
i widok z góry szkieletu zrobionego z takich wezlów.
Spróbujcie skonstruowac jeszcze inne "wezly" i szkielety
dachów. Nie wszystkie "wezly" w jednym szkielecie musza
byc jednakowe; szkielet zlozony z dowolnych "wezlów"
utrzyma sie w powietrzu, jesli tylko wszystkie konce
listewek nie lezace w wezle beda podparte.

Rys. 5

Budowa dachu jest nieco trudniejsza niz budowa szkieletu,
gdyz ze wzgledu na watlosc budowli z kart, trudno jest go
wewnatrz tymczasowo podpierac. Najlepiej jest ulozyc
dach na podlodze, podkladajac z dwóch stron
dwuczesciowa ramke z listewek, jak na rys. 6, a gotowy
dach przeniesc dopiero, trzymajac go za pomoca ramki,
na budowle i tam ostroznie wyjac kazda czesc ramki spod
dachu. Wtedy dach spocznie na budowli.
Ramka musi byc gladka, trzeba ja wygladzic papierem
sciernym, a dobrze jest ja jeszcze potem polakierowac.
Jest z tym troche roboty, ale jesli karty sa nowe, to dach
wychodzi lekko wypukly, wielospadowy i naprawde ladny.
Na koniec proponuje Wam rozwiazanie jeszcze dwóch
zadan:
- Przerzucic, naturalnie bez klejenia, szkielet mostu
z listewek dlugosci 25 cm, ponad rzeka o szerokosci 1 m;
- Dla karciarzy: przetlumaczyc na jezyk kart jakis inny,
wymyslony przez Was, typ szkieletu.

7

Rys.4

Ci z Was, którzy buduja z kart, natkneli sie byc moze na
problem pokrycia dachem Colosseum (rys. 5). Dach taki,
nawet o bardzo duzej rozpietosci, nie trudno skonstruowac
tlumaczac na jezyk kart szkielet z rysunku 3.
Podobnie jak szkielet z rysunku 3, tak i dach z kart
z rysunku 5 nie musi byc kwadratowy; mozna go
dopasowac do ksztaltu pokrywanej hali, a takze wiec
do Colosseum.

lu SiX'czywa gotowy dach

za te uchwyty podnosimy
ramke z dachem na budowle

a naste-pnie wyciagamy kazda
czesc ramki spod dachu/

Rys. 6

Przyklad ramki do przenoszenia dachu na budowle
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Marzenia przyszlego profesora

Pewien znany fizyk, kiedy mial 12 lat, pragnal poleciec na 
Ksiezyc. Wymyslil nawet tani sposób uzyskania
dostatecznie duzej predkosci. Nie potrzebowal zadnych
rakiet, wystarczylyby wlasne nogi i dobre lózko. Zasada
byla nastepujaca: po odbiciu sie od lózka mozna
wzniesc sie na pewna wysokosc, nastepnie po wyladowaniu
odbic sie ponownie i tak dalej. Za kazdym razem
czlowiek wznióslby sie wyzej. W ten sposób, dzieki pracy
swoich miesni rozlozonej na drobne raty mozua by nadac
sobie dosc znaczna energie. Jakos nie udalo mu sie nigdy
zrealizowac swojego pomyslu. Oczywiscie takiej próby nie
wytrzymaloby zadne lózko, zadne nogi, przeszkadzalby
równiez opór powietrza, ale nie potepiajmy przyszlego
profesora zbyt ostro, gdyz jego pomysl nie byl calkiem
niemadry. Jeszcze do niego wrócimy, ale na razie zmienmy
temat.

~Il;
Jak rozbujac wahadlo nie dotykajac go?

Czy pamietasz jaka wlasnosc ma zawieszony na nici cie:t:arek?Wychylony lekko
z polozenia równowagi waha sie tak, ze okres wahan, czyli czas pelnego ruchu
tam i z powrotem, jest staly. Mozna go tylko zmienic przez wydluzenie lub
skrócenie nici. Wlasnosc te wykorzystalismy niedawno do zrobienia tzw. wahadla
sekundowego (patrz Mala Delta 1/1976).
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Co nalezy zrobic, zeby rozhustac wahadlo?

Oczywiscie, mozna wychylic cie:t:arekdo pewnego,
niewielkiego kata i puscic go. Mozna tez trzymac górny
koniec nitki i umiejetnie lekko poruszac dlonia. Mozna tez
sprawic, zeby wahadlo samo zaczelo sie wahac. Kto nie
wierzy, niech spróbuje.
Na poziomo rozwieszonym sznurze zawieszamy dwa
ciezarki na nitkach o równej dlugosci. Wprawiamy jeden
ciezarek w ruch i obserwujemy co sie dzieje. Wahania
rozhustanego ciezarka slabna stopniowo, natomiast ni stad
ni zowad zaczyna wahac sie drugi ciezarek. Po kilku
ruchach wahania pierwszego ciezarka ustaja calkowicie,
podczas gdy drugi wyraznie sie waha. Nastepnie sytuacja
odwraca sie i tak dalej, wahadla przekazuja sobie
nawzajem drgania do czasu, az wszelkie ruchy ustana
z powodu strat energii. Tak jest jednak tylko wtedy, kiedy
nitki, na których wisza ciezarki, maja te sama dlugosc.
Mozesz zmienic dlugosc zawieszenia jednego z ciezarków
i sprawdzic, ze nie bedzie zadnego przekazywania ruchu
od jednego wahadla do drugiego. Efekt jest zadziwiajacy,
ale nie ma w tym nic tajemniczego. Wahajace sie wahadlo
musialo wprawic sznur w drobne ruchy, które zostaly
przekazane innemu wahadlu o tej samej dlugosci. Kiedy
wahadla mialy rózna dlugosc, a wiec byly niedostrojone,
sznur drgal zbyt szybko lub tez zbyt wolno, zeby
rozhustac drugie wahadlo. Mozna tez wprawic cialo
w ruch nie tylko za jednym zamachem, ale takze
popychajac je leciutko, ale w pore, w odpowiednich
odstepach czasu.



Jest jeszcze inna, ciekawa odmiana tego doswiadczenia: mozesz rozbujac ciezka
ksiazke zawieszona na dwóch nitkach po prostu dmuchajac w nia. Chyba po
wykonaniu poprzedniego doswiadczenia nie wydaje ci sie to niemozliwe, ale
mozesz latwo zaimponowac osobom niewtajemniczonym. Dmuchnij raz
w zawieszona ksiazke i poczekaj, az ksiazka ta, po lekkim wychyleniu sie przejdzie
przez najnizsze polozenie i przyblizy sie do ciebie. Wtedy dmuchnij ponownie.
Wychylenie bedzie duzo wieksze. Za kazdym razem dmuchaj w momencie, gdy
ksiazka jest najblizej ciebie. Po paru dmuchnieciach mozesz osiagnac calkiem
silne wahania.

Dzieki rezonansowi
W obu doswiadczeniach mielismy do czynienia z tym
samym zjawiskiem. Wahadlo, które moze wahac sie
z okreslona czestotliwoscia, wprawione zostalo w ruch
przez dzialanie mala sila, ale z ta sama czestotliwoscia.
Zjawisko to nazywamy rezonansem. Odruchowo korzysta
z niego kazde dziecko hustajace sie na hustawce.
Hustawka jest oczywiscie zwyklym wahadlem i ma swój
okres wahan zalezny od dlugosci lin. Aby wprawic
hustawke w ruch dziecko wykonuje rytmiczne ruchy
nogami i calym cialem. Ruchy te musza byc wykonywane
z takim samym okresem, jak naturalny okres wahan
hustawki. Wiadomo, ze nawet przy najwiekszych
wysilkach miesni, czynionych nieregularnie lub zbyt
szybko, hustawka prawie wcale nie bedzie sie poruszac.
Rezonans odnosi sie nie tylko do wahadla, ale do kazdego
ukladu zdolnego do drgan. Z rezonansem spotykasz sie
na kazdym kroku. Kiedy nastawiasz radio na dana stacje,
to dostrajasz je tak, by bylo w rezonansie ze stacja
nadawcza. Masz wtedy do czynienia z dziesiatkami
i setkami tysiecy drgan na sekunde. Z róznymi przejawami
rezonansu spotykaja sie naukowcy w kazdej galezi fizyki
wspólczesnej: fizyce jadrowej, fizyce ciala stalego, optyce.
Chyba jednak najwazniejsza zasluga rezonansu jest to,
ze ... nie jestesmy glusi. Gwoli sprawiedliwosci trzeba
przyznac, ze zjawisko rezonansu bywa szkodliwe. Nie
lubimy, na przyklad, kiedy piecyk gazowy lub rury
wodociagowe "wpadna w rezonans" i hucza na caly dom.
Nie radze ci takze isc miarowym krokiem po delikatnym
moscie zawieszonym nad przepascia.
Wrócmy do sprawy niedoszlej podrózy kosmicznej
przyszlego profesora. Przechodzac do doswiadczen
z wahadlami tylko pozornie zmienilismy temat. Pomysl
z rozhustaniem sie na lózku opieral sie, podobnie jak
w pozostalych przykladach, na zasadzie rezonansu,
chociaz sam projektodawca nie zdawal sobie z tego sprawy.

«Mala Delte» opracowali: Przemyslaw Nowicki, Aleksander Rusiecki i Daria Zieminska.

9



Laboratorium w domu

Dr Jan A. GAJ

BARDZO DUZY ZEGAR RETRO

- Klepsydra? - Swieca? Nic z tych rzeczy. Duzy to znaczy rzeczywiscie duzy,
na 150 milionów kilometrów.
A wiec zegar sloneczny - ze nie ma sekundnika? Ale za to bedzie mial datownik
i to taki, który nie wymaga dlugiego krecenia na koncu kazdego miesiaca
krótszego niz 31 dni.
Aby skonstruowac ziemska czesc naszego zegara (Slonce na szczescie juz istnieje)
przyjmiemy nastepujace zalozenia teoretyczne: .
1° Ziemia jest kula.
2° Ziemia obraca sie jednqstajnie dookola wlasnej osi (przechodzacej przez oba jej
bieguny geograficzne) z czestoscia v = (24b)-1.
3° Oprócz tego Ziemia obiega Slonce ruchem jednostajnym po okregu z okresem
T = 365 dni. Plaszczyzne tego okregu nazywamy plaszczyzna ekliptyki.
4° Os ziemska jest nachylona do plaszczyzny ekliptyki pod katem oc= 66°33'.
50 Równonoc wiosenna przypada 21.III.
Wielu z Was zarzuci mi w tym miejscu, ze to wszystko klamstwa i, co gorsza,
bedziecie mieli racje. Na swoja obrone moge tylko powiedziec, ze poczynione tu
odstepstwa od rzeczywistosci sa bez znaczenia w granicach dokladnosci opisanego
tu zegara. Przystepujac do budowy zegara musimy zdecydowac sie na jedna
z jego wersji. Pierwsza bedzie wersja

~

Ry'. I .

Uwatny Czytelnik zawola w tym miejscu ze
zgroza: Co to za okrag, którego promien sie
zmienia? Dla matematyka - zaden, dla
fizyka - okrag z dokladnoscia do zmiany
promienia jaka moze nastapic w ciagu doby.
Zmiana ta jest dostatecznie mala (sprawdzcie !),
zeby ja przy konstrukcji naszego zegara
zaniedbac. Dokladniejszy pomiar wykazalby
oczywiscie, ze koniec cienia porusza sie po
spirali.

~ promienie
~, slorca

@h'
,.

o "'~' 12

R)s. ~

DLA LENIWYCH GLÓW I PRACOWITYCH RAK: ZEGAR RÓWNIKOWY.

Najprosciej (teoretycznie) byloby go zrobic usuwajac cala pólkule pólnocna,
pozostawiajac tylko os ziemska w postaci odpowiednio grubego preta, którego
cien padalby na odslonieta plaszczyzne równika. Musielibysmy oczywiscie
zaopatrzyc te plaszczyzne w odpowiednia skale (rys. 1). Zauwazmy, ze skala

godzinowa bedzie tu równomierna '(1 godzinie odpowiada 3~~0 = 150) oraz,
ze koniec cienia osi ziemskiej bedzie zakreslal na plaszczyznie równika okregi
o promieniu zaleznym od kata, jaki padajace promienie sloneczne tworza z ta
osia:

r = htgp, gdzie h jest dlugoscia preta.

Poniewaz kat padania promieni slonecznych zalezy od pory roku, mozemy
narysowac na plaszczyznie równika szereg okregów o promieniach
odpowiadajacych poszczególnym datom - tak powstanie zegar z kalendarzem,
którego tarcze przedstawia rysunek na IV stronie okladki. Oczywiscie okregi
narysowano przy zalozeniu takiej wysokosci h, jaka zostala zaznaczona na
rysunku. Dociekliwi sprawdza bez trudnosci, ze kat p powiazany jest z pora roku
zaleznoscia:

cosp = cosocsin2n ~ '

gdzie t jest czasem jaki uplynal od dnia równonocy wiosennej, oc- katem miedzy
osia ziemska a plaszczyzna ekliptyki, a T - okresem obrotu Ziemi dookola
Slonca. Z tego wzoru wyliczono wartosci p, a w konsekwencji promienie okregów
odpowiadajacych poszczególnym datom.
Osobom, które mialyby trudnosci z przecieciem Ziemi, doradzam wyciecie lub
przerysowanie rysunku i umieszczenie go równolegle do plaszczyzny równika,
to jest pod katem do pionu równym szerokosci geograficznej q;miejsca pobytu,
z najwyzszym punktem okregu skierowanym na poludnie (rys. 2).
Oczywiscie godzina 12-ta powinna znajdowac sie najnizej, a zegar powinien byc
zaopatrzony w prostopadly do plaszczyzny skali precik o dlugosci h.
Widac, ze konstrukcja zegara slonecznego, choc nieskomplikowana wymaga
pewnego nakladu pracy: nalezy wykonac forme jak na rys. 2 ze sklejki lub innego
materialu, zapewnic odpowiednia wartosc kata q; (nalezy znalezc na mapie swoja
szerokosc geograficzna), wreszcie osadzic precik, którego cien sluzy za wskazówke.
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Rys.

Beda to po.vierzchnie stozkowe przechodzace
przez kolejne okregi, o wierzcholkach
w punkcie A.

Rys.4

Praca uproscilaby sie znacznie w przypadku poziomej skali. Nic jednak za darmo
ilustruje to druga wersja naszego czasomierza

DLA LENIWYCH RAK l PRACOWITYCH GLÓW: ZEGAR POZIOMY.

Latwo widac, ze skale pozioma mozna otrzymac przez wykonanie rzutu
srodkowego skali równikowej na plaszczyzne pozioma z wierzcholka precika 
wskazówki (rys. 3).
Latwo zauwazyc, ze przy takim rzutowaniu pólproste radialne (wyznaczajace
na skali godziny) przechodza w pólproste. Rzuty okregów odpowiadajacych
poszczególnym datom beda przekrojami powierzchni stozkowych plaszczyzna
pozioma P. Wiadomo, ze takie przekroje moga w ogólnosci miec ksztalt kola,
elipsy, paraboli lub hiperboli. Dla naszych szerokosci geograficznych beda to
wylacznie hiperbole. Jestem przekonany, 'Ze kazdy Czytelnik po odpowiednim
czasie ruszania glowa potrafilby narysowac skale dla zegara poziomego. Nie bedac
jednak sadysta podaje Wam gotowy wzór (rysunek na przedniej okladce) dla
szerokosci geograficznej Warszawy q; = 52°13'. Wysokosc precika h zaznaczono obok.
Nalezy pamietac, ze powinien on byc umieszczony pod katem q; do poziomu.
Porównujac te dwa rodzaje zegarów slonecznych widzimy jeszcze, ze zegar
poziomy moze byc uzywany przez caly rok, podczas gdy przedstawiona tu wersja
zegara równikowego - tylko wiosna i latem (od równonocy wiosennej 2UII. do
jesiennej 23.IX.).
Pozostaje jeszcze pytanie:
Co wskazuje zegar sloneczny?
Oczywiscie czas, niestety jednak lokalny. Jak sie on ma do czasu, wedlug którego
regulujemy nasze zegarki? Róznie.
W Stargardzie Szczecinskim i Zgorzelcu praktycznie sie z nim pokrywa. Dla
wschodnich kranców Polski lokalne poludnie nastepuje ponad pól godziny przed
poludniem oficjalnym. Co mozna zrobic, zeby zegar sloneczny wskazywal czas
urzedowy? Przy zegarze poziomym niezbedne jest narysowanie jego skali od nowa.
Zegar równikowy ma tu przewage - wystarczy obrócic jego skale o pewien kat
wokól punktu zamocowania precika. Mozna ten kat obliczyc lub po prostu tak
obrócic tarcze, zeby uzyskac zgodnosc na przyklad z radiowym sygnalem czasu.
Juz wybraliscie model dla siebie? Jesli nie, to daje Wam jeszcze trzeci do
wyboru - kieszonkowy zegar sloneczny z kompasem (rys. 4).
Powodzenia w pracy'

Gdyby «Delta» byla wydawana w roku 1768 w Drukami Jego Królewskiej Mosci
i Rzeczypospolitej u XX Scholarum Piarum pisalibysmy wówczas tak

O Blyskawicach
Blyskawice sa zywe ipredko przemijajace swiatla na powietrzu zapalone.
partykuly siarczyste, k;lejowate i tluste przez ekshalacja z drzew i innych rzeczy
wychodzace, gdy w powietrzna atmosfere wzbija sie i tam sie skupiac zaczna,
wtenczas przez wzajemnafermentacja latwo sie zapalaja iblyskawice sprawuja.
(Kalendarz Pólstuletni, PIW 1975, str. 202).
Dzieki pracy Beniamina Franklina (1706-1790) od 16 lat byl juz wówczas znany
piorunochron i natura piorunów. Ta wiadomosc jeszcze jak widac nie dotarla do
kalendarzyka pod nazwa Koleda Warszawska. Mozna to wytlumaczyc znacznie
wolniejsza niz dzisiaj wymiana informacji. Ale czy my mamy juz system tej
wymiany calkiem doskonaly? Czy wolno nam smiac sie z przodków? A moze my
tez myslimy nieraz o jakichs innych partykulach siarczystych? Zastanów sie.
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TrOChe teorii sprezystosci

--
R07\\ iazanie zadania M 79.

Jezeli" jest liczba naturalna wieksza od 3

i rózna od 5, to jest postaci n = 2k lub
fi 2k+ 3, gdzie k jest liczba naturalna
wieksza od \. Niech bed7ie dany trójkat ABC.

Na bokach A B i AC obierzmy odpowiednio

punkty D i E tak, aby BD lAB, CE ~kI
k C A, a bok BC podzielmy na k równych

cze~ci.
P"ez kazdy punk t podzialu prowadzimy do

pr /cciecia 7. DE odcinki równolegle do AB-

iA C. Otrzymujemy w ten sposób podzial
trÓjkata na 2k trójkatów do niego podobnych.

L~cz~lc ponadto4rodki odcinków AD, DE
i J A otrzymujemy podzial trójkata ABC na
2k+3 trójkaty do niego podobne.

~s~)\~~

Mgr Waclaw FRYDRYCHOWICZ
"Fale sejsmiczne niosa informacje o wlasnosciach fizycznych osrodka, o defektach wystepujacych
w jego strukturze i o nieciaglosciach parametrów sprezystych we wnetrzu Ziemi" pisal rok temu
(<<Delta» 1975, nr l) A. Guterch w swym artykule o badaniach nad gleboka struktura Ziemi.
W sejsmologii wnioskowanie o strukturze niedostepnych bezposredniemu badaniu geologicznemu
obszarów wnetrza Ziemi odbywa sie z grubsza mówiac, wedlug nastepujacego schematu: "gdyby
Ziemia byla jednorodnym osrodkiem sprezystym, to potrafilibysmy przewidziec, jaki bedzie obraz
drgan wywolanych np. wybuchem na sejsmografie odleglym o tyle a tyle od punktu, w którym
te drgania zostaly wywolane. Wszelkie odchylenia obrazu zarejestrowanego przez sejsmograf
od obrazu idealnego swiadcza o niejednorodnosciach osrodka; charakter tych odchylen pozwala
ustalic, jakie to moga byc niejednorodnosci".
Umiejetnosc odczytania informacji niesionych przez fale sejsmiczne wymaga wiec znajomosci
teorii rozchodzenia sie drgan w osrodku sprezystym. Zajmiemy sie tym wlasnie zagadnieniem.
Dla kazdego osrodka sprezystego mozna podac charakterystyczne dla niego parametry. Nazywamy
je stalymi materialowymi. Jesli osrodek jest jednorodny (gestosc jego jest stala) oraz izotropowy
(sposób rozchodzenia sie fal jest jednakowy w kazdym kierunku), to wlasnosci sprezyste tego
osrodka mozna w pelni scharakteryzowac przez podanie dwu tylko stalych materialowych: modulu
Younga E i wspólczynnika Poissona v (oraz gestosci e). Modul Younga ma, jak wiadomo,

wymiar kGJcm2, v jest wielkoscia bezwymiarowa, spelniajaca teoretycznie nierównosc O < v <: 1/2.
Eksperymentalnie stwierdzono, ze wspólczynnik Poissona zawarty jest na ogól w przedziale
(1/4,1/2). Czesto poslugujemy sie innymi stalymi materialowymi), i p., zwanymi stalymi Lamego.
Sa one zwiazane z E i v nastepujaco:

(3H 2p.)p. ).E=---- v=---
Hp.' 2(Hp.)

Stale). i po sa dodatnie dla kazdego osrodka sprezystego i - jak wynika z powyzszych
zwiazków - w pelni charakteryzuja dany jednorodny i izotropowy osrodek sprezysty.

Przypuscmy teraz, ze mamy do czynienia z nieograniczonym we wszystkich kierunkach osrodkiem
sprezystym i ze w pewnym jego punkcie wywolane zostalo zaburzenie, powodujace przemieszczenie
(zmienne w czasie) pewnego punktu. Z przemieszczeniem sie tego punktu beda zwiazane
oczywiscie zmienne w czasie przemieszczenia punktów niezbyt odleglych. Przemieszczenie
punktów wypelniajacych poczatkowo pewien obszar zwany w tej teorii konfiguracja bedzie
oznaczalo odksztalcenie sie tego obszaru: moze zmienic sie zarówno ksztalt jak i objetosc. Latwo
zauwazyc, ze kazde odksztalcenie mozna rozlozyc na dwie "skladowe": odksztalcenie czysto
postaciowe (zmiana ksztaltu bez zmiany objetosci) i odksztalcenie czysto objetosciowe (zmiana
objetosci bez zmiany ksztaltu - podobienstwo). Oczywiscie lokalne odksztalcenie osrodka bedzie
powodowalo równiez przemieszczenia punktów coraz dalej polozonych od poczatkowego
zaklócenia, odksztalcenia obszarów coraz bardziej odleglych: zaburzenie spowoduje
rozchodzenie sie w osrodku fal sprezystych.

Do - konfiguracja poczatkowa w chwili t = to

(stan przed odksztalceniem osrodka)

D, - konfjguracja w chwili I = I, (stan po
odksztalceniu osrodka)

X3 Q.

Ten uproszczony obraz pozwala przewidywac, ze znajomosc zwiazków pomiedzy
przemieszczeniami punktów osrodka, dzialajacymi w osrodku silami i parametrami
charakteryzujacymi osrodek, oraz zaleznosc tego wszystkiego od czasu powinny umozliwic
przewidywanie przebiegu rozchodzenia sie zaburzen w osrodku. I tak rzeczywiscie jest.
W analizie teoretycznej rozchodzenia sie fal w osrodku sprezystym wychodzi sie z tzw. równan
Naviera (równan przemieszczeniowych). Aby je napisac, identyfikuje sie osrodek z kartezjanska

przestrzenia trójwymiarowa o osiach wspólrzednych Xl, X2. X3. Jesli przez X = (Xl> X2. X3)

oznaczyc poczatkowe polozenie pewnego punktu osrodka w chwili to, a przez X = (Xl' X2. X3)

polozenie tego samego punktu w chwili t, to

o df
X-X = U = (Ul> U2, U3)

bedzie wektorem przemieszczenia tego punktu. Przemieszczenie to zalezy nie tylko od czasu;
ale i od polozenia poczatkowego. Jesli wiec przyjac

Xl = XI(X,t) = Xl (x l> X2, X3, t)

Ul = Xl CX,t)- X, dla / = 1,2,3,

a wiec kazda skladowa przemieszczenia jest funkcja czterech zmiennych (trzy wspólrzedne i czas).
Zaklada sie przy tym, ze przemieszczenie U jest zawsze zwiazane z dzialaniem tzw. sil masowych,
których wielkosc równiez zalezy od polozenia punktu i od czasu. Sily masowe oznaczamy
symbolem P:

p = (PA> P2• P3).
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(*)

(I)

Wartosc wspólczynnika n równa { oznacza,

ze predkosc fazowa emitowanej fali
elektromagnetycznej w jonosfw:e jest
wieksza niz e (równa 2e). Ale z teorii
wzglednosci wiemy, ze sygnaly nie moga sie
rozchodzic z predkoscia wieksza niz e.
Na szczescie otrzymany wynik nie jest
sprzeczny z teoria wzglednosci.
Predkosci fazowe moga przekraczac e.
Ograniczenie dotyczy tzw. "predkosci
grupowej" fali, która dla fali
elektromagnetycznej rozchodzacej sie
w prózni, równa jest predkosci fazowej fali.
Niestety ramy tego dzialu nie pozwalaja na
opisanie róznicy tych dwóch wielkosci.
Zainteresowanych odsylamy do ksiazki
F. C. Crawforda "Fale" (PWN - 1972).
Warto jeszcze zauwazyc, ze w rzeczywistosci
wartosc n silnie zalezy od czestosci fal
radiowych i jest wieksza od jednosci dla
'0'" 50 MHz.

Teraz mozemy juz napisac równania Naviera. Maja one postac

3 3

L OZUI L oZUJ cJZUIP. --_+(A+p.) ---+ePI = e -z-
OX~ OXJOXI otj=l J j=l

dla i = 1,2, 3. Postac (1) jest skomplikowana. Dla ulatwienia zycia w mechanice czesto
wprowadza sie rózne umowy upraszczajace zapisywanie wzorów:

h d kol . b I f, (. 02UI••·•ak )
- poc o na czast owa --- oznacza SIe sym o em ,J a WIeCnp. --Z- zapIsuJe SIeJ o UhU ;o~ o~
- pochodna czastkowa wzgledem czasu oznacza sie kropka nad funkcja rózniczkowana (a wiec

02UI)
np. Ul oznacza -Z- ;ot

- wprowadza sie ponadto tzw. konwencje sumacyjna polegajaca na tym, ze opuszcza sie znak
sumy, pozostawiajac go domyslnosci czytelnika wszedzie tam, gdzie w jednomianie
wystepuje dwa razy ten sam wskaznik. Na przyklad wzór

ol .
dl= -- dxj, J = 1,2,3,

oXJ

nie ma sensu bez domyslnego znaku sumy, który wystepuje po stronie prawej; w konwencji
sumacyjnej równosc (*) oznacza

("'*)
3 ol

dl= ~-.- dXJ.L...J oXJj=l

Po zastosowaniu tych umów do równan (1) mozemy przepisac je w postaci (pozornie) prostszej:

(2) IlU"u+().+p.)uJ,J,+ ePI = eu" i,j = 1,2,3.

Jak mówilismy, równania Naviera opisuja zwiazek miedzy wlasnosciami materialu,

przemieszczeniami i dzialajacymi silami masowymi a polozeniem punktu i czasem. Nie bedziemy
tu zajmowali sie wyprowadzaniem i interpretacja tych równan. Do naszych celów wystarczy
bowiem wiedziec, ze z dobrym przyblizeniem opisuja one zachowanie sie rzeczywistych
izotropowych i jednorodnych osrodków sprezystych.
WyJ}rowadzenie z (2) równan opisujacych rozchodzenie sie fal sprezystych jest dosc proste 
jesli zastosowac pewne dodatkowe triki techniczne. Okazuje sie mianowicie, ze mozna tak
wprowadzic' cztery pomocnicze funkcje rp i 'ljllo 'IjIz, '1j13,by spelnione byly zwiazki:

(3)

(interpretacji rp i 'P nie omawiamy).
Podstawiajac zwiazki (3) i (5) do równan Naviera (2), otrzymamy nastepujace zaleznosci:

Pk = rp,t+Eklm P'I,m, k, l, m = 1,2,3

Poniewaz funkcje rp i "Pk sa niezalezne, wiec równanie (6) jest spelnione gdy oba wyrazenia
w nawiasach oddzielnie równaja sie zeru.
Otrzymamy wtedy nastepujace równania:

).+ 2p.
--- VZrp-1p = -rp,

e(7)

(5)

pamietamy o konwencji sumacyjnej l), gdzie

IIgdy (k, l, m> jest parzysta permutacja liczb 1,2,3,
Eklm = O gdy jakies dwie z liczb k, l, m sa równe,

-1 gdy <k, l, m> jest nieparzysta permutacja liczb l, 2, 3;I
przy tym .

(4) 'IjI1,1 = O.

Zarówno funkcja rp, jak i trójka funkcji ('IjIl, 'IjIz, '1j13)maja dobrze okreslone interpretacje
fizyczne. Pierwsza z nich, zwana potencjalem skalarnym, charakteryzuje odksztalcenia
objetosciowe, natomiast 'IjI = ('ljllo lpz, '1j13)nazywa sie potencjalem wektorowym i charakteryzuje
odksztalcenia postaciowe.
Podobny zabieg mozna równiez zastosowac do wektora sil masowych:
tak dobiera sie funkcje rp i 'P = ('Plo 'Pz, 'P3), by byly spelnione zwiazki

(6)

Wlasnosc (4) jest równowazna stwierdzeniu,
ze dia dowolnej powierzchni zamknietej
suma (po wszystkich elementach powierzchni)
rzutów odkszt;llcen elementów tej

powierzchni opisywanych prz~z potencjal
wektorowy na kierunki prostopadle do tych
elementów (zwrot prostopadlej wybieramy
na zewnatrz powierzchni) jest równa zeru.
Podobnie fakt, ze odksztalcenie opisywane
potencjalem skalarnym jest dane przez
gradient potencjalu (<p,k), jest równowazny
stwiex:dzeniu, ze suma takich odksztalcen
wzdluz dowolnej krzywej zamknietej jest
równa zeru.

Il VZ •• 1"- 'IjI1-'IjI1 = -r"
e

gdzie symbol V Z zastepuje operator rózniczkowy postaci

OZ cJZ 02-+--+-.
OX~ oxl OX~
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równanie (7) mozemy zapisac nastepujaCO:

(8.1) c~Vztp-9i = -IP,

(8.2) c~Vz'P/-1p/= -'PI'
Ostatnie równania nazywamy falowymi. Równanie (8.1) charakteryzuje fale rozchodzaca sie
z predkoscia Ct. Nazywamy ja fala podluzna, albo fala P. Fala ta opisuje rozprzestrzenianie sie
odksztalcenia objetosciowego. Z równania (8.2) wynika, ze czestosc przemieszczenia odpowiadajaca
funkcji 'PI przenosi sie z mniejsza predkoscia Cz. W sejsmologii fala rozchodzaca sie
z predkoscia Cz nazywana jest fala poprzeczna albo fala S. Z predkoscia Cz rozchodza sie
odksztalcenia czysto postaciowe. Z okreslenia Cz wynika, ze jezeli p = O, to Cz = O. Oznacza to,
ze fala S nie moze sie rozchodzic w osrodku charakteryzujacym sie zerowa sztywnoscia na
odksztalcenia postaciowe. W sejsmologii przyjmuje sie). = p, co odpowiada przyjeciu wartosci

l
v = -. W nieskonczonym, jednorodnym i izotropowym osrodku sprezystym kazde zaburzenie

4

daje sie przedstawic za pomoca superpozycji fal P i fal S. Jezeli jednak cialo jest ograniczone
albo niejednorodne, to wzbudzane sa w nim równiez inne typy fal. (Najwazniejszymi z nich sa
fale powierzchniowe, które rozprzestrzeniaja sie w poblizu granicy). W tablicy ponizej podajemy
predkosci Ct i Cz dla kilku osrodków sprezystych.

W przypadku jednowymiarowym

rozwiazaniem równania jednorodnego bez sit
masowych

a'rp a',pc.----- =0ax' a,'
jest funkcja

rp(x, I) = Asin ~ (X-CI) (sprawdzcie!)
C

opisujaca rozchodzenie sie fali o amplitudzie A.

(dowolnej) i czestosci w (dowolnej)
w dodatnim kierunku osi X z predkoscia c.

Oznaczajac

Osrodek Aluminium

).+2p
Cz - --,t -

(!

Miedz

CZ Pz=
(! ,

Stal Olów

Ct [m/s]

v

6,32' 103

0,345

4,36' 103

0,343

5,80' 103

0,290

2,14' 103

0,441

R.ozwiazanie przykladu 2 z zadania F 27.

Wprowadzamy oznaczenia tak, jak zaznaczono na rysunku 1, gdzie s oznacza najmniejsza odleglosc satelity od punktu
obserwacyjnego, 11jego predkosc, a al - kat jaki tworzy trajektoria satelity z kierunkiem jego obserwacji w momencie

dokonywania i-tego pomiaru czestosci sygnalów.

Zachodzi oczywisty zwiazek:

-
(I)

predkosc Cz mozna wyliczyc ze wzoru:

ctgll<l = :'11(ll-~)s '

1-2v
c~ = c~' -2-v

(2)

(3)

gdzie II oznacza czas i-tej obserwacji, a lo odpowiada chwili czasu, kiedy satelita znajduje sie najblizej punktu

obserwacyjnego (I, = O).

Na obser~owana zmiane czestosci sygnalów wplywa jedynie skladowa predkosci satelity równolegla do kierunku
obserwacji (przypadek nierelatywistyczny). Dlatego:

'VI = Vo 1 /"oJ Vo (1 + ~),1-~ c
c

gdzie ., i '0 sa odpowiednio obserwowana i emitowana czestoscia sygnalów.
Eliminujac kat al z wzorów (I) i (2) otrzymujemy:

- ~ ..!. . (11-10)
Vl--«Vo c s

-'0- = -(--11-' ---)-J,-.l+ ~ (t/-Io)'

Wielkosciami niewiadomymi we wzorze (3) sa: lo. '0. 11i s.
Nalezy zauwazyc, ze teoretycznie wielkosci s i 11nie sa niezalezne. Bowiem w ruchu satelity dookola Ziemi sila

dosrodkowa odpowiedzialna za jego ruch jest sila powszechnego ciazenia. Stad natychmiast wynika zwiazek:

(4)
11={gR (1~~),

V'"trajektoria

• C(i satelity
S

punkt
obserwacyjny

gdzie g jest przyspieszeniem arawitacyjnym ziemskim, a R. promieniem Ziemi. Poniewaz na ogól s « R, wartosc v jest

nieco mniejsza od pierwszej predkosci kosmicznej równej 7,9 ~~. Dla duzych III -lo Iprawa strona wzoru (3) jests
w przyblizeniu równa swojej aranicy przy I'I - 101-+ 00. Korzystajac z tego otrzymujemy dla .0 przyblizona wartosc

40,00129 MHz. Natomiast rozwazajac wzór (3) dla III-lo/ := O mozemy ocenic wartosc 'o otrzymujac w przyblizeniu

87 s (I, = O). Wartosc s wynosi okolo 420 km, a tym samym 11:=7,65 km_o Czytelników zachecamy dos

dokladnicjsz.ego dopasowania parametrów to, "0 i s metoda iteracyjna do wartosci VI podanych w zadaniu.
Na wysokosci 420 km atmosfera jest tak rozrzedzona, ze wspólczynnik zalamania jest dla niej praktycznie równy

ednosci. Czytelnicy, którzy rozwiazali pierwszy przyklad niniejszego zadania moga miec jednak watpliwosci, czy
rózne od jednosci wspólczynniki zalamania nizszych warstw atmosfery nie odgrywaja roli w rozwiazaniu. Otóz nic.
WspÓlczynnik zalamania dla srodowiska, w którym porusza sie satelita mozna uznac za równy jednosci (f := 400.km), a

a nizsze warstwy atmosfery nic zmieniaja czestosci emitowanych fal.
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Metody Monte Carlo (VI)

Dr Ryszard ZIELINSKI

GENERATORY LICZB LOSOWYCH

Juz w poprzednich odcinkach poswieconych metodom Monte Carlo spotkalismy sie
z nastepujacym zadaniem: "wylosowac punkt z danego przedzialu" lub "rzucic na chybil-trafil
punkt na kwadrat jednostkowy". Obecnie zajmiemy sie blizej sposobami realizacji takich polecen.
Mówiac dokladniej, zajmiemy sie nieco ogólniejszym zadaniem, a mianowicie: dana jest pewna
zmienna losowa X; nalezy zaprojektowac taki eksperyment, aby w wyniku tego eksperymentu
otrzymac wartosc tej zmiennej losowej. Mówiac, ze "dana jest zmienna losowa X" mamy
na mysli to, ze dany jest jej rozklad prawdopodobienstwa.
Zadanie jest bardzo latwe, gdy zmienna losowa X ma nastepujacy rozklad dwupunktowy :
{(Xl, 1/2), (X2' lf2)h przy czym Xl <F X2 (gdy Xl = X2, zmienna losowa stale przyjmuje jedna
i te sama wartosc). Odpowiedni eksperyment moze przebiegac w nastepujacy sposób. Rzucamy
symetryczna moneta. Jezeli wypadnie orzel, rejestrujemy wartosc Xl ; jezeli reszka - wartosc X2.

W ten sposób zarejestrowana wartosc jest zmienna losowa o zadanym rozkladzie. Zadanie nieco
komplikuje sie, gdy zmienna losowa moze przyjmowac m róznych wartosci; ma ona wtedy
rozklad {(xJ,PJ),j = 1,2, ... , m}. W specjalnych przypadkach, gdy m jest np. jedna z liczb 4,6,
8, 12 lub 20 i gdy wszystkie PJ sa równe, zamiast monety mozemy uzyc odpowiedniej kostki
-wieloscianu foremnego, na którego scianach wypisano kolejno wartosci Xl, X2, ••• , Xm.

Obserwowane w wyniku rzutów wartosci sa realizacjami zmiennej losowej o danym rozkladzie.
Gdy prawdopodobienstwa Pl , P 2, ... , Pm sa rózne, naj wygodniejszym mechanizmem jest tarcza

kola, na którym zaznaczono s~Rlenty o katach proporcjonalnych do prawdopodobienstw PJ

i kazdemu segmentowi przyporzadkowano odpowiednia liczbe xJ. Kolo takie zamocowuje sie
na trzpieniu tak, zeby otrzymac zwyklego baka. Gdy uruchomiony bak zatrzyma sie, punkt
stycznosci krawedzi kola z podlozem wyznaczy wartosc XJ.

Wszystkie takie urzadzenia nazywa sie zwykle generatorami liczb losowych. "Uniwersalnym"
generatorem liczb losowych jest wiec wirujaca tarcza podzielona na sektory proporcjonalne do
prawdopodobienstw, z jakimi powinny pojawiac sie poszczególne liczby. Poniewaz zbudowanie
odpowiedniej tarczy jest juz sprawa czysto techniczna, zadanie "losowania" liczb o róznych
rozkladach moglibysmy uznac za rozwiazane. Ale ...
Wlasnie! Istnieje jednak pewne "ale", które nakazuje nam szukac innych rozwiazan. Tym "ale"
jest mala praktyczna przydatnosc takich tarczowych generatorów. Po pierwsze, gdybysmy mieli
losowac liczby wedlug róznych rozkladów prawdopodobienstwa, musielibysmy dla kazdego
rozkladu budowac nowa tarcze. Po drugie, wyobrazmy sobie, ze mamy wylosowac np. 100 000
liczb. Nawet, gdyby wszystkie liczby mialy byc losowane wedlug tego samego rozkladu (tzn. za
pomoca jednej tarczy), czasochlonnosc manipulacji z wirujaca tarcza jest bardzo duza
i praktycznie trudno pogodzic sie z takim rozwiazaniem. W dodatku naturalne zuzywanie sie
naszego narzedzia i zwykle zmeczenie moze doprowadzic do tego, ze tarcza nie bedzie
zatrzymywala sie z jednakowym prawdopodobienstwem na kazdym punkcie swojego obwodu,
a wiec realizowany rozklad prawdopodobienstwa bedzie odbiegal od rozkladu postulowanego.
Po trzecie, wiekszosc wspólczesnych rachunków wykonuje sie na maszynach cyfrowych, a nie
bardzo wiadomo, jak opisane wyzej urzadzenie dopasowac do takich maszyn.
Powyzsze zastrzezenia staly sie przyczyna opracowania specjalnych urzadzen, które moga byc
wmontowane w maszyne cyfrowa. Maszyna wyposazona w taki generator liczb losowych moze
na zadanie drukowac potrzebna ilosc takich liczb, otrzymywanych przy róznych rozkladach
prawdopodobienstwa, lub wykorzystywac te liczby do zaprogramowanych obliczen (np. do
obliczania calek lub rozwiazywania równan metodami Monte Carlo). Jak zbudowane sa takie
urzadzenia?
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Przede wszystkim pokazemy, ze potrafimy generowac liczby losowe wedlug dowolnY'ih
rozkladów prawdopodobienstwa, jezeli tylko potrafimy generowac liczby wedlug rozkladu
jednostajnego na przedziale (0,1). Wyjasnijmy, ze zmienna losowa u ma rozklad jednostajny
na przedziale (0,1), jezeli dla dowolnych liczb a, b(a < b) z tego przedzialu P{a < u < b} = b-a
(patrz artykul o prawdopodobienstwach geometrycznych, Delta 6/1975). Przypuscmy, ze umiemy
generowac takie liczby, a chcemy generowac liczby losowe wedlug rozkladu

Rozklad jednostajny
n. ll"edziale (0,1)

XI x2 x3 xm~~
I l 1
O /II 1:>2/13'" t.m

{Uf/lJ={X='j}

(*) {(Xi> PJ), j = 1,2, ..., m}.

Podzielmy odcinek jednostkowy na rozlaczne podprzedzialy L1I, L12, ••• , L1m o dlugosciach

odpowiednio równych Pl ,P2, "',Pm (mozna tak zrobic, gdyz jak wiadomo L.PJ = l).
Wygenerujemy teraz liczbe U wedlug rozkladu jednostajnego na przedziale (0,1). Bedziemy
przypisywali zmiennej X wartosci X J, jezeli wygenerowana liczba U nalezy do przedzialu L1J.
Wtedy oczywiscie

P{X= XJ} = P{UeL1J}

a poniewaz przedzialy L1J zostaly tak dobrane, zeby prawdopodobienstwo po prawej stronie
bylo równe Pi> to liczby X otrzymywane w'wyniku naszego postepowania maja dany rozklad (*)"

Pozostaje wyjasnic, jak maszyna cyfrowa generuje liczby U wedlug rozkladu jednostajnego na

przedziale (0,1)., Bedzie nam tu p.<:>trzebnajeszcze jedna uwaga. Otóz kazda liczba z przedzialu
(0,1) moze byc zapisana binarnie w postaci

0, CI C2C3 •••

gdzie Ch C2, C3' ••• sa równe zeru lub jednosci. Niektóre liczby maja takie dwa zapisy: w jednym,
poczynajac od pewnego miejsca wystepuja same jedynki, w drugim - same zera (patrz "Mala Delta"
8/1975). Dla jednoznacznosci umówmy sie, ze liczby takie bedziemy reprezentowali zapisem
konczacym sie samymi zerami (np. z dwóch postaci 0,01 (O) i 0,00 (l) liczby 1/4 wybieramy
postac pierwsza). Istotna role w dalszych rozwazaniach odgrywa nastepujace

Twierdzeilie. Niech (c,), i = 1,2, .... bedzie nieskonczonym ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych takich, ze dla kazdego i mamy

l
P{CI = O} = P{CI = I} = -.

2

Jezeli 0, CI C2C3 ••• jest zapisem binarnym liczby U, to dla kazdych liczb a, b(a < b)

z przedzialu (0,1) mamy

P{a<U<b}=b-a

tzn. U ma rozklad jednostajny na przedziale (0,1).

Z twierdzenia tego wynika, ze potrafimy generowac liczby losowe wedlug rozklady jednostajnego
na przedziale (0,1) - a wiec równiez wedlug dowolnego rozkladu - jezeli potrafimy generowac
ciagi zer i jedynek tak, by :1;erai jedynki pojawialy sie z prawdopodobienstwem 1/2, a wyniki
poszczególnych kroków byly niezalezne. Mamy tu wiec do czynienia z dobrze znanym ciagiem
prób BernoulIi'ego, w którym kazda próba konczy sie z prawdopodobienstwem 1/2 sukcesem
("jedynka") lub porazka ("zero"). Wynika stad, ze dla generowania liczb o dowolnych
rozkladach wystarczy nam symetryczna moneta. Pozostaje jeszcze tylko wyjasnic, jak taka
"moneta" posluguje sie maszyna cyfrowa. Otóz maszyny cyfrowe korzystaja zwykle z jednego
z dwóch nastepujacych rozwiazan.

l. Wiadomo, ze w urzadzeniach elektronicznych pojawiaja sie tzw. prady szumowe. Prady te
maja w czasie przebieg bardzo nieregularny, a ich wartosc w kazdej chwili zalezy od "czystego
przypadku". Typowy przebieg takiego pradu wyglada mniej wiecej tak:

prad

poziom
odniesienia

t, 12 13 14 czaS

Prady takie mozna wzmacniac i mierzyc. Mozna dobrac taka wartosc tego pradu, aby
prawdopodobienstwo, ze wartosc ta bedzie w danej chwili fi przekroczona bylo równe 1/2.
Niezaleznosc. tego, co sie d'zieje w poszczególnych chwilach f 1, f 2, f 3, ••• mozna zagwarantowac
przez wybranie dostatecznie duzego odstepu czasu f,-f'_l pomiedzy kolejnymi odczytami
("dostatecznie duzy" odstep czasu, to np. odstep kilku tysiecznych sekundy). Wystarczy
teraz wmontowac do maszyny odpowiednie zródlo szumów i rejestrowac w jej pamieci 0,
gdy w chwili pomiaru prad szumowy ma wartosc ponizej, lub wartosc l, gdy powyzej
odpowiednio ustalonego poziomu. Z takich zer i jedynek maszyna sklada liczbe i posyla ja

do odpowiedniego reje,stru, skad moze byc czerpana do obliczen. Poniewaz urzadzenie szumiace
pracuje bez przer~y, rejestr taki stale zmienia sie i jezeli z tego rejestru pobierzemy kolejno'
dwie liczby, to beda to liczby utworzone z róznych odcinków ciagu zer i jedynek.
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W rozwiazaniu zadania M 52 (Delta 6/1975,
str. 7) napisalismy, ze nie wiadomo nam, czy
przestrzen trójwymiarowa pozbawiona
jedneao punktu jest suma prostych
rozlacznych.
Profesor Jan MycieiskI z University
of Colorado w BOlllder (USA) podal w liscie
z dnia 20 pazdziernika ub. r. dowód
twierdzenia orzekajaceao, ze odpowiedz na to
pytanie jest twierdzaca. W dowodzie tym
korzysta on z pewnika wyboru (dokladniej :
z twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu).

2. Druga metoda stosowana w maszynach cyfrowych polega na wykorzystaniu zródel

promieniotwórczosci. W odpowiednim bloku maszyny umieszcza sie substancje
promieniotwórcza i licznik wypromieniowanych czasteczek. Stan tego licznika ulega zmianom
w losowych chwilach czasu i po odpowiednim przeliczeniu moze byc traktowany jako zródlo
odpowiednich liczb losowych. Najczesciej wskazania licznika przelicza sie odpowiednio na ciag
zer i jedynek (np. zero, gdy w danej chwili stan licznika jest parzysty i jedynka w przypadku
przeciwnym), a nastepnie, zgodnie z podanym wyzej twierdzeniem te zera i jedynki sklada sie
w liczby. Przedstawiony wyzej obraz generatorów liczb losowych w maszynach cyfrowych jest
bardzo uproszczony i pozwala tylko na zorientowanie sie w ogólnej idei tego typu rozwiazan.
Naprawde sytuacja jest znacznie bardziej skomplikowana. Wystarczy np. chwile zastanowic sie
nad tym, jak wybierac poziom odniesienia szumów (ktory przeciez decyduje o tym, czy w danej
chwili zarejestrujemy zero, czy jedynke), aby prawdopodobienstwo zera (lub jedynki) bylo
dokladnie równe 1/2. Albo, jak kontrolowac rozpad substancji promieniotwórczej, aby zera
i jedynki pojawialy sie z jednakowym prawdopodobienstwem. Dla uzytkownika maszyny nie sa to
jednak problemy istotne; wystarczy mu, ze po napisaniu w programie odpowiedniej formuly
otrzyma liczbe losowa wygenerowana wedlug zalozonego rozkladu prawdopodobienstwa.
Twierdzenie lezace u podstaw opisanych metod generowania liczb losowych w maszynach
cyfrowych bylo juz wlasciwie - chociaz w nieco innej wersji - przez nas wykorzystywane, gdy
za pomoca kostki rzucalismy punkty na prostokat obliczajac pewna calke (por. Delta 1/1976).
Tam jednak poszczególne cyfry CJ pochodzily z dziesiatkowego systemu liczenia, a mechanizm
losowy (dwudziestoscian lub dziesieciograniasty baczek) gwarantowaly nam pojawianie sie kazdej
z dziesieciu cyfr z jednakowym prawdopodobienstwem. Sformulowanie tego twierdzenia dla
przypadku k-arnego systemu zapisywania liczb i urzadzenia, "produkujacego" cyfry O, l, ... , k-1,

l
kazda z prawdopodobienstwem - , pozostawiamy Czytelnikowi.k

__ Zadania
Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M79. Udowodnic, ze jezeli njest liczba naturalna wieksza od 3 i rózna od 5, to dowolny
trójkat mozna podzielic na n trójkatów podobnych do niego.
Rozwiazanie na str. 12 W. Mnich

M 80. Czy istnieje liczba naturalna n. która mozna przedstawic w postaci n = x!+y! (x < y)
dwoma sposobami?
Rozwiazanie na str. 2

M 81. Udowodnic, ze równania

axz+bx+c = O

cxz+bx+a = O

gdzie a* c, maja wspólny pierwiastek wtedy i tylko wtedy, gdy la+cl = Ibl.

Rozwiazanie na str. 3.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 27. W artykule zamieszczonym na stronie 4 niniejszego numeru «Delty» zostal omówiony
tzw. efekt Dopplera. Zainteresowanym proponujemy obecnie rozwiazanie dwóch przykladów
praktycznego wykorzystania tego zjawiska.

Przyklad l.
Na rakiecie umieszczono nadajnik radiowy emitujacy regularne sygnaly o czestosci 10 MHz.

Nastepnie rakieta zostala wyslana w górne, zjonizowane warstwy atmosfery, gdzie wspólczynnik
zalamania dla fal radiowych jest rózny od jednosci. Stacja naziemna odbierala sygnaly od rakiety
nakladajac je na inne, wzorcowe oscylacje, równiez o czestosci 10 MHz. Kiedy szybkosc

m
oddalania sie rakiety wzdluz kierunku obserwacji wynosila 600 - , w aparaturze odbiorczejs

zaobserwowano wystepowanie wzmocnien z czestoscia 10 Hz.
Jakijest wspólczynnik zalamania srodowiska, w którym poruszala sie rakieta? Rozwiazanie
na str. 2

Przyklad 2. (zaczerpniety ze zbioru zadan A. B. Pipparda).
Sztuczny satelita Ziemi, emitujacy sygnaly radiowe o stalej czestosci, przelatuje nad punktem
obserwacyjnym, gdzie notuje sie co T = 20 s czestosci odbieranych sygnalów. Zanotowano
nastepujace wartosci: 40,00215 MHz, 40,00208 MHz, 40,00196 MHz, 40,00175 MHz,
40,00141 MHz, 40,00106 MHz, 40,00077 MHz, 40,00059 MHz, 40,00049 MHz, 40,00043 MHz.
Czy powyzsze obserwacje moga posluzyc do wyznaczenia predkosci satelity oraz jego
najmniejszej odleglosci od punktu obserwacyjnego? Trajektorie satelity mozna przyjac za linie
prosta. Rozwiazanie na str. 14.
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