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Dlaczego

interesuje
nas

krzywa

trójkatowa

Sierpinskiego?

Pro! dr

Jerzy MIODUSZEWSKI

Krzywa trójkatowa Sierpinskiego to zbiór punktów plaszczyzny lezacych
w przekroju ciagu zstepujacego figur To ::> TJ ::> T2 ::> ••• ,

z których To jest trójkatem równobocznym, Tl powstaje z To przez usuniecie
wnetrza srodkowego trójkata sposród czterech, równych, na które wczesniej
podzielimy trójkat To, a T2 powstaje z TJ przez dokonanie na kazdym z trzech
skladajacych sie na figure Tl trójkatów operacji dopiero co opisanej; podobnie
dostaje sie dalsze figury ciagu (rys. l).
Figury Tk sa spójne, domkniete i ograniczone; sa wiec kontinuami, wedlug
powszechnie przyjetej terminologii. Przekrój ciagu zstepujacego kontinuów jest
równiez kontinuum. Jest to juz twierdzenie, ale z rodzaju tych, które glosza,
ze jest tak jak sie nam wydaje; zostawmy je wiec bez dowodu, tym bardziej, ze
nie dalismy ani okreslenia spójnosci, ani domknietosci, majac na mysli, ze kazde
z grubsza dobre wyobrazenie o tych pojeciach wystarczy do sledzenia tego tekstu.
Przekrój T figur Tk nie zawiera zadnego (pelnego) krazka: srednica najwiekszego
krazka zawartego w figurze Tk jest nie wieksza niz (1/3)k srednicy trójkata To.
Jest to jeden z powodów, dla którego mówimy o T, ze jest krzywa.

*
Opisana konstrukcja pochodzi z pracy Waclawa Sierpinskiego, ,,0 krzywej,
której kazdy punkt jest punktem rozgalezienia", Prace Matematyczno-Fizyczne
27 (1916), str. 77-86.
Przez krzywa rozumie sie zbiór na plaszczyznie, który jest (1) kontinuum nie
zawierajacym zadnego (pelnego) krazka i który jest (2) obrazem ciaglym odcinka
(z koncami), a wiec jest zbiorem opisanym równaniami, w których wystepuja
funkcje ciagle.
W czasach, z których pochodzi praca Sierpinskiego, zbiory na plaszczyznie
majace wlasnosc (1) nazywano krzywymi w sensie Cantora; te, które maja
wlasnosc (2), nazywano krzywymi w sensie Jordana, co prawda juz raczej dla
tradycji, bo wiadomo bylo od dawna (Peano 1890), ze kwadrat jest krzywa
w tym sensie. Tytul pracy wskazywal, dlaczego budowana w niej krzywa miala
zaslugiwac na uwage.
Abysmy jednak mogli z wlasnego przekonania ~nac rzecz za ciekawa, powinnismy
najpierw wiedziec, co to jest punkt rozgalezienia.

*

Opiszemy to pojecie, tak jak to robil Urysohn mniej wiecej dziesiec lat pózniej
(P.S. Urysohn, Memoire sur /es mu/tip/icitis Cantoriennes II, Verhandelingen
der Koninklijke Akademie van Wetenschappen 13 (1928), str. 1-172).
Punkt p jest punktem (rozgalezienia) rzedu ~ n zbioru A, jesli istnieja dowolnie
male otoczenia punktu p, których brzeg ma nie wiecej niz n punktów; najmniejsza
z takich liczb n nazywamy rzedem (rozgalezienia) zbioru A w punkcie p; jesli
ten rzad jest 3 lub wiekszy, to punkt nazywany jest wprost punktem
rozgalezienia. Chociaz mozna, nie myslmy o rzedach rozgalezienia nieskonczonych.
Wszystkie punkty odcinka sa rzedu 2 lub l (rzedu I sa tylko konce); wszystkie
punkty okregu sa rzedu 2. Najprostsza figura majaca (jeden) punkt
rozgalezienia jest trójnóg (litera Y). Jesli z punktu wychodzi n luków, z których
zadne dwa nie -maja poza tym punktem punktów wspólnych, to punkt ten jest rzedu
co najmniej n. Z punktu rzedu n nie moze wychodzic wiecej niz n takich luków.
Na krzywej T widac po cztery odcinki wychodzace z punktów bedacych wspólnymi
wierzcholkami trójkatów z figur Tk (rys. 2). Sa to punkty rzedu 4, bo sa dowolnie
male otoczenia tych punktów o brzegach (na rysunku symbolizuja je okregi
rysowane linia przerywana) majacych po cztery punkty.
Obwody trójkatów z figur Tk sa zawarte w krzywej T. Punkty z tych obwodów
nie bedace wierzcholkami trójkatów z zadnej z tych figur sa rzedu 3. Dwa
odcinki wychodzace z takiego punktu widac; widac takze trzeci luk wychodzacy
z takiego punktu i tworzacy z tymi dwoma odcinkami trójnóg; widac dowolnie
male otoczenia o brzegach majacych po trzy punkty (rys. 3).
Sa punkty krzywej T nie lezace na zadnym z obwodów trójkatów z figur Tk' Czy
sa? Zamiast odpowiadac na klopotliwe pytania (chyba niepotrzebne, skoro nie
stawialismy podobnego pytania z okazji poprzednio rozpatrywanych punktów),
pokazmy, na wypadek gdyby takie punkty istnialy, ze sa one rzedu 3. Widac to
z rysunku 4, robionego wedlug tego samego schematu co poprzednie dwa.
Ale sa trzy punkty krzywej T, wierzcholki trójkata To (i to jest juz reszta),
które sa rzedu 2. Sa dwa odcinki wychodzace z takiego punktu i sa dowolnie
male otoczenia ich, których brzegi maja po dwa punkty (rys. 5).
Biorac dwa egzemplarze krzywej T i sklejajac w nich po dwa wierzcholki
w trójkatach To dostajemy krzywa majaca same punkty rozgalezienia;
rzedy tych punktów sa 3 lub 4; punktów rzedu 4 jest tylko przeliczalnie wiele.
Czy istnieje krzywa, której wszystkie punkty sa rzedu 3?

I



--
Rozwiazanie zadania M 162
Niech ABCD bedzie szukanym czworoscianem.
Gdy przez kazda krawedz poprowadzimy
plaszczyzne równolegla do krawedzi
przeciwleglej, otrzymamy szesc plaszczyzn
ograniczajacych równolegloscian. którego
pewnymi wierzcholkami sa punkty
A, B. C, D, konce zas danych odcinków
sa srodkami jego scian.
Zauwazmy. ze kazda para przeciwleglych
krawedzi równolegloscianu jest równolegla
do plaszczyzny zawierajacej dwa dane
odcinki. gdyz prosta laczaca srodki
przeciwleglych scian równolegloscianu
jest równolegla do kazdej innej sciany tego
równolegloscianu.

Czworo~cian spelniajacy warunki podane

w zadaniu mozna wskazac w nastepujacy
sposób: przez konce kazdego danego
odcinka prowadzimy plaszczyzny
równolegle do pozostalych dwóch odcinków.
Otrzymujemy w ten sposób równolegloscian.
Na dwóch przeciwleglych jego scianach
obierzmy dwie nierównolegle przekatne.
Ich konce sa wierzcholkami zadanego
czworoscianu. Zadanie ma wiec (co
najmniej) dwa rozwiazania.

Ze takiej krzywej nie ma, pokazal pózniej Urysohn we wspomnianej juz pracy:
nie ma krzywych majacych ten sam (skonczony) rzad rozgalezienia w kazdym
punkcie, chyba ze ten rzad jest 2.
Dokladniej: jesli krzywa (której kazdy punkt jest rzedu skonczonego) ma
w kazdym punkcie rzad ~ n, to sa punkty tej krzywej, w których rzad jest
~ 2n - 2. Dla n = 2 dostajemy znowu liczbe 2, a dla n = 3 liczbe 4. Krzywa

trójkatowa Sierpinskiego daje przyklad na to, ze twierdzenia Urysohna nie
mozna wzmocnic.
Dowód twierdzenia Urysohna (uproszczony przez Parchomienke w ksiazce
"Co tojest linia?", tlumaczenie z rosyjskiego, Warszawa 1961). Przypuscmy,
ze wszystkie punkty krzywej (sa rzedu skonczonego i) sa rzedu < 2n - 2. Wtedy
(*) kazdy zbiór otwarty niepusty U zawiera wraz z brzegiem zbiór otwarty

niepusty o brzegu majacym nie wiecej niz n - l punktów.
Majac teJlrze.~lanke konczymy dowód, budujac ciag zstepujacy zbiorów
otwartych,ri!ep,ustych o srednicach dazacych do zera (rys. 6), takich, ze nastepny jest
zawarty i brzegiem w poprzednim i te brzegi maja nie wiecej niz n - l punktów.
Punkt wspólny tych zbiorów jest rzedu ~ n - l ; sprzecznosc.
Dowód przeslanki (*). Niech p E U. Poniewaz punkty krzywej sa wszystkie
rzedu skonczonego, wiec istnieje otoczenie W punktu p o brzegu skonczonym
i zawarte w U wraz z tym brzegiem. Niech q bedzie punktem na brzegu zbioru W
(rys. 7). Istnieje otoczenie V' punktu q, zawarte wraz z brzegiem w U, nie zawierajace
innych niz' q punktów brzegu zbioru W i którego brzeg ma mniej niz 2n - 2
punktów (zalozenie przeslanki (*)). Zbiór V' rozpada sie po odjeciu punktu
q na dwie czesci otwarte niepuste. Na brzegu obu tych czesci jest razem (nie
liczac punktu q) mniej niz 2n - 2 punktów. Stad, na brzegu jednej z nich jest
(razem z punktem q) nie wiecej niz n -1 punktów. Ta wlasnie czesc jest
szukanym zbiorem V.

*

Rozwazmy w przestrzeni czworoscian foremny. Podzielmy go na równe
czworosciany o srednicy dwa razy mniejszej i zostawmy tylko te przy wierzcholkach.
Postepujac tak dalej, dostaniemy jako pozostalosc kontinuum, które we wszystkich
punktach jest rzedu 4 i 6 z wyjatkiem wierzcholków wyjsciowego czworoscianu,
które sa rzedu 3. Jest to przestrzenny odpowiednik krzywej trójkatowej
Sierpinskiego. Sklejajac ze soba po dwa punkty rzedu 3 dostaniemy kontinuum,
którego wszystkie punkty sa rzedu 4 i 6.
Pokazuje to niemozliwosc wzmocnienia twierdzenia Urysohna takze dla n = 4.
Rzecz dzieje sie w przestrzeni, wiec kryterium (1) nie moze byc zastosowane,
aby orzec, ze dostalismy krzywa. Ale zobaczmy, ze nie dostalismy ani bryly,
ani powierzchni. W k-tym kroku konstrukcji mamy figure, która jest suma
czworoscianów o srednicy (1/2)k polaczonych ze soba wierzcholkami i figura
ta rozpada sie na te czworosciany po usunieciu tych (skonczenie wielu)
wierzcholków. Figura ta nie moze wiec zawierac zadnej bryly ani powierzchni
(w jakimkolwiek mozliwym do przyjecia znaczeniu) o srednicy wiekszej niz
(1/2)k. Stad, przekrój tych figur nie moze zawierac zadnej bryly ani powierzchni.
To samo mozna zrobic dla kazdego n, w n -1 wymiarach, i dostac krzywe
(dopuscmy to slowo), których wszystkie punkty sa rzedu n i 2n-2 ..

*

Pozostalo do pokazania, ze krzywa trójkatowa T jest obrazem ciaglym odcinka.
Dowód, który podaje Sierpinski, sparafrazujemy w sposób znany z poprzedniego
artykulu w Delcie 7/1977.
Rozetnijmy figure Tl w jednym z punktów wierzcholkowych nie bedacym
wierzcholkiem trójkata To. Powstaje girlanda zlozona z trzech trójkatów (rys. 8).
Kazdy z tych trzech trójkatów rozetnijmy podobnie, ale tak, by powstala
girlanda 9 trójkatów; mozna to zrobic np. tak, jak na rysunkrl 9.
Potem z tych trójkatów dostaniemy girlande zlozona z 27 trójkatów; przy
rozcinaniu trójkatów mozna trzymac sie takiej reguly: trójkaty przecinamy na
bokach majacych punkty wspólne z trójkatami sasiednimi; jedynie w przypadku
skrajnych trójkatów regula ta nie jest jednoznaczna.
Postepujac tak dalej, dostajemy w granicy (jakiej i jakim prawem?) luk, który
po sklejeniu go z powrotem daje znów krzywa trójkatowa. Nie sklejamy przy
tym wiecej niz po dwa punkty. Krzywa trójkatowa jest wiec obrazem ciaglym
luku, a wiec i odcinka, otrzymanym przez odwzorowanie o krotnosci nie
wiekszej niz 2..
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Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze zderzenie

nie jest sprezyste, gdyz po takim zderzeniu
kulki 2 i 3 powinny byc nieruchome,

a kulka l powinna poruszac sie z predkoscia

7 cm/s. Nie zawsze jest to jednak prawda,
a jedynie wtedy, gdy cale zderzenie mozna

uwazac za dwa oddzielne, kolejno zachodzace
sprezyste zderzenia "dwukulkowe" . Taka

sytuacja zdarza sie czesto, ale zalezy to od

czasu trwania pojedynczych
zderzen. W przypadku

ogólnym jako kryterium sprezystosci

pozostaja jedynie zasady zachowania pedu

ienergii kinetycznej. W rozwazanej Sytuacji
maja one postac:

mtJ = mUl +mV2 +mv3.

mv1 mvi mvi mvi
-2- = -2-+ 2 + -2-

istanowia uklad tylko dwóch równan

z trzema niewiadomymi. Tak wiec

w ogólnosci stan ~oncowy zderzenia
z udzialem wiecej niz dwóch kulek nie daje
sie jednoznacznie przewidziec. Podane zas

w tresci zadania predkosci kulek spelniaja
oba powyzsze równania. Rozpraszanie
jest wiec sprezyste.

*

Jesli w krzywej trójkatowej zaszyjemy dziury, to dostaniemy pelny trójkat.
To brzmi nawet prawdopodobnie, ale nie kazde zszywanie jest dobre.
Opiszemy zaszywanie trójkata usunietego w pierwszym kroku konstrukcji.
Wystarczyloby opisac zszywanie obwodu, ale opiszemy zaszywanie calego
trójkata.
Dzielimy trójkat na cztery równe trójkaty (rys. 10). Srodkowy trójkat redukujemy
do punktu. W pozostalych trzech redukujemy do punktów odcinki równolegle
do boków srodkowego trójkata. Wierzcholki trójkata nie zostaly zszyte
z innymi punktami. Jesli zaszyjemy w ten sposób wszystkie pousuwane
trójkaty, to postapimy tak, jak bysmy odwzorowali w sposób ciagly (nie tylko
to przyjmiemy teraz na slowo) trójkat To na figure powstala z niego przez
zredukowanie do punktów wszystkich trójkatów i odcinków, na które zostaly
porozbijane pousuwane trójkaty. Zauwazmy, ze punkty na obwodzie trójkata
To nie zostaly zszyte z zadnymi innymi, a zaden ze wspomnianych trójkatów
i odcinków nie rozspaja trójkata To.
Jedno z ciekawszych twierdzen topologii plaszczyzny, twierdzenie Moore'a
(w pelnej ogólnosci i z odnosnikiem do oryginalnej pracy Moore'a z r. 1920 mozna
znalezc w ksiazce Kuratowskiego, Topology II, Warszawa 1968, str. 533), pozwala
na konkluzje, ze powstala figura jest zbiór homeomorficzny z (pelnym)
krazkiem, a wiec takze i z trójkatem To.
W prawdziwosc konkluzjj latwo .§je 'Y~rzy, czujac w palcach rezultat
zszywania trójkata To. Oczywisto$c twierdzenia Moore'a jest jednak zdradliwa:
trójwymiarowy analogo~':ze zlepianiem w punkty luków nie rozspajajacych
(pelnej) kuli, jest falszywy. Otrzymany przez zszywanie krazek jest obrazem
takze krzywej T, bo elementy rozbicia maja punkty na krzywej T, a ze kazdy
ma ich nie wiecej niz trzy, wiec krazek jest obrazem (ciaglym) krzywej
trójkatowej przez odwzorowanie krotnosci nie wiekszej niz 3.
Autor artykulu nie wie, czy krzywa trójkatowa mozna odwzorowac w sposób
ciagly na krazek przez odwzorowanie krotnosci nie wiekszej niz 2.
Spójrzmy, jak wyglada krzywa T po zszyciu (rys. 12). Usuniete trójkaty staly
sie trójnogami o srednicach dazacych do zera wraz ze srednicami odpowiadajacych
im trójkatów.
Punkty rozgalezienia trójnogów, to srodkowe czesci usuwanych trójkatów.

*

Przez zlozenie opisanych odwzorowan, odcinka na krzywa T i krzywej T na
krazek, dostajemy odwzorowanie (ciagle) odcinka na krazek.
Co do krotnosci jest nieco gorsze niz oryginalne odwzorowanie Peany, które
ma krotnosci 1,2 i 4 (o odwzorowaniach Peany - zob. artykul w Delcie
7/1977). To, ktore dostalismy, ma wszystkie krotnosci od l do 4.
Zobaczymy to. Punkty krzywej T lezace na obwodach usuwanych trójkatów
sa wartosciami krotnosci l lub 2 odwzorowania odcinka na krzywa T i tylko
one sa zszywane; wartosci krotnosci 2 jest jedynie przeliczalnie wiele: sa to
punkty, w których robilismy rozciecia. Zszywamy konce odcinków rozbicia
(rys. 11) i wtedy zszywamy dwie wartosci krotnosci nie wiekszej niz 2, ale
zdarza sie przy tym zszyc punkt krotnosci 2 z punktem krotnosci l (punkty
p i q z rys. 11), otrzymujac wartosc krotnosci 3 odwzorowania zlozonego.
Zszycie wierzcholków trójkata redukowanego do punktu daje punkt krotnosci
4 odwzorowania zlozonego, bo (trzeba to zauwazyc) zszywa sie wtedy jeden
punkt krotnosci 2 z dwoma punktami krotnosci 1. Odwzorowanie zlozone
ma jeszcze krotnosci 2 i l, ale i tak pokazalismy juz, ze otrzymalismy
odwzorowanie nie lepsze niz Peany, wiec oszczedzmy sobie dowodu, w którego
wyniku nie jestesmy zainteresowani.
Pokazemy za to jak, zmieniajac nieco sposób zaszywania usunietych trójkatów,
dostac odwzorowanie (ciagle) odcinka na krazek, majace krotnosci 1, 2 i 3,
z przeliczalna iloscia punktów krotnosci 3, wiec nie gorsze niz odwzorowanie
Pólyi (przypomniane w Delcie 7/1977). Obnizenie krotnosci, podobnie jak
u Pólyi, bedzie otrzymane kosztem symetrii.
Kazdy z usunietych trójkatów dzielimy na cztery trójkaty przez wpisanie
trójkata tak, aby jego wierzcholki byly krotnosci l, a odcinki równolegle do jego
boków (rys. 13) nie laczyly punktów krotnosci 2 z punktami krotnosci 2 z obwodu
usunietego trójkata. Trójkat tak wpisany sie znajdzie, bo punktów krotnosci
2 jest jedynie przeliczalnie wiele (jest to wskazówka do dowodu, którego dobre
wykonanie moze dac nawet pewna satysfakcje). Zszywanie robimy jak poprzednio.
Otrzymujemy krazek, który jest teraz obrazem odcinka przez odwzorowanie
krotnosci nie wiekszej niz 3 (rys. 14).
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Co to jest teoria wzglednosci?

Dr Andrzej KRASIl~SKI

TESTY DOSWIADCZALNE

RUCH PERIHELIUM MERKUREGO

Pokazalismy juz w poprzednim artykule, jak tlumaczyla ten efekt teoria
Newtona i na jaki klopot przy tym natrafila. W mysl równan teorii wzglednosci,
nawet gdyby Slonce mialo tylko jedna planete, jej tor nie bylby elipsa, lecz
krzywa "rozetkowa", zas zaburzenia grawitacyjne wywolane przez inne planety
jedynie powiekszaja obrót perihelium. Róznica obrotu zmierzonego i obliczonej
sumy zaburzen orbity Merkurego przez inne planety wynosila, jak pamietamy,
(43,11 ±0,45)" na stulecie. "Naturalny" obrót perihelium Merkurego, nie
wywolany przez zaburzenia, mial wynosic 43,03" na stulecie. Widac, ze
pierwszy historycznie test teorii Einsteina wypadl niespodziewanie dobrze.

~

~~ ~1~~~>>« .. 'f'..--:.------~

~

Rys. 1. Wedlug teorii Einsteina planeta
porusza sie wokól gwiazdy po krzywej
rozetkowej nawet wtedy, gdy jest jedyna
planeta tej gwiazdy.

Jesli nowa teoria fizyczna ma zastapic stara, musi spelniac trzy podstawowe
warunki:
1. Wszystkie fakty eksperymentalne dobrze wyjasnione przez stara teorie nowa
teoria musi wyjasniac co najmniej równie dobrze (tzn. z nie mniejsza dokladnoscia).
2. Nowa teoria musi wytlumaczyc, dlaczego stara dobrze nadawala sie do opisu
podlegajacych jej zjawisk.
3. Nowa teoria musi dobrze opisywac cos, czego stara teoria opisac nie potrafila,
albo co opisywala w sposób niezgodny z wynikami eksperymentu.
Bez spelnienia pierwszego warunku nowa teoria bedzie ubozsza od starej i nikt
nie zechce zaprzatac sobie glowy uczeniem sie jej. Bez spelnienia drugiego
warunku, przy spelnionym pierwszym, nowa teoria jest zaledwie nowym podejsciem
do starych zagadnien, i jej wyzszosc jest bardzo problematyczna (zwlaszcza
w przypadku, gdy stara teoria potrafi objasnic nowa - wtedy nowa jest tylko
zabawka teoretyków). Dopiero spelnienie trzeciego warunku ukazuje istotna
wyzszosc nowej teorii nad stara.
Z punktem pierwszym i drugim (zwanymi razem zasada korespondencji) teoria
wzglednosci nie miala wiekszych klopotów. Nowe, nieznane mechanice
newtonowskiej efekty wystepuja przy bardzo duzych predkosciach ruchu,
w bardzo silnych polach grawitacyjnych i w wielkich obszarach Wszechswiata.
Poniewaz obiekty astronomiczne poruszaja sie na ogól (w porównaniu
z predkoscia swiatla) powoli, badane przez ludzi pola grawitacyjne Slonca
i planet sa slabe, zas wszelkie dane obserwacyjne dotyczace wielkich obszarów
sa tak niedokladne, ze dopuszczaja znaczna dowolnosc interpretacji - teoria
Newtona mogla skutecznie wyjasniac bardzo wiele zjawisk astronomicznych
w sposób ilosciowo nieznacznie rózniacy sie od opisu teorii wzglednosci.
Natomiast punkt trzeci byl klopotliwy. Wyjasnienie ruchu perihelium Merkurego
oraz przepowiedzenie ugiecia promieni swietlnych w polu grawitacyjnym przed
doswiadczalnym wykryciem tego efektu byly wielkimi osiagnieciami nowej
teorii, lecz zaledwie dwa nowe, niewatpliwie potwierdzone doswiadczalnie efekty 
to bylo troche za malo, aby odrzucic teorie Newtona, wspaniale rozwinieta
w ciagu 200 lat jej istnienia, prosta rachunkowo i pojeciowo i majaca na swym
koncie niezliczona ilosc trafnie przepowiedzianych efektów. Dlatego przez
ponad 50 lat teoria wzglednosci zdobywala sobie entuzjastów glównie dzieki
swojej elegancji matematycznej, precyzyjnej, pieknej strukturze dedukcyjnej
oraz dzieki pobudzajacym wyobraznie i fantazje, zaskakujacym wnioskom
z prostych obserwacji. Dopiero w ostatnich latach sytuacja ta zaczela sie zmieniac.

p Piecdziesieciu lat potrzebowala technika na osiagniecie takiego poziomu, aby
odstepstwa teorii wzglednosci od teorii Newtona byly mozliwe do zmierzenia
w wiekszej ilosci przypadków. Omówimy, w kolejnosci chronologicznej,

..najwazniejsze i hajciekawsze doswiadczenia z tej serii.

t

R es O

Rys. 2. Ugieele promienia swietlnego w polu
grawitacyjnym Slonca. R - rzeczywiste
polozenie gwiazdy, P - polozenie pozorne
rejestrowane na fotografii przez obserwatora
O, rp - kat ugiecia promienia, znacznie
przesadzony.

UGIECIE PROMIENI SWIETLNYCH W POLU GRAWITACYJNYM

W czasach, gdy powstawala ogólna teoria wzglednosci, jedyna okazje
zaobserwowania tego efektu dawaly calkowite zacmienia Slonca. Ugiecie bylo
bowiem wystarczajaco duze tylko dla promieni biegnacych blisko Slonca, a to
oznaczalo, ze trzeba rejestrowac obrazy gwiazd znajduja<;ych sie w malej
odleglosci katowej od Slonca.
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Pomiar polegal n'a sfotografowaniu dwu wybranych gwiazd
w chwili, gdy znajdowaly sie na niebie blisko tarczy slonecznej,
sfotografowaniu tych samych dwu gwiazd w kilka miesiecy pózniej, gdy byly
widoczne na tle nieba nocnego, i porównaniu ich wzglednych polozen na obu
zdjeciach. Byl to z wielu powodów trudny eksperyment. Nie zawsze w czasie
zacmien widac dostatecznie jasne gwiazdy lezace wystarczajaco blisko Slonca.

~ - -~ _ Przechowywane przez kilka miesiecy materialy fotograficzne deformuja sie pod

: ~ wplywem wilgoci i ciepla, katda \disza w swój indywidualny sposób, nawet-~ -- "5.- <l.l,:z; -~~_ jesli .wszystkie P?chod~a z tej samej serii produ~cyjne). ~o,:"ieksz~ to bl~dyR - - - - - -~ - - o pomiarowe. Jesh dodac do tego fakt, ze calkowite zacmlema Stonca maja
1__ -- ~ ~ dziwne upodobanie do wystepowania posrodku oceanów, dzungli lub pustyn

i rzadko zdarzaja sie w poblizu dobrze wyposazonych obserwatoriów, sytuacja
bedzie jasna.

-p;
b.)

Rys. J. Zasada pomiaru kata ugiecia.

a) Gdy gwiazdy sa widoczne na niebie
z dala od Slonca, ich polozenia obserwowane

zgadzaja sie z rzeczywistymi R, i Rl ; kat

miedzy kierunkami obserwowanych polozen
wynosi "',. b) Gdy gwiazdy sa widoczne

w poblizu Slonca, ich polozenia pozorne
P, i Pl znajduja sie w wiekszej odleglosci
katowej "'1'

(
Rl

a.) 'Pl b.)
Rys. 4. al Polozenia gwiazd R, i Rl
na fotografii w sytuacji odpowiadajacej
rysunkowi Ja. b) PolOzenia gwiazd

R 1 i Rl na fotografii w sytuacji z rysunku 3b.

~f-· ~--I---
a.) b.)
Rys. S. Zasada pomiaru

radiointerferometrycznego : a) Slonce
z dala od trójki radiozródel, ich obrazy

leza na jednej prostej, b) Slonce zblizylo
sie do srodkowego radiozródla, jego

obserwowane polozenie odchyla sie od

prostej laczacej dwa pozostale obrazy.

Dzis uzywa sie do tego pomiaru radioteleskopów interferometrycznych, które
potrafia wyznaczyc polozenia zródel fal radiowych z wielka dokladnoscia.
Slonce jest dosc slabym zródlem fal radiowych, dzieki czemu mozna sledzic
"radiogwiazdy" nawet w malych odleglosciach katowych od Slonca. Natura
dostarczyla tez astronomom bardzo dogodnej konfiguracji trzech radiozródel
(sa one oznaczone symbolami 0111 +02, OII6+08 iOII9+ 11). Leza one niemal
dokladnie na jednej linii prostej, prawie prostopadlej do toru Slonca na niebie,
przy czym srodkowe z nich jest codziennie przez okolo 4 tygodnie na przelomie
marca i kwietnia kazdego roku calkowicie przyslaniane przez Slonce. W czasie
"zacmienia" dwa pozostale radiozródla, polozone z dala od Slonca, a wiec nie
ulegajace pozornemu przemieszczeniu na skutek ugiecia fal radiowych, moga
sluzyc do wyznaczania rzeczywistego polozenia trzeciego ~ródla, dla porównania
go z aktualnie obserwowanym polozeniem pozornym. Odpadaja wiec
klopoty z wyprawami do dzungli i dlugim przechowywaniem nietrwalych
materialów.

Przewidywane przez teorie Einsteina ugiecie promienia swietlnego na sanrej
krawedzi tarczy slonecznej wynosilo 1,749 sekundy katowej. Pomiar, wykonany
w r. 1974 i 1975 przez E. Fomalonta i R. Sramka w Narodowym
Obserwatorium Radio-Astronomicznym w Green Bank (West Virginia,
USA), dal wynik (1,761 ±O,016)".

GRA WITACYJNE PRZESUNIECIE KU CZERWIENI

Jest to efekt, który mozna latwo wytlumaczyc poslugujac sie analogia miedzy
silami grawitacyjnymi i silami bezwladnosci. Obserwator, poruszajacy sie ruchem
przyspieszonym wzdluz kierunku biegu promienia swietlnego, zaobserwuje
wydluzenie sie fal swietlnych, czyli "poczerwienienie" swiatla, gdyz w jednostce
czasu bedzie go mijalo mniej fal, niz wtedy, gdy spoczywal. Podobnie, swiatlo
wydobywajace sie z pola grawitacyjnego ulega "poczerwienieniu". Wykrycie
poczerwienienia linii widmowych gwiazd oraz dwie obserwacje omówione
powyzej byly nazywane niekiedy "trzema klasycznymi testami teorii wzglednosci".
Cywilizowani ludzie XX wieku sa wciaz bardzo przywiazani do magicznych
i symbolicznych liczb, i dlatego zreczniej bylo mówic o trzech testach, niz
dwóch czy czterech, choc kazda z tych liczb mozna by uznac za trafna przy
odpowiednio liberalnych kryteriach (niestety, nastepna liczba magiczna: siedem,
byla calkiem nieosiagalna). Grawitacyjne poczerwienienie swiatla jest bowiem
niemal niemozliwe do zaobserwowania metodami astronomicznymi. Swiatlo
jest emitowane z powierzchni gwiazd przez materie, wykonujaca szybkie, burzliwe
ruchy, a wiec na poczerwienienie grawitacyjne nakladaja sie efekty Dopplera
zwiazane z ruchem zródla swiatla. Pon.adto, po~obny skutek wywoluje przejscie
swiatla przez materie miedzygwiezdna, której ilosci i rozmieszczenie nie sa
dokladnie znane. Dlatego pierwsze wiarygodne wyniki dal dopiero eksperyment
przeprowadzony w roku .1965 przez E. Pounda i F. Snidera metodami
laboratoryjnymi w ziemskim polu grawitacyjnym. Okazalo sie, ze zgodnie
z przewidywaniami teorii Einsteina zmiana czestotliwosci fali swietlnej av wynosi:

,

gh
av = -2 V,c

gdzie g - natezenie. pola grawitacyjnego, c - predkosc swiatla, h - róznica
wysokosci miedzy zródlem a odbiornikiem swiatla, v - czestotli~osc fali wyslanej.
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ROZSZERZANIE SIE WSZECHSWIATA

Efekt ten, omówiony w Delcie przez B. Kuchowicza w serii artykulów
o kosmologii, bywa podawany jako jeden z dowodów ("czwarty klasyczny",
jesli ktos chce) ogólnej teorii wzglednosci. Rzeczywiscie, wyjasniono go
teoretycznie najpierw przy pomocy teorii wzglednosci, lecz mimo to nie jest
on jej potwierdzeniem eksperymentalnym poniewaz jest mozliwy do opisania
równiez w teorii Newtona.

PRECESJA ZYROSKOPU NA ORBIClE WOKÓL ZIEMI

Zyroskopem nazywamy swobodnie wirujace cialo, zawieszone lub podparte
w swoim srodku masy, a wiec takie, na ktqre nie dzialaja zadne momenty sil.
Teoria Einsteina przewiduje, ze jesli umiescimy zyroskop na orbicie wokól
Ziemi, to jego os obrotu powinna wykonywac kolisty ruch po powierzchni
stozka zwany precesja. W przypadku orbity przebiegajacej nad biegunami
Ziemi (prostopadlej do plaszczyzny Równika) precesja bedzie llliala dwie
skladowe prostopadle: jedna zwiazana z ruchem zyroskopu po orbicie, równa
6,9 sekundy luku na rok, i druga zwiazana z ruchem obrotowym Ziemi, równa 0,05
sekundy luku na rok.

Rys. 6. Zasada pomiaru precesji zyroskopu.
Z - Ziemia, S - satelita, w - wektor
predkosci katowej zyroskopu, R - gwiazda
uzywana jako punkt odniesienia, O - os.
wokól której zyroskop wykonuje precesje.
W rzeczywistosci gwiazda R znajduje sie
tak daleko od Ziemi, ze prosta P,A jest
równolegla (w granicach bledu pomiarowego)
do prostej P,B.

Pomiar taki nie zostal jeszcze wykonany, przygotowania do niego trwaja od
kilku lat na uniwersytecie w Stanford (USA). Mimo to, eksperyment ten zasluguje
na wzmianke, gdyz jest wyjatkowo pieknym przykladem obustronnie twórczego
oddzialywania techniki z nauka. Niestety, zbyt czesto oddzialywanie to jest
rozumiane w sposób wulgarnie doslowny, gdy np. glosi sie publicznie, ze jedynym
sensem nauki i jedynym zadaniem ludzi nauki jest udzielanie natychmiastowych
skutecznych odpowiedzi na problemy zawodowe inzynierów i dyrektorów fabryk.
W tym ujeciu nauka (o ile mozna to zajecie nazwac nauka) spelnia role
sluzebna wobec techniki, zamyka sie w ciasnych ramach codziennosci i nigdy
nie przyniesie wielkich odkryc, ani poznawczych, ani technicznych. Technika
zas, przez nikogo nie prowokowana do twórczych poszukiwan, wpada w tej
sytuacji w zastój. W naszym problemie zyroskopu mamy przyklad tego, jak
wysokie wymagania eksperymentu naukowego staja sie wyzwaniem dla ambitnych
inzynierów i pobudzaja ich do pracy, która w efekcie ubocznym przynosi nowe
urzadzenia dla "ziemskiej" techniki i nowe problemy dla innych dziedzin nauki.
Kierunkiem, wzgledem którego mierzy sie precesje, jest os teleskopu,
elektronicznie sterowanego tak, aby caly czas sledzil jedna, wybrana gwiazde.
Aby wykryc tak powolna precesje, pomiar musi trwac co najmniej kilka
miesiecy, i przez caly czas zyroskop musi swobodnie wirowac. Zadne zawieszenie
mechaniczne nie moze zapewnic dostatecznie malego tarcia. Zawieszenia
elektrostatyczne lub magnetyczne indukuja prady wirowe w obracajacym sie
ciele, które hamuja obrót jeszcze skuteczniejnjz tarcie. Postanowiono wiec
ochlodzic cale urzadzenie do temperatury cieklego helu (- 271°C), aby móc
skorzystac z nadprzewodzacego ekranu, eliminujacego zewnetrzne zaklócenia
magnetyczne i zwiazane z nimi prady wirowe, oraz znadprzewodzacych
czujników do rejestrowania polozenia zyroskopu. Jesli teraz uzmyslowimy sobie,
ze termostat utrzymujacy taka temperature, urzadzenia elektroniczne do
sterowania teleskopem i odczytu' wyników pomiaru, nadprzewodzace czujniki,
komputer i nadajnik radiowy do przetwarzania i przekazywania na Ziemie
rezultatów, oraz urzadzenia napedowe i paliwo maja byc wszystkie razem
pomieszczone w niewielkim satelicie ksztaltu walca o wymiarach 1,80 x 1,60 m,
stanie sie jasne, jak wielkie wymagania techniczne stawia opisywany eksperyment.

Poprzestanmy na tych przykladach, bowiem omówienie wszystkich, zrobionych
i planowanych, testów eksperymentalnych teorii wzglednosci wymagaloby
znacznie dluzszego artykulu. Przyjmijmy, re wiemy juz, czym jest teoria
wzglednosci i spróbujmy na zakonczenie odpowiedziec:

CZYM BEDZIE TEORIA WZGLEDNOSCI?
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Rozwiazanie zadania M 160
Kazdy podzial nicpustego zbioru A wyznacza
w tym zbiorze relacje równowaznosci - :

x - , <o> x i y naleta do tego samego
podzbioru A,

Wszystkichrelacji okreslonych w zbiorze
n-elementowym jest 2,,1, gdyz par
uporzadkowanych (x ,y), gdzie x e A,
Y e A:, jest n1, a relacja jest okreslona,
gdy dla kazdej takiej pary wiemy, czy
x jest w tej relacji z y, czy tez nic. Relacja
moze byc wiec utozsamiona z podzbiorem
zbioru par, a podzbiorów takich jest 2".
Poniewazniektóre tylko relacje sa
relacjami równowaznosci, wiec liczba
podzialówzbioru n-elementowego nic
przekracza 2ft'.

Rozwiazanie zadania M 161
Wprowadzmy w plaszczyznie kwadratu
taki uklad wspólrzednych, by A = (1, 1),
B = (-1, 1), C = (-1, -1) i D = (I, -I).
Dowolny punkt okregu ma wtedy wspólrzedne
(cosa, sina). gdzie a jest pewna liczba
z przedzialu [O, 2,,].
Mamy a' = (I-cosa)' + (l-sina)'.

b' = (I +cosa)' + (I-sina)'.
c' = (I +cosa)' + (l +sina)',
d' = (l-cosa)' + (I +sina)'.

Stad a'c'+b'd' = 2(I-oos'a)'+2(1
-sin2a)2 + (l-cosiX+sina-cos<xsina.)l +
+ (1 +cosa-sinCl-COSct sina)l +
+(I+cosa+sina+oosasina)'+(1
-cosa: - sina + cos cx sin <x)1.

Uwzgledniajac równosci cos1a+sin21X = 1
l \ I

oraz x'+y' ~ 2" (x+y)' + 2" (x-y)'
otrzymujemy, te

a'c'+ b'd' = 2sin'a+2oos'a+ .~(2-2

-2cosasina)' + -}- (2cosa-2sinaP +

+ T(2+2cosasina)' +T(2oosa+2sina)' =
= 2(sin4a+cos4a+ 1-2cosasin(X+
+ cos1cxsin1 a+cos2a.-2costXsina +
+sin.1a+ 1+2cosClsina+cos1cxsin1«+cosZcr+

+2cosasina+sin'a) = 2 [(sin'a+cos'a)1 +
+4] = lO, c.n.d.

CZYM BEDZIE TEORIA WZGLEDNOSCI?

Czesto przedstawia sie teorie wzglednosci jako dyscypline skonczona, zamknieta,
.w której nic wiecej nie da sie zrobic. Nic bardziej blednego. Nadchodzi wlasnie
okres iIltensywnych testów eksperymentalnych i obserwacyjnych, które
odpowiedza na stare pytania i na pewno dostarcza nowych. Najblizsze lata
moga przyniesc rozwiazanie problemu, czy istnieja fale grawitacyjne, tzn. impulsy
pola grawitacyjnego oderwane od swoiChzródel i wedrujace samodzielnie przez
przestrzen miedzygwiezdna. Mimo znacznego wysilku koncepcyjnego,
technicznego i finansowego wlozonego w ten problem przez kilka duzyclJ.osrodków
naukowych w swiecie, precyzja detektorów jest wciaz jeszcze niezadowalajaca,
zas jej poprawienie wiaze sie z kolejna seria problemów technicznych najwyzszej
trudnosci.
Obserwacje astronomiczne moga potwierdzic istnienie (lub nieistnienie)
czarnych dziur -: umarlych gwiazd, które po wyczerpaniu zapasów energii
zapadly sie pod wplywem wlasnej grawitacji tak bardzo, ze zadna materia ani
nawet swiatlo nie moga wydostac sie z ich powierzchni na zewnatrz. I fale
grawitacyjne, i czarne dziury sa tworami, których istnienie me daje sie opisac
w teorii Newtona.
W zwiazku z badaniami doswiadczalnymi pozostaje inny, bardzo intensywny
nurt dzialalnosci relatywistów: tworzenie nowych teorii grawitacji, róznych
od teorii Einsteina. ,Sa one tworzone nie po to, aby teorie Einsteina zastapic
(choc i ta mozliwosc nie jest wykluczona), lecz aby dostarczyc tla, na którym
bedzie mozna wyrazniej zobaczyc, co teoria Einsteina przewiduje i co jeszcze
mozna by zmierzyc (przypomnijmy: gdy wszyscy wierzyli tylko w teorie Newtona,
nikomu nie przyszlo nawet do glowy, ze swiatlo moze uginac sie w polu'

. grawitacyjnym). '

Mozna tez przypuszczac, ze powstanie od dawna oczekiwana kwantowa teoria
grawitacji; która pogodzi fizyke kwantowa, sluszna w skali atomu i czastek
elementarnych, z teoria wzglednosci, operujaca w skali gwiazd. Te dwie teorie
opisuja na razie rozlaczne zbiory zjawisk i nikt nie zna sposqbu na ich
równoczesne zastosowanie, które jest konieczne np. dla opisu pierwszych chwil
istnienia Wszechswiata (patrz artykul B. Kuchowicza w Delcie 10/1977).
Tyle mozna powiedziec na podstawie prac juz rozpoczetych. Przewidywania
wybiegajace dalej Y' przyszlosc bywaja zawsze niebezpieczne. Odkrycia, które
.daja sie zaplanowac, sa z reguly malo 'odk:rywcze, zas przewidywacze zawsze
okazywali sie niedojrzalymi do przyszlosci, która usilowali przewidziec. Bardzo
pouczajacym przykladem jest tu wiersz J. W. Goethego "Zahme Xenien",
napisany w odruchu protestu przeciwko doswiadczeniom Newtona

. z rozszczepianiem swiatla: .

Bracie! Wyjdzze z izby mroku,
Gdzie swiatlo sie w sztuki rwie
I w zalosnych skarg potoku
Blaznom w poklon cialo gnie.
Zabobonu wielbicieli
Bylo w iatach przeszlych dosc,
W glowach twych nauczycieli
Niech trwa widm i zludzen czczosc.
Ty, w pogodny dzien, spojrzenie
Do blekitu nieba wznies,
Patrz, jak slonce sie czerwieni,
Gdy nadchodzi juz dnia kres.
Wtedy, z okiem, sercem zdrowym,
Wes6l, daj natUrze czesc:
To o swietle jest teczowym
Wsp6lna wszystkim wiedzy tresc.

Goethe byl nie tylko wybitnym poeta, lecz takze, dzieki wszechstronnym
zainteresowaniom i dzialalnosci, jednym z wielkich ludzi swojej epoki. Nie da
.sie jednak ukryc, ze wierszyk ten jest dzis dla niego kompromitujacy. Historia
przyznala racje Newtonowi, i to w sposób nie dajacy Goethemu zadnej szansy
obrony. Zatem ... nie wystarczy byc wielkim czlowiekiem, aby trafnie
przewidywac przyszly rozwój nauki. Mylili sie co do tego nawet sami twórcy
wielkich odkryc. Niech o tym pamietaja ci sposród czytelników Delty, którzy
za kilka lub 'kilkanascie lat zajma w hierarchii naukowej odpowiedzialne stanowiska
i beda mogli madrymi lub niemadrymi decyzjami dobrze lub zle wplywac na
rozwój nauki w Polsce.
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Mechanika, komputer, czlowiek (I)

Prof dr Dominik ROGULA

('2. )' ~

~

rt""?

~ it["'~li, J1\

~{}]

Komputeryzacja czlowieka czy humanizacja komputera
Zanim przejdziemy do rozwazan dotyczacych przyszlego ksztaltu relacji czlowiek
komputer, zastanowimy sie przez chwile nad stanem dotychczasowym. Oddawszy

. cesarzowi co cesarskie, stwierdzic nalezy, ze stan ten nie jest zadowalajacy:
w ogólnym cyklu przetwarzania informacji z udzialem komputera czlowiek nie
tylko wykonuje znaczna czesc pracy, ale praca ta jest w duzej mierze ukierunkowana
komputerowo i dla czlowieka uciazliwa. Aby zagadnienie to uproscic i jednoczesnie
skonkretyzowac, ograniczymy sie do rozwazania dwu spraw, które tutaj wydaja
sie najwazniejsze. Sa to:

(i) sposób stawiania zadan komputerowi i
(ii) komunikacja czlowiek - komputer - czlowiek.

(i) Charakterystyczne dla dzisiejszego komputera jest odwrócenie relacji pomiedzy
zadaniem i sposobem jego realizacji. W normalnym "ludzkim" trybie dzialania
samo zadanie jest pierwotne i nadrzedne w stosunku do sposobu realizacji,
który odgrywa role wtórna, sluzebna. Dla komputera natomiast zadanie
definiujemy przez podanie sposobu realizacji - w postaci programu. Komputer
zadania "nie rozumie". Trzymajac sie slepo instrukcji programu zadanie wprawdzie
wykona, ale uzyskany wynik jest niejako produktem ubocznym dzialan
komputera. Tylko czlowiek wie, ze wykonanie tych wlasnie instrukcji prowadzi
do osiagniecia pozadanego celu i tylko czlowiek dobiera te instrukcje w sposób
celowy.

(ii) Komunikacja pomiedzy czlowiekiem i komputerem jest formalna.
Czlowiek moze przemawiac do komputera jedynie w specjalnych jezykach
programowania (lub wprowadzania danych) o rygorystycznej skladni i czysto
formalnej interpretacji. Komunikacja taka nie jest odporna na wlasciwe naturze
ludzkiej bledy: najdrobniejsza pomylka syntaktyczna jest egzekwowana
z konsekwencja godna lepszej sprawy. Bledy rzeczowe natomiast sa dla komputera
calkowicie niewykrywalne. Niezaleznie zreszta od kwestii bledów, czysto
formalny system komunikacji jest dla czlowieka nienaturalny, krepujacy
i uciazliwy.

Bez wiekszej przesady mozemy wiec powiedziec, ze stosunki czlowiek
komputer ksztaltuja czlowieka na podobienstwo komputera.

W pelnym zakresie powyzsze charakterystyki, oznaczone symbolami (i) i (ii),
odnosza sie do uzytkowania komputera na poziomie programowania. Na poziomie
korzystania z gotowych programów pewne ich elementy moga byc zlagodzone.
Jednakze uzytkowanie komputera nie moze polegac wylacznie na poslugiwaniu
sie gotowymi programami, których zestaw zostanie z góry dobrany tak, by
rozwiazywaly one wszystkie mozliwe iadania, nawet jezeli ograniczyc sie do
jakiejs jednej realnej dziedziny. Tendencje do takiego "oprogramowania" obliczen
naukowo-technicznych doprowadzily do powstania wielkich wspólczesnych
systemów "software'u", które jednakze sa nie tyle gotowymi programami
problemowymi, ile systemami ulatwionego programowania z uzyciem
problemowo-zorientowanych makrooperacji.

Czy upodabnianie sie czlowieka do komputera jest konieczne dla rozwoju
dobrych "izajemnych stosunków? Czy nie mozna komput~ra (tzn. przede
wszystkim "software'u") dostosowac troche do czlowieka? Czy nie mozna
nauczyc go osiagania celów zamiast wykonywania instrukcji w przepisanej
kolejnosci? Czy nie mozna konwersowac z nim w jezyku naturalnym, nie uczac
sie zadnych jezyków programowania, sposobówprzygotowania danych, pisania
kodów od 7 kolumny, etc.?

Dazenie-do uzyskania (umiarkowanie) pozytywnych odpowiedzi na ostatnie
pytania nazwiemy tutaj programem (umiarkowanej) humanizacji komputera.
Podkreslic od razu nalezy, ze zbyt daleko idaca humanizacja komputera, nie.
mówiac nawet o klopotach z jej realizacja, wcale niebylahy pozadana. Aby sie
o tym przekonac, wystarczy przyjrzec sie przytoczonej ta1)e1ce, gdzie podany jest
zestaw <:ech .charakterystycznych dla (a) czlowieka, (h) dzisiejszego komputera

ci {e) idealnego wspólpracownika, Jakim, mam nadzieje, okaze sie komputer jutra.
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Porównanie kolumny pierwszej i trzeciej pokazuje, ze zbyt uczlowieczony
komputer nie bylby dla nas najlepszym wspólpracownikiem.
Natomiast porównanie kolumny pierwszej z druga ujawnia ich wzajemna
komplementarnosc. Ich suma logiczna jest zblizona do parametrów kolumny
trzeciej, co oznacza, ze w ukladzie czlowiek - komputer tkwia mozliwosci
zblizone do pozadanych. Iloczyn logiczny.dwu pierwszych kolumn jest równy
zeru, co z kolei oznacza, ze porozumienie czlowiek - komputer, i w konsekwencji
urzeczywistnienie tych pozadanych mozliwosci, jest trudne i wymaga od czlowieka
specjalnego wysilku.
Ocena mozliwosci przesuniecia granicy podzialu pracy miedzy czlowiekiem
i komputerem i uwolnienia od wykonywania ukierunkowanych komputerowo
dzialan zalezy od wielu czynników, z których glównym jest problem mozliwosci
maszyn w ogóle. Nastepnym razem krótko omówimy te kwestie.

inteligencja

zamilowanie

do ciezkiej
pracy

wyrozumialosc dla
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,s Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKO WSKI

M 160. Udowodnic, ze liczba podzialów zbioru n-elementowego nie przekracza 2". (Podzialem
zbioru A nazywamy taka rodzine {A 1, .,. , Ak} jego pozbiorów niepustych i parami rozlacznych, '
ze Al v ... V Ak = A.)
Rozwiazanie na str., 7
M 161. Na okregu o promieniu dlugosci 1 opisano kwadrat ABCD. Udowodnic, ze jezeli
a, b, c, d sa odleglosciami dowolnego punktu tego okregu odpowiednio, od punktów A, B, C, D,
to a2c2+b2d2 = 10.

Rozwiazanie na str. 7
M 162. Ppnkt O jest wspólnym srodkiem odcinków KK1' LL1' MM1' nie lezacyc,l1w jednej
plaszczyznie. Udowodnic, ze istnieje czworoscian, dla którego punkty K, KI, L, L1• M, MI. sa
srodkami krawedzi.
Rozwiazanie na str. 2

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI
F 54. W dwie stykajace sie nieruchome kulki (rys. 1) uderza trzecia kulka o predkosci
v = 7 cm/s. Masy'wszystkich kulek sa jednakowe. Kulki sa gladkie, a ich srodki leza na jednej
prostej. Zakladamy, ze kulki nie obracaja sie, ani przed zderzeniem, ani po zderzeniu.
Po zderzeniu predkosci kulek wynosza odpowiednio:
VI = 6 cm/s, V2 = .3 cm/s i V3 = -2 cm/s (rys. 2).
Czy rozwazane zderzenie trzech cial bylo zderzeniem sprezystym?
Rozwiazariie-na SU 3
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Matematyczne problemy linijki

Spójrzmy na "wybrakowana" linijke na rysunku 1. Jej wada nie jest powazna,
bo i tak mozemy nia odmierzyc kazdy odcinek od 1 do 10. Nie musimy
przeciez zaczynac mierzenia od punktu ,,0" linijki.

Rys. 1 II 9 ~ ~

I "
, 5 6 7 8 9 ID
I I I t I l l }

Linijka z rysunku 2 nadaje sie do zmierzenia kazdego z odcinków o dlugosciach
1, 2, 3, ... , 11, 12 (np. 3 to odcinek miedzy ,,6" a ,,9" , 4 - miedzy ,,2" a ,,6" ,
a 5 - od ,,1" do ,,6" itd.).

Rozumiemy, ze linijka bedzie dla nas przyrzadem do odmierzania odleglosci
(a nie przyrzadem do rysowania linii prostych, jak w geometrii). Nazwijmy
dobra linijka (dokladniej: dobra n-linijka) taka linijke, która umozliwia· (za
pomoca jednego przylozenia) odlozenie odcinka dlugosci k (gdzie k jest
dowolna liczba naturalna nie przekraczajaca n). Matematyk od razu postawi
pytanie: jaka jest minimalna liczba kresek na dobrej n-linijce.
Te minimalna liczbe kresek oznaczamy przez k(n); to, ze zalezy ona odJiczby
n jest zrozumiale.
Kilka poczatkowych wartos9i liczby k(n) mozemy latwo obliczyc. Dla n = 3 mamy'
oczywiscie k(3) = 3 (rysunek 3). Rysunek 4 pokazuje dobr.a 4-linijke i równie
zrozumiale jest, ze nic wiecej z 4-linijkami zrobic sie nie da ..

Rys. 2 \ 9 i ~
T

6
1

T

9
1 ,tJ

G
,

'l!ys.3 '[}

D
LlJ

Rys. 4 ~ [JJ

Oto dobra 6-linijka.

Widzielismy tez dobra l2-linijke: zawierajaca tylko 6 kresek. To znaczy, ze
k(12) ~ 6. Ale k(12) nie moze byc równe 5 (ani mniej), bo uzywajac 5 kresek

5,4

mozemy odmierzyc tYl~o-2 = 10 odcinków. Zatem k(12) = 6. Obliczenie
innych wartosci k(n) przy malym n pozostawiamy juz zainteresowanemu
Czytelnikowi. My przytoczymy proste:

Twierdzenie (in < k(n) < 2}in + 1.

To latwo udowodnic. Jezeli mamy do dyspozycji k(n) znaków, to mozemy za

. h ., lk k(n) (k(n) -1) d' k' . d .. P
IC pomoca Zffilerzycty o 2 . o cm ow, mg y WIeceJ. o
przeksztalceniach otrzymujemy pierwsza z nierównosci P.owyzszegowzoru.
Równie prosta jest druga czesc, tj. uzasadnienie drugiej nierównosci. Jezeli
m jest liczba naturalna taka, ze m2 < n < (m + 1)2, to linij~a pokazana na
rysunku 6 jest dobra n-linijka, chociaz nieekonomiczna.

~
Rys.S ~

l
Rys. 6 O
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l
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Chociaz de>tak prosciusienkiego z pozoru "problemu linijki" zaprzegnieto
tak powazne dzialy matematyki jak algebre; teorie liczb, analize matematyczna,
kombinatoryke i geometrie rzutowa, to nie udalo sie znalezc wzoru wyobrazajacego

liczbe k(n) w zaleznosci od n. Udowodniono, ze liczby k~)2 daza do pewnej
granicy, która jest wieksza od 2,434'0" a mniejsza od 2,6666'0' Wykazano tez,
ze dla n > 6 dobre n-linijki musza zawsze byc troche nieekonomiczne, to
znaczy, ze pewne z odcinków mozna zmierzyc na kilka sposobów.
Ciekawe, ze bardziej "ekonomiczne" z tego punktu widzenia sa tak zwane

. linijki koliste. Mozemy sie przekonac, ze kazda z odleglosci 1,2, '00,29, 30 moze
byc (liczac po luku) zmierzona przy pomocy "linijki"przedstawionej na
rysunku 7, i to na jeden sposób. Na przyklad 10 dostajemy jako 6+4,
11 ~ jako 2 + 5+ 4, 12 - jako l + 2 + 5 + 4, 20 - jako l + 13+ 6, 27 - to
cale kólko bez 4 itd. Wy~azario, ze jezeli q jest liczba pierwsza, to okrag
o obwodzie q2 + q + l mozna podzielic na takie q + l odcinków (raczej: luków),
ze otrzymana kolista linijka mozemy zmierzyc kazdy z odcinków o dlugosciach
l, 2, .. o , q2 +q + l w dokladnie jeden sposób. Czytelnik, jesli zechce, bez duzego
wysilku narysuje kilka takich' "linijek".

Mala Delte opracowal MICHAL SZUREK

"
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Rys. 2

Rys. 7

ROZWIazanie zadania z majowej Itadiodelty

Wielkosciami dualnymi nazwijmy tu takie dwa wielosciany, ze jeden ma tyle
wierzcholków, ile drugi - scian i odwrotnie: tyle scian, ile drugi
wierzcholków. Wielosciany takie spotykamy i wsród wieloscianów foremnych,
np. szes~ian i osmioscian foremny.
Zadanie. Kazde naroze osmioscianu foremnego scieto plaszczyzna odcinajacal .
"3 kazdej krawedzi wychodzacej z wierzcholka tego naroza."
a) Zbuduj model powstalego w ten sposób wieloscianu oraz model wieloscianu
do niego dualnego (równiez o scianach foremnych).
b) Sformuluj metode otrzymania tego wieloscianu dualnego.
Rozwiazanie.
a) Wieloscian powstaly z osmioscianu foremnego przez obciecie narozy
w sposób podany w tresci zadania to czternasto scian o osmiu scianach
szesciokatnych i szesciu kwadratowych, przy czym w kazdym wierzcholku
zbiegaja sie dwa szesciokaty i kwadrat (jak na rysunku l). Wieloscian dualny
do niego ma oczywiscie 14 wierzcholków i az 24 sciany bedace trójkatami
(równobocznymi). Najlatwiej go otrzymac "obudowujac" szescian ostroslupami
czworokatnymi prawidlowymi (rys. 2).
b) Pomysly moga byc rózne. Najbardziej naturalne to:
10 Polaczenie srodków sasiednich scian danego czternastoscianu.
20 Wykorzystanie pojecia czynnosci dualnych omówionego w audycji radiowej.
Przecieciu czterech scian naroza osmioscianu piata plaszczyzna odpowiada tu
polaczenie czterech wierzcholków sciany szescianu z piatym punktem.
W przyszlym roku szkolnym (1978/1979) nasze audycje beda nadawane w nastepujacych
terminach:

We wrzesniu - 21; w pazdzierniku - 19; w listopadzie - 9 i 30; w grudniu - 14; w lutym - 15;
w marcu - 15; w maju - 3 i 31 - zawsze o godzinie 1000 w programie IV.
Nasz adres:

Polskie Radio

skrytka pocztowa 46
00-950 Warszawa

Radio-Delta
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Pilka nozna na kartce papieru

W okresie, gdy kazdy Polak, poza niemowletami, pasjonuje
sie pilka nozna i my nie chcac pozosta.c w tyle,
prezentujemy gre w "pilke nozna" na papierze. Gra
jest cie\awa, wymaga pomyslowosci i dostarcza
interesujacej rozrywki. Podobnie jak w normalna pilke,
moze grac w nia kazdy, a systematyczny trening
doprowadza do mistrzostwa.
Jest kilka wariantów tej gry. My opiszemy jeden
z prostszych. Mozna go urozmaicic, wprowadzajac
nowe przepisy na wzór prawdziwych regul pilkarskich.
Boiskiem do naszej gry jest duzy prostokat kratkowanego
papieru. Na boisku mniejszym niz kartka z zeszytu
gra szybko staje sie nieciekawa. Przez srodek boiska
przebiega linia srodkowa, na srodku której lezy
wyimaginowana pilka. Po obu stronach boiska stoja
bramki (rys. l).
W grze uczestnicza dwie osoby. Rozpoczynamy gre
od srodka przez "kopniecie· _pilki" na polowe
przeciwnika. To "kopniecie", czy raczej wjechanie
z pilka jest podstawowym ruchem w naszej grze.
Pdlega -ono na narysowaniu strzalki o dlugosci trzech
"jednostek", przy czym przez "jednostke" rozumiemy
zarówno dlugosc boku kratki, jak i dlugosc przekatnej
pojedynczej kratki (rys. 2). Po wykonaniu ruchu wyobrazona
pilka znajduje sie w koncu narysowanej strzalki (bardziej
zaawansowani gracze moga nie rysowac ostrzy strzalek).
Teraz wykonuje ruch drugi z graczy. Oczywiscie stara
sie skierowac pilke w strone bramki przeciwnika
i w dalszym ciagu gry gracze stawiaja na przemian
swoje strzalki, a gol jest zdobyty wówczas, .gdy pilka
przekroczy linie bramkowa. Gra rzadza nastepujace
reguly:
l°) Najwazniejszym prawidlem naszej gry jest to, ze
zadne strzalki nie moga sie przecinac, pokrywac, ani
miec wspólnych konców - chyba, ze zachodzi jeden
z wyjatków, opisanych ponizej w punktach 3° i 4°.
Przykladowo, postawienie na rysunku 3 strzalki ABCD
jest sprzeczne z zasadami gry;
2°) Ruch "kopniecie pilki" nie moze byc krótszy ani
dluzszy niz trzy jednostki. Dlatego od czasu do czasu
gracz zostaje zablokowany ·przez przeciwnika lub siebie
i nie moze zrobic ruchu. Na rys. 4 widzimy, ze gracz,
który postawil strzalke konczaca sie w A, zablokowal
przeciwnika. W takim wypadku gracz, który pozbawil
przeciwnika mozliwosci ruchu, a wiec odebral mu pilke,
ma prawo do wykonania "podan:ia pilki";
3°) "podanie pilki" polega na narysowaniu strzalki
o dlugosci 6 jednostek w dowolnym kierunku, chocby
nawet przecinala uprzednio narysowane linie co przy
zwyklym ruchu jest zabronione. W odróznieniu od
zwyklego ruchu strzalka nie moze byc jednak lamana
(rys. 5).
Jezeli po podaniu przeciwnik znów nie moze zrobic
ruchu, lub gdy koniec strzalki wypada w punkcie juz
zajetym, mamy prawo do nastepnego podania. To
wlasnie stanowi o urodzie naszej gry. Systemem
sprytnych podan mozna niejednokrotnie przejsc cale
boisko. Z podania mozna zdobyc bramke;

rys. 3

D

rys. 2. Rózne rodzaje ruchów

1

rys. l

rys. 5
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rys. 6. Rzut rozny
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rys. 7. Odbicie pilki od slupka

4°) gdy gracz zostaje zablokowany przy brzegu boiska,
moze sie ratowac wykopem pilki na aut boczny lub
rozny. Wykop pilki na aut - to strzalka dlugosci
3 jednostek, moze ona przecinac juz narysowane linie.
Wyrzut z autu nie rózni sie od "podania" (punkt 3°),
natomiast wykonanie rzutu roznego polega na
narysowaniu strzalki dlugosci 6 jednostek. Strzalka ta
moze byc zlamana w jednym miejscu lub nie byc
zlamana w zadnym (rys. 6);
5°) po zdobyciu kazdej bramki narysowanych linii nie
sciera sie i wobec tego nie .mozna na nich rysowac
strzalek - zgodnie z punktem 1°. Nastepuje jednak
zamiana bramek - tak jak w futbolu
dziewietnastowiecznym. Zwieksza to szanse na
wyrównanie gry - bez zmiany bramek zdobywca
pierwszej prawie na pewno wygralby caly mecz. Po
zdobytej bramce gre zaczynam.y.nie z punktu
srodkpwego bo ten jest juz zajety, ale z dowolnego
punktu na linii srodkowej;
6°) po strzale na bramke pilka moze odbic sie,od
slupka (rys. 7). Gdy gracz, na którego przypada kolej
ruchu, strzeli na bramke, jak na rys., to pilka znajdzie
sie w punkcie B. Te zagrywke moze wykorzystac tez
obronca.
Gra moze trwac do ustalonej przedtem liczby goli,
albo - co jest bardzo ciekawe - "na czas", to znaczy
na przyklad do 90 posuniec. Te posuniecia trzeba
oczywiscie liczyc na oddzielnym "zegarze boiskowym".
Ten wariant wprowadza do naszej gry elementy "gry
na czas" dla utrzymania korzystnego wyniku.
Bardzo interesujacy wariant powstaje wówczas, gdy
dorysujemy pola bramkowe i dodamy przepis, ze w obrebie
pola bramkowego nie licza sie linie powstale przy
zdobywaniu poprzednich goli (mozna je wycierac gumka).
Kilka uwag techniczno-praktycznych. Teren zyskujemy
zastawiajac pulapki na przeciwnika i wykorzystujac
podania, za pomoca których mozna niejednokrotnie
przejsc cale boisko: Na rys. 8 widzimy najbardziej
typowe sytuacje, w których gracz zostal zablokowany.

rys. 8. Najbardziej typowe pulapki

rys. 9. Gol- kiks obroncy!

13

Doskonalenie techniki w naszej pilce noznej polega na
cwiczeniach w natychmiastowym spostrzeganiu
blednych, lub po prostu nie najlepszych ruchów
przeciwnika, a wlasciwa taktyka polega, ogólnie rzecz
biorac, na spychaniu przeciwnika w strone juz
narysowanych linii i zmuszania go do wykonywania coraz
bardziej niewygodnych posuniec.

M.S.
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W ten sposób latwo pamietamy 30 miejsc po przecinku!"

Juz i Lato i Deyna
strzelili do bramki obcej
dwa karne

Lubanski dostrzegl mistrza Szarmacha
gdy on tak wypuscil cios szacha
ze zdobyc musi cel gry
krzyknal Gol na Mundial Argentyna

Czytelnicy proponuja
J. F. Szurek z Warszawy: "W Nr l "Delty" z r. 1978 przypomniano
wiersz Kazimierza Cwojdzinskiego, ulatwiajacy zapamietanie
kolejnych cyfr liczby n. Wiersz ten zawiera jeden wyraz pisany
wedlug zasad dawnej pisowni, co - mimo uprzedzenia Redakcji 
moze mylic. Zamiast tego wiersza proponujemy latwiejszy,
chociaz o 7 dalszych cyfr dluzszy.

Oto tekst:
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Fizyka na boisku pilkarskim
Dr Daria ZIEMINSKA i

dr Andrzej ZIEMINSKI
Rozpoczely sie Mistrzostwa Swiata w Argentynie. Przez dwa
tygodnie wielu z Was bedzie zyc rogalami Deyny, rzutami wolnymi,
karnymi itd. Jest to pasjonujaca gra: Jest w niej duzo nie mniej
ciekawej fizyki, o której nie pamieta sie podczas ogladania meczu,
ale o której warto pomyslec w chwilach mniejszego napiecia.
Ponizej zamieszczamy krótki slowniczek pilkarsko-fizyczny. Zawiera
on kilka zagadnien, które uwazalismy za najbardziej interesujace.

Pilka na pewno powinna byc okragla. Jednakze, szyjac pilke z plaskich
kawalków skóry osiagamy tylko pewne przyblizenie kuli. Musi ono
byc dostatecznie dobre, tak, by elastycznosc skóry mogla zniwelowac
niedokladnosci. Dobór wlasciwych lat do uszycia pilki byl dyskutowany
w 7 numerze "Delty" z 1975 roku. Pilki, jakich uzywaja pilkarze, sa
uszyte z lat w ksztalcie wielokatów foremnych: 12 pieciokatów i
20 szesciokatów. Tak uszyta pilka spelnia zaleznosc Eulera dla
wieloscianów wypuklych:

liczba rogów-liczba szwów+liczba lat = 2.

Srednica pilki meczowej. wynosi 20 cm, a cisnienie zawartego w niej
powietrza jest o 0,6-0,7 atmosfer wieksze od cisnienia
atmosferycznego .

PILKA
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KOPANIE PILKI

rosta 'sytuacje: stojacy zawodnik robi potezny zamach
ca pilke. Pilka jest dobrze napompowana, wiec
narzuca sie samo. Przypominamy sobie ze szkoly centralne
Wiadomo, ze gdy nadbiegajaca z predkoscia Vo kula
ujaca sie w spoczynku kule o masie m, to ta ostatnia

praktyce, poniewaz noga pilkarza jest znacznie

Ij pilki wynosi okolo 250 gramów - pilka powinna

odskoczyc z dwukrotnie wieksza predkoscia.

derzenia dwóch cial jest~' ly, to zderzajace sie ciala mozemy traktowac jako
bniony i do opisu zderz n mozemy stosowac zasady zachowania energii, pedu

pedu .. Ale uwaga - trze a zawsze pomyslec, co w danej sytuacji zderza sie z pilka.

Wiekszosc podstawowych czynnosci pilkarzy: kopanie i glówkowanie pilki, jej "gaszenie" lub
wychwytywanie przez bramkarzy sprowadza sie do zderzenia pilki z innym cialem. Pilkarz,
kopiac pilke, zderza z nia swój but. But naciska na pilke powodujac jej odksztalcenie. Podobnie
pilka dziala sila reakcji na but pilkarza. Sily sprezyste powstale w wyniku odksztalcenia pilki
i buta ostatecznie odepchna oba ciala od siebie. Sily te wystepuja wylacznie w okreslonym
przedziale czasu !1t, zwanym czasem zderzenia. Czas zderzenia dla pilki jest rzedu setnych

ia tego artykulu nie udalo nam sie sfotografowac chwili

Liecia buta z pilka· Rzucamy wic wyzwanie Czytelnikom. W zastepstwie pokazujemyna.. zdjeciU. jak wyglada pilka tenis () a w chwili zderzenia z rakieta. Kopnieta pilka uzyskuje
pewna pr~k.osc, ale czy taka sama, .aka mial czubek buta pilkarza? Latwo zaobserwowac,
.ze predk~sc pilkiJest wyraznie wiek za. O ile? Spróbujmy to oszacowac.

Rozwazmy rzaako spotykana, za to
noga i czubem buta kopie spoczywa

o " ~

zderzenie j~st sprezyste. Rozwiazani·
"" ...•.

'Zderienie"'sprezyste kul bilardowych
o masie M uderza centralnie w znaj

2M
uzyskqje predkosc v =--- Vo.M+m

Analogia z kulami bilardowymi nie najlepiej stosuje sie do kopniecia pilki. Noga pilkarza bardziej
przypomina sztywny, jednorodny pret o masie M i dlugosci l, obracajacy sie wokól osi umieszczonej
w biodrach (lub w kolanie), niz kule bilardowa. Jezeli podczas zderzenia os ma pozostac
nieruchoma, musza na nia dzialac sily pochodzace od calego ciala pillqirza, a wiec, z punktu
widzenia ukladu: noga - pilka, sily zewnetrzne. W takiej sytuacji nie mozna mówic
o zachowaniu pedu w zderzeniu. Obowiazuje natomiast prawo zachowania energii i momentu
pedu, poniewaz przylozona do osi sila zewnetrzna nie wykonuje pracy i jej moment równa sie
zeru. Mamy wiec:

l l
- M[2w = - M[2w' +vlm
3 3 '

l rI \i
9 P 9Rys.2 I I 1
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Rys.3

l M[2w2 l M[2w'2 mv2

3-2- = 3-2- +-2-'
l

gdzie w i w' oznaczaja predkosci katowe nogi przed i po kopnieciu, a - MI' odpowiada3
momentowi bezwladnosci jednorodnego preta wokól osi przechodzacej przez jeden z jego

2M
konców. Po rozwiazaniu tego ukladu równan otrzymujemy zwiazek v = .m-----Vo, gdzie

3m+M
Vo = Iw jest predkoscia konca buta przed zderzeniem. Nowa zaleznosc v od Vo praktycznie
pokrywa sie z zaleznoscia otrzymana dla kul bilardowych, jesli mase pilki mozna zaniedbac
w porównaniu z masa nogi.

Pilkarzom lekko przychodzi kopanie stojacych pilek, podobnie jak fizykom opisywanie
akademickich przykladów. Niestety, rzeczywistosc jest o wiele bardziej skomplikowana. Nogi
pilkarzy róznia sie nieco od jednorodnych pretów, rzadko kiedy uderza sie pilke centralnie,
zarówno pilkarz jak i pilka najczesciej sa w ruchu. Istota zjawiska jednak zawsze pozostaje
ta sama.

GLÓWKOWANIE

Przypuszczalnie niejeden z kibiców serdecznie wspólczuje pilkarzowi przyjmujacemu na glowe
ciezka, silnie bita pilke. Pewne zdziwienie budzi równiez fakt, ze glowa nie peka od takiego
uderzenia. Wytlumaczenie tego jest ryzykowne, pilkarze mogliby sie za nie obrazic. Po prostu
nie peka, bo jest pusta w srodku. Nie jest to specyfika glowy pilkarza, ale prawo czesto
wykorzystywane w przyrodzie: w skorupce jajka, sklepieniach budowli itp. Owalny ksztalt
czaszki i jej spoistosc powoduja, ze sila uderzenia pilki rozklada sie p'o calej powierzchni.
Jak juz wspomnielismy, glówkowanie jest jednym z przykladów zderzenia. Ale zauwazcie,
jak pilkarze glówkuja. Nie jest to machniecie glowa na szyi, ale przyjmujac pilke na glowe
pilkarz napina miesnie szyi i robi zamach cala górna czescia tulowia. Powód? Aby predkosc
pilki ulegla istotnej zmianie, pilka musi zderzyc sie z cialem o duzym momencie bezwladnosci.

t5



Rys.4

nd'
F = C(Re)Qv' -8-'

Na pilke dziala sila oporu czolowego.

opisana zaleznoscia:

Odbijanie lecacej pilki, jej gaszenie, lapanie pilki przez bramkarza stanowia liczne przyklady
zderzen dwóch cial o bardzo róznych masach. Zderzenia omówilismy przy okazji glówkowania
i kopania pilki. Teraz chcemy zwrócic uwage na trudnosci, jakie sprawiaja pilkarzom, a zwlaszcza
bramkarzom, wielokrotnie juz wspomniane "podkrecane" pilki. Dlaczego? Bowiem przy odbiciu

pilki "podkreconej" dzieja sie dziwne rzeczy. Zawodzi wtedy znane prawo dla odbicia od sciany
mówiace, ze kat odbicia równa sie katowi padania. Mozna sie o tym przekonac rzucajac ukosnie
do podlogi pileczke tenisowa odpowiednio ja podkrecajac. Przy pewnej wprawie mozna ja
rzucic tak, by wrócila do rak rzucajacego! Wytlumaczenie tego "podejrzanego" zachowania
sie pilki podkreconej jest naszkicowane na rys. 5abc. W przypadku niepodkreconej pilki (rys. 5a)
sila oddzialywania podlogi na pilke skierowana jest prostopadle do powierzchni sciany i nie
zmienia skladowej pedu pilki, równoleglej do sciany. Dlatego kat padania równa sie katowi
odbicia. Natomiast przy zetknieciu sie podkreconej pilki ze sciana pojawia sie dodatkowa sila
tarcia, hamujaca ruch obrotowy pilki. Sila ta jednoczesnie zmienia skladowa pedu pilki,
równolegla do sciany, zwiekszajac ja lub zmniejszajac w zaleznosci od kierunku obrotu pilki
(rys.5bc).

ODBICIE PILKI

Jest to oczywiscie znany rzut ukosny. WIadomo, cialo rzucone ukosnie w polu grawitacyjnym
porusza sie w jednej plaszczyznie, po paraboli, a dokladniej - wskutek dzialania oporu
powietrza, po krzywej balistycznej. Czy tak jest zawsze? Na czym polega sztuka. która opanowali
niektórzy pilkarze, ze pilka wystrzelona z rzutu roznego trafia do bramki, albo podana do
kolegi omija przeciwnika stojacego przed nim? Sa to tzw. pilki podkrecone, kopniete
wewnetrzna lub zewnetrzna czescia buta tak, by pilce nadac' dodatkowo ruch obrotowy o osi
obrotu w przyblizeniu prostopadlej do kierunku lotu. Na tak kopnieta pilke dziala w powietrzu
oprócz sily oporu, sila poprzeczna, skrecajaca kierunek lotu pilki. Pilka podkrecona zgodnie
z ruchem wskazówek zegara odchyla sie w prawo od kierunku ruchu, a podkrecona przeciwnie
w!ewo (rys. 2). Obserwowane zjawisko znane jest w hydro- i aerodynamice pod nazwa efektu
Magnllsa. Rozwazmy ruch kuli o predkosci Vo w osrodku ciaglym, takim jak woda czy powietrze.
Uproscimy nasze rozwazania przyjmujac, ze gestosc osrodka jest stala (osrodek niescisliwy).
Jezeli kula porusza sie tylko ruchem postepowym, to w ukladzie odniesienia zwiazanym z kula
czasteczki osrodka oplywaja kule po liniach pokazanych na rys. 3a. Natomiast wirujaca kula
dodatkowo nadaje czasteczkom osrodka w przyleglych warstwach ruch obrotowy po okregach
wokól kuli (rys. 3b). Taka, dosyc wyidealizowana sytuacja zachodzi jedynie W pewnym zakresie

lepkosci oraz predkosci. W rezultacie ruch czasteczek osrodka wzgledem kuli jest superpozycja
ruchu postepowego i obrotowego (rys. 3a i 3b) Wypadkowa predkosc czasteczek jest z jednej
strony kuli wieksza niz ze strony przeciwnej. Rys. 3c pokazuje linie oplywu'kuli. Wiekszym
predkosciom oplywu odpowiada na rysunku gestsza siec linii. Z prawa Bernoulliego wiadomo,
ze w miejscach, gdzie predkosc przeplywu jest wieksza, cisnienie musi byc mniejsze i odwrotnie.

Inne przyklady wystepowania efektu Magnusa opisane sa w niniejszym numerze Malej Delty.
Nalezy wspomniec, ze oplyw rzeczywistego powietrza, nawet wokól nie podkreconej pilki,
bynajmniej nie wyglada tak stacjonarnie, jak na rys. 3a. Jest to oplyw turbulentny - burzliwy
i w duzym stopniu chaotyczny (patrz rys. 4).

Opis rzeczywistego lotu pilki jest bardzo skomplikowany, nawet przy idealnych warunkach
atmosferycznych. Cóz dopiero. jak zadmie wiatr i lunie deszcz. Zaden fizyk nie przepowie
lotu pilki w takich warunkach. Tylko pilkarze wiedza, jak ja kopnac, by trafila do adresata.

Wynika stad, ze z dwóch stron dzialaja na kule nierówne sily. Ich wypadkowa jest skierowana

prostopadle do kierunku ruchu kuli i powoduje zmiane tego kierunku. Wartosc sily odchylajacej
mozna policzyc przy pomocy twierdzenia Bernoulliego uwzgledniajac rozklad predkosci czasteczek.
Wartosc sily, przy zaniedbaniu strat energii na sile lepkosci, jest wprost proporcjonalna do
predkosci ruchu postepowego pilki, predkosci katowej jej obrotu i gestosci powietrza oraz
rosnie wraz z rozmiarami pilki. ~

LOT PILKI

~
,~

Zagadnienie oplywu kuli jest analogiczne

do problemu znanego z elektrostatyki

z kula przewodzaca
umieszczona w jednorodnym
polu elektrostatycznym. Problem ten

rozwiazywalismy w 10 numerze "DeJtyJt
z 1974 roku. Pole elektrostatyczne (tutaj

predkosci) na zewnatrz kuli jest suma pola

jednorodnego plus pola dipola, umieszczonego
w srodku kuli. Moment dipolowy nalezy

tak dobrac, zeby predkosc przeplywu miala

skladowa normalna do powierzchni kuli,
równa zeru.

gdzie d jest srednica pilki. Wspólczynnik

C(Re) t e o r e t y c Z n i e jest funkcja

wielkosci bezwymiarowej, tzw. liczby

Reynoldsa Re = ,!1- vd (~- lepkosc~
powietrza). Okazuje sie jednak, ze

w interesujacym nas obszarze zmiennosci
liczby Re(1 O' - 2 . 10') wspólczynnik

C(Re) jest praktycznie staly i równy 0.45.

Twierdzenie Bernoul/iego: przy ruchu
ustalonym cieczy doskonalej, odbywajacym'

sie pod wplywem sil zachowawczych~ dla
wszystkich punktów wzdluz linii pradu

zachodzi zwiazek. bedacy po prostu zasada
zachowania energii:

F- + ~V2+<p = canst,
Q 2

gdzie: p - cisnienie, v - predkosc
przeplywu, Q - gestosc cieczy. rp- energia
potencjalna na jednostke masy. Wystepowanie
lepkosci zmienia ten zwiazek, ale przewaznie
nie wprowadza to jakosciowych róznic.
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RZUT KARNY

Czy mozna winic bramkarza, ze nie obronil'rZutu karnego?
Obliczmy, jakie sa jego szanse.
Chocby byl najlepiej wytrenowany, nie moze zadzialac natychmiast. -Czas reakcji dobrego
bramkarza wynosi okolo 0,1 sekundy. Nastepnie bramkarz musi dotrzec, chocby rekami, do
rogu bramki odleglego o blisko 4 metry. Malo prawdopodobne wydaje sie skrócenie czasu
interwencji bramkarza ponizej 0,3 sekundy. Pilka leci z predkoscia okolo 50 m/s i ma do
przebycia droge okolo 12 m. Potrzeba na to zaledwie 0,2-0,3 sekundy.

A wiec rzut karny, jesli tylko dobrze wykonany. musi skonczyc sie bramka. Chyba, ze w bramce'
stoi Jan Tomaszewski ....
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Czytelnicy proponuja
Kol. Robert Kowal zaproponowal, by zamiescic w naszym dziale zadaniowym nastepujace
zadanie:

Udowodnic, ze jezeli a, b, c sa liczbami dodatnimi, to

(1) a4+b4+c4+a2bc+ab2c+abc2 ~ 2a2b2+2a2C2+2b2C2.

Podal on dowód oparty na nierównosci

(2) a2(b+c-a)+b2(c+a-b)+c2(a+b-c) :s;; 3abc,

która jest prawdziwa dla wszelkich dodatnich

liczb a, b, c (nierównosc ta, przy zalozeniu, :zea, b, c sa dlugosciami boków trójkata,
stanowila treSCjednego z zadan VI Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej). Nierównosc
(1) otrzymuje sie z nierównosci (2) mnozac obydwie jej strony przez a+b+c.

Zauwazmy, ze nierównosc (1) wynika z nierównosci 1.31 z ksiazki D. S. Mitrinovicia,
Elementarne nierównosci, PWN, Warszawa 1972: dla wszystkich liczb rzeczywistych a, b, cjest:

(3) a4+b4+c4+abc(a+b+c) ~ a3(b+c)+b3(c+a)+c3(a+b).

Mamy bowiem dla liczb dodatnich a, b, c nierównosc

ab(a-b)2+bc(b-c)2+ca(c-a)2 ~ O,

czyli

a3(b+c)+b3(c+a)+c3(a+b) ~ 2(a2b2+b2c2+c2a2).

Niestety, dowód nierównosci (3), do którego odsyla autor ksiazki, jest bledny (a raczej nie ma
go wcale).

Nierównosc (3) dla liczb dodatnich a, b, c jest przypadkiem szczególnym (). = 2) omawianej
w cytowanej ksiazce nierównosci Schura

aA(a-b)(a-c)+bA(b-a)(b-c)+cA(c-a)(c-b) ~ O,

udowodnionej tam, niestety, w dosc skomplikowany sposób. Pokazalismy powyzej inna metode
rozwiazania zadania zaproponowanego przez kol. Roberta Kowala.
Nierównosc Schura dla). = 2 jest prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych a, b, c (co
wynika z jej dowodu, podanego w ksiazce Mitrinovicia), a wiec nierównosc 1.31 jest prawdziwa
dla wszystkich liczb rzeczywistych a, b, c.

Kacik filatelistyczny (3)

Galileo Galilei zwany w Polsce Galileuszem
(1564-1642), wloski fizyk, astronom
i filozof, uwazany jest za twórce mechaniki
klasycznej. Odkryl on prawo ruchu wahadla,
prawo swobodnego spadania cial, sformulowal
zasade wzglednosci w mechanice, wprowadzil
podstawowy dla mechaniki klasycznej
zwiazekmiedzy wspólrzednymi
czasowo-przestrzennymi dowolnego zdarzenia
rozpatrywanego w dwóch róznych ukladach
odniesienia (tzw. transformacja Galileusza).
Skonstruowal takze lunete astronomiczna.
Reprodukujemy trzy znaczki pocztowe
poswiecone temu wielkiemu uczonemu:
dwa wloskie (z lat 1942 i 1964) oraz
paragwajski z roku 1965. Podobizne
Galileusza znalezlismy tez na znaczkach
Czechoslowacji (z roku 1964), Meksyku
(1971), Panamy (1965), Rumunii (1964),
Wloch (1933 i 1945, poza reprodukowanymi)
oraz Wegier (1964) i Zwiazku Radzieckiego
!I 964).

Jerzy BARTKE
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