
Konkurs prac maturalnych z matematyki - rozstrzygniety.
Final Konkursu organizowanego przez Polskie Towarzystwo Matematyczne oraz Redakcje, ,Delty"
odbyl sie w Poznaniu 5 czerwca b.r. Autorzy prac zakwalifikowanych do finalu na specjalnym
posiedzeniu XVI Sesji Naukowej PTM wyglosili krótkie referaty, w których omówili najistotniejsze,
ich zdaniem. informacje o pracach: geneze, sposób wykorzystania zródel, wlasny wklad w
opracowanie tematu oraz to, co uwazali za najciekawsze lub najtrudniejsze. Po kazdym referacie
nastepowala dyskusja (na ogól dosc ozywiona), w której brali udzial uczestnicy Sesji Naukowej
i W••lnego Zgromadzenia PTM oraz goscie. Szczególna uwage w dyskusji zwracano na
oryginalnosc wyników lub ujecia.
Sposród szesciu prac finalowych za najlepsza uznana zostala praca "Liczby Fibonacciego",
napisana przez Pawla Domanskiego z Poznania (pod opieka prof. D. Wisniewskiej) - otrzymal on
zloty medal i I nagrode MOiW. Srebrny medal przyznano Urszuli Lach z Wodzislawia SI.
za prace, ,Równania rózniczkowe i niektóre ich zastosowania w fizyce." (opiekun - prof. 4.. Hajok),
a medal brazowy - Boguslawie Grzywacz z Wroclawia za prace "Przeksztalcenia afiniczne
plaszczyzny (opiekun - prof. C. Terlikowska). Obie medalistki otrzymaly ponadto nagrody
II stopnia. Irenie Kranc z Kopienicy przyznano wyróznienie za prace "Rachunek zdan
i niektóre jego zastosowania w dowodzeniu".
Medale, nagrody i dyplomy wreczane byly - obok tzw. Wielkich Nagród PTM i Nagród
dla mlodych matematyków - w trakcie Walnego Zgromadzenia PTM w dniu 8 czerwca. Walne
Zgromadzenie ocenilo Konkurs jako udany i zalecilo organizowanie go w I••tach nastepnych.
Skrót zwycieskiej pracy opublikujemy w pierwszym (styczniowym) numerze "Delty" w 1979 roku.
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Co mozna zobaczyc
w butelce z szamponem?

o

o

o

Nasza
okladka

Odpowiedz zalezy od tego, jaki to szampon i co chce sie ujrzec. Historia
zaczela sie od kupienia szamponu cytrynowego firmy Palmolive za 60 zl. Plyn
byl zlocisty, lekko opalizujacy i o duzym wspólczynniku lepkosci (patrz dalej).
Nie schowalismy go do lazienki, zostal na stole i wszyscy zaczeli sie kolejno
bezmyslnie nim bawic. W butelce bylo troche powietrza. Tyle, ze starczalo
na jeden porzadny babel o srednicy okolo póltora centymetra. Przewracajac
butelke mozna obserwowac, jak babel dziarsko wedruje do góry. Najpierw
zafascynowala nas strona wizualna zjawiska i stad powstanie zdjec, które
reprodukujemy na okladce. Zdjecia robilismy w okresie, gdy opanowalismy
trudna sztuke rozdzielania babla na mniejsze pech.erzyki. Obserwujac
zachowanie sie calej rodziny pecherzyków spostrzeglismy, ze
1. Ksztalt pecherzyka zalezy od jego rozmiarów. Male przybieraja ksztalt
kulisty, wieksze sa bardziej kroplowate z ostrym ogonem.
2. Predkosc wznoszenia sie zalezy od rozmiarów. Im wiekszy pecherzyk,
tym predzej sie porusza.
3. Pecherzyki poruszajace sie dostatecznie blisko siebie przyciagaja sie. Maly
pecherzyk, który w pojedynke porusza sie wolniej od duzego, potrafi dogonic
duzy, jezeli znajdzie sie przypadkiem w dostatecznie malej odleglosci. Po
dogonieniu nastepuje polaczenie pecherzyków, ale zdarza sie równiez,
ze pomimo polaczenia widac wyraznie granice obu babli. Spróbujcie
przeprowadzic opisane obserwacje. Jezeli nie macie do dyspozycji
odpowiedniego szamponu, mozecie sporzadzic roztwór wody z denaturatem,
w którym bedzie plywac kropla oliwy.
Zaobserwujecie podobne zjawiska. Jezeli uwierzyliscie naszym obserwacjom
lub przeprowadziliscie wlasne, spróbujemy je wyjasnic. Pecherzyk jest lzejszy
od cieczy, wiec wyplywa na powierzchnie. Jezeli ma ksztalt kuli o promieniu r,

to wypiera ~ nr3 cieczy. Oznaczajac gestosc pecherzyka (w naszym przypadku
powietrza) przez dl a gestosc cieczy (szamponu) przez d]., otrzymamy sile
wyporu Fw

Fw = ~ n' r3 • (d].-dl) . g (g - przyspieszenie ziemskie).

Gdyby byla to jedyna sila dzialajaca na pecherzyk, jego ruch bylby jednostajnie
przyspieszony. Tak jednak nie jest, a wiec cos przeciwstawia sie jego ruchowi.
To cos to opór lepkosci cieczy. Sila oporu lepkosci Fs zalezy od predkosci
ruchu v, od promienia pecherzyka r oraz od liczby charakteryzujacej ciecz,
zwanej wspólczynnikiem lepkosci k.

Fs = 6nkrv.

Jest to tak zwane prawo Stokesa, stosujace sie do ruchów na tyle powolnych,
aby nie powstawaly w cieczy wiry. Pecherzyk nabierze takiej predkosci,
przy której Fw = Fs, sila wyporu i sila oporu zrównowaza sie.
Stad latwo obliczyc predkosc ruchu jednostajnego pecherzyka

2r].

v = 9k (d].-dl)g·

Predkosc ta zalety od promienia - im wiekszy promien, tym szybciej
porusza sie pecherzyk ..
Mozemy teraz przejsc do wyjasnienia róznicy w ksztalcie. Im wieksza predkosc
pecherzyka, tym wiekszy napotyka on opór. Dlatego duze pecherzyki unoszace
sie ku górze wzglednie szybko przybieraja ksztalt kropli zapewniajacy im
najmniejszy opór. Male pecherzyki prawie nieruchome odbiegaja od ksztaltu
kulistego prawie niezauwazalnie. Stad widzimy zawieszone w cieczy malutkie
pecherzyki o ksztalcie kulistym.
Pozostaje jeszcze do wyjasnienia zjawisko przyciagania sie pecherzyków.
Moglibysmy je wyjasnic, rozwazajac rozklad cisnien w cieczy za i obok
poruszajacego sie ciala. Jakosciowo mozemy powiedziec, ze cisnienie w poblizu
poruszajacego sie ciala zalezy od rodzaju pradów cieczy i w pewnych obszarach,
na przyklad za cialem jest mniejsze niz przed nim. Ta róznica cisnien powoduje
laczenie sie przeplywajacych w poblizu pecherzyków, a na morzu nawet moze
doprowadzic do kolizji mijajacych sie statków.
Namawiamy goraco, pobawcie sie szamponem przed umyciem wlosów - mozna
w nim zobaczyc ciekawe rzeczy.

Zdjecia: T. Wojszc:z
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Zasada Fermata,
czyli , .
o przyczynowoScl
i celowosci/

w fizyce

Dr hab. Andrzej SZYMACHA
Zapewne wiekszosc Czytelników zna, przynajmniej powierzchownie. zasade Fermata. Mówi ona,
ze swiatlo sposród wszystkich mozliwych torów laczacych dwa ustalone punkty wybiera ten,
którego przebycie wymaga naj krótszego czasu. Formalne znaczenie tej zasady, bez wnikania
w glebsze subtelnosci, polega na tym, ze ujmuje ona bardzo elegancko wszystkie prawa optyki
geometrycznej. Wykazanie tego jest dosc proste. Przypomnijmy tylko, ze dla wszystkich
zastosowan optyki geometrycznej (np. konstrukcja obrazów w róznych przyrzadach)
wystarczy wiedziec, ze

a) w osrodku jednorodnym swiatlo rozchodzi sie po liniach prostych,
b) w przypadku odbicia swiatla kat padania jest równy katowi odbicia,
e) przekraczajac powierzchnie oddzielajaca dwa osrodki, w których swiatlo rozchodzi sie
z róznymi predkosciami 'promien swiatla zalamuje sie zgodnie z prawem Snelliusa:

sin ot n2

sinfJ =-;;
. c predkosc swiatla w prózni

gdzie ni = - = ------- ------
VI predkosc swiatla w danym osrodku

Wykazemy teraz, ze z zasady Fermata wynikaja prawa a, b i e.

a) W osrodku jednorodnym wspólczynnik zalamania n, a zatem i predkosc swiatla V sa stale
i czas przebiegu jest wprost proporcjonalny do odleglosci. Zasada naj krótszego czasu jest zatem
równowazna w tym przypadku zasadzie najmniejszej odleglosci. Jest oczywistym faktem
geometrycznym, ze wlasnie odcinek prostej laczacy dane punkty A i B charakteryzuje sie
najmniejsza dlugoscia w porównaniu z innymi liniami laczacymi te punkty.
b) Odbicie. Rozpatrzmy dlugosc toru promienia od A do B wzdluz drogi, która choc
w jednym punkcie dotyka powierzchni zwierciadla. Zgodnie z poprzednimi wynikami wiemy,
ze od punktu A do zwierciadla i od zwierciadla do punktu B swiatlo poruszac sie bedzie
po prostej. Wyznaczenie toru promienia sprowadza sie w tym wypadku do wyznac,zenia
punktu C, dla którego lamana AC'B bedzie najkrótsza. W tym celu zauwazmy, ze dlugoSC
lamanej ACB jest identyczna z dlugoscia lamanej A'C' B, jesli punkt A' jest wzgledem zwierciadla
polozony symetrycznie do punktu A. Lamana A'C'B jest najkrótsza wtedy, gdy jest
odcinkiem A' B. Jezeli A' CB jest odcinkiem, to
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(1) ~A'CS' = ~SCB.

Poniewaz aAPC jest przystajacy do ..:\A'PC, to ~PCA = ~PCA'.
Katy dopelniajace tych katów sa tez równe.

(2) ~A'CS' = ~ACS.
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Porównujac równosci (1) i (2) widzimy, ze ~SCB = ~ACS.
A to wlasnie chcielismy wykazac.

c) Zalamanie. I w tym wypadku naj krótszy czas przebiegu realizuje sie na pewno dla toru
bedacego lamana (po kazdej stronie plaszczyzny zalamujacej osrodek jest z zalozenia
jednorodny). W celu wyznaczenia warunku na polozenie punktu C, przy którym czas jest
najkrótszy, obliczmy ten czas dla polozenia C scharakteryzowanego odlegloscia x,
a nastepnie zminimalizujmy to wyrazenie ze wzgledu na x.

AC CB yhl +X2 Yhl+(I-x)2
T = -- +-- = ----+ -----

VI V2 C C

ni n2

l [ nlx= -;; yhl +X2

l-x .... sinot n2
-- = smfJ. Zatem ni sm ot = n2smfJ I -.- = - = nu.
CB smfJ ni

X

AC- = sinot,

Ponadto

Widzimy wiec, ze istotnie zasada najkrótszego czasu prowadzi do prawa Snelliusa.

Odkrycie zasady Fermata wywolalo w swoim czasie powazny spór filozoficzny: Czy Przyroda
dziala przyczynowo, czy celowo? Gdybysmy znali tylko zasade Fermata, bez wniosków z niej
wynikajacych, to sklanialibysmy sie do drugiego pogladu. Przyroda wybiera dla promienia
taki przebieg, by wypelnic pewien cel globalny, zuzyc na przejscie swiatla jak najmniej czasu.
Gdyby od dziecka wychowywano nas w tym przekonaniu, to latwo uznalibysmy je w koncu
za oczywiste i nie wymagajace dalszych komentarzy. Z drugiej strony prawa optyki a, b, c
maja charakter lokalny, przyczynowy. Prawo a mówi, ze swiatlo wysylane z punktu A

W I .... , d h d dTce u wyznaczema minimum przyrownajmy o zera poc o na -.
dx

dT l [ d -- d ]
0=-=- nl-yhl+x2+n2-Yh~+(I-x)2 =dx c dx dx .

n2(/-x) ] l [x l-X]y (l-x)2+h~ = -;; niA C -n2 CB .1l
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I znów, podobnie jak w przypadku z powierzchnia kuli, mozna dowiesc, ze dla punktów
A' i B' dostatecznie bliskich lamana A'CB' jest najkrótsza. A wiec dla malych fragmentów
toru zasada Fermata jest sluszna, a globalnie nie. Podwaza to poglad o jakiejkolwiek
"celowosci" i swiadczy na rzecz przyczynowosci.
Pozostaje do wyjasnienia, dlaczego w rozpatrywanych na poczatku przykladach (a, b,~)
zasada Fermata okazala sie równowazna prawom optyki geometrycznej. Otóz we wszystkich
tych trzech przykladach nie bylo w geometrii problemu niczego, co definiowaloby jakas skale
odleglosci. Tym samym odcinki o dowolnych dlugosciach sa równoprawne, kazdy moze byc
zatem uwazany za "dostatecznie krótki". Ograniczajac sie do plaskich powierzchni odbijajacych
i zalamujacych udowodnilismy wiec w istocie slusznosc zasady Fermata dla lokalnych
fragmentów toru. Kiedy przeszlismy do kul i elipsoid, owa równowaznosc sie zalamala.
Na zakonczenie dodam, ze choc zasada Fermata w najprostszej oryginalnej wersji okazala sie
za malo ogólna (i w sensie globalnym nieprawdziwa), to istnieje jej uogólnienie wolne od
owych ograniczen. W tym ogólniejszym sformulowaniu zasady Fermata nalezy slowo
"najmniejszy" zastapic slowem "stacjonarny". Mówimy, ze czas przebiegu dla jakiegos toru
jest stacjonarny, jesli dla bliskich mu torów czas przebiegu rózni sie malo. Tor
minimalny jest torem stacjonarnym, ale nie na odwrót. Owa stacjonarnosc odgrywa
decydujaca role przy analizowaniu zasady Fermata z punktu widzenia optyki falowej. Tor
stacjonarny ma te wlasnosc, ze w jego otoczeniu istnieja tory, wzdluz których propagujace sie
(zgodnie z zasada Huyghensa) fale interferuja konstruktywnie (mala zmiana czasu przelotu
odpowiada malej zmianie fazy fali). Otoczenie torów stacjonarnych optyki geometrycznej
odgrywa wiec szczególna i wyrózniona role w obrazie falowym swiatla. Zasada Fermata
(uogólniona) jest tego naturalna konsekwencja. Ale podejscie falowe jest lokalne, przyczynowe,
a nie celowe.

w okreslonym kierunku porusza sie nieco do przodu i nie napotykajac zadnej przeszkody
kontynuuje swój prostoliniowy bieg na podobienstwo swobodnego punktu materialnego.
Powierzchnie odbijajace badz zalamujace zmieniaja kierunek tego biegu na bardzo malym
obszarze (lokalnie) wedlug okreslonych praw, prowadzac krok po kroku do takiego, a nie
innego ostatecznego biegu promienia.
Dylemat powyzszy nazwalem filozoficznym raczej niz fizycznym, gjyz, jak wskazuja
zanalizowane przyklady, oba sformulowania sa matematycznie równowazne. Jednakze, gdy
przejdziemy do sytuacji bardziej skomplikowanych, jedno podejscie moze okazac sie bardziej
wartosciowe od drugiego. We wspólczesnej fizyce uwaza sie, ze rozumowanie przyczynowe,
lokalne, wnika istotnie w nature rzeczy, podczas gdy efekt globalny jest tylko uboczna
konsekwencja, która zreszta warto lepiej zrozumiec.
Argumentów za tym, ze podejscie przyczynowe jest pierwotne, a efekt globalny (w postaci
najkrótszego czasu) wtórny, mozna dostarczyc pozostajac w ramach optyki geometrycznej,
ale staja sie one szczególnie dobitne jesli uwzglednic, ze optyka geoinetryczna jest tylko

pewnym przypadkiem granicznym (idealizacja) optyki falowej. \
W artykule tym ograniczymy sie do argumentów pierwszego rodzaju. Polegaja one na zauwazeniu,
ze czas przebiegu swiatla - wbrew podanemu powyzej sformulowaniu - nie zawsze jest
naj krótszy. Rozpatrzmy nastepujacy przyklad. Mamy dwie odbijajace koncentryczne
powierzchnie sferyczne i rozpatrujemy ruch swiatla miedzy nimi. Przechodzac z odlegloscia
miedzy sferami do zera uzyskamy graniczny przypadek promienia swiatla zmuszonego poruszac
sie (ze stala predkoscia) po powierzchni kuli. Nie ulega watpliwosci, ze w tym granicznym
przypadku ksztalty promieni beda pokrywaly sie z lukami kól wielkich na powierzchni kuli
(Czytelnik powinien postarac sie wykazac to formalnie). Jest to zgodne z zasada Fermata,
ale tylko dla luków niezbyt duzych. Dla luków wiekszych od polowy obwodu kola wielkiego
luk AB wcale nie jest "najkrótsza odlegloscia miedzy punktami A i B, ale na pewno jest to
mozliwy tor promienia. W otoczeniu tego luku istnieja zarówno luki dluzsze (1) jak tez krótsze
(2). Widac, ze z celowoscia jestesmy w tym przypadku na bakier. Prawda natomiast jest,
ze po podzieleniu tego wielkiego luku na mniejsze fragmenty uzyskujemy dla kazdego z tych
fragmentów prawdziwe minimum. Dowodzi to, ze prawa lokalne sa zawsze spelnione 
natomiast minimum czasu przebiegu jest ich matematyczna konsekwencja jedynie dla torów
dostatecznie krótkich.

A oto inny, bardziej realistyczny przyklad.
Rozpatrzmy elipsoide obrotowa. Matematyczna wlasnoscia elipsy jest, ze rl +r, = const
(jesli A i B sa ogniskami elipsy). Prawda jest równiez, ze styczna do elipsy jest prostopadla do
dwusiecznej kata ACB. Zatem lamana ACB jest jednym z mozliwych torów promienia swiatla.
Zgodnie z pierwsza wlasnoscia w otoczeniu tego toru istnieja tory o identycznej dlugosci
(a zatem o identycznym czasie przebiegu). Istnieja równiez tory o dluzszym czasie przebiegu
(linie krzywe, np. ta zaznaczona linia przerywana). Znów zasada minimum nie dziala.
Jest ona naruszona jeszcze wyrazniej, jesli wprowadzic zwierciadlo kuliste Z styczne do
elipsoidy w punkcie C. Linia ACB jest znów mozliwym torem swiatla (spelnia prawo odbicia).
Ale w otoczeniu lamanej A CB istnieja tory krótsze od niej. Takim torem jest lamana AC' B.
Z rysunku widac, ze

AC'B < AC"B = ACB.

B

moze

~Q'2eJ

bllzk~o\ewie~

A
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Przez trzy kolejne dni mierzylem odleglosc od mojego domu do n;ljblizszego kiosku z gazetami
i otrzymalem nastepujace wyniki (w krokach): 348, 352 i 342. Pytanie: jaka jest odleglosc od
mojego domu do tego kiosku?

A oto mniej blahy problem o dokladnie takiej samej strukturze. Dla ustalenia ladunku

elektronu dokonano pieciu niezaleznych pomiarów i otrzymano wyniki (w absolutnych
jednostkach elektrostatycznych): 4,781 . 10-10; 4,795' 10-10; 4.769' 10-10; 4,792' 10-10
i 4,779' 10-10. Pytanie: ile wynosi ladunek elektronu? Co w ogóle mozna na ten temat
powiedziec majac takie wyniki pomiarów?

Wrócmy do pomiarów, które kazdy z nas moze wykonac samodzielnie i rozpatrzmy troche
prostsza wersje naszego pierwszego zadania. Przypuscmy, ze zmierzylismy odleglosc od domu
do najblizszego kina i otrzymalismy wynik 812 kroków. Co na tej podstawie mozemy powiedziec
o "prawdziwej" odleglosci do kina, skoro wiemy, ze drugi'pomiar dalby juz inny wynik?
Oto pewne, moze nieco zbyt egocentryczne, rozumowanie prowadzace do pewnej odpowiedzi.

W wyniku pomiaru interesujacej nas wielkosci, powiedzmy a, otrzymalismy wynik, powiedzmy x.
Popelnilismy blad e = x-a, ale oczywiscie nie znamy wielkosci tego bledu. Chcielismy
wykonac nasz pomiar jak najstaranniej, to znaczy chcielismy wykonac go tak, zeby blad byl
fak najbardziej bliski zeru. Przypuscmy, ze udalo sie nam to osiagnac. W konsekwencji tego
zalozenia za a powinnismy przyjac taka liczbe, która przy ustalonym wyniku pomiaru x
minimalizuje lx-al. Taka liczba jest oczywiscie x, a wiec w naszym przykladzie stwierdzamy,
ze odleglosc od domu do najblizszego kina wynosi 812 kroków. Zasade, na której oparlismy
oszacowanie interesujacej nas wielkosci, moglismy z oczywistych powodów nazwac zasada
najmniejszego bledu. Sprawa nieco komplikuje sie, gdy - jak w pierwszym naszym zadaniu _
wykonujemy wiecej niz jeden pomiar. Jezeli przez a oznaczymy odleglosc od domu do kiosku
oraz przez e" ez, e3 - bledy jakie popelnilismy w kolejnych pomiarach, to mamy

a+el = 348 a+ez = 352 a+e3 = 342

Jak teraz oszacowac wielkosc a? Postapimy znowu zgodnie z zasada najmniejszego bledu.
Zauwazmy, ze teraz - w trzech pomiarach - popelnilismy trzy bledy: e" ez, i e3, wygodniej
jednak bedzie mówic o bledzie e = (el, ez,e3) i o jego "skladowych" e" ez, e3. Ta
terminologia sugeruje, zeby w tym przypadku blad reprezentowac za pomoca punktu

w przestrzeni trójwymiarowej i zeby za wielkosc bledu przyjac odleglosc tego punktu od zera
(od poczatku ukladu wspólrzednych). Jezeli umówimy sie, ze odleglosc w tej przestrzeni
trójwymiarowej bedzie zwykla odlegloscia euklidesowa, to zasada najmniejszego bledu

nakazuje nam ustalic a tak, zeby ei +ei +el bylo mozliwie najmniejsze, to znaczy tak, zeby
zminimalizowac wielkosc:

*
Rozwiazanie zadania F 55.
W stanie równowagi energia swobodna
musi miec ekstremum. W rozwazanym
problemie energia swobodna jest energia
powierzchniowa krys7talu i równa sie

E = 2a'u, + 4acu,.

Zgodnie z trescia zadania skladnik energii
swobodnej równy energii potencjalnej
zostal pominiety.
Aby wyznaczyc stosunek a/c nalezy
znaleZCekstremum E przy zalozeniu
dodatkowym, ze objetosc krysztalu V =a'c
jest stala. Innymi slowy, nalezy znalezc
ekstremum funkcji

E(a) = 2a'u,+4Vu,/a,

gdzie V = oZc = const.
Obliczajac pochodna i przyrównujac ja do
zera otrzymujemy

4aa,-4Vu,fa' = O

aa2-cal = O,

a zatem

!!.-=~.c u,

(a-348)z+ (a-352)z+ (a-342)z.

Taka metoda szacowania nieznanej wielkosci a nazywa sie - znowu z oczywistych powodów
metoda najmniejszych kwadratów. Czytelnik zechce sprawdzic, ze metoda ta daje wynik
a = (348+352+342)/3. ---------.

Uogólnienie na n pomiarów jest proste: jezeli x" xz, ... , x. sa wynikami pomiaru pewnej
wielkosci a, to za oszacowanie tej wielkosci metoda najmniejszych kwadratów przyjmuje sie
po prostu srednia arytmetyczna (Xl +xz + ... +x.)/n. Jest to zgodne z oczekiwaniem.
A oto mniej banalne przyklady zastosowania metody najmniejszych kwadratów.
Przyklad 1. Ze szkolnego kursu fizyki wszyscy znamy prawo Boyle'a-Mariotte'a: iloczyn
objetosci i cisnienia gazu ma w tej samej temperaturze wartoSC stala. Zapisuje sie to za pomoca
znanego wzoru: pv = c, gdzie p jest cisnieniem, v - objetoscia oraz c - pewna stala.
Stala c zalezy od róznych czynników, na przyklad od temperatury. Przypuscmy, ze zadanie
polega na oszacowaniu tej stalej dla pewnego konkretnego naczynia i pewnego konkretnego
gazu, Przypuscmy dalej, ze mozemy zmieniac objetosc naszego naczynia (na przyklad za pomoca
manipulowania tlokiem) i ze mozemy mierzyc cisnienie, przy czym pomiar cisnienia
obarczony jest pewnym bledem przypadkowym. Jezeli przy objetosci VI zarejestrujemy

c
cisnienie Pl, to blad wynosi Pl - -. Jezeli powtórzymy nasz pomiar n razy i przy

VI

objetosciachv"vz, ... ,v. otrzymamy wynikip"pz, ... ,p., to zgodnie z metoda
najmniej szych kwadratów za oszacowanie stalej c nalezy przyjac taka wartosc, która
minimalizuje wielkosc

(C)z ( C )2 (C ')2Pl - -;;: + P2 - -;;; + ... + p. - -;;:

Czytelnik móglby zauwazyc, ze mozna wykonac tylko jeden pomiar i za c przyjac po prostu
iloczyn P IV 1. Albo ze mozna wykonac kilka razy pomiar cisnienia przy tej samej objetosci V

i ze wtedy nalezaloby minimalizowac prostsza wielkosc

(PI- :)\(Pi- :r+ ... + (P.-:r
••



w-wzrost

Rys. I

Rys. 2

'.:,:

t-wiek

a to zadanie juz rozwiazalismy i wiemy, ze jego rozwiazaniem jest srednia arytmetyczna:
c = v(Pt +PI + ... +p.)/n. Czytelnik ma racje, ale okazuje sie, ze dokladnosc oszacowania c
jest tym wieksza, im wiecej wykonuje sie pomiarów i im zreczniej dobiera sie wartosci
Vl,VI, •.• ,V •• Wyjasnienie, dlaczego tak jest, wykracza jednak daleko poza ramy naszej
krótkiej rozprawki.
Przyklad ~. Na pewno kazdy z Czytelników uslyszal kiedys od lekarza, ze "jak na swój wiek"
jest zbyt wysoki, zbyt niski lub ze ma wzrost "w normie". Na pewno jednak nie kazdy
staral sie dociec, co to znaczy. Spróbuje to wyjasnic. Bedzie to zarazem ilustracja pewnego
dosc powszechnego, ale odmiennego od poprzednich, sposobu zastosowania metody
najmniejszych kwadratów. Postepuje sie mianowicie w nastepujacy sposób. "Bierze sie" duza
grupe N ludzi w róznym wieku i mierzy sie wzrost kazdej osoby w tej grupie. Otrzymuje sie
wyniki: (tl, Wt), (tI, WI), ... , (IN, WN),gdzie t, jest wiekiem oraz w,- wzrostem i-tej osoby.
Po naniesieniu na wykres wygladaja one mniej wiecej tak, jak na rys. 1 (kazda kropka na tym
rysunku reprezentuje jedna osobe.)
Nastepnie rysuje sie krzywa, która ma przebiegac "mniej wiecej" tak, jak ukladaja sie nasze
punkty (linia ciagla na rysunku). Z kolei "wymysla sie" wzór, który bylby równaniem tej
krzywej. Dla krzywych ~zrostu czesto przyjmuje sie wzór

a
W=

l+b'e'

gdzie a, b, c sa pewnymi stalymi. Jest to tzw. krzywa logistyczna. Zgódzmy sie na to
równanie; od tej pory staje sie ono dla nas "empirycznym prawem wzrostu". Róznym
wartosciom stalych a, b, c (podobnie jak róznym wartosciom stalej c w prawie Boyle'a
Mariotte'a) odpowiadaja rózne krzywe (rys. 2) i zadanie polega na znalezieniu takich a, b, c,
które najlepiej odpowiadaja wynikom naszych pomiarów. Zgodnie z naszym prawem
wzrostu, wzrost osoby w wieku t, powinien wynosic a/(l +b' c',), natomiast w wyniku

a
pomiaru otrzymalismy dla tej osoby wynik w,. Wielkosc w, - ---- jest odpowiednikiem

l+b' c',

tego, co w poprzednich przykladach nazywalismy bledem E,. Zatem - zgodnie z metoda
najmniej szych kwadratów - stale a, b, c nalezy dobrac tak, zeby wielkosc

"
W(a, b) = )' (y,-ax,-b)2

"--J
;=1

Wyznaczyc metoda najmniejszych kwadratów przyblizenia ao i bo wspólczynników a i b.
Rozwillzanie. Zalózmy, ogólniej, ze dysponujemy wynikami n pomiarów (Xl, y~), ...• (x.,y.).
Nalezy wyznaczyc liczby ao i bo tak. by wyrazenie

osiagala minimum. To zadanie jest dosc skomplikowane rachunkowo i praktycznie
rozwiazuje sie je za pomoca komputerów (nawet dla malych wartosci N). Wzór (.) z tak
ustalonymi wartosciami a, b, c opisuje wlasnie to, co nazywa sie "normalnym wzrostem
w danym wieku". Takie krzywe wzrostu mozna oczywiscie konstruowac oddzielnie dla
mezczyzn i dla kobiet, czasami oddzielnie dla róznych srodowisk (np. miasto - wies),

a na przyklad powiedzenie, ze "Szwedzi sa srednio wyzsi od Polaków" oznacza, ze krzywa
wzrostu Szwedów lezy powyzej polskiej krzywej wzrostu.
Metoda najmniejszych kwadratów jest codziennym narzedziem fizyków, ,inzynierów,
przyrodników, ekonomistów, a jej teoria jest przedmiotem zainteresowania statystyki
matematycznej.
Przyklad (konkretny). Zakladamy. ze wielkosci X i Y laczy zaleznosc liniowa Y = aX +b.
W czterech pomiarach tych wielkosci uzyskano wyniki

10 20 30

15 37 41
X 1 O

Y 114

osiagnelo wartosc najmniejsza dla a = ao i b = bo. Poniewaz funkcja ta ma tylko jedno
minimum, to mozna je wyznaczyc elementarnie w sposób nastepujacy. Funkcja W(ao, b)

jest trójmianem kwadratowym wzgledem b:

W(ao,b) = nb2-[2 L (y,-aox,)]b+ L (y,-aoxl)2j i

gdzie X. y sa odpowiednio srednimi arytmetycznymi liczb Xl, •.. , x. i Yh ... , y •.
Por. metody zastosowane w artykule
o srodkach ciezkosci.

l minimum osiaga w punkcie

2 L (y, -aox,)

b = ~ _,_o _
2 n

bo = y-aox

który musi byc identyczny z bo. skad
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Podobnie, minimum trójmianu kwadratowego wzgledem a

W(a,bo) = [L x;J aZ_ [2 ~ (Y,-bo)x,) a+ L (YI-bo)2
j j j

aoL x: = ~xly,-bo LX,.I I

LX:j

Podstawiajac (.) do (•• ) otrzymamy

ao lLx:-xLx,) = LX'YI-YLx"
j j I j

Dla znajacych rachunek
prawdopodobienstwa: wystarczy
skorzystac ze wzorów E[(X - EX)2] =
= E(X2) - [E(X)j2 i E[(X - EX)(Y - EY)] =
= E(XY)-EY' EX.

osiagane jest w punkcie

(..)

skad po przeksztalceniach

(...)

2 L (y,-bo)x,1 j
aO="2-

L (x,-x)(y,-nI
- )2~- L~~

j

, skad

Wzory (••• ) i (.) daja szukane rozwiazanie. W naszym konkretnym przykladzie otrzymamy

ao = 1,03, bo = 11,3.

Zasady ekstremalne w termodynamice Dr Bogdan CICHOCKI
Za'lim przejdziemy do omówienia zagadnienia wspomnianego Vi tytule niniejszego artykulu,
przypomnimy podstawowe pojecia termodynamiki. Wiemy na podstawie doswiadczenia,
ze kazde cialo makroskopowe, niezaleznie od stanu poczatkowego, osiaga po pewnym czasie
stan równowagi. Stan taki mozna scharakteryzowac przez podanie niewielkiej liczby parametrów.
Przykladowo, stan równowagi okreslonej liczby moli gazu jednoskladnikowego opisll,ja
w pelni dwie wielkosci (np. cisnienie p i objetosc V). Na skutek dzialania czynników
zewnetrznych uklad fizyczny moze przechodzic z jednego stanu równowagi do innego.
Przejsciem takim zwanym procesem termodynamicznym rzadza pewne prawa. Zgodnie
z trescia pierwszej zasady termodynamiki w procesie termodynamicznym zmiana energii
wewnetrznej U ukladu (tzn. róznica miedzy wartosciami U w stanach koncowym i poczatkowym)
jest równa sumie ciepla Q dostarczonego ukladowi i pracy L wykonanej nad ukladem, czyli

(1) Ut-U, = Q+L.

Jezeli cialo fizyczne sklada sie z dwóch czesci, powiedzmy 1 i 2, to jego energia wewnetrzna U

jest równa

(2) U= UI+UZ+U12,

gdzie Ul, Uz sa energiami wewnetrznymi poszczególnych czesci, zas U12 energia oddzialywania '\
tych czesci. Poniewaz dla cial makroskopowych Ul }> U12 i Uz }> U12, wiec w przyblizeniu
zachodzi zwiazek

(3) U= UI+UZ•

I V,,T, + . V,T, I

T1 '> T2

Mówimy, ze wielkosc U ma wlasnosc addytywnosci.
Pierwsza zasada termodynamiki nie charakteryzuje w pelni procesów wystepujacych
w przyrodzie. Aby sie o tym przekonac, rozwazmy nastepujacy przyklad. Wyobrazmy sobie
uklad fizyczny skladajacy sie z dwóch podukladów 1 i 2, o energiach wewnetrznych
i temperaturach odpowiednio Ul, Tl i Uz, Tz. Niech miedzy tymi podukladami znajduje sie
scianka przewodzaca cieplo. Z doswiadczenia wiemy, ze uklad taki znajduje sie w stanie
równowagi, o ile 11 = Tz. Jezeli tak nie jest, to z ukladu o wyzszej temperaturze przeplywa
cieplo do ukladu o nizszej temperaturze, az do momentu wyrównania sie temperatur. Zgodnie
z pierwsza zasada kazdy proces, dla którego zachodzi równosc (1), jest mozliwy. Równiez

taki, w którym cieplo p~wa w kierunku przeciwnym niz ten, o którym wspomnielismypowyzej. Wynika z tego, ze pierwsza zasada wymaga uzupelnienia. Zadanie to spelnia druga
zasada termodynamiki.
Istnieje wiele równowaznych sformulowan drugiej zasady termodynamiki. Wlasciwie to juz

podalismy jedno z nich. Mianowicie, jest to twierdzenie dotyczace kierunku przeplywu ciepla.
Sformulowanie to podane po raz pierwszy przez Clausiusa jest bardzo pogladowe, jednakze
droga prowadzaca od niego do wniosków o charakterze ogólnym jest dosc zawila. Omówimy
teraz inne sformulowanie drugiej zasady termodynamiki, które przybiera postac zasady

&



= 2 ekstremalnej. Brzmi ono nastepujaCO: "Istnieje addytywna funkcja stanu'S zwana entropia
okreslona przez zwiazki

(as) 1au ()= T

Mozemy rozpatrywac rózne podzialy energii U pomiedzy ukladami, ale tylko jeden odpowiada
stanowi równowagi. Podzialy te mozna opisac w pelni podajac np. tylko wartosc Ul'
Zgodnie z wlasnoscia addytywnosci entropia S calego ukladu dla danej wartosci Ul jest równa

S(UI) = SI(UI)+S::(U-UI),

gdzie S,(x) oznacza entropie i-tego podukladu o energii wewnetrznej x. Jezeli w stanie równowagi
osiaga ona wartoSC maksymalna, to (traktujemy S jako funkcje jednej zmiennej U):

która osiaga wartosc maksymalna w stanie równowagi".

Symbol ( as) oznacza pochodna funkcji S (dwu zmiennych) wzgledem U.au ()
Wyrazenie "osiaga wartosc maksymalna" wymaga wyjasnienia.
Rozwazmy izolowany uklad fizyczny skladajacy sie z wielu podukladów, z których kazdy
znajduje sie w stanie równowagi. W ogólnosci stan calego ukladu nie jest stanem równowagi,
o czym moglismy sie przekonac przy rozpatrywaniu przykladu dotyczacego przeplywu ciepla.
Mimo to dla takiego stanu mozemy okreslic kazda z rozpatrywanych wielkosci, jesli ma ona
wlasnosc addytywnosci. Nie jestesmy w stanie okreslic temperatury, gdyz moze byc ona
rózna w róznych podukladach, ale mozemy okreslic np. energie wewnetrzna. Dotyczy to
takze entropii zgodnie z jej postulowana addytywnoscia. Mozemy zatem porównywac wartosc
entropii w stanie, w którym tylko poduklady sa w stanach równowagi, z jej wartoscia, gdy
caly uklad jest w równowadze. Wyrazenie "osiaga wartosc maksymalna" odnosi sie do tego
typu porównania. f
Wykazemy teraz, ze sformulowana przez nas zasada jest zgodna z doswiadczeniem.
Rozpatrzmy ponownie uklad przedstawiony na rysunku. Przyjmijmy, ze przegroda jest
nieruchoma. Zatem objetosci podukladów 1 i 2 sa ustalone. Poniewaz caly uklad jest izolowany,

elekc.ja?

to

(4)

Ul + U:: = U = const.

dS dSI dS::· dS. dS:: .
0=-- = --+--- = -----, czyli

dUI dUI dUI dUI dU::

dS. dS::--=--
dUI d U::

Przypomnijmy, ze równowaga zostanie osiagnieta, gdy T. = T::. Widzimy zatem, ze pochodna
entropii S wzgledem energii wewnetrznej U (przy ustalonej objetosci) ma wlasnosc analogiczna
do temperatury. Przyjmijmy

Rozwiazanie zadania M 167.
Niech B' bedzie obrazem punktu B

w symetrii wzgledem prostej k, X zas
dowolnym jej punktem. Mamy IAX - BX I=
=IAX-B'XI'" AB' i równosc zachodzi
tu tylko w przypadku, gdy punkty Y. B'

i A. sa wspólliniowe. Tak wiec szukanym
punktem jest punkt X. przeciecia prostych
AB' i k.

Jezeli prosta AB' jest równolegia óo k.
to zadanie nie ma rozwiazania, jeteli zas

punkty A i B sa symetryczne wzgledem k
(lzn. B' = A), to k jest symetralna odcinka
AB i wobec tego dla kazdego jej punktu X
zachodzi równosc ·AX- BX = O.

(dlaczego l/T, a nie T wyjasni sie za chwile). Warunek (4) jest warunkiem na ekstremum
entropii. Sprawdzimy, ze przy przyjeciu zwiazku (5) jest to maksimum. W tym celu wyliczmy
zmiane entropii !1S przy nieznacznym odchyleniu od stanu równowagi. Mozemy napisac

dSI dS:: 1 1 ( 1 1 )
!1S=~SI+!1S::=--~UI+--~U::=-~UI+-~U::= --- ~UI.

dUI d U:: TI T:: TI T::

gdyz ~UI = -~U::.
Jezeli ~UI > O, to zgodnie z doswiadczeniem TI > T:: i !1S < O, jezeli zas ~UI < O,

to TI < T:: i równiez ~S < O. Widzimy zatem, ze rzeczywiscie entropia osiaga maksimum

(aS \ )
w stanie równowagi gdybysmy przyjeli, ze - = T otrzymalibysmy minimum . Zwrócmyau .
jeszcze uwage, ze zanuast T moglibysmy w powyzszych wzorach podstawic dowolna rosnaca
funkcje T. Zmienilibysmy wtedy jedynie funkcyjna zaleznosc entropii od temperatury. Sama
entropia nie jest bowiem okreslona jednoznacznie przez wlasnosc addytywnosci oraz

as
maksymalnosci. Bardziej istotny jest natomiast fakt, ze np. - zalezy jedynie od temperatury.

au
Przeprowadzenie analogicznego rozumowania w przypadku ukladu skladajacego sie z dwóch
podukladów przedzielonych ruchomym tlokiem pozostawiamy Czytelnikowi. Okazuje sie wtedy,

ze pochodna as ma wlasnosci analogiczne do cisnienia i przyjmujemy, ze jest równa .!...
av T

Przytoczone sformulowanie n zasady termodynamiki jest bardzo wygodnym punktem startowym
do wyprowadzenia szeregu wniosków natury ogólnej. Warto równiez wspomniec, ze odgrywa
ono wazna role przy wytlumaczeniu praw termodynamiki w ramach fizyki statystycznej.

B'
o

OB

x

A
o

(5)
as 1-=-
au T
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Srodki ciezkosci, srednie, mediany
j

Dr Tadeusz B. IWINSKI

Porównaj artykul R. Zielinskiego
o metodzie najmniejs~ych kwadratów.

Pojecie srodka masy (tradycyjnie :z:wanego srodkiem ciezkosci) jest tak intuicyjne i jednoznaczne.
ze dosc trudno wyobrazic sobie celowosc wprowadzenia tu jakichkolwiek komplikacji.
Postaramy sie wlasnie to zrobic.
Rozwazmy na poczatek

Dwa zadania

1. Na osi liczbowej dane sa punkty x ••...• x•. W kazdym z nich umieszczono mase
jednostkowa m = 1. ZnaleZC srodek ciezkosci Xo.

2. Na osi liczbowej dany jest (skonczony) zbiór punktów X = {x ••...• x.}. Wyznaczyc
na osi punkt x~ tak. by suma kwadratów odleglosci x~ od punktów zbioru X byla mozliwie
najmniej sza.

Zadania te sa równowazne: Xo = x~. Rzeczywiscie. rozwiazanie zadania 1 polega na
wyznaczeniu punktu Xo takiego. by suma momentów wzgledem Xo mas umieszczonych
w punktach Xl byla równa zeru. tj. by zachodzila równosc

n

L m(x, -Xo) = O. czyli
i=1

(.)
n

L (Xl-XO) = o"
i= l

(..)

oczywiscie

Zadanie mozna oczywiscie rozwiazac ..

elementarnie: wspólczynnik przy x'
wynosi n, wspólczynnik przy x wynosi
2 ~XI. a wiec minimum osiagane jest,
w punkcie x~ =(2 ~ x,)/2n = ~ ~ XI., . n,

W przestrzeni l-wymiarowej przyjmujemy
XI = (xL .... xl>. W zadaniu l otrzymujemy
warunek formalnie identyczny z (o).
bedacy ukladem I równan okreslajacych
niezalezne 'I wspólrzednych punktu X ••

a w zadaniu 2 otrzymujemy sume l
trójmianów k"adratowych postaci
~ (xl-xIP. które minimalizujemy
niezaleznie.

Zadanie drugie sprowadza sie do znalezienia minimum trójmianu kwadratowego
n

S(X) = L (X,-X)2 (Xl -liczby. x - zmienna!).
i=l

Trójmian ten ma jedno minimum - jest to punkt. w którym jego pochodna wzgledeJIl x
n

s'(x) = 2 ) ...•(x,-X).•....•
i= l .

przyjmuje wartosc zero. a wiec punkt x~ spelniajacy warunek
n

L (x,-x~) = O.
i= l

Warunki (.) i (•• ) sa identyczne. co dowodzi równowaznosci zadan l i 2. Przy tym

1 n

Xo = X~ = -;;L x ••
i=l

a wiec rozwiazaniem kazdego z tych zadan jest srednia arytmetyczna liczb x ••...• X ••

Okazalo sie wiec. ze w rozwazanym przypadku pojecie srodka ciezkosci pokrywa sie
z pojeciem sredniej (arytmetycznej). przy czym kazde z tych pojec mozna zdefiniowac jako
minimum pewnej funkcji.

W przestrzeni kartezjanskiej wielowymiarowej
sytuacja jest analogiczna. Mozna tu sformulowac odpowiedniki zadan 1 i 2. Nietrudno

udowodnic. ze zadania te sa równowazne (warto to zrobic). Wspólne rozwiazanie tych
zadan mozna - przez analogie z przypadkiem l-wymiarowym - nazwac srednia punktów
x ••...• x•. Srednia jest wiec z definicji tym samym. co srodek ciezkosci i jest rozwiazaniem
nastepujacego problemu:

Dany jest zbiór X = {x ••...• x.}. Wyznaczyc punkt Xo taki. by suma kwadratów odleglosci
Xo od punktów zbioru X byla mozliwie najmniejsza.

W statystyce wystepuje inne jeszcze wazne pojecie. bedace - intuicyjnie - swego rodzaju
"srodkiem ciezkosci". Jest to

Mediana.

Nie bedziemy tu podawac ogólnej definicji tego pojecia. W sytuacji z zadan 1 i 2 mediana

bedzie kazdy taki sposród punktów X •• ze ilosc punktów lezacych na prawo od niego
mozliwie malo rózni sie od ilosci punktów lezacych na lewo od niego. Wyznaczenie median
jest w tym przypadku proste: jesli n jest nieparzyste. to mediana jest jeden ("srodkowy")
punkt X •• jesli zas n jest parzyste. to medianami sa dwa "srodkowe" punkty.
Zastanówmy sie teraz nad mozliwoscia uogólnienia pojecia mediany na przypadek
wielowymiarowy. Bezposrednie przeniesienie definicji nie jest tu oczywiscie mozliwe. bowiem
juz na plaszczyznie pojecia "prawo" i "lewo" traca sens. Mozna jednak spróbowac drogi
analogicznej. jak w przypadku uogólnienia pojecia sredniej: sformulowac problem znalezienia

mediany jako problem wyznaczenia minimum pewnej funkcji w taki sposób. by to drugie
sformulowanie przenosilo sie juz na przypadek wielowymiarowy.

e
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Por. artykuly M. Moszynskiej w Delcie:
Ijl97S, Sjl97S i 8j197S.

o 'x{x) zakladamy, ze wyraza sie przez
odleglosci punktu x od elementów zbioru X

Kacik filatelistyczny (5)

Okazuje sie. ze jest to mozliwe. Rozwazmy bowiem na osi liczbowej ciag r6znych Dunkt6w
Xh x ••...• x. oraz dowolny punkt x i utw6rzmy wyrazenie

"
d(x) = L lx,-xi.

;=1

Jak latwo zauwazyc. funkcja d(x) jest ciagla oraz jest malejaca. gdy x jest mniejszy od

wiekszosci x, (bo wtedy wspólczynnik przy X jest ujemny). i rosnaca. gdy x jest wiekszy od
wiekszosci x" A to wlasnie oznacza. ze minimum funkcji d(x) osiagane jest w tych punktach
x" które sa medianami. Jesli jeszcze wezmiemy pod uwage fakt. ze lx,-xi jest odlegloscia
punktów X oraz x" to stwierdzimy. ze mediana jest rozwiazaniem nastepujacego problemu:

Dany jest zbiór X = {Xh ...• x.}. Wyznaczyc punkt x, taki. by suma odleglosci punktu x,
od punktów zbioru X byla mozliwie najmniejsza.

A to sformulowariie przenosi sie juz na dowolna przestrzen wielowymiarowa, moze wiec
sluzyc jako definicja mediany w takiej przestrzeni.
Ale (la tym mozliwosci uogólnien wcale sie nie koncza. Zauwazmy. ze zarówno
w wielowymiarowym problemie sredniej. jak i wielowymiarowym problemie mediany.
operuje sie pojeciami zbioru,..punktu i odleglosci. Latwo wiec widac. ze oba problemy

. mozna sformulowac w dowolnej

Przestrzeni metrycznej
i - o ile problemy te maja rozwiazania - otrzymywac bardzo juz odbiegajace od intuicji
"srodki ciezkosci": srednie i mediany.
Mozna jednak posunac sie jeszcze dalej. Zauwazmy mianowicie. ze zar6wno wystepujaca
w problemie sredniej suma kwadratów odleglosci. jak i wystepujaca w problemie mediany
suma odleglosci sa pewnego rodzaju miarami rozproszenia zbioru X wokól punktu x.
Sa to funkcje bardzo specjalnej postaci. Mozna by pokusic sie o okreslenie inn>:ch jeszcze miar
rozproszenia i poszukiwanie ich minimów. Minima takie bylyby tez swojego rodzaju
"srodkami ciezkosci". Jak wiec widac. mozna droga kolejnych, uog61nien sformulowac
nastepujacy

Problem srodka cietkosci:
W przestrzeni metrycznej (A. Q) dany jest skonczony zbi6r X oraz miara rozproszenia
rx(x). X E A. Wyznaczyc minimum funkcji rx.

Rozwiazanie takiego problemu - o ile istnieje - nazwiemf srodkiem ciezkosci zbioru X
w przestrzeni (A. Q) wzgledem miary rozproszenia rx.

Tak rozumiane pojecie srodka ciezkosci jest nie tylko bezposrednim uog61nieniem pojec.
od kt6rych startowalismy. Powstaje ono r6wniez w naturalny spos6b w zastosowaniach
matematyki w naukach spolecznych. Ale o tym kiedy indziej.
,Problem: czy mozna podac na prostej taka metryke i taka miare rozproszenia. by
rozwiazaniem problemu srodka ciezkosci byla (a) srednia geometryczna. (b) srednia
harmoniczna? (Autor nie zna rozwiazania.)
Zadanie 1. Wyznaczyc srednie i mediany zbioru X zlozonego z punkt6w (O. O). (l. O). (O. l)
i (2.3) na plaszczyznie z metrykami: kartezjanska. miejska. kolejowa (por. Delta 1/1975).
Zadanie 2. Zbadac problem srodka ciezkosci na prostej ze zwykla metryka i miara
rozproszenia postaci

"
'~x(x) = L [Q(X. x,)]"'. IX > O.

;=1

Johannes Kepler (1571-1630), niemiecki
astronom i matematyk, sformulowal prawa
ruchu planet znane do dzis jako trzy prawa
Kepiera. Prawa te mialy zasadnicze
znaczenie dla zrozumienia ruchu cial
przyciagajacych sie silami grawitacyjnymi

i zostaly uzasadnione przez Newtona.Skonstruowal takze lnnete astronomiczna,
odmienna od lunety Galileusza.
Reprodukujemy znaczek wydany przez
Republike Dahomeju w roku 1971, na
którym obok portretu uczonego przedstawione
sa symboliczne orbity planet. Znaczki
poswiecone Keplerowi wydano takze
w Austrii (w roku 1953), Meksyku (1971),
NRD (1971), RFN (1971), i Rumunii (1971).

Jerzy BARTKE
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Nierównosci elementarne i ekstrema Dr Arkadiusz PLOSKI

Rozwiazanie zadania M 166.

Zauwatroy, te 2'10+5'10 = 70, a wiec

jeteli liczby naturaloe x i y spelniaja

rówoanie 2.~+ 5y = 70, to 2(x- 10) =
= 5(l0 - y). Poniewat liczba 511O- y) jest

podzielna przez 2 oraz 2 i 5 sa wzglednie

pierwsze, wiec 21lO-1' czyli 10-1'"= 2/,
gdzie / jest pewna liczba calkowita. Jest

wiec 2(x-IO) ,= 5·2· /, x- lO -" 5/, skad

x = 10+51, a poprzednio otrzymalismy
równosc y = 10- 21. Zadanie sprowadza

sie wj~ do wyznacLenia najwiekszej

wartosci sumy 1l0+S/)+(10-2/) =
= 20+3/, gdzie / j •• t liczba ciilkowita

spelniajaca nierównosci 10+ 5/ > O
i 10-2/ > O czyli -2 < t < S. Funkcja

I - 20 + 31 je)( rosnaca, a wiec dla

calkowitych "'duoki t L przedLi~t.lu (- 2, S)

przyjmuje naj\,,'j~k~.la"'artos~ dla t =: 4.
Wartoscia ta jest 32.

Wtedy

11

'CJ

=-

= 2

lekc.jQ~

Niektóre zadania p'rowadzace do wyznaczania ekstremów (tzn. maksimów i minimów) funkcji
wielu zmiennych mozna rozwiazac stosujac pewne nierównosci, a wiec srodkami bardziej
elementarnymi niz te, które sa zwykle wykladane w podrecznikach analizy matematycznej.
Nie majac tu pretensji do opisania wszystkich elementarnych metod wyznaczania ekstremów
opartych na nierównosciach, ograniczymy sie do podania przykladów zastosowan nierównosci
majacych swe zródlo w wypuklosci pewnych funkcji.
Funkcje rzeczywista f zdefiniowana na pewnym podzbiorze ciala liczb rzeczywistych nazywamy
wypukla w dól na przedziale I (zawartym w dziedzinie tej funkcji), gdy spelnia ona
nastepujace warunki:

(W 1) funkcja f jest ograniczona na kazdym przedziale domknietym i ograniczonym zawartym w I,
(W z) dla dowolnych róznych liczb Xl' X z e I zachodzi nierównosc

f( ~ (Xi +xz») < ~ (f(xl)+f(xz».

Definicje funkcji wypuklej w góre otrzymujemy zatrzymujac warunek (W 1) i zastepujac
w warunku (Wz) znak < znakiem>. Zatem funkcja g jest wypukla w góre, gdy funkcja -g
jest wypukla w dól. Czytelnik moze latwo zinterpretowac geometrycznie wypuklosc funkcji.
W podanych nizej przykladach sprawdzenie. warunku (W 1) nie przedstawia trudnosci, dlatego
zajmujemy sie sprawdzeniem tylko drugiego warunku.
Przyklady.
a) Funkcja sinus jest wypukla w góre na przedziale (O, n). Istotnie jesli wezmiemy pod

uwage X1t Xz e (O, n) takie, ze Xl ~ .\"z, to 0< cos( ~ (XI-XZ») < l, a wiec

~ (sinxl +sinxz) = sin( ~ (Xl +xz) )cos( ~ (Xl -Xz») < sin (~ (Xl +xz»).

b) Funkcje X -+ x"', gdzie m> l jest liczba calkowita, sa wypukle w dól dla X ;;l: O.
Sprawdzenie, ze funkcja X -+ XZ jest wypukla w dól pozostawiamy Czytelnikowi. Zalózmy,
ze funkcja X -+ X"' jest wypukla w dól na rozwazanym przedziale. Wykazemy wypuklosc
funkcji x -+ x"'+1. Niech Xl, Xz beda róznymi liczbami nieujemnymi. Poniewaz

(x'i'-~(XI-XZ) > Ozatemxlx';+xzx'i' < x'i'+1+x'i'+1.

Korzystajac z tej nierównosci i z wypuklosci funkcji x -+ x"' otrzymujemy

( l )"'+1 l l-(Xl+XZ) < -(x'i'+x'i')«Xl+XZ)< -(x'i'+1+x'i'+1).
2 4 2

c) Funkcje wykladnicze x -+ a" (O < a:F l) sa wypukle w dól w zbiorze wszystkich liczb

~ :'.! !. ("1 +".> l
rzeczywistych: gdy Xl ~ Xz to (aZ _aZ)Z > ° a wiec aZ < 2(a"l +a"')'

Zadanie. Pokazac, ze funkcje x -+ y xZ+hz, dla h :F Osa wypukle w dól w zbiorze liczb
rzeczywistych.
W rachunku rózniczkowym funkcji zmiennej rzeczywistej podaje sie warunki dostateczne na
wypuklosc funkcji; powyzsze przyklady pokazuja, ze w prostych przypadkach mozna
wypuklosc funkcji sprawdzic bezposrednio. Podstawowa nierównoscia, z której bedziemy
korzystali, jest podana nizej nierównosc Jensena.
Twierdzenie Jensena. Niech f bedzie funkcja wypukla w dól na przedziale I i niech Pl, ... ,p.

bedzie ciagiem liczb rzeczywistych spelniajacym warunki:

p/ > ° (1~· i ~n) oraz Pl + +P. = l.

f(PIXl + o" +P.x.) ~ Pt!(Xl)+ +p.f(x.)

dla dowolnych liczb Xl, ... , X. e I. Równosc ma miejsce tylko wtedy, gdy Xl = ... = X•.

Dowód powyzszego twierdzenia WYffiagablizszego zbadania pojecia wypuklosci i wykorzystuje
pojecie ciaglosci. Tutaj udowodnimy nierównosc Jensena tylko dla przypadku, gdy liczby
Pl, ... , p. sa WYffiierne.Dowód przeprowadzimy w trzech krokach.
I. Zalózmy, ze Pl = ... = P. = 1/2"', gdzie m ;;l: l jest liczba calkowita. W tym przypadku

nierównosc Jensena ma postac: f(_l_(Xl + ... +xz-») ~ ~ (!(Xl)+ ... +(f(xz-».. ~ ~

Powyzsza nieró~nosc udowodnimy indukcyjnie wzgledem m. Gdy m = l nierównosc
redukuje sie do warunku (W z). ZalóZmY wiec, ze nierównosc jest prawdziwa dla m;;l: l

i niech X1t ... , X2_+1 e I.

( l ) ( l (Xl + ... +xz"' x2",+1 + ... +X2"'+ 1))Mamy f 2-+1 (Xl + ... +X2",+1) =f 2" 2- + 2- ~

~( (Xl+'" +xz-)+f(X2-+1+'" +X2",+1)) ~ 1+1(f(Xl)+ ... +f(X2_+1»'~2f 2- 2"' ~
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Mamy

Roz';iazanie za(lania M 168.

Zadanie to mozna rozw~azac stosujac

rachunek rózniczkowy. Pokazemy tu jednak,

jak mozna uniknac stosowania go,

wykorzystujac twierdzenie o sredniej

geometrycznej i arytmetycznej:

Dla dowolnych licLb dodatnich aj, a2, .•. , On

zachodzi (por. art. A. Ploskiego) nierównosc

(al az ... GrI)l/1l ~ ~1.~,~22_~.:~~.~~ , przyn

czym nierównosc ta staje sie równoscia

tylko w przypadku, gdy wszystkie liczby a,
sa równe.
Zastosowanie tego twierdzenia do liczb

x, x, 1- x, 1- x nie da zadanego efektu:

[I ]; ( 3 )'x'(I-x)3" 5" (3-x) " ·S '

aby zas zachodzila równosc x'(I- X)3 =

= (~rmusialoby byc x = I - x, czyli

x = ~, wtedy zas badana funkcja

, ... (I)'przYjmUje wartosc 2'

Zastosujemy wiec pewien trik: zachodzi
równosc

l-x l-x l-x
x2(1- X)3 = ax' ax' -;'2,!' ;li/i az---;J'·

Dobierzemy teraz odpowiednia wartosc Q.

Zastosujemy twierdzenie o sredniej

geometrycznej i arytmetycznej

(ax)' (I~X.)J" (_~':lX:!:3--:3X )',a2/3 Sa2 j3

dla takiej wartosci a, dla której po prawej
stronie nierównosci wspólczynnik przy x

( 3 )' J'staje Sie zerem, czyli dla 00 = -2
Dla tej wartosci II ostatnia nit::równosc

staje sie równoscia tylko dla takiej

,. dl ó' I-x
wartoscI x, a kt rej GOX = '--2/3'

ao

, ~ 13 . ( 3 )czyh(ao +1)x=I, T+I x=I,

x = .~, Dla innych wartosci x E (O, 1)
5

(1- ')3 ( 3 )'
mamy (aox)'· ~. < .. --.

a5/3 5a5/~

Tak wiec funkcja f przyjmuje w przedziale

(O, I) maksymalna wartosc dla x = .} .

(2) 2' , 33Jest nia f 5" = "5'5"

Posluzylismy sie tu warunkiem (W z) a nastepnie zalozeniem indukcyjnym. Nierównosci ~

mozna zastapic przez równosci tylko wtedy. gdy Xt + ... +Xz'" = x2'"+! + ... +X2,"+1o

Xl = ... = Xz'" oraz X2,"+1 = ... = X2'"+t. a wiec wtedy, gdy Xl = ... = X2,"+1'
Ta uwaga konczy dowód twierdzenia Jensena w rozwazanym przypadku.

(Xl+"'+X') lII. Pokazemy, zel ---- < -(f(Xl)+ ... +/(x.» dla dowolnego ukladu. n n
nierównych liczb Xl •••• , x. e l. W tym celu obierzmy liczbe calkowita m taka, ze 2'" > n
i zastosujmy udowodniona w I nierównosc do ukladu 2'" liczb:l l

Xl, ... , X., - (Xl + ... +x.) •...• - (Xl + ... +x.),n n
w którym ostatnia liczba wystepuje 2'"-n razy. Mamy:

(1( 2'"-n ) 1( (Xl+"'+X.))I 2" Xl+ ... +x.+-;-(Xl+". +x.) < 2'" I(Xl)+'" +/(x.)+(2'"-n)f n .

Stad po prostych przeksztalceniach otrzymujemy zadana nierównosc.
III. Niech teraz Pl, ... ,p. bedzie ciagiem liczb wymiernych dodatnich takim, ze p l + ... +p•. = l
i niech Xl •••• , x. e I bedzie ciagiem liczb rzeczywistych nierównych. Mozemy napisac:

k
P, = -.!... (1 ~ i ~ n) gdzie 0< k, < I, sa liczbami naturalnymi. Oznaczmy l = 11' .... l.

I,
i zastosujmy nierównosc udowodniona w czesci II dowodu do ciagu Xl, ... , Xl •... , X., ... , X.,

kil
w którym liczba x, wystepuje - = k,Il'" . 1,_11,+ l' ...• l. razy.

l,

(' II ) (1 II kI) " kI III L PIX, = I 7 L iXI < +L -i: f(x) = Lp.!(x.).
1=1 1=1 1=1 1=1

co konczy dowód nierównosci Jensena dla przypadku. gdy Pl ....• p. sa liczbami wymiernymi.
W dowodzie powyzszym korzystalismy tylko z warunku (Wz) definicji funkcji wypuklej w dól,
warunek (Wl) jest niezbedny do dowodu twierdzenia w calej ogólnosci.
Rozwazmy teraz kilka zadan o maksimach i minimach:
Przyklady.
a) W zbiorze wszystkich n-katow wpisanych w dane kolo o promieniu r > ° wyznaczyc wielokat

o polu maksymalnym.
Rozwazmy dowolny n-kat wpisany w kolo o promieniu r i niech Xlo ...• X. beda miarami
katów srodkowych opartych na kolejnych bokach wielokata. Zatem x, e <0, n) orazl
x, + ... +X. = 2n. Pole rozwazanego wielokata dane jest wzorem -rZ(sinxl + ... +sinx.).

2

Stosujac nierównosc Jensena do funkcji sinus wypuklej w góre na przedziale <0, n) i liczb
l l l 2n

Pl = ... = P. = - otrzymujemy:- (sinxl + ...+sinx.)~ sin - (Xl + ... +x.) = sin -,
n n n n

l 2n
zatem pole n-kata wpisanego w kolo o promieniu r jest nie wieksze od - rZn sin -, przy czym} n

maksimum jest osiagniete gdy Xt = ... = x•• a wiec rozwiazaniem zadania jest n-kat foremny.
b) Na plaszczyznie dany jest trójkat o bokach a, b, c. Niech h > ° bedzie liczba rzeczywista

i rozwazmy zbiór wszystkich ostroslupów o wysokosci h, których podstawa jest dany trójkat.
Nalezy wyznaczyc ostroslup nalezacy do rozwazanego zbioru o minimalnym polu powierzchni bocznej.
Ostroslup z rozwazanego zbioru jest jednoznacznie wyznaczony przez podanie rzutu M jego
wierzcholka na plaszczyzne trójkata. Polozenie punktu M jest okreslone przez podanie odleglosci

x, y, z punktu M od odpowiednich boków trójkata. przy czym kazda z tych odleglosci bierzemy
ze znakiem plus, gdy punkt M lezy z tej samej strony odpowiedniego boku, co caly trójkat,
ze znakiem minus - w przeciwnym wypadku. Mamy: ax +by+ cz = 2P, gdzie P oznacza
pole trójkata. Natomiast pole powierzchni bocznej ostroslupa dane jest wzorem:

2.(aYxZ+hZ +byyz+h2 +cYz2+hZ).2

Funkcja y X2 +hZ Jest wypukla w dól, zatem na mocy nierównosci Jensena

y(px+qy+rz)z+hz ~ p yx2+hz +q yy2+h2+ryz2+hz
a

dla liczb dodatnich P, q, r spelniajacych warunek p +q +r = l. Podstawiajac p = ----,a+b+c
b c

q = m - .. n. oraz r = ---- i korzystajac z nierównosci ax+by+cz~ 2P otrzymujemy:
a+b+c a+b+c

(a+ b +c) .• f __4P_z_ +hZ ~ a y-xz-+-h-z+ b y y-2-+-h-z+ c y-zz-+-h-z,V (a+b+ c)Z

przy czym równosc zachodzi tylko w przypadku gdy X = y = z, a wiec minimalne pole
powierzchni bocznej ma ostroslup, którego rzut wierzcholka M jest srodkiem kola wpisanego
w dany trójkat.

Zadanie. Wyznaczyc minimum sumy m-tych poteg: x'i'+ ... +x::' liczb niel,tjemnych X,

zakladajac, ze ich suma a jest stala i dodatnia.

II
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Niech teraz p" ... ,P. bedzie ciagiem liczb spelniajacych zalozenia twierdzenia 'Jensena.
Wykazemy nastepujaca nierównosc:
Nierównosc dla sredniej geometrycznej. Dla dowolnych Xl > O•...• X. > O: xl' '" x=.~

~ PIXl + ... +P.x. przy czym równosc ma miejsce tylko wtedy. gdy Xl = ... = X•.
Dla dowodu wystarczy obrac liczby t, (1 ~ i~ n) tak. ze X, = lO', i zastosowac nierównosc

Jensena do funkcji wykladniczej t --+ 10' wypuklej w dól w calym zbiorze liczb rzeczywistych .
. 1 • 1

Zauwazmy,zedlapl = ... =P. =-otrzymujemynierównoscji'xl' .... X.~-(Xl+ ... + x.). któran . n

orzeka. ze srednia geometryczna skonczonego ukladu liczb nie przekracza sredniej arytmetycznej.
Mozemy teraz latwo udowodnic nastepujace:
Twierdzenie (maksimum iloczynu przy stalej sumie) Jesli Suma n liczb dodatnich

X" ...• x.jest stala. to iloczyn x" ...• x:. gdzie q" ...• q. sa dowolnymi liczbami dodatnimi

.. k "d . l'k d d Xl X.ma nojWle sza wartosc wte y l ty o wte Y. g y - = ... = -.
ql q.

Dowód: Polózmy c = Xl + ... +x •• q = ql + .,. +q.; stosujac nierównosc dla sredni~j

geometrycznej otrzymujemy: (~l)~ ... (.:~)~ ~~. stad (~)q, ... (_'X_. )q.~ (~)q;"1 q. q ql q. q
iloczyn x" ... x:. jest najwiekszy. gdy najwiekszy jest iloczyn po lewej stronic ostatniej

' .•.. d x, X •. merownoscl. a WIec g Y - = ... =-
ql q.

Dowód twierdzenia podanego nizej przebiega podobnie.
Twierdzenie (minimum sumy przy stalym iloczynie). Jezeli iloczyn x" ... x:. jest staly. to

, ... " d x, X.suma Xl + ... +x. ma najmnzejsza wartosc. g y - = ... = -.
ql q•

.Przyklady.
a) Sposród wszystkich trójkatów o danym obwodzie wyznaczyc trójkat o najwiekszym polu

Niech 2p bedzie obwodem trójkata o bokach x, Y. z; kwadrat jego pola jest dany wzorem Herona:
p(p-x)(P-y)(P-z). Poniewaz (P-x)+ (P-y)+ (p-z) = p ip-x > O,p-y > O.P-z > O•.

zatem iloczyn (P-x)(P-y)(P-z) jest najwiekszy. gdy p-x = p-y = P-z. a wiec /
rozwiazaniem zadania jest trójkat równoboczny.

b) Sposród wszystkich prostopadlosciaf1ów o danej objetosci wyznaczyc prostopadloscian
o najmniejszym polu powierzchni. Niech v bedzie objetoscia prostopadloscianu o krawedziach
x. Y. z. Pole powierzchni prostopadloscianu jest zatem równe 2(xy + xz+ yz). Poniewaz
(xy)(xz)(yz) = v1 oraz xy> O. xz > O. yz > O zatem suma yx+yz+xz jest najmniejsza.
gdy xy = xz = yz, a wiec gdy X = y = z. Rozwiazaniem zadania jest szescian.
Proponujemy Czytelnikowi rozwiazanie podanych nizej zadan.
Zadania.

1) Znalezc najwieksza wartosc funkcjisinx+siny-sin(x+ y) w trójkacie ograniczonym
osiami x, y i prosta x+ y = 271'.

2) Sposród wszystkich prostopadloscianów o danym polu powierzchni wyznaczyc
prostopadloscian o najwiekszej objetosci.
2) Niech P. q beda liczbami dodatnimi. Znalezc maksimum funkcji (cosx)'(sinx)l
w przedziale (O, 2n).

__ Zadania

I
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Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI
M 166. Wyznaczyc najwieksza wartosc sumy liczb naturalnych X Ly spelniajacych
równanie 2x+5y = 70.
Rozwiazanie na str. 10
M·167. Na plaszczyznie dana jest prosta k oraz punkty A i B lezace po róznych jej stronach.
Wyznaczyc na prostej k plII'I1Ct X, dla którego IAX-BXI przyjmuje wartoSC najwieksza.
Rozwiazanie na str 7.
M 168. Funkcja f jest okreslona na przedziale (O, 1) wzoremf(x) = x1(1-x)3. Obliczyc
najwieksza wartosc tej funkcji.
Rozwiazanie na str. 11

Redaguje dr Wald(>marGORZKO WSKI

F 55. Napiecie powierzchniowe na plaskiej granicy krysztalu i roztworu zalezy od orientacji
tej granicy wzgledem kierunków krystalograficznych.
Napiecia powierzchniowe krysztalu pokazanego na rysunku, znajdujacego sie w roztworze
nasyconym tej samej substancji. z której zbudowany jest krysztal. na wzajemnie
prostopadlych scianach wynosza odpowiednio /1" /11 i /11. Krysztal znajduje sie w stanie
równowagi termodynamicznej z roztworem. Nalezy wyznaczyc stosunek krawedzi a/c.
Wplyw sily ciezkosci na krysztal i roztwór zaniedbujemy.
Rozwiazanie na str. 4
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mala delta

Lepiej byc malym czy duzym?

I I I

Jaka kulka
M Po- Ile gramów masy przypa-

asa wierzchnia I da na l cm2 powierzchni

kulka

o srednicy l cm
0,5 g3 cm2 0,17 g{cm2

kulka o srednicy 2 cm

4g12 cm2 0,33 g{cm2

Porównajmy sylwetke slonia z sylwetka myszy.
Dlaczego male zwierzeta sa zgrabniejsze od duzych?
Okazuje sie, ze wszystko tlumacza proste rachunki.
Oto dwie kulki z plasteliny - jedna o srednicy l cm,
druga o srednicy 2 cm. Przyjmujac, ze gestosc
plasteliny jest równa w przyblizeniu l g/cm3, obliczmy,
ile waza te kulki i jaka jest ich powierzchnia.
Oto odpowiednie wzory.

Objetosc kuli o promieniu R ;:::~-nR3•

Pole powierzchni kuli o promieniu R = 4nR2•

Dla pierwszej z kulek R = ~ cm, stad jej objetosc

jest równa ~ n' ~ cm3 = ~ n cm3• A wiec kulka ta ma

m'H:e ~ g ~ 0,5 g. Pole jej powierzchni jest równe

4n ~ cm2 = n cm2 ~ 3 cm2, Dla drugiej z kulek'

R = l cm, stad jej objetosc jest równa ~ n cm3• A wiec

kulka ta ma mase ~ n g ~ 4 g (8 razy wiecej niz
poprzednia). Pole jej powierzchni jest równe 4n cm2 ~

~ 12 cm2 (tylko czterokrotnie wiecej niz poprzednio),
Wyniki obliczen zestawmy w tabelce, której ostatnia
rubryka informowac bedzie, ile gramów masy
przypada na l cm.2 powierzchni danej kulki.
Wniosek: im mniejsza kulka, tym mniej gramów jej
masy przypada na centymetr kwadratowy powierzchni.
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Spróbujmy teraz wyjasnic, co by sie stalo, gdyby mala
mysz powiekszyc proporcjonalnie do wielkosci slonia?
Otóz na l cm2 powierzchni przekroju poprzecznego jej
kosci przypadaloby po tym zabiegu prawie stokrotnie
wiecej masy ciala!
A przeciez wytrzymalosc kosci na zlamanie jest
proporcjonalna do jej przekroju poprzecznego!
Mala mysz, dzieki swym malym wymiarom, moze byc
zbudowana lzej i zgrabniej. Male wymiary maja jednak
i swoje minusy. Gdy zalezy nam, by na mrozie stracic
jak najmniej ciepla, lepiej gdy na jednostke masy
przypada jak najmniej powierzchni. Tlumaczy to,
dlaczego zwierzeta zyjace w chlodniejszym klimacie sa
wieksze niz osobniki tego samego gatunku z okolic
cieplejszych.
A swoja droga, jakie to dziwne, ze swiat wOKólnas
nie jest wcale jednorodny - to, co male, rzadzi sie
innymi prawami niz to, co duze. A matematyka
przekonuje nas, ze gigantyczna malpa King Kong,
wielkosci sporego domu, to zupelnie nierealna fantazja.
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Wycieczki po maksimach, minimach
i punktach przegiecia

Rys. 1. Czy alpinista jest na szczycie?

ti~wrllft~~.1f
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Rys. 2. A teraz?
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"Burza szalala bez przerwy. Dwaj alpinisci byli juz
u kresu sil, ale krok po kroku pieli sie w góre. Snieg
zasypywal im oczy, a wiatr chcial zepchnac ich w doline.
Szli juz trzy godziny od obozu VII. Nagle droga pod
góre skonczyla sie. Mimo zadymki widzieli, ze przed nimi
tylko droga w dól. Byli na szczycie!". Alpinisci
rozumowali tak: skoro wszystkie drogi prowadza juz
w dól, jestesmy na szczycie. Czy to jest poprawne
rozumowanie? Zalezy to, niestety, od tego, co nazwiemy
szczytem (rys. l). Na pytanie postawione na rysunku 1
wiekszosc ludzi odpowie "nie", przeciwnie niz na
rysunku 2.
W matematyce odrózniamy pojecie "maksimum"
funkcji od jej "wartosci najwiekszej". Funkcja ma
maksimum w punkcie x, jezeli blisko tego punktu nie ma
wartosci wiekszych, a "najwieksza wartosc" - jezeli
w ogóle nie przyjmuje wiekszych wartosci. Kazdy
wierzcholek górski tworzy maksimum (funkcji
"wysokosc"). Z wierzcholka nie ma drogi pod góre.



Wsród szczytów tatrzanskich tylko jeden jest
najwiekszy, ale sa funkcje, które przyjmuja swa
najwieksza wartosc w wielu punktach (rys. 3). Jeteli
zawezimyobszar, na którym rozpatrujemy funkcje,
mozemy dostac inna wartosc najwieksza. To zrozumiale,
te funkcja "wysokosc" kulminuje gdzie indziej w Tatrach
Polskich, calych Tatrach, a jeszcze gdzie indziej na
obszarze calej Ziemi. Przy ograniczaniu obszaru mote
sie nawet zdarzyc, te najwieksza wartosc funkcji w jednym
obszarze nie bedzie nawet maksimum w wiekszym.
Widzimy to na rysunku 4. Najwytsze wzniesienie
Rurytanii nie jest w ogóle szczytem dla Gwirejczyków.
Ale przy dowolnych zmianach granic kaMy szczyt
zostanie szczytem. Rys. 3. Te dwie góry maja te same wysokosci.

Rys. 4.

Rys. S. Przelecz-siodlo.

Domyslamy sie, ze funkcja osiaga minimum tam, gdzie
wokól nie ma wartosci mniejszych. Skoro "szczyt
górski" to maksimum, to z pewnoscia "przelecz" to
minimum? Pozornie utwierdza nas w tym przekonaniu
rysunek 5. Ale przeciez z przeleczy górskiej nie
wszystkie drogi musza prowadzic pod góre. Spójrzmy
na rysunek warstwicowy przeleczy. Mozna z niej isc
do góry, na dól a nawet poziomo. Taka przelecz
tworzy punkt siodlowy. Sa i przelecze z wlasnoscia
"minimum" (na przyklad przelecz miedzy dwoma
wierzcholkami Lubania nad Kroscienkiem). Motna by
je nazwac "dolkami".
W lagodnych górach w okolicach wierzcholka stok jest
prawie poziomy, ale nie zawsze splaszczanie sie terenu
zwiastuje bliskosc wierzcholka. Moze to byc tylko

punkt przegiecia funkcji (rys. 6). tp
""~"'" ~... ·····A~·~fl,~"" iiI ••••• " ••, "",.~

'I', t.'/"J'l,lIl1,Ul •.11' •. 'J A. ':1'. "'At' ~~ ...
-.•..• ' .~•••. Rys. 6. Do szczytu Jeszcze daleko.

Maksima i minima nosza wspólna nazwe ekstremów funkcji. To bardzo wazne pojecie. KaMego z nas interesuje
osiagniecie maksymalnych efektów przy minimalnym (a nawet najmniejszym) nakladzie pracy i nie ma w tym nic zlego.
Minimów funkcji szuka i Natura. Ciala poruszaja sie po najkrótszych torach, choc w warunkach zaklócen niekoniecznie
sa to linie proste, banki mydlane staraja sie zawrzec maksymalna objetosc w minimalnej powierzchni, promienie
swietlne wybieraja najkrótsze drogi. Niemal w kaMym dziale fizyki znajduje zastosowanie zasada minimum
(sformulowana w polowie zeszlego wieku przez matematyka irlandzkiego Williama Rowana Hamiltona). Ta zasada
mówi, te Natura dziala w taki sposób, by pewna (scisle okreslona, rzecz jasna) calka osiagala minimum. Jest to chyba
najpotetniejsza pojedyncza zasada nauk scislych. '

Mala Delte opracowali: Przemyslaw NOWICKI i Michal SZUREK
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move (a, a)
down

move (-a, -a)
up
move (-a, a)
down

move (a, -a)
up
end

Mechanika,
komputer,
czlowiek (III)
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Pro/. dr Dominik ROGULA

Algorytmy, obliczalnosc i rozstrzygalnosc

Przykladów algorytmów dostarcza w obfitosci arytmetyka - wykonywanie
dzialan podstawowych, wyszukiwanie liczb pierwszych itp. Jako inny przyklad
przytoczymy pewien algorytm rysowania na kartce papieru.
Niech operacjami podstawowymi beda:
up - podnies rysik (tak by nie dotykal kartki),
down - opusc rysik (tak by dotykal kartki), /
move (a, b) - przesun (prostoliniowo) rysik do punktu o wspólrzednych (a, b),
end - zakoncz.
Wówczas ciag instrukcji na marginesie przedstawia algorytm rysowania
znaku x o srodku w punkcie (O,O) i dlugosci ramienia a.
Intuicyjne pojecie algorytmu jest dosc jasne: algorytm to zupelnie jednoznacznie
okreslona procedura, czyli sposób postepowania. Algorytm nie moze - w zadnej
sytuacji, której dotyczy - pozostawiac watpliwosci, czy dalej postapic tak,
czy inaczej. Musi tez jednoznacznie okreslac swe zakonczenie.
Poszczególne "kroki" algorytmu musza byc efektywnie wykonalne, dajac
zawsze ten sam wynik, przynajmniej w zakresie istotnym dla zadania, którego
algorytm dotyczy.
Mimo to, pojecie algorytmu jest na tyle pierwotne w ludzkim pojmowaniu
spraw tego swiata, ze nie oczekujemy, iz jakas uznana galaz nauki dostarczy nam
jego scislej definicji. Zamiast tego mamy szereg formalnych odpowiedników
intuicyjnego pojecia algorytmu.
Mówiac o algorytmie, abstrahujemy od materialnej strony jego realizacji
(liczydlo, palce, napisy). Dlatego zamiast mówic o obiektach, których dotyczy
algorytm, i o sytuacjach, w jakich obiekty te uczestnicza w kolejnych stadiach
algorytmu, mozemy mówic o znakach, które w jakikolwiek umowny sposób
oznaczaja te obiekty i sytuacje. Algorytm widziany od tej formalno-lingwistycznej
strony, to dokladnie okreslony przepis na dokonywanie zmian w ciagu znaków.
Przyjmuje sie przy tym, ze zbiór znaków dopuszczalnych w tych napisach
(czyli tzw. alfabet) jest skonczony, same napisy sa skonczone, no i oczywiscie
opis regul okreslajacych algorytm tez jest skonczony. Rodzaj znaków alfabetu,
ani nawet ich liczba, nie sa przy tym istotne, a to wskutek mozliwosci
jednoznacznych i prostych przekodowan napisów.
Mozliwa jest takze "arytmetyzacja" algorytmów. Majac dowolny alfabet

A = {atoa2, ... ,an}

mozemy rozpatrywac (nieskonczony) zbiór slów nad tym alfabetem, to znaczy
zbiór wszystkich skonczonych ciagów utworzonych ze znaków aj nalezacych do A.
Zbiór slów nad alfabetem A oznaczymy przez A*. Wprowadzajac do alfabetu A
dowolne uporzadkowanie, np. takie ze

al < aj == i ~j,

mozemy juz jednoznacznie uporzadkowac zbiór A *. Slowa o tej samej ilosci
znaków porzadkujemy w sposób leksykograficzny i umawiamy sie, ze slowo
krótsze jest zawsze wczesniejsze od dluzszego. Kazde slowo, nad A ma wówczas
dokladnie okreslony numer k > O, a kazdy taki numer wyznacza dokladnie
jedno slowo nad A. Nadajac slowu pustemu numer O, otrzymujemy wzajemnie
jednoznaczna relacje miedzy ciagami znaków a liczbami naturalnymi. Dzialanie
dowolnego algorytmu mozna wiec równiez jednoznacznie przedstawic jako
przeksztalcenie liczb naturalnych.
Z pojeciem algorytmu wiaze sie caly szereg pojec pochodnych. Nalezy do nich
przede wszystkim pojecie funkcji obliczalnej. Niech A, B beda alfabetami
i niech

f: A* -+ B*

bedzie funkcja czesciowa (tzn ..okreslona na ogól tylko dla niektórych slów
nad A, nie koniecznie na calym zbiorze A*). Funkcje te nazywamy obliczalna,
jezeli istnieje taki algorytm, ze dla kazdego s E A*, dla którego funkcja f jest
okreslona, wynikiem dzialania tego algorytmu jestf(s).
Podobnie okreslamy pojecie obliczalnosci dla funkcji arytmetycznych f: N ...:.N,
tzn. okreslonych w zbiorze liczb naturalnych i przybierajacych wartosci naturalne.
Z uwagi na mozliwosc wzajemnego "przekladu" klasa formalno-lingwistycznych
funkcji obliczalnych wyznacza klase arytmetycznych funkcji obliczalnych
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Przepisy obliczeniowe, zawierajace
dzialania na dowolnych liczbach

rzeczywistych, nic sa algorytmami w sensie
okreslonym wyzej. SCisle rozumiane

dzialania na dowolnych liczbach

rzeczywistych nie spelniaja bowiem warunku
efektywnosci, gdyz nie sa wykonalne
w .konczonej liczbie kroków. Rachunki

przyblizone sa oczywiscie algorytmizowalne,

ale wymaga to sprecyzowania sposobu
traktowania przyblizen. Po takim zabiegu

przepis obliczeniowy staje sie algorytmem

i wówczas daje sie reprezentowac przez

pewne operacje na liczbach naturalnych.

i vice versa. Mozemy wiec uznac, ze mamy w gruncie rzeczy jedno ogólne pojecie
obliczalnosci funkcji. Dotyczy to takze funkcji wielu zmiennych, a to dzieki
istnieniu efektywnych wzajemnie jednoznacznych odwzorowan postaci

NxN +-+N, NxNxN +-+N

etc., pozwalajacych wzajemnie jednoznacznie odwzorowac zbiory par,
trójek, etc. liczb naturalnych na zbiór liczb naturalnych. Innym waznym
pojeciem jest pojecie rozstrzygalnosci predykatów. Predykat to nazwa
wlasnosci; zdanie orzekajace, ze: "przedmiot x ma wlasnosc P", zapisujemy
w skrócie jako P(x).
Predykat P o dziedzinie D nazywamy rozstrzygalnym, jezeli istnieje algorytm,
który dla kazdego x E D pozwala rozstrzygnac czy P(x), czy nie P(x).
O rozstrzygalnym predykacie mozemy mówic, ze wyraza on wlasnosc lub
relacje rozstrzygalna.
Majac zdefiniowane pojecie rozstrzygalnosci predykatu mozemy natychmiast
zdefiniowac pojecie zbioru rozstrzygalnego. Mianowicie mówimy,
ze zbiór X c D jest rozstrzygalny (wzgledem D), jezeli predykat Px
zdefiniowany przez

df
PX(X)'=X EX

jest rozstrzygalny. Równowazna definicje otrzymujemy korzystajac wprost
z pojecia obliczalnosci: zbiór jest rozstrzygalny wtedy i tylko wtedy, gdy jego
funkcja charakterystyczna (równa 1 dla elementów nalezacych do zbioru
i O dla pozostalych) jest obliczalna .
Pojecie rozstrzygalnosci jest wiec szczególnym przypadkiem pojecia obliczalnosci,
sprowadza sie ono bowiem do obliczalnosci funkcji o wartosciach
zero-jedynkowych (logicznych, badz arytmetycznych).
Wszystkie powyzsze pojecia maja charakter nieformalny. Jednakze wszystkie one
moga byc uscislone. Oczywiscie uscislone pojecia zawsze róznia sie od ich
pierwowzorów intuicyjnych. Za triumf teorii algorytmów mozna jednakze
uznac fakt, ze dokonane na wiele róznych sposobów uscislenia okazuja sie
formalnie wzajemnie równowazne. Takimi sa np. pojecia obliczalnosci
w sensie Turinga, A-definiowalnosci Churcha, f1. -rekursywnosci Kleene' go,
ogólnej rekursywnosci i wiele innych.
Algorytm jest zawsze algorytmem czegos, przepisem na wykonywanie
pewnego zadania, jak rozwiazywanie ·równania kwadratowego, tlumaczenie
programu z jezyka FORTRAN na kody wewnetrzne maszyny cyfrowej,
wykonywanie pewnych rysunków. W trakcie realizacji algorytmu nastepuje
przeksztalcenie pewnej sytuacji wejsciowej w wyjsciowa, czyli "danych"
w "wyniki". W sytuacji, kiedy algorytm jest narzedziem dzialania, a nie
obiektem studiów, sama struktura algorytmu jest mniej wazna niz
wykonywane zadanie, czyli funkcja

dane -+ wyniki.

Kazda taka funkcja okreslona przez wyniki realizacji pewnego algorytmu jest,
zgodnie z podanymi wyzej definicjami, funkcja obliczalna.
Takie okolicznosci powoduja, ze oprócz tego rygorystycznego pojecia
algorytmu, które omówilismy powyzej, celowe moze byc wprowadzanie pojec
opartych na zlagodzonych wymaganiach co do zdefiniowania postepowania
w kazdej sytuacji, która moze sie zdarzyc w trakcie wykonywania algorytmu.
W pewnych sytuacjach mozliwe sa bowiem rózne warianty postepowania,
które jednak róznia sie w sposób nieistotny w tym sensie, ze prowadza do tego
samego wyniku. Zdarza sie to juz w najprostszych dzialaniach arytmetycznych:
np. instrukcja "oblicz sume liczb a, b, c" jest calkiem jednoznaczna, jesli
chodzi o wynik, lecz z punktu widzenia dzialan elementarnych algorytmem
nie jest, bo nie okresla kolejnosci poszczególnych operacji dodawania.
Dopuszczenie tego rodzaju swobody wyboru postepowania w szczególach
nie majacych wplywu na wynik prowadzi do rozszerzenia pojecia algorytmu.
Poslugujac sie tak ro1;szerzonym pojeciem algorytmu nalezy jednak pamietac,
ze jest ono rÓZneod pojecia rygorystycznego, i ze ta róznica czasem moze okazac
sie wazna. Jezeli przez maszyne rozumiec uklad, który nie jest w stanie
dokonac wyboru - ani w sposób przypadkowy, ani metodyczny - to maszyna
taka moz~ realizowac algorytmy tylko w sensie rygorystycznym.
Natomiast pojecia takie jak "zadanie algorytmizowalne" (tzn. majace
algorytm wykonywania), "funkcja obliczalna" itp. nie ulegaja zmianie
przy takim rozszerzeniu pojecia algorytmu. Kazdy bowiem algorytm rygorystyczny
jest algorytmem w sensie rozszerzonym, a kazdy algorytm w sensie rozszerzonym
mozna "przeoJbic" na algorytm rygorystyczny, realizujacy te sama funkcje·
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