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Zakaz Pauliego,
gaz zdegenerowany

i astrofizyka

Dr Jan Piotr LASOT A

Zgodnie z zakazem Pauliego, prawdopodobienstwo znalezienia dwóch elektronów
(lub jakichs innych dwóch identycznych czastek o spinach polówkowych) w tym
samym stanie jest równe zeru. Zakaz Pauliego ma praktyczne znaczenie wtedy, gdy
ilosc stanów, w których moga znajdowac sie elektrony (lub inne czastki podlegajace
temu zakazowi), nie jest duzo wieksza od ilosci elektronów w ukladzie. Jezeli
ochlodzimy gaz zlozony z elektronów do temperatury zera bezwzglednego, to
energia tego gazu powinna miec najmniejsza mozliwa wartosc. Gdyby elektrony
nie podlegaly zakazowi Pauliego, to wszystkie zajelyby stany podstawowe
o najnizszej, zerowej energii. Nie moga jednak tego zrobic i wypelniaja wszystkie
kolejne stany energetyczne - az do pewnego stanu odpowiadajacego energii,
której wielkosc zalezy od ilosci elektronów. Taki gaz elektronowy nazywamy
"zupelnie zdegenerowanym".
Elektrony w tym gazie nie maja wyboru, musza zajmowac stany o najnizszych
energiach. Dopiero gdy temperatura jest bardzo wysoka i gaz rzadki - elektrony
maja duzo miejsca i duzo dostepnych poziomów energetycznych. Zakaz Pauliego
nadal wtedy obowiazuje, ale niema praktycznie znaczenia.
Okazuje sie, ze nawet przy stosunkowo duzych temperaturach (nawet rzedu
miliona stopni i wiekszych) gaz elektronów moze byc silnie (choc niezupelnie)
zdegenerowany, jezeli tylko gestosc tego gazu bedzie odpowiednio duza.
Zauwazmy, ze zakaz Pauliego wywoluje rodzaj "odpychania" miedzy elektronami,
a wiec jest powodem wystepowania cisnienia gazu zdegenerowanego. "Odpychanie"
to nie jest zadnym prawdziwym oddzialywaniem, takim jak oddzialywanie
grawitacyjne, elektromagnetyczne, slabe i silne i nie jest zwiazane z zadnym polem
fizycznym. Poniewaz jednak nie mozemy zmusic dwóch elektronów, by znalazly
sie w tym samym miejscu, to w rezultacie wystepuje cos w rodzaju
"sily odpychania".

Jakie to ma znaczenie?

Rozpatrzmy cialo stale - krysztal lub inne cialo o mniej regularnej strukturze.
W takim ciele rozklad ladunków elektrycznych (ujemnych elektronów i dodatnich
jonów) jest taki, ze ich oddzialywania wzajemne sa przyciagajace. Przyciaganie to
jest równowazone przez odpychanie miedzy elektronami wywolane zakazem
Pauliego - w ten, z grubsza biorac, sposób osiagana jest równowaga dla cial
stalych ..
Dla cial bardziej masywnych, w których istotne jest przyciaganie grawitacyjne,
sprawa wyglada inaczej. W dalszym ciagu zajmiemy sie gwiazdami, a wiec cialami,
w których przyciaganie grawitacyjne jest równowazone przez cisnienie wewnetrzne.
W gwiazdach "normalnych", w których zachodza reakcje termojadrowe, cisnienie
to jest wywolane przez ruchy cieplne czastek. Gdy gwiazda wypali juz swoje paliwo
termojadrowe i nie ma juz zródla ciepla, które mogloby przeciwstawic sie .
miazdzacemu dzialaniu sily ciezkosci, w niektórych przypadkach ratuja ja przed
zaglada elektrony. Zostaja one wyrwane z atomów i tworza gaz, którego cisnienie
wywolane zakazem Pauliego przeciwdziala sile grawitacji. Gwiazdy, które wypalily
sie juz wewnatrz i istnieja dzieki zakazowi Pauliego dla elektronów, nazywaja sie
bialymi karlami.
Okazuje sie jednak, ze biale karly nie moga byc zbyt ciezkie, mianowicie gwiazda
o masie wiekszej od okolo lM@ (masa Slonca) nie moze istniec jako bialy karzel.
Odkryl to w latach trzydziestych amerykanski astronom pochodzenia hinduskiego,
S. Chandrasekhar. Cóz, grawitacja, mimo ze jest najslabszym ze znanych
oddzialywan elementarnych, potrafi zdominowac wszystkie sily odpychania, jezeli
tylko mamy do czynienia z odpowiednio duzymi masami.
Elektrony nie sa jedynymi czastkami podlegajacymi zakazowi Pauliego. Pamietajmy
o tym, ze w gwiezdzie oprócz elektronów, odpowiadajacych w przypadku bialych
karlów za cisnienie, znajduja sie równiez jadra atomowe, które sa ciezsze
od elektronów, a wiec mniej ruchliwe i dajace maly wklad do cisnienia. Jadra te
skladaja sie z protonów i neutronów - czastek podlegajacych zakazowi Pauliego.

1



ma= T

Rozwia7.anie ladanoa F 58

Na kulke; dz.ialaja: I <) sila tarcia posuwistego

l pO'A'odujaca liniowe opóznienit' kuHd
o 'l: kierunku Za7naczonym na ry'iunku

~

Czastki nieodróznialne
Doc. dr Michal SWIECKI

W normalnych warunkach neutrony swobodne zyja krótko ('" 15 min.)
i rozpadaja sie na proton, elektron i antyneutrino. Ale w gwiezdzie wypelnionej
zdegenerowanym gazem elektronowym neutron nie moze sie rozpasc - znowu
zakaz Pauliego - elektron z rozpadu nie ma miejsca dla siebie, wszystkie mozliwe
stany sa juz szczelnie zapelnione. Nastepuje wtedy proces odwrotny (jesli
odpowiednio zwiekszy sie gestosc materii) - jadra wychwytuja elektrony i protor1Y
zamieniaja sie na neutrony (plus neutrino, ale ono ucieka z gwiazdy). W wyniku
takiej neutronizacji, gwiazda skladac sie bedzie przede wszystkim z neutronów,
które znów tworza gaz zdegenerowany. Takie gwiazdy neutronowe sa obserwowane
jako tzw. pulsary.
Niestety, okazuje sie, ze neutrony nie sa wcale "mocniejsze" od elektronów 
znów istnieje masa maksymalna, powyzej której nie moga istniec gwiazdy
neutronowe. Masa ta jest co do rzedu \\1elkosci równa masie znalezionej przez
Chandrasekhara dla bialego karla. Mote sie to wydawac dziwne - neutrony sa
przeciez duzo ciezsze od elektronów. Wystepowanie masy maksymalnej wiaze sie
jednak z tym, ze czastki tworzace gaz zdegenerowany staja sie wraz ze wzrostem
gestosci relatywistyczne. To znaczy, ze ich energie sa duzo wieksze od ich masy
spoczynkowej. Niewazna jest zatem masa spoczynkowa czastki - liczy sie jej
calkowita energia (E = mc2, ale w tym wzorze m nie jest masa spoczynkowa.
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a ta jest podobna dla zdegenerowanego gazu elektronów i neutronów.
A co sie dzieje z gwiazdami, które sa za ciezkie, by stac sie bialymi karlami lub
gwiazdami neutronowymi? No cóz, albo udaje im sie jakos zrzucic nadwage
(wybuchajac, albo lagodniej wydmuchujac czesc swojej masy), albo koncza zycie
jako czarne dziury. Ale to juz inna historia .• a
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Zaczniemy od wyników doswiadcze6, chociaz zostaly one przewidziane uprzedpio przez teorie.
Wiazke jader izotopu helu JHe skierowano na tarcze helowa, która moze byc ciekly hel, tyle ze
zlozony z innego izotopu 4He. Jadra 3He po przejsciu przez tarcze ulegna rozproszeniu.
Rozpraszanie to zachodzi w zasadzie tylko na jadrach 4He tarczy, gdyz elektrony atomowe sa
zbyt lekkie na to, by zaburzyc ruch ciezkich jader wiazki helowej. W wYJliku rozpraszania jadra 3He
zmienia kierunek swego biegu, natomiast jadra 4He zostana odbite pod pewnym katem. Katy te
mozemy mierzyc. Zaleza one oczywiscie od tego, jak daleko od srodka uderzonej czastki z tarczy
przebiegala czastka z wiazki. Poniewaz rózne czastki przebiegaja w róznych odleglosciach od jader
tarczy, wiec otrzymujemy pewien rozklad katów, pod którymi leca cz.astki po rozproszeniu. Dla
symetrii rozpatrujemy cale rozpraszanie w ukladzie srodka masy. W tym ukladzie obie czastki
zblizaja sie, a po zderzeniu oddalaja sie z tymi samymi pedami. Katy rozproszenia miedzy pedami
poczatkowymi i koncowymi beda oczywiscie znowu rózne dla róznych czastek z wiazki. Miedzy
innymi otrzymamy czastki, które rozprosza sie pod katem 90°. Nie ma w tym wszystkim nic
nadzwyczajnego. Nic tez istotnego nie zajdzie, jesli ograniczymy energie wiazki do takiej wartosci,
by padajace jadra 3He nie mogly zblizyc sie do jader 4He na odleglosci porównywalne z zasiegiem
sil jadrowych ( ~ 10-14 m). Po prostu przy zbyt niskiej energii nie pozwoli na to odpychanie
coulombowskie miedzy dodatnimi ladunkami jader. W takich warunkach rozpraszanie zachodzi
wylacznie przez oddzialywania elektromagnetyczne miedzy jadrami. Oddzialywania silne nie graja
tu zadnej roli.
Teraz na te sama tarcze 4He skierujemy wiazke czastek o tej samej, co uprzednio energii, tyle ze
zlozona z jader izotopu 4He, a nie 3He. Okaze sie, ze wynik rozpraszania bedzie inny.
W szczególnosci pod katem 90° otrzymamy dwa razy wiecej rozproszonych jader 4He niz
poprzednio jader 3He.
Pomimo ze dwa izotopy helu to dwie rózne czastki, jednak otrzymana w tych doswiadczeniach
róznica wcale nie jest trywialna. Przeciez zadbalismy oto, zeby IOlpraszan:c zachodzilo wylacznie
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Dwie mozliwosci przebiegu reakcji
rozpraszania czastek identycznych nie moga
byc rozróznione przez zadna obserwacje

(uklad srodka masy).

przez oddzialywania elektromagnetyczne, a te dla dwóch izotopów tego samego pierwiastka sa
praktycznie identyczne. Z punktu widzenia oddzialywan elektromagnetycznych, decydujacych
o rozpraszaniu, jadra 3He i "He sa takie same. Skad wiec bierze sie czynnik dwa dla ich
rozpraszania pod katem 90°?

Mozna by sie jeszcze zapytac, jak beda przebiegaly doswiadczenia gdy w tarczy zamiast "He

uzyjemy 3He. Otóz dla rozpraszania jader 3He na tarczy 3He wynik bedzie znów inny, a pod
katem 90° nie rozproszy sie teraz zadna czastka.

Paradoksów tych nie mozna w zaden sposób wyjasnic w ramach fizyki klasycznej. Mechanika
kwantowa radzi sobie z nimi stosunkowo latwo. W teorii tej czastki niezaburzone zadnym
pomiarem zachowuja sie jak fale. W pewnym sensie sa falami (falami prawdopodobienstwa
patrz "Delta" 9/1976) i dopiero w pomiarach przeprowadzonych za pomoca makroskopowych
przyrzadów okazuje sie, ze oddaja energie i ped malymi, zlokalizowanymi przestrzennie porcjami,
które identyfikUjemy jako czastki. Dla fal charakterystyczne jest zjawisko interferencji i ono
wlasnie jest odpowiedzialne za nietypowe wyniki opisanych doswiadczen.
Zawsze interferuja ze soba takie mozliwe przebiegi zjawiska, których nie potrafimy rozróznic.

Nie wiemy na przyklad, które fotony przechodza przez które szczeliny siatki dyfrakcyjnej
i dlatego na ekranie otrzymujemy obraz interferencyjny. Gdybysmy znali tory wszystkich fotonów,
to nie moglibysmy dalej mówic o jednej spójnej fali plaskiej, padajacej na siatke. Zamiast tego
mielibysmy wiele niezaleznych, a wiec niespójnych wiazek fotQnowych - promieni swietlnych
przechodzacych przez rózne szczeliny. Zniszczylibysmy wten sposób obraz interferencyjny. Sytuacja
bylaby bowiem podobna do zbioru zródel swiatla, kazde oswietlajace jedna szczeline siatki.

Tak wiec interferuja sytuacje, w których rózne drogi dojscia do tego samego stanu sa nieodróznialne.
Co wiec nierozróznialnego moze byc przy rozpraszaniu czastek? Przede wszystkim same czastki.
Jedno jadro "He niczym nie rózni sie od innego jadra "He i chociaz przed rozproszeniem wiemy,
które pochodzi z tarczy, a które z wiazki, po rozproszeniu sytuacja jest calkowicie niejasna. Nie
mamy zadnej metody zeby stwierdzic, które jadro zostalo rozproszone, a które uderzone. Pojawia
sie interferencja. Nie wystepuje ona przy rozpraszaniu jader 3He na jadrach "He, gdyz róznia sie
one masa i róznica ta moze byc wykryta, jezeli dobrze przyjrz}my sie przyrzadom pomiarowym.

Obie sytuacje rozpraszania ("He na "He i 3He na "He) róznia sie tak, jak rózni sie obraz na ekranie
za siatka dyfrakcyjna oswietlona raz przez jedno spójne zródlo swiatla, a drugi raz przez wiele
niezaleznych zródel, po jednym na kazda szczeline siatki. W tym ostatnim przypadku na ekranie
otrzymamy obraz bedacy suma natezen swiatla wychodzacego z róznych szczelin. W pierwszym
przypadku natomiast pojawi sie typowy obraz interferencyjny z charakterystycznymi ciemnymi
prazkawi i maksimami.

Dla dwóch szczelin natezenie swiatla w maksimum obrazu bedzie dwa razy wieksze niz
suma natezen swiatla wychodzacego z obu szczelin. To jest wlasnie szukana dwójka rózniaca
rozpraszanie 3He-"He oraz "He-"He pod katem 90°. A dlaczego wlasnie 90°? Bo pod tym
katem obie czastki rozpraszaja sie dokladnie tak samo (w ukladzie srodka masy) i nie tylko
czastki koncowe niczym sie nie róznia, ale tez ich stany sa identyczne. Identyczne stany

identycznych czastek musza odpowiadac identycznym natezeniom wiazki rozproszonej
(przypominamy, ze nie wolno jednak dodawac tych natezen). Natezenie fali to kwadrat jej amplitudy.
Stad amplitudy tych dwóch nierozrózrrialnych sytuacji rozproszonych powinny co najwyzej róznic
sie znakiem.

Mozemy to zobaczyc jeszcze w inny sposób.

Zamiana czastek w stanie koncowym to przejscie do innego stanu. Powtórna zamiana to powrót do
sytuacji wyjsciowej. Stad operacja zamiany moze jedynie zmienic znak amplitud}.
Przy kacie 90° amplitudy opisujace rozpraszanie czastek identycznych sa wiec dla obu sytuacji albo
takie same, albo róznia sie znakiem. W pierwszym przypadku otrzymujemy maksimum
z charakterystycznym czynnikiem dwa, w drugim zero (odpowiednik ciemnego prazka). Wyciagamy
stad oczywisty wniosek, ze dla rozpraszania "He na "He obowiazuje znak plus, a dla rozpraszania
JRe na JHe - minus, co wyjasnia wynik naszego doswiadczenia.-Przypomnijmy jeszcze,
ze dla rozpraszania 3He na "He (czy tez 4He na 3He) interferencja w ogóle nie zachodzi.
Powyzsza zasade mozna uogólnic. Brzmi ona wtedy:

Wszystkie czastki dziela sie na dwie klasy. Czastki o spinie calkowitym, zwane bozonami np. "He,
foton, mezon n rozchodza sie jak fale interferujace ze znakiem plus i stad obserwujemy stany
zawierajace znacznie zwiekszona ich liczbe - na tym opiera sie dzialanie lasera. Czastki o spinie
polówkowym, zwane fermionaini, np. 3He, elektron, proton, interferuja ze znakiem minus i stad w
jednym stanie moze znalezc sie najwyzej jedna taka czastka. Dwa, trzy i wiecej fermionów
w jednym stanie daje w wyniku interferencji zerowe natezenie - ciemny prazek. To jest wlasnie
slynny zakaz Pauliego. Zakaz ten powoduje, ze na najnizszym, podstawowym poziomie
energetycznym atomu (poziom ten zawiera dwa mozliwe stany) moga znalezc sie co najwyzej
dwa elektrony, na nastepnym osiem (bo stanów Jest tu osiem) itd. Stad wynika obserwowana
struktura ukladu okresowego pierwiastków. Oczywiscie, rózne czastki z definicji sa w róznych
stanach i dla nich (np. przy rozpraszaniu fotonów na 4He) dodajemy zwyczajnie natezenia.
A skad bierze sie akurat plus przy bozonach i minus prLYfermionach'? To przyporzadkowanie
nie daje sie, niestety, latwo uzasadnic. Pisalismy o tym w "Delcie" 2/1978.

wiqzl4J

wiqzko
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Jeszcze o przyblizonej trysekcji kata

Autor jest studentem fizyki w Ravenshaw
College w Kallak (Cullack), Indie. Tytul
pochodzi od Redakcji, która tez poczynila
znaczne skróty i pewne modyfikacje w
nadeslanym maszynopisie.

W angielskim kregu jezykowym konstrukcje
platonskie nazywane sa euklidesowymi.

Gourang Chandra MOHANTY

Slynny problem konstrukcyjnej trysekcji kata wyzwalal wiele ludzkiej pomyslowosci zarówno
w starozytnosci jak i obecnie - mimo, iz udowodniono, ze nie jest ona mozliwa do
przeprowadzenia. W zwiazku z tym dysponujemy duza iloscia metod (przyblizonych lub
nie-euklidesowych) rozwiazania tego problemu. W tym artykule omawiamy metode przyblizona
oparta na geometrycznym rozwiazaniu równania trzeciego stopnia opisujacego zwiazek miedzy
cieciwa oparta na kacie srodkowym, cieciwa oparta na jednej trzeciej tego kata oraz promieniem
okregu.

oraz ze, dla wszystkich ostrych katów O, spelniona jest nierównosc

Tu podamy inne, prostsze wyprowadzenie tych zwiazków.
Niech OC i OD beda promieniami dzielacymi kat AOB na trzy cz~i przecinajacymi cieciw~ AB
odpowiednio w punktach E i F i niech G bedzie drugim z punktów przeciecia prostej CO
z okregiem. Oczywiste jest, ze

l. Równanie

Rozwazmy w kole o promieniu r kat srodkowy O oparty na luku AB. Niech c bedzie dlugoscia
cieciwy AB, a e dlugoscia cieciwy wyznaczonej przez kat srodkowy 0/3. W pracy: G.c. Mohanty,
Approximate'EuclideanAngle Trisection,Math. Teacher (India) 11(1975), wykazano, ze

c/3 < ~ < 3c/S.

e-3er'+cr' = O(1)

(2)B

Zatem

czyli, jesli przyjac OE = OF = 7},

Ze zwiazków (6) i (7) wnioskujemy, ze

ce-4cer'+c'r'-~4+3e'r' = O,

O
c=2rsin

2

()
e = 2rsin-.

6

7}' = r'+e'_~c.

AE

AO

(r+7})(r-7}) = e(c-e),

(c-e)(e-3er'+cr') = o.

(7)

Odcinek OE lezy na dwusiecznej kata AOF, wiec OA/OF = AE/EF, czyli

r e----
7} c-2e

skad

skad

(6)

(3)

Z twierdzenia sinusów zastosowanego do trójkata OAE otrzymujemy
()

sin-
3

sin(; + :)

(4)

oraz

()
(5) AE = 2rsin - = e = BF.

6

Ponadto z twierdzenia o cieciwach mamy

GE· EC = AE· EB,

4



Rozwiazanie zadania M 172

Niech A. B, C beda trzema niewspólliniowymi
runktami powienchni !F i niech D bedzie:
punktem :powierzchni f/ nie naleiacym do
okreau X ",')'Znaczonego prze.l. A. B, C. Niech

T be,bie ,fe"'l lub plauczyzna wyznaczona
przez punkty A, B, C, D. Jezeli\( ]e5t
dowolnym punktem powierzchni T, to przez
M i D p!2echodzi okrag KI za••..arty w T
j pnecmajacy okrag Kw dwóch punktach.
Okrag K, ma z powierzchnia sP trzy punkty

spólne, a mIanowicie D i dwa punkty
przeciecia z K, zatem KIc sP, J."l E- 9"

Tc[/'. Przypuscmy teraz, :l.eistnieje punkt E
nalezacy do [/'''.. T. Przez punkt E i dowolny

unkt p17eslrzeni F pnechodzi okrag majacy
.• T dwa punkty WSpÓlne.Okrag ten ma
z powienchnia f/' tny' punkty wspólne (E
i punkty przeciecia okregu 'In, caly ••"'-cjest
zawarty w S'. zatem F e fI'. czyli do,.,oln~..
punkt pnestneni nalezalby do f/'. co jest
niemo:i.!iwe.. Za.lozenic utnieni.1 punktu E

doprowadzi!o ~ do spneczn05ci, zatem
tI'='f.

Poniewaz zas c i' g, to drugi czynnik musi byc równy zeru, co dowodzi zwiazku (1). (Zwiazek
ten mozna tez wyprowadzic bezposrednio z równosci (3) oraz (4). Z (3) i (4) wynika równiez, ze

()
sin-

g 6

~ = --()- = ---0-
sin--- 1+2cos-

2 3

:n:

co wobec nierównosci O <O <- daje
2

1 g 1 3-<-<---<-
3 c 1+y3 8'

a wiec nierównosc (2), Gdybysmy teraz potrafili geometrycznie - z zachowaniem zasad
konstrukcji cyrklem i linijka - rozwiazac równanie (1), to problem trysekcji bylby rozwiazany.
Zrobimy to nastepujaco [chodzi oczywiscie o rozwiazanie przyblizone - Red.]

2. Rozwlaz)Vl'anle równania

Dla prostoty przyjmijmy, ze r = 1. Równanie (1) sprowadza sie teraz do

(8)

Rozwazmy na razie ogólniejsze równanie postaci

(9)

tzw. zredukowane równanie szescienne. Zauwazmy przede wszyst19m, ze równaniem prostej
normalnej (prostopadlej) do paraboli y. = 4ax jest

gdzie m jest wspólczynnikiem kierunkowym tej prostej. Równanie to mozna przepisac w postaci

(11) m3+ (2- :)m+ ~ = O.

Porównujac równania (9) i (11) stwierdzimy, ze beda one mialy te same pierwiastki dla

x = a(2-p) i y = qa.

Zatem, przy danych p i q, mozemy dowolnie dobrac parametr a i znalezc wykres odpowiedniej
paraboli. Przy tym wspólczynniki kierunkowe prostych normalnych do tej paraboli

przechodzacych przez punkt (x, y) sa pierwiastkami równania (9). Beda one zalezaly od polozenia
punktu (x, y) wzgledem tej paraboli.

Powrócmy teraz do naszego równania przyjmujac a = 1, x = 5 i y =c. Przez punkt (5, c)

mozemy poprowadzic proste o wspólczynnikach kierunkowych m1 = g, df c/3 i mz = ~. dr 3c/8,
a wiec odpowiednio o równaniach

(10)

(14)

(13)

y = mx-2am-am3,

c 2c
)I = -x--

3 3

3c 7cy=-x--.
8 8

(14)

(15)

AoZV"~zame Zadallld. M 174
Pochodna f'(x) ma oczywiscie wszy,tkic
pierwiastki neczywJSle i rÓZne.Nieeh beda to
lil..7.by %.:.,Z):, ..• , ~"-.\. Niech 'xt,X2t ."XII

beda pierwiastkar"i wielemianu [(x) - a ora...
11. )'2.' ·.,Y.-- pierwiastkami wielomianu
j(x)-b. Je5t (OCzywiscie
.KI < 1'1 < ~l ~ z} < < X •..... t < Za. t < XJlI

iYt.(: Zl < y} < %} < < Y__ l < 2'"11--1 < Y.••,
'nedzialy O koliach .</, YI nie maja punktów
:pólnycb, gdyz zawarte sa one w rozlacznyd.

pnedziala.-:h(- 00, .,), (z" z,), .. ,
:Z._l, ~ 00). Wielomianf(x) przyjmuie

w punktacb Xl. y, wartosci a .4 b, zatem
.••.cw"'ltrz przedz::'lu o tych koncach pnyjmuJ
wartosc c. Tak wiec wielorn.anf(x) - c

rzyjmuje wMtosc O dla" róznych liczb
=czywIStych

Odcinek paraboli y. = 4x odciety tymi prostymi w cwiartce (+, -) (rozwazamy tylko te
cwiartke, pO'1iewaz poszukujemy dodatniego pierwiastka} mozna przyblizyc odcinkiem prostej.
Rzednymi punktów przeciecia prostych (12) i (13) z parabola w tej cwiartce sa odpowiednio

1 .1__Y1 = - (6- 2",9+2c·)c
oraz

1
yz = - (16-2 J!64+21c·).3c

Punkty K i L o takich rzednych na prostych (12) i (13) mozna wyznaczyc za pomoca cyrkla
i linijki. Po polaczeniu ich odcinkiem KL mozna poprowadzic prostopadla do tego odcinka przez
punkt (5, c). Wspólczynnik kierunkowy tej prostopadlej bedzie pierwszym przyblizeniem
rozwiazania równania (8), a to juz oznacza, ze jestesmy w stanie dokonac przyblizonej trysekcji
kata. (Gdyby wolno nam bylo rysowac parabole, to bylibysmy w stanie przeprowadzic trysekcje
dokladna)·

3. ~szc..Ge(' 'or,~iazll.mU

Interesujacy nas wspólczynnik kierunkowy prostej prostopadlej do odcinka KL - przyblizona
wartosc pierwiastka - jest liczba przeciwna do odwrotnosci wspólczynnika kierunkowego
prostej KL.
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(16)

(17)

Autor szacuje bledy w sposób przyblizony.
Z rozwazan jego nie wynika, jak dokJadne sa

oszacowania tych bledów (••bledy bledów" l).
W zwiazku z tynt cytujemy jedynie niektóre
z jego w)fiików bez uzasadniajacych je
rozwazall.

Niech XI i Xl beda odpowiednio odcietymi punktów K i L. Poniewaz punkty te leza na paraboli
yl = 4x, wiec oczywiscie

y~. yi
XI =4 t Xl =4'

skad wnioskujemy, ze wspólczynnikiem kierunkowym prostej KLjest

YI -YI 4M=--=--
XI-Xl YI+Yl'

wobec czego nasze przyblizenie pierwszego rzedu pierwiastka ~ okreslone jest wzorem

1 1
~Ol = -- = --(YI+Yl)'M 4

Podstawiajac tu wartosci y, i Y2 z (14) i (15) otrzymamy

l
~Ol = ---' c,

kOI

gdzie

3 Y9+2el+Y64+2Iel-17
~I=' •

6el

(Indeks O oznacza pierwiastek, indeks l - informuje o tym, ze jest to przyblizenie pierwszego
rzedu.) Z wzoru (16) wynika, ze przyblizenie to rzeczywiscie daje sie skonstruowac przy pomocy
cyrkla i linijki.
Mozemy równiez rozwazac przyblizenia drugiego rzedu. Aby je otrzymac nalezy sprawdzic, czy
~o I jest blizsze ~10 czy; l' (Dla malych katów bedzie blizsze; 10 dla duzych - ;1. Jesli wartosc
;01 lezy mniej wiecej posrodku, to jest ona bliska ;0 i nie ma potrzeby wykonywania kolejnego
kroku.) Praktycznym sposobem ustalenia tego jest sprawdzenie, czy rozwazana prostopadla
tworzy mniejszy kat z prosta o wspólczynniku kierunkowym mi = ~I czy mI = ;1'
Jesli; o I jest blizsze ~I niz ~l, to ponawiamy konstrukcje opisana powyzej prowadzac przez punkt
(5, e) proste o wspólczynnikach kierunkowych mi = ;1 i mOI = ~Ol' otrzymujac drugie
przyblizenie ;01' (Analogicznie postepujemy w przypadku, gdy ~Ol jest blizsze ~1') Postepowanie to
mozna oczywiscie iterowac. W ogólnym przypadku odpowiednikiem wzoru (16) bedzie

2e'
kow = -.--------------------- ...-.-----.

ykt::-; + (5-kl ••_I)el +Ya._1(5-k1 ••_l)cl- (ki +k1)

l l
gdzie ki,. = ---, k1,. = ---

~i,.·c ~l,.·C

a ~I •• i ~l.' sa wspólczynnikami katowymi prostych, od których rozpoczyna sie konstrukcja (dla
8

ki, n-l = 3 i k1, n-I = - równanie (17) sprowadza sie do (16». Mozna pokazac, ze przy
3

dostatecznie duzej liczbie iteracji blad rozwiazania bedzie mniejszy od dowolnie malej liczby
dodatniej. Okazuje sie jednak (jak zobaczymy), ze dla celów praktycznych wystarcza JUZ drugie
lub trzecie przyblizenie.

4. Oszacowania bledów

Przyblizone obliczenia pokazuja, ze dla pierwszego przyblizenia bledy sa ujemne w przedziale

(O, 8m) i dodatnie w przedziale (8m, ~). Konstrukcja jest dokladna juz w pierwszym kroku dla
n 7l

pewnego kata 8m ::::: 1.20220507355 X - , a maksimum bledu jest osiagane dla 8 = - (zob.
3 2

rysunek).

7l
Bledy kolejnych przyblizen dla 8 = - sa w przyblizeniu nastepujace:

2

Jak wiec widac, juz przyblizenia trzeciego rzedu sa wystarczajaco dobre

.681

Q04

CP3

oaz

Q,01

1T14

&

..........,

II l
l
2
3
4
5
6
7

Lln~

0.033000777
0.019873889
0.007111107

_I .__~_n~ __

I
! 0.034088729

0.020547095
0.007358350

- 0.005231552
0.002047171

- 0.002947263
-0.000829884



o elipsie

Elipse znamy wszyscy. Tworzy ja ogladany z boku okrag
kola. Eliptyczny cien rzuca pilka, oswietlona z boku.
Promienie swietlne wychodzace z jednego punktu tworza
stozek. Przecina go plaszczyzna, na której polozylismy
pilke· Przeciecie stozka z.plaszczyzna jest krzywa zwana
stozkowa. Elipsa jest jedu4 7 nich.

o

mala delta

o
Narysowac elipse nietrudno. Wiazemy konce niedlugiej
nitki. Zaczepiamy o dwie wbite w karton pineski.
Przes.uwamyolówek tak, by nic byla stale napieta. Na
kartonie pojawia sie elipsa. Punkty, w których wbilismy
pineski, sa zwane ogniskami elipsy. Jest wiec ona krzywa.
zlozona z punktów, których suma odleglosci od dwóch
ustalonych punktów (ognisk) jest stala. A styczna do elipsy
tworzy równe katy z prostymi poprowadzonymi do ognisk
z punktu stycznosci. Wyobrazmy sobie sprezysta
metalowa tasme zamknieta w elipse i ustawiona na
gladkim podlozu. Umiescmy w jednym z ognisk kulke
i pchnijmy ja w dowolnym kierunku. Po odbiciu od tasmy
potoczy sie ona w strone drugiego ogniska. Czas, po jakim
osiagnie to ognisko, nie zalezy od kierunku, w jakim ja
pchnelismy.

Jezeli mamy napelnione woda pudelko o eliptycznym
brzegu i zanurzymy energicznie palec w punkcie
odpowiadajacym jednemu z ognisk, to po chwili w drugim
ognisku zaobserwujemy nagle spietrzenie wody. Zwierciadlo
o eliptycznej powierzchni skupia promienie wychodzace
z jednego ogniska w drugim. Zdalne zapalanie ta metoda
statków nieprzyjacielskich nalezy jednak chyba zostawic
autorom powiesci fantastycznych.
Po elipsach biegna planety w ich rocznym obiegu wokól
Slonca. Powierzchnie planet (i ksiezyców) nie sa idealnie
kuliste, lecz tworza powierzchnie zwana elipsoida obrotowa
(zreszta tez tylko w przyblizeniu). Taka powierzchnia
powstaje z elipsy przez obracanie jej wokól osi symetrii;
wyglada wiec jak pilka do rugby lub dysk.
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Sklepienia zaprojektowane w ksztalcie elipsoidy obrotowej
maja szczególne wlasciwosci akustyczne. Dwoje ludzi
siedzacych po przeciwnych koncach sali, w poblizu ognisk,
slyszy sie doskonale, niezaleznie od gwaru, jaki panuje
dokola. M.in. taki ksztalt ma sklepienie hallu w Kapitolu
w Waszyngtonie.
Czy potraficie wskazac, gdzie jeszcze w przyrodzie
i technice mozemy spotkac elipsy i elipsoidy?

Na kolistym kawalku papieru zaznaczamy punkt S. Skladamy na rózne sposoby papier tak, by brzeg przechodzil przez S.
Po rozprostowaniu widzimy zarys elipsy.

/~
~

"Punkt jest tym co nie ma czesci.
Linia zas - dlugosc bez szerokoscI.
Powierzchnia - jest tym co ma tylko dlugosc i szerokosc".
Tak rozpoczal Euklides swoje wielkie dzielo "Elementy". W jego okresleniach
punktu, linii i powierzchni mozna dopatrywac sie pierwszych intuicji wymiaru.
Scisla matematyczna definicja wymiaru obejmuje te intuicje geometryczne. Tak
wiec, poniewaz linia ma tylko jeden rozmiar - dlugosc i daje sie narysowac
jednym pociagnieciem pióra, to przypisujemy jej wymiar równy jednosci. Z kolei
powierzchnia ma dlugosc i szerokosc - mówimy, ze jej wymiar jest równy dwa.
Ikrok dalej: cialu, które ma dlugosc, szerokosc i wysokosc przypisujemy wymiar 3.
W naszym rzeczywistym zyciu nitka, sznurek to w przyblizeniu przedmioty
jednowymiarowe - maja dlugosc. Przedstawiciele dwuwymiarowego swiata maja
juz dlugosc i szerokosc. Mozna zaliczyc do nich wstazki, kawalki materialu, kartki
papieru. I w koncu domy, statki, samoloty, a równiez i my sami nalezymy do
obiektów majacych oprócz dlugosci i szerokosci jeszcze trzeci wymiar - wysokosc.
W tych rozwazaniach mozna pójsc jeszcze krok dalej i okreslic czwarty wymiar.
Byc moze istnieja przedmioty, które maja az cztery wymiary, a tylko my - istoty
trójwymiarowe - nie jestesmy w stanie ich zobaczyc.
Zanim jednak zaczniemy zastanawiac sie, jak wyglada swiat o czterech wymiarach,
spróbujmy wyobrazic sobie swiat istot, które maja tylko dwa wymiary, a wiec sa
zupelnie plaskie. Mozemy przyjac, ze sa to rozumne stwory, które zyja
na plaszczyznie. Nazwijmy te istoty plaszczakami.
Plaszczak zna tylko dwa wymiary - dlugosc i szerokosc, a trzeci wymiar 
grubosc - dla niego nie istnieje. Jesli plaszczaka zamkniemy w okregu, to bedzie
to dla niego mur nie do przebycia, poniewaz plaszczak moze poruszac sie tylko
w dwóch wymiarach. Na to, aby wyjsc na zewnatrz okregu, musialby wykonac ruch
w kierunku trzeciego wymiaru - do góry, a to dla niego jest niemozliwe.
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Swiat czterowymiarowy jest wiec bogaty w zjawiska geometryczne, o jakich nawet
sie nie snilo nie tylko poczciwym plaszczakom, ale i wielu trójwymiarowym
obywatelom trójwymiarowego swiata. Jesli jednak zginie Wam but, nie zrzucajcie
winy na "czterowymiarowca". Zapewniam Was, ze nie sa to zlosliwe istoty.

Mala Delte opracowali: [rmina HERBURT i Michal SZUREK."

Takie cudowne mo~liwosci daje powiekszenie wymiaru swiata o jeden. Wrócmy
wiec teraz do naszych rozwa~an o swiecie czterowymiarowym. Stwory
czterowymiarowe musza byc tak wszechmocne wobec nas "trójwymiarowców",
jak my w stosunku do plaszczaków. Istota czterowymiarowa mo~e, na przyklad,
ogladac nas jednoczesnie od zewnatrz i od srodka, albo tak, jak my robilismy to
z plaszczakami wyjac nas z domu pozostawiajac nie tkniete drzwi i sciany. Równie
niemo~liwe wydaje sie nam wlo~enie lewej rekawiczki na prawa reke, albo prawego
buta na lewa noge. Ale przedstawiciel czterowymiarowego swiata bez trudu móglby
uniesc na chwile i rekawiczke, i but w kierunku swego dodatkowego wymiaru •
i oddac je stamtad symetrycznie odwrócone. Niemozliwe? Zastanówcie sie wobec
tego, jak moglibyscie pomóc plaszczakowi wlo~yc buty, gdyby okazalo sie, ~e ma
dwa lewe. Zadne przesuwanie ani obracanie buta na plaszczyznie nic tutaj nie
pomo~e - lewy but zawsze pozostanie lewym. Dopiero' gdy skorzystamy z trzeciego
wymiaru, uniesiemy but nad plaszczyzna, a nastepnie obrócimy i druga strona
polo~ymy z powrotem na plaszczyznie, to okaze sie, ze z lewego buta zrobil sie
prawy. Podobnie moglaby postapic istota ozterowymiarowa z naszym butem
trójwymiarowym.

o

Pomyslcie, ile zdumiewajacych cudów moglibysmy my, przedstawiciele
trójwymiarowego swiata zademonstrowac plaszczakom. Oto, na przyklad, mo~emy
wyjac takiego stworka z zamknietego domu nie ruszajac drzwi ani scian,
bo domem tym jest po prostu krzywa zamknieta. Nic nie przeszkadza nam wyjac
zawartosc plaskiego jajka nie naruszajac jego skorupki, albo zrobic operacje"serca
obywatelowi plaszczyzny nie rozcinajac jego klatki piersiowej. Mo~emy te~
podniesc dowolny przedmiot nad plaszczyzne i w ten sposób zabrac go z pola
widzenia plaszczak9w, spowodowac, ~e zniknie on z ich swiata.



o nicowaniu i sklejaniu powierzchni i co z tego moze wyniknac

Doc. dr Andrzej SZYB/AK
Slutki zyczliwosci dla zwierzat

Obserwujac modele fizyczne powierzchni przyzwyczailismy sie do wyrózniania na nich dwóch
stron. Wiemy, ze biedronka chcaca przejsc z jednej strony paska papieru na druga musi przejsc
przez jego kraj. Ulatwimy jej to zadanie, skrecajac jeden brzeg paska o kat pólpelny i laczac go
z przeciwleglym brzegiem,jak to pokazano na rysunku. Przechodzac przez odcinek AB, terazjuz
utozsamiony z odcinkiem A'B', biedronka przejdzie na druga strone paska. Tak by sie moglo
wydawac. Ale czy mozemy mówic, ze pasek ABA' B' po takim zlaczeniu boków AB i A' B' ma
jeszcze dwie strony? Wykonajmy model i spróbujmy zakreskowac jedna jego strone pozostawiajac
drugl( nie zakreskowana. Stwierdzimy, ze rozpoczynajac kreskowanie od dowolnego miejsca
zakreskujemy cala otrzymana powierzchnie. Dlatego mówimy, ze ta powierzchnia - nazywamy ja
wstega Mobiusa - jest jednostronna.

Utrata orientacji

Nie silac sie na scisla i ogólna definicje jednostronnosci podamy jeszcze jedq wlasnosc wstegi
Mobiusa. Polaczmy srodki odcinków AB i A' B' odcinkami po jednej i po drugiej stronie paska
ABA'B'. Po zrobieniu z paska wstegi Jf, a wiec po utozsamieniu odcinka AB z odcinkiem A'B',

oba te odcinki utworza zamknieta krzywa, która mozemy nazwac równikiem wstegi vii. Jezeli
w dowolnym punkcie C równika ustalimy pare wektorów uo, Wo takich, ze Uo jest styczny do
równika, a Wo do pJego prostopadly, i uklad ten bedziemy przesuwac wzdluz równika tak, aby Uo

pozostawal do równika styczny, to po obejsciu calego równika doprowadzimy pare (uo, wo)

do pary (Ul,Wl) takiej, ze Ul = Uo i W1 = - Wo. O ukladach (uo, wo) i (Ul' 11'1)mówimy,
ze sa przeciwnie zorientowane. A wiec na vlt mozna od ukladu wektorów przejsc w sposób
ciagly 'do ukladu przeciwnie zorientowanego (co nie jest mozliwe np. na plaszczyznie).

Nie bedziemy nabijac w butelke!

Podamy teraz inny przyklad jednostronnego tworu dwuWYlT'iarowego, nie bedacego powierzchnia
w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Wyobrazmy sobie powierzchnie boczna walca
ograniczona dwoma okregami k i I. Jezeli zegniemy ten walec i zlaczymy wprost ze soba okregi k

i /, to otrzymamy cos na ksztalt detki, co sie uczenie nazywa torusem. Biedronka zamknieta
wewnatrz takiego torusa nie wydostanie sie z niego, j ak dlugo torus pozostanie torusem. Gdyby
jednak udalo sie obrócic okrag / wokól jednej z jego srednic o kat pólpelny, a potem zlaczyc go
z okregiem k, otrzymalibysmy powierzchnie jednostronna. Ale takie skrecenie walca bez
rozerwania go, albo przeciecia powierzchni z sama soba, nie jest mozliwe. Jezeli jednak przyjmiemy
mozliwosc przenikania sie powierzchni bez samoprzeciec, to mozemy wykonac (oczywiscie
w wyobrazni) nastepujaca konstrukcje:

Rozdymamy walec do ksztaltu zblizonego do szkielka od naftowej lampy o wydluzonej szyjce,
nastepnie szyjke te odginamy, przeprowadzamy przez scianke boczna bez przecinania sie,
a nastepnie laczymy z dolnym otworem. Otrzymany twór nie jest powierzchnia w przestrzeni
trójwymiarowej i jego model fizyczny nie da sie wykonac. Nazywamy go butelka Kleina. Rysunek
obok pomoze nam wyrobic sobie pewien poglad na jej strukture. Przedstawia on (me adekwatnie)
jedna z polówek butelki Kleina. Sklejajac ja z druga symetryczna do niej polówka, tak jak muszle
szczezui, otrzymamy powierzchnie obraZUjaca do pewnego stopnia butelke Kleina. Co to znaczy

do pewnego stopnia? To znaczy, ze biedronka lazaca - powiedzmy - we wnetrzu szyjki moglaby
przejSC przez scianke banki w miejSCUprzenikania, i poruszajac sie dalej, moglaby przejsc do
"bankowej" czesci butelki. Dalsze wedrówki biedronki nie znajacej przeszkód tam, gdzie scianki
sie przenikaja bez samoprzeciec, moga doprowadzic ja do dowolnego punktu butelki Kleina.
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Konstrukcje butelki tej mozna ujac scisle stosuJac metody wspólczesnej matematyki - albo na
gruncie topologii, albo stosujac metody geometrii rózniczkowej. Interpretujemy butelke Kleina

jako pewna powierzchnie w pieciowymiarowej przestrzeni euklidesowej. Wyczerpujace opisame
sposobów zaprowadziloby nas jednak za daleko, przynajmniej na razie.

Budujemy nowy swiat
Rozwazajac wstege Mobiusa i butelke Kleina nie zastanawialismy sie nad Jakimikolwiek
metrycznymi strukturami tych przestrzeni. Ponizej podamy konstrukcje pewnej przestrzeni
metrycznej o wlasnosciach zasadniczo odmiennych od wlasnosci plaszczyzny euklidesoweJ.
Wezmy pod uwage polówke sfery osrodku q. wraz z jej brzegiem, który jest kolem wielkIm.
Polówke sfery bez brzegu oznaczmy przez P, a P wraz z brzegiem przez E. Ustalmy jednostke
miary katowej. Wprowadzimy na P nastepujaca funkcje e pary punktów: Jezeli a, b E P, to za
e(a, b) przYjmujemy miare kata pomiedzy pólprostymi qa i qb. Bez wzgledu na to, jaka jednostke

miary katowej przYJmiemy, widzimy, ze funkcja e ma nastepujace wlasnosci:
l° e(a, a) = O z e(a, a') = O wynika, ze a = a'.

1° Dla dowolnych punktów a, b, c E P mamy e(a, b)+e(c, b) ~ e(a, c). (Dla dowodu wystarczy
rozwazyc trójscian o krawedziach qa, qb, qc).
3° e spelnia nierównosc O", e(a, b) < m, gdzie m jest równe mierze kata pólpelnego. A wiec e
spelnia warunki wymagane od metryki i P z tak okreslona metryka staje sie przestrzenia

metryczna. W dalszych rozwazaniach przYjmiemy taka jednostke miary, by m = 1. (Taka sama
metryke moglibysmy zreszta otrzymac wychodzac od pojecia odleglosci "bliskich" punktów jako

dlugosci laczacego ~punkty luku kola wielkiego na sferze o promieniu -~) .. 2,-r

et «)•.. ~.
,,<ft

Ustalmy teraz na brzegu punkt c i antypodyczny do niego punkt c'. Oznaczajac przez ~ ",(a)

otwarta kule o srodku a i promieniu ~ usuniemy z E zbiory E (!''fi' ",(c) i E (\'(f ",(c'). Jezeli
wybierzemy ~ dostatecznie bliskie zeru, to po takim usunieciu zawsze cos dla dalszych rozwazan
pozostanie. Wyobrazmy wiec sobie, ze mamy wykonany z elastycznego tworzywa model tego, co
zostalo. Naciagamy "uszy" ograniczone lukami lm' i mI' i sklejamy je tak, by punkty

diametralnie przeciwlegle (antypodyczne) zostaly ze soba zlaczone. Otrzymamy powierzchnie
przypominajaca koszyczek o skreconym - jak wstega Mobiusa - uchu. Biedronka lazaca po

powierzchni takiego koszyczka mialaby takie same mozliwosci poruszania sie po calej powierzchni
jak na tamtej wstedze.

'1'1



--
RozwIazanie zadania M 173
Zauwazmy. ze suma trzech liczb naturalnych

jest podzielna przez 3 wtedy itylko wtedy,
gdy albo reszty z dzielenia tych liczb przez 3 sa
wszystkie rózne I albo wszystkie równe.

Podzielmy zbiór {l, 2, ...• 3nJ na klasy liczb
dajacych przy dzieleniu przez 3 równe reszty;

P. 6•... , 3nJ, {l, 4, ... , 3n-2J,
{2, S, ..• 3n-l}.

Trójka liczb. której suma jest podzielna
przez 3, sklada sie wiec badz z liczb z róznych
kla., badz z liczb tej samej klasy. Trójek liczb
zlozonych z liczb z róznych klas jest oczywiscie
n', trójek zas zlozonych z liczb z jednej klasy

j~t (~).

Tak WIeC szukanych trójck jest nS + 3(~) ~ n' +

+ ~ n(n-l) (n-2) = !!... (3n'- 3n+ 2).2 2

Oznaczmy utworzona powierzchnie przez Za. Odpowiedniosc miedzy punktami
zbioru P"-- ('ifa(e)v 'ifa(e'») a punktami zbioru Za jest wzajemnie jednoznaczna.

Oznaczmy odwzorowanie P"--('ifa(r.) v 'ifa(e')) w Za przez/, a odwrotne do niego przez h.
Odwzorowanie f daje sie z latwoscia rozszerzyc w sposób ciagly na domkniecie zbioru
P".('if(e) v 'ifa(e'), przy czym obrazy w odwzorowaniu f punktów antypodycznych sa identyczne.
Okreslamy funkcje d przyjmujac dla a, b E Za

dCa,b) = miara nie wiekszego z katów, które tworza proste qh(a) i qh(b).
Stwierdzamy z latwoscia, ze d jest funkcja ciagla na domknieciu Za i - wobec utozsamienia
punktów antypodycznych na brzegach "uszu" - funkcja ta obok nierównosci trójkata spelnia
warunek

dCa, b) = O-.a = b na Za.

A wiec Z,,- z tak okreslona odlegloscia jest przestrzenia metryczna.
Rozwazmy ciag wartosci 11." malejacy do zera. Odpowiadal mu bedzie ciag przestrzeni

metrycznych Za" taki, ze Za, C Za, C ... C Za. C Za'+l' Przestrzen graniczna w tym·przypadku
istnieje, ale nie da sie ona przedstawic w postaci pOWierzchni w trójwymiarowej przestrzeni
euklidesowej. Mozemy uznac, ze jest to polówka sfery, w której dokonano utozsamienia punktów
srednicowo sprzezonych, a metryke oparto na mierze katowej.
Wyzej skonstruowana przestrzen metryczna nazywa sie dwuwymiarowa przestrzenia eliptyczna
Riemanna. Bedziemy ja oznaczac przez Z. Wiemy JUZ', ze od plaszczyzny euklidesowej rózni sie
ona tym, ze:

i) odleglosc dwóch punktów na Z nie przekracza liczby 1 (przy przyjetej przez nas wyzej jednostce
miary).

ii) Z, podobnie jak plaszczyzna euklidesowa, nie ma brzegu, a w przeciwienstwie do plaszczyzny
euklidesowej ma tylko jedna strone. Jezelibysmy umiescili na modelu fizycznym przestrzeni Za
biedronke, to wedrujac po tym modelu moze ona zawsze zajsc w polozenie bedace lustrzanym
odbiciem poprzedniego, nie przechodzac przy tym przez zadna krawedz. Te sama wlasnosc bedzie
miec przestrzen Z jako granica wstepujacego ciagu przestrzeni Za .
Dla dalszych rozwazan okreslimy na Z linie proste. Mianowicie. p~zez prosta w przestrzeni Z
bedziemy rozumiec badz obraz w odwzorowaniu fluku kola wielkiego na pólsferze, przy czym
konce tego luku utozsamiamy, badz tez obraz w odwzorowaniu f brzegu pólsfery, w którym pary
punktów antypodycznych uwazamy za jeden punkt. Przyjmujac taka definicje widzimy, ze kazda
prosta w przestrzeni Z ma skonczona dlugosc, przy naszej jednostce miary równa 1. Co wiecej,
kazda taka prosta jest linia zamknieta, tak jak okrag euklidesowy. Jezeli wiec na prostej
w przestrzeni eliptycznej ustalimy dwa rózne punkty, to podzielimy ja na dwa odcinki,a nie jak
w przypadku euklidesowym na odcinek i dwie pólproste. Wobec tego, jezeli mamy w przestrzeni
eliptycznej trzy proste rózne miedzy soba i nie przecinajace sie w jednym punkcie, to odcinki
wyznaczone przez punkty przeciecia utworza nie jeden, a cztery trójkaty, które pokryja cala
przestrzen Z.
Zastanówmy sie nad prawdziwoscia nastepujacego zdania: "Jezeli p, r i s sa trzema punktami
prostej Z i r lezy miedzy p i s, to mamy d(p, r)+d(r, s) = d(p, s)". W rzeczywistosci powyzsze
stwierdzenie jest pozbawione sensu, gdyz pozbawione sensu jest pojecie "Iezenia miedzy" dla
punktów prostej eliptycznej .•
Kazde dwie proste w przestrzeni eliptycznej Z maja dokladnie jeden punkt przeciecia. Stwierdzamy
to rozwazajac luki kól wielkich na polówce sfery. A wiec prostych rozlacznych w naszej przestrzeni
nie ma. Tym zasadniczo rózni sie przestrzen eliptyczna Riemanna od euklidesowej, jak równiez od
nieeuklidesowej plaszczyzny Bolyaia-Lobaczewskiego, w której przez zadany punkt poza prosta l
przechodzi nieskonczenie wiele prostych nie przecinajacych sie z l.

Czy tylko dla bIedronek?

Mozna by zadac pytanie, po co konstruowac takie dziwaczne przestrzenie i rozwazac ich wlasnosci.
Czy tylko dlatego, ze one istnieja jako logicznie konsekwentne twory myslowe? Podobnie rozsadne
pytanie móglby zadac w starozytnym Egipcie Ptolemeuszy mierniczy matematykowi
aleksandryjskiemu. Mianowicie pytanie: po co zajmowac sie trygonometria sferyczna, kiedy
"zwykla" geometria wystarcza w zupelnosci do rozwiazywania wszystkich zadan zwiazanych
z wytyczaniem kanalów i miedz. O tym, ze moze istniec cos takiego, jak mapa Oceanii lub
Eurazji, mierniczy ten mial prawo nie miec pojecia. Eratostenestez nie wiedzial o istnieniu Oceanu
Spokojnego, ale poniewaz wyobraznia i zakresem badan naukowych wybiegl poza geodezje
obszaru nawadnianego przez Nil, zdolal obliczyc przyblizona dlugosc poludnika ziemskiego.

Tak, jak model powierzchni Ziemi mozna opisac w geometrii sferycznej, tak wyjasnianie pewnych
zjawisk fizycznych udaje sie dopiero wtedy, kiedy wykorzystamy aparat geometrii rózniczkowej
przestrzeni nieeuklidesowych. Opracowanie takich metod zapoczatkowal Bernard Riemann
ok. r. 1854, a do postaci "uzytkowej" doprowadzil je Albert Einstein. Pewne wprowadzenie
w poruszone wyzej zagadnienia znajdzie Czytelnik w ksiazkach "Geometria pogladowa"
D. Hilberta i S. Cohn-Yossena oraz we "Wstepie do geometrii dawnej i nowej" C. S. M. Coxetera.
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Spirale Archimedesa mozna okreslic jako tor
punktu poruszajacego sie jednostajnie po
pólprostej, która obraca sie ze stala predkoscia
katowa dokola swego poczatku, przy czym
w momencie poczatkowym punkt znajduje sie
w poczatku pólprostej. W ukladzie
wspólrzednych biegunowych, którego biegunem
jest poczatek pólprostej a osia - poczatkowe
polozenie pólprostej, spirala ma równanie
r = a({!, gdzie a jest pewna stala. Spirala
Archimedesa o tym równaniu umozliwia - l.
dokonanie trysekcji dowolnego kata: wystarczy
ramie kata podzielic na 3 równe czesci
i zatoczyc z bieguna okregi przez punkty
podzialu. Punkty przeciecia okregów ze spirala
laczymy z biegunem i trysekcja zostala
dokonana:

r ({!

T=aT'
Podobnie mozna dokonac podzialu danego kata
na n równych czesci.
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Kacik filatelistyczny

Dzisiaj przerywamy cykl
"historyczny" i poswiecamy nasz
kacik Miedzynarodowej Agencji
Energii Atomowej (ang.
International Atomic Energy
Agency - IAEA). W ubieglym
roku minelo dwadziescia lat od
zalozenia tej organizacji, majacej
swa siedzibe w Wiedniu. Zrzesza
ona obecnie 110 panstw, w tym
równiez i Polske. Dzialalnosc
MAEA dotyczy wykorzystania
energii jadrowej dla celów
pokojowych: badan w zakresie
zastosowan energii jadrowej w
róznych dziedzinach gospodarki,
opracowywania norm, wymiany
informacji itp. W szczególnosci
Agencja udziela pomocy krajom
rozwijajacym sie poprzez
kierowanie tam ekspertów i
ksztalcenie potrzebnych
specjalistów.
Reprodukujemy jeden z dwóch
znaczków poswieconych MAEA,
wydanych przez poczte ONZ
w roku 1958 oraz znaczek wydany
w ub. roku przez poczte Austrii
z okazji 20-lecia Agencji. Znaczki
poswiecone tej organizacji wydano
równiez w Belgii (1958), Gabonie
(\967), Kamerun'ie (1967),
Mauretanii (1967) i Monaco (1962).
Szereg konferencji naukowych,
zorganizowanych przez Agencje
zostalo równiez upamietnionych
znaczkami lub stemplami
okolicznosciowymi.

Jerzy BARTKE

Czytelmcy proponuja

Kol. O. LYDZBA (III kI. L.O.
w Olesnicy): Udowodnic, ze dla
zadnych k, n naturalnych wyrazenie

y'4k(4"k±1)+i

nie jest liczba naturalna.



Esej o teczy Dorota ZIELINSKA

Tecza jest tak wstanialym zjawiskiem przyrody ... ze nie móglbym
wymyslec piekniejszego do sprawdzania mych teorii.

Descartes

Tecza jest pomostem miedzy poezja i nauka. Obie bowiem od wieków juz staraly sie ja opisywac.
Moze sie wydawac, ze z naukowego punktu widzenia problem ten, jako dotyczacy tylko optyki
geometrycznej, dawno JUZ zostal roz~iazany, a dzis zajmUjemy sie nim raczej z historycznego
punktu widzenia. A jednak teoria teczy silnie sie rozwinela dopiero w ostatnich latach. Opiera sie
ona nie tylko na prawach optyki geometrycznej, ale wykorzystuje wszelkie poznane dotad cechy
swiatla, jak interferencja, dyfrakcja, polaryzacja czy moment pedu promienia swietlnego.

Pojedynczy, jasny luk widziany po deszczu to tecza pierwszego rzedu. Oczywiscie jej najbardziej
rzucajaca sie w oczy cecha jest wspanialy wachlarz kolorów, rozpostartych wokól siebie
zawsze w tej samej kolejnosci; pomiedzy fioletem po wewnetrznej stronie, a czerwienia, bedaca
zewnetrzna granica, kolejno blekit przechodzi przez wszystkie odcienie zieleni w kolor zólty
anastepnie pomaranczowy. Trudniej jest juz dostrzec inne cechy zjawiska teczy. Wyzej bowiem
znajduje sie znacznie slabsza tecza drugiego rzedu, o odwróconej kolejnosci barw. Poza tym, oko
uwaznego obserwatora dostrzega, iz obszar pomiedzy teczami jest wyraznie ciemniejszy niz poza
nimi. Jest on zwany pasmem Alexandra, od imienia greckiego filozofa z II wieku n.e., który po raz
pierwszy opisal to zjawisko. Jeszcze trudniejsze jest uchwycenie po wewnetrznej stronie teczy
pierwszego rzedu (a takze po zewnetrznej stronie teczy drugiego rzedu) lezacych na przemian
rózowych i zielonych pasów.

Pierwszym, który podjal sie wyjasnienia powstawania teczy, byl prawdopodobnie Arystoteles.
Zakladal on, ze jest to specjalny rodzaj odbicia swiatla od calej chmury, tworzacy stozkowo
rozchodzace sie promienie. Przewidzial poprawnie, ze tecza nie jest scisle zlokalizowanym obiektem
materialnym, ale ze jest to zbiór kierunków, wzdluz których rozszczepione swiatlo dochodzi do
oczu obserwatora. Pierwszy, bardziej matematyczny opis pochodzi jednak dopiero z roku 1266.
Roger Bacon jako pierwszy zauwazyl stalosc kata miedzy kierunkami od obserwatora do teczy
i do Slonca (tzw. kata teczy), szacujac go dosyc dokladnie na 138° dla tec7:Ypierwszego rzedu
i 130° dla teczy drugiego rzedu. W 1304 roku niemiecki mnich, Teodoryk z Freibergu, przeciwstawil
teorii Arystotelesa hipoteze, w której kazda pOjedyncza kropla, a nie dopiero ich zbiór, tlumaczy
powstanie teczy. W trzy wieki pózniej, niezaleznie, takze Descartes doszedl do wniosku, ze wszystkie

glówne cechy teczy mozna wytlumaczyc analiZUjac przebieg promieni swiatla przez pOjedyncza
krople· I tak czesc promieni padajacych na powierzchnie kropli ulega odbiciu, a czesc zalamaniu
na granicy dwóch osrodków. Promienie, które po jednokrotnym odbiciu wewnatrz wydostaly sie
na zewnatrz, odpowiedzialne sa za tecze pierwszego rzedu, natomiast te, które dwuktrotnie odbijaja
sie od wewnetrznej powierzchni, tworza tecze drugiego rzedu. Podzial wejsciowego promienia na
kazdej granicy dwóch osrodków na czesc odbita i zalamana jest przyczyna róznicy (spadku) natezenia
swiatla w teczy drugiego rzedu i powoduje, ze dalsze rzedy w ogóle sa niewidzialne. Ze wzgledu na
sferyczna, a wiec symetryczna budowe kropli, kat odbicia i zalamania dla kazdej grupy równoleglych
promieni jest jedynie funkcja odleglosci punktu padania promienia od osi kropli.

W czasie pisania artykulu autorka byla
uczennica III klasy V Liceum
Ollólnoksztalcacego w Krakowie.

IJroml!!!:L ..,...
swiatta

TECZA GLcJWNA

Ipier\vszego rzedul
'"

\
kropla wody

Dokladne rachunki dla polozenia tych
ekatremów mozna znalezc w Delcie 10/1915.

Na podstawie praw zalamania i odbicia latwo okreslic, gdzie musi padac promien, by wchodzil
w sklad teczy. Ale przeciez swiatlo pada na cala powierzchnie kropli i odbija sie takle w wielu

innych kierunkach. Dlaczego wiec jest ono wzmacniane wlasnie w kierunku teczy? Spróbujmy
przeanalizowac tor swiatla w zaleznosci od miejsca padania. Jezeli promien dosiegnie powierzchni,
kropli w jej srodku, zachowa kierunek, a tylko zmieni zwrot biegu. W miare oddalania sie od osi
kat odbicia maleje, osiagajac w odleglosci 7 i8 promienia minimum równe 138° (dla promieni
tworzacych tecze pierwszego rzedu), po czym znowu rosnie. Natomiast promienie wywolujace
powstanie teczy drugiego rzedu zwiekszaja swój kat odbicia osiagajac maksimum równe 130°.
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Poniewaz kropla oswietlana jest jednorodnie, niezaleznie od miejsca powierzchni, wiec wzmocnienie
natezenia swiatla powstaje tam, gdzie kat odbicia zmienia sie najwolniej. W miejscu o najsilniejszym
zageszczeniu promieni, a wiec dla katów ekstremalnych (1300 i 1380) powstaja wzmocnione tecze.
Poniewaz zas zadne promienie rozwazanego typu nie sa odbijane pod katami pomiedzy 1300 i 138°,
wiec powstaje tu zaciemnienie. Jak widac, wielkosc kropli nie ma wplywu na katy okreslajace
polozenie poszczególnych obszarów.

Do tej pory nie zajmowalismy sie najbardziej typowa dla teczy cecha, a mianowicie gra kolorów.

Juz w 1666 roku Newton zauwazyl, ze swiatlo biale jest mieszanina wiazek róznobarwnych
o róznych wspólczynnikach zalamania. Rózne wspólczynniki zalamania daja rózne ekstremalne
katy teczy. I tak np. dla swiatla czerwonego wynosi on 137058', a dla fioletu 139043'. Na
podstawie tego oraz ze znanej szerokosci katowej tarczy slonecznej Newton ocenil szerokosc teczy
na 2°15', co bylo zgodne zjego obserwacJami. Tak wiec Newton na podstawie optyki geometrycznej
umial uzasadnic wystepowanie i gre kolorów teczy pierwszego i drugiego rzedu, ciemniejszy obszar
miedzy nimi, a nawet okreslic ich polozenie. ·Nie byl jednak w stanie wytlumaczyc pochodzenia
barwnych prazków lezacych po wewnetrznej czesci teczy pierwszego rzedu. Po wewnetrznej stronie
teczy pierwszego rzedu oraz po zewnetrznej stronie drugiego - zawsze znajdziemy dwa promienie,
które padaly na krople z obu stron promieni tworz.acych tecze i odbily sie w tym samym kierunku.
Kat teczy jest bowiem katem ekstremalnym. Stad tez, dla kazdego kata nieco wiekszego od wartosci
kata teczy (w przypadku teczy pierwszego rzedu) odbite swiatlo zawiera równolegle promienie,
które przeszly rózne drogi o róznych dlugosciach. W czasach Newtona natezenia spowodowane
laczeniem sie kilku grup promieni mogly byc tylko po prostu dodane. Dlatego tez przewidywal on
ciagly jednostajny spadek natezenia w funkCji kata bez zadnych prazków. Dopiero po odkryciu
Younga dotyczacym mozliwosci interferencji fal swietlnych sarn autor wpadl na pomysl, ze takie
dwa promienie przechodzace przez krople zachowuja sie analogicznie, jak prornieme przechodzace
przez dwa otwory w jego slynnym doswiadczeniu. To "podteczowe" zjawisko wyjasnil wiec
nastepujaco. Dla katów bliskich katom teczy róznica dróg miedzy sasiednimi promieniami jest
nieznaczna, wiec interferuja ulegajac wzmocnieniu. Gdy róznica osiaga polowe dlugosci fali,
promienie wzajemnie sie wygaszaja. Dla dalszego wzrostu róznicy dróg swiatlo konsekwentnie

zostaje dalej na przemian wzmacniane i oslabiane, czego efektem sa powstajace prazki. Poniewaz
kat obserwacji, przy którym nastepuje wzmacnianie i oslabiame zalezy od róznicy dróg przejscia
odpowiednich promieni przez krople, wiec cale zjawisko zalezy tym razem cd wielkosci kroplio

W wiekszych kroplach nastepuje szybsza zmiana róznicy, gwaltowniejszy jej wzrost powodUjacy
zblizanie sie prazków. Wyjasnia to fakt, ze blizej wierzcholka latwiej je dostrzec. Bo po prostu
krople deszczu spadajac rosna.

Dokladne wyjasnienie wszelkich niezauwazalnych golym okiem subtelnosci teczy wymaga posluzenia
sie. pelna teoria fal elektromagnetycznych stworzona przez Maxwella. Odpowiednie rachunki

wcale nie sa proste. Latwo natomiast zrozumiec pewna ciekawa wlasnosc swiatla tworzacego tecze.
Okazuje sie, ze swiatlo to jest praktycznie calkowicie spolaryzowane 'w plaszczyznie prostopadlej
do plaszczyzny, w której zachodzi odbicie promieni. Kat wewnetrznego odbicia dla promieni

tworzacych tecze pierwszego rzedu jest bowiem przez niezwykly przypadek równy katowi Brewstera,
przy którym swiatlo calkowicie polaryzuje sie przez odbicie. Zjawisko polaryzacji swiatla teczowego
moze zaobserwowac kazdy, kto ma okulary polaryzacyjne lub inne urzadzenie polaryZUjace swiatloo&Zadania
Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 172. Udowodnic, ze jezeli powierzchnia .'7' ma nastepujaca wlasnosc: jezeli punkty A, B, C
naleza do .'7', to okrag przechodzacy przez A, B, C jest zawarty w .lr, to .'7' jest plaszczyzna lub sfera.
Rozwiazanie na str. 5

M 173. Ile jest trójek liczb naturalnych nie wiekszych od 3n, których suma jest podzielna przez 3?
Rozwiazanie na str. 12

M 174. Wykazac, ze jezeli f(x) jest wielomianem stopnia n O wspólczynnikach rzeczyw~stych oraz
a i b sa takimi liczbami rzeczywistymi, ze wielom.iany.f(x}-a if(x)-b maja po rt róznych
pierwiastków rzeczywistych, to dla kazdej liczby c lezacej miedzy a i b wielomianf(x)- c ma
n róznych pierwiastków rzeczywistych.
Rozwiazanie na str. S

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F58. Na pozioma powierzchnie stolu polozono jednorodna kulke o masie m i promieniu r

wirujaca z predkoscia Wó wokól osi poziomej przechodzacej przez srodek kulki. Jednoczesnie
srodkowi kulki nadano predkosc liniowa Va = War W kierunku prostopadlym do osi obrotu.
Wspólczynnik tarcia posuwistego kulki o stól wynosi f, a potoczystego k. Jaki warunek
powinny spelniac k,fi r, aby ruch kulki az do chwili zatrzymania odbywal sie bez poslizgu?
Rozwiazanie na str. 2
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Mechanika" komputer, czlowiek (V)

Prof. dr Dominik ROGULA

Programowanie heurystyczne

Jezeli zadania niealgorytmizowalne mialyby nie nadawac sie do maszynowego
wykonywania, to nalezaloby sadzic, ze wszelkie próby pisania programów
komputerowych dla takich zadan sa z góry skazane na niepowodzenie i nie warto
w ogóle ich podejmowac. Tymczasem dla wielu zadan niealgorytmizowalnych
zostaly napisane skutecznie dzialajace programy ich rozwiazywania. Mozna tutaj
wymienic programy Gelertnera do dowodzenia twierdzen geometrycznych, Hao
Wanga do dowodzenia twierdzen logicznych, program GPS (General Program
Solver) Nevella, Shawa i Simona, program SAINT (Symbolic Automatic
INTegrator) Slagle'a i wiele innych.

Jak to jest mozliwe? Czyzby jednak maszyna mogla wykonywac zadania
niealgorytmizowalne? Otóz odpowiedz na ostatnie pytanie jest w pewnym sensie
twierdzaca. Odpowiedz ta brzmi wprawdzie "nie", jezeli zadac od maszyny
pewnosci osiagniecia wyniku, tzn. dzialania wedlug regul a priori zapewniajacych
osiagalnosc wyniku dla kazdego zadania szczególowego. Jezeli jednak dopuscic
mozliwosc niepowodzenia w pewnych przypadkach, to odpowiedz brzmi "tak".
Programowanie tego rodzaju nie moze juz polegac na wykorzystaniu algorytmu,
który mialby byc niezawodna procedura na wszystkie mozliwe okazje, a który
przeciez nie istnieje. Polega ono na stosowaniu tzw. heurystyk, czyli "dobrych rad",
mówiacych jakie próby w róznych sytuacjach warto podejmowac. Jest to podejscie
zwane programowaniem heurystycznym w szerokim sensie tego terminu.
Programy oparte na tej zasadzie moga byc lepsze lub gorsze w zaleznosci od
zastosowanych heurystyk i sposobu poslugiwania sie nimi. lm lepsze heurystyki,
tym lepsze programy, czyli tym rzadziej nie umiejace poradzic sobie z postawionym
zadaniem. Niealgorytmizowalnosc oznacza tylko, ze nie mozna napisac ,'absolutnie
dobrego" programu.

Aby lepiej uzmyslowic sobie praktyczna role programowania heurystycznego,
posluzymy sie analogia z popularnym sposobem rozwiazywania zadan matematyki
stosowanej za pomoca szeregów nieskonczonych. Do niedawna wydawalo sie, ze
metoda taka jest dobra, jezeli otrzymuje sie szereg zbiezny, i niedobra, jezeli
rozbiezny. Z czasem jednak wyjasnilo sie, ze zbieznosc szeregu, aczkolwiek istotna
w ogólnych zagadnieniach teoretycznych, jest mniej wazna w konkretnych
obliczeniach, gdzie trzeba poprzestac na przyblizeniu okreslonym skonczona liczba
wyrazów. Zbieznosc szeregu bowiem ani nie gwarantuje, ze ustalona skonczona
liczba jego wyrazów da dobre przyblizenie, ani tez nie jest do tego celu niezbedna:
czesto udaje sie uzyskac asymptotyczne rozwiniecie, wyrazone szeregiem
rozbieznym, lecz takim, ze kilka jego pierwszych wyrazów przybliza rozwiazanie
z wystarczajaca dokladnoscia.

W programowaniu heurystycznym nie chodzi wprawdzie o liczbowe przyblizanie
rozwiazan problemów obliczeniowych, lecz o stosowanie procedur, które sa
niepewne w tym sensie, ze w niektórych przypadkach moga nie znalezc rozwiazania,
lecz jesli rozwiazanie zostanie znalezione, to na pewno dobre. "Przyblizony" jest
jak gdyby sposób poszukiwania rozwiazan. Zastosowanie takiego podejscia moze
byc podyktowane faktem, ze "scisly" sposób poszukiwania rozwiazania (algorytm)
nie istnieje, a wiec ze zadanie jest niealgorytmizowalne. Nie jest to jednak jedyny
mozliwy powód: moze sie zdarzyc, ze algorytm zadania, choc istnieje, jest nieznany.
Albo znany, lecz trudny i nadmiernie uciazliwy. W takich sytuacjach programy
heurystyczne moga stanowic praktyczne rozwiazanie.
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Przykladem moze tutaj byc gra w szachy. Jako gra skonczona jest ona oczywiscie
algorytmizowalna. Jednakze prymitywny algorytm oparty na systematycznym
przegladaniu wszystkich mozliwosci jest praktycznie nierealizowalny, a lepsze
algorytmy nie sa znane. Mimo to mozna pisac programy heurystyczne, a jakosc
ich gry zalezy od jakosci heurystyk (Botwinnik).

Programowanie heurystyczne jest atrakcyjna metoda równiez z tego wzgledu, ze
odzwierciedla istotna ceche myslenia ludzkiego i, byc moze, inteligencji w ogóle.
Zatrzymamy sie jeszcze przez chwile na kwestii, czy programowanie heurystyczne
jest istotnie nowa metoda w stosunku do zwyklego "programowania
algorytmicznego". Mozna bowiem przedstawic takie mniej wiecej rozumowanie.

Obmyslajac badz objasniajac swój program, autor operuje pojeciem heurystyki,
mówi, ze program "próbuje", "stawia hipoteze" itp. Jest to oczywiscie w porzadku,
ale sa to tylko wyobrazenia autora programu, majace dla tegoz autora znaczenie
heurystyczne. Ostatecznie napisany program jest jednak algorytmem, czyli
przepisem sklaniajacym maszyne do dzialania w scisle okreslony sposób. Cala
tajemnica lezy w tym, ze nie jest on algorytmem realizacji zadania, które autor
mial na mysli, tylko czyms w rodzaju "gorszej wersji" takiego algorytmu. Jednakze
jest to zapewne algorytm jakiegos innego zadania i gdyby ktos zadal sobie trud
i zbadal ten algorytm dokladnie, to móglby znalezc szczególowy wariant zadania,
o którym daloby sie z góry udowodnic, ze nie zostanie zrealizowany - nalezy do
"wyjatków". Mamy wiec do czynienia nie tyle z niedoskonalym sposobem
rozwiazywania doskonalego zadania, ile z doskonalym sposobem rozwiazywania
niedoskonalego zadania.

Pod pewnymi wzgledami nalezy sie z powyzszym rozumowaniem zgodzic,
z nastepujacymi jednakze uwagami. Po pierwsze, w przedstawionej wyzej sytuacji
mamy do czynienia z dwoma poziomami opisu programu: spojrzenie na program
jako na algorytm odnosi sie do jego mikrostruktury, podczas gdy opisanie go jako
programu heurystycznego oznacza odwolanie sie do pewnej jego makrostruktury.

Ta makrostruktura moze pod wieloma wzgledami okazac sie duzo wazniejsza.
Z podobna sytuacja czesto mamy do czynienia w fizyce: stan gazu w zbiorniku
mozna opisac szczególowo, nie zapominajac o zadnej jego czasteczce, badz tez
bardziej globalnie, przy pomocy pojec kinetycznej teorii materii. W pierwszym
przypadku mamy do czynienia z opisem nadmiernie szczególowym i przez to
praktycznie nieprzydatnym. Prawie wszystkie uzyteczne wyniki opieraja sie
na opisie drugim. Analogia ta jest pouczajaca jeszcze pod jednym wzgledem:
w mikroskopowym opisie molekularnym gaz jest ukladem deterministycznym
i odwracalnym, a w opisie kinetycznym - stochastycznym i nieodwracalnym.

Oznacza to, ze tak wazne cechy ukladu jak determinizm zalezec moga od poziomu
opisu. Odpowiednikiem fizycznego pojecia procesu deterministycznego jest, wedlug
powyzszej analogii, proces algorytmiczny; sam algorytm odpowiada przy tym
deterministycznym prawom ewolucji ukladu.

Po drugie, fakt, ze w opisie postepowania heurystycznego dopuszczalna jest
kategoria wyboru oznacza, ze realizujacy to postepowanie proces nie musi juz byc
procesem zalgorytmizowanym czy deterministycznym. Proces wyboru moze byc
deterministyczny, ale moze tez, bez szkody dla postepowania heurystycznego, byc
stochastyczny.

Odpowiednio skonstruowane procedury zawierajace operacje wyboru
z nieskonczonego zbioru mozliwosci wykazuja nastepujaca ceche: nie istnieje zaden
szczególowy wariant zadania ogólnego. który nie móglby byc wykonany w wyniku
realizacji takiej procedury, nawet jezeli zadanie to jest niealgorytmizówalne. Jest
to wiec istotnie nowa cecha w stosunku do mikro-algorytmicznych programów
heurystycznych.

Czy w konkretnych przypadkach lepszy jest wybór odpowiednio umotywowany,
czy przypadkowy, to jeszcze inna sprawa, dotyczaca juz samej techniki
konstruowania procedur wyboru. Ogólnie biorac wazne jest, ze wybór moze
zawierac elementy stochastyczne, wskutek czego klasa maszyn nadajacych sie do
realizacji procedur wyboru jest rzeczywiscie szersza niz klasa maszyn nadajacych
sie do realizacji algorytmów.
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