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Ciekle krysztal o stan materii?

Doc. dr Roman DABROWSKI

Rys. 2 Ulozenie czasteczek w cieczy
izotropowej

Rys. I Ulozenie czasteczek w krysztale
stalym
a. komórka elementarna, b. widok z góry

Istota stanu cieklokrystalicznego
Przez codzienne doswiadczenie i wiedze nabyta w szkole mamy zakodowany w swiadomosci

podzial materii na trzy podstawowe stany skupienia: staly, ciekly i gazowy.
Stan staly ma budowe uporzadkowana, krystaliczna, charakteryzujaca sie tym, ze atomy lub
czasteczki, z których jest zbudowany, znajduja sie w dokladnie okreslonych miejscach przestrzeni
i sa wzajemnie odpowiednio zorientowane (rys. l). Utworzona sztywna siec przestrzenna jest
zlozona z powtarzajacych sie elementów. W doskonalym krysztale czasteczki lub atomy nie maja
zdolnosci przemieszczania sie lub obrotu, moga tylko drgac wzgledem okreslonych punktów
przestrzeni. W nastepstwie tego cialo stale zachowuje niezmienny ksztalt, a jego wlasnosci
fizyczne, np. wytrzymalosc mechaniczna, przewodnictwo cieplne i elektryczne, predkosc
rozchodzenia sie swiatla i dzwieku sa rózne w róznych kierunkach przestrzeni - sa anizotropowe.
Ogrzewanie krysztalu powoduje, ze energia ruchu drgajacego czasteczek rosnie. W pewnej
temperaturze, gdy energia ta staje sie porównywalna z energia wiazania czasteczek w sieci
krystalicznej, zyskuja one swobode ruchu translacyjnego i rotacyjnego a uporzadkowanie
dalekiego zasiegu znika (rys. 2). Przemiane fazowa, w której dokonuje sie przejscie od ciala
stalego do cieczy, nazywamy topnieniem. Czasteczki w cieczy sa ruchliwe, moga sie wzajemnie
swobodnie przemieszczac. Ciecze nie maja wlasnego ksztaltu, sa latwo deformowane i przyjmuja
ksztalt naczynia. Zanik uporzadkowania powoduje, ze ich cechy fizyczne sa izotropowe.

Jest grupa cial stalych, w których proces topnienia mozna przeprowadzic etapami. ~oczatkowo.
gdy ogrzewamy cialo, czasteczki zyskuja w pewnej temperaturze mozliwosc rotacji (obrotu),
a nastepnie w wyzszej temperaturze, mozliwosc translacji (przesuwania sie) lub - odwrotnie 
najpierw uaktywnia sie translacja czasteczek a dopiero pózniej rotacja. Te stany posrednie miedzy
cialem stalym i ciecza iZo.tropowa nazywamy stanami mezomorficznymi, a czasteczki majace
takie cechy mezogenami.
Stan posredni, w którym pierwsza uaktywnia sie rotacja czasteczek, to krysztal plastyczny.
Jest on zbudowany zwykle z czasteczek o ksztalcie kulistym. Jezeli czasteczki maja ksztalt
pretopodobny lub dyskopodobny, to zyskuja one wczesniej aktywnosc translacyjna i stan ten
nazywamy stanem cieklokrystalicznym. Przejscie substancji do stanu mezomorficznego mozliwe
jest tylko wtedy, gdy energia wiazania sieci krystalicznej jest mala. Wlasnosc te maja krysztaly
molekularne, bowiem istniejace w nich miedzyczasteczkowe wiazania sa wynikiem dzia~ania
slabych sil van der Waalsa. W cieklym krysztale czasteczki zachowuja uporzadkowanie
wyznaczone kierunkiem ich dlugiej osi (dla czasteczek pretopodobnych) i plaszczyzna czasteczki
(dla dyskopodobnych). I tu dochodzimy do poznania najwazniejszej cechy rózniacej ciecz
cieklokrystaliczna od cieczy zwyklej. Jest to ciecz uporzadkowana, tj. o anizotropowych
wlasnoscia<.h fizycznych. Wizualnie ciecz krystaliczna rózni sie od zwyklej cieczy tym, ze jest
metna, silnie rozprasza swiatlo, wygladem przypomina rozwodnione mleko. Jest to zwiazane
z tym, ze w cieklym krysztale istnieja obszary (domeny) wzajemnie przypadkowo zorientowane
(rys. 3 A).
Wymiary domen sa wieksze niz dlugosci fal swiatla widzialnego i na ich granicach nastepuje
silne rozpraszanie. Domeny te mozna porzadkowac przez dzialanie polami elektrycznymi,
magnetycznymi, bodzcami mechanicznymi i silami powierzchniowymi. Porzadkowanie pod
wzgledem uzyskanych skutków mozna porównywac z tworzeniem monokrysztalu ciala stalego.
Np. jezeli umiescic ciekly krysztal miedzy dwiema równoleglymi plytkami szklanymi, to mozemy
czasteczki zorientowac dlugimi osiami równolegle do scian (ulozenie homogenne rys. 3 B)
lub prostopadle do scian (ulozenie homeotropowe rys. 3 C).
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Rys. 3 Ulozenie czasteczek w cieklym

krysztale

A - warstwa nieuporzadkowana. B 

uporzadkowana homogennie. C 
uporzadkowana homeotropowo.

Poniewaz ciecze sa latwo odksztalcalne. energia pOlrzebna do wywolania uporzadkowania lub
przeorientowania warstw jest bardzo mala. W tym tkwi glówna zaleta i nowa jakosc stanu
cieklokrystalicznego. Ma on wlasnosci anizotropowe, charakterystyczne dla stanu
uporzadkowanego ijednoczesnie uporzadkowanie to mozna' zmieniac i regulowac dzialaniem
niskoenergetycznych bodzców. Ta cecha sprzyja praktycznemu wykorzystaniu cieklych krysztalów.
Czasteczki w cieklym krysztale nie sa ulozone dokladnie równolegle swoimi dlugimi osiami jak
pokazano na rys. 3 A, B, C. Równolegly lub prostopadly do scian naczynia pozostaje sredni
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S = -(3cos2EJ-I).
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Rys. 6 Uporzadkowanie czasteczek w smektykach

~

'O

Rys. 5 Uporzadkowanie czasteczek w nematykach

Smektyki i nematyki róznia sie znacznie lepkoscia. Smektyki sa bardzo lepkimi cieczami nie
tworzacymi menisku charakterystycznego dla cieczy izotropowych i nematyków.
Cholesteryk mozna traktowac jako szczególny przypadek nematyka. Jezeli rozpatrywac czasteczki
polozone w okreslonej, wybranej plaszczyznie, to sa one uporzadkowane tak jak w nematyku.
Jednak ze wzgledu na szczególne cechy budowy czasteczek, dlugie osie czasteczek lezacych
w kolejnych warstwach obrócone sa wzgledem siebie o pewien okreslony kat (rys. 7). W ten
sposób tworzy sie struktura srubowa o okreslonej wartosci skoku (P). Czasteczki w warstwie
polozonej w polowie skoku, sa ulozone równolegle do warstwy pierwszej, ale odwrócone o 180°.

P
Kierunek uporzadkowania zmienia sie na przeciwny co -- i warstwy o tej grubosci zachowuja

2 .

sie wzgledem promieniowania elektromagnetycznego jak cienkie warstwy dyfrakcyjne. Wartosc
P

- jest czeSto równa dlugosci fali swiatla w zakresie widzialnym, dlatego odbite selektywnie
2

swiatlo wywoluje u obserwatora efekt barwny. Poza tym swiatlo odbite od warstwy cholesteryka
jest spolaryzowane kolowo. Zjawisko selektywnego odbicia swiatla i struktura spiralna róznia
ciekly krysztal cholesteryczny od nematycznego.
Cialo stale moze przechodzic w ciecz izotropowa przez jedna lub kilka faz cieklokrystalicznych.
Mozliwe warianty przejsc sa przedstawione ponizszym schematem, co zapisujemy w uproszczeniu
K -+ N -+ Ilub K -+ Ch -+ Ilub K -+ SI -+ S2 -+ N -+ I.

W doskonalym, stalym krysztale S = l, w cieczy izotropowej S = O, a w cieklym krysztale S

przyjmuje wartosci posrednie miedzy zerem i jednoscia.

Di

Rodzaje struktur cieklokrystalicznych
Istnieje wiele mozliwych struktur stanu cieklokrystalicznego rózniacych sie stopniem organizacji
i uporzadkowania czasteczek. Trzy podstawowe typy struktur - trzy rodzaje cieklych krysztalów
to nematyki, smektyki i cholesteryki.
Nematyk ma naj nizsze uporzadkowanie, S = 0,670,8. Czasteczki nematyka sa ulozone dlugimi
osiami w przyblizeniu równolegle, a ich srodki ciezkosci sa rozmieszczone w przestrzeni
przypadkowo (rys. 5). Czasteczki moga przemieszczac sie swobodnie we wszystkich kierunkach.
Smektyk ma wyzsze uporzadkowanie, S = 0,870,95. Czasteczki w smektyku uporzadkowane
sa nie tylko co do kierunku, ale równiez polozenia ich srodków ciezkosci sa wzajemnie
skorelowane. Prowadzi to do wytworzenia struktur warstwowych (rys. 6). Czasteczki
w warstwach moga sie swobodnie przemieszczac w plaszczyznie warstwy lub mozliwe jest tylko
przemieszczenie sie calych warstw czasteczek wzgledem siebie. Czasteczki w warstwach sa zatem
uporzadkowane lub nie, ale czasteczki jednej warstwy nigdy nie przechodza do warstw sasiednich.
W zaleznosci od stopnia uporzadkowania czasteczek w warstwie i od nachylenia direktora
wzgledem plaszczyzny warstwy (ulozenie ukosne lub ortogonalne) rozrózniamy kilka typów
smektyków, które sa oznaczone duzymi literami alfabetu A, C, B, D, F, G, H. Ich stopien
uporzadkowania rosnie w wymienionej kolejnosci.

wyrózniony kierunek ulozenia (direktor). Same czasteczki nachylone sa pod katem EJ do tego
kierunku (rys. 4). Parametr uporzadkowania cieklego krysztalu jest okreslony przez kat EJ.
Jego wartosc liczbowa okresla wzór:
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Rys. 7 Uporzadkowanie czasteczek

w cholesteryku

Rys. 4 Polozenie czasleczek cieklego
krysztal u wzgledem kierunku

uporzadkowania.
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Barwy obserwowane dla nie uporzadkowanych

warStw cieklokrystalicznych powstaja w wyniku
interferencji spolaryzowanego promieniowania
o róznych dlugosciach fali.

Fazy cieklokrystaliczne moga byc rozrózniane przez obserwacje dyfrakcji promieni rentgenowskich
lub na podstawie charakterystycznych obrazów obserwowanych za pomoca mikroskopu
polaryzacyjnego, Ciekle krysztaly obserwowane w mikroskopie polaryzacyjnym to przepiekny
i fascynujacy swiat barwnych obrazów.

Budowa czasteczek cieklokrystalicznych

Rozrózniamy dwie grupy substancji cieklokrystalicznych: substancje tworzace ciekle krysztaly
termotropowe i substancje tworzace ciekle krysztaly liotropowe.
W cieklych krysztalach termotropowych przejscie z fazy stalej do mezofazy dokonuje sie pod
wplywem ogrzewania. W krysztalach liotropowych przejscie to nastepuje pod wplywem dzialania
rozpuszczalników. W okreslonym przedziale stezen roztwór zyskuje strukture uporzadkowana
i cechy charakterystyczne dla stanu cieklokrystalicznego. Tak zachowuja sie np. wodne roztwory
bialek i niektórych polimerów, mydel i innych zwiazków zawierajacych czasteczke zlozona
z dlugiego lancucha alifatycznego i koncowej grupy polarnej.

Przykladem takiej czasteczki jest czasteczka
mydla o nastepujacej budowie CH, CH, CH, CH, CH, CH, CH,/ ~ / ~ / ~ / ~ / , / ~ / ~

CH, CH, CH, CH, CH, CH, CH, C-ONa
II
O

lancuch alifatyczny grupa polarna

yzx

Ciekle krysztaly liotropowe pelnia wazna role w budowie materii zywej i jej organizacji, np.
w strukturach komórkowych. Jest to jednak temat wymagajacy oddzielnego omówienia. Tutaj
ogranicze sie tylko do przedstawie(lia budowy czasteczek dajacych ciekle krysztaly termotropowe.
Podstawowa, wspólna cecha wiekszosci poznanych zwiazków tworzacych termotropowe ciekle
krysztaly, a szczególnie tych, które zyskaly praktyczne zastosowanie, jest wydluzony ksztalt
ich czasteczek, Dlugosc takiej czasteczki jest ponad trzykrotnie wieksza od szerokosci, a elementy,
z których jest zbudowana, sa przy tym dobrane tak, by miala ona duza sztywnosc. Jej budowe
mozna przedstawic schematycznie:

Rys. 8 Przyklady pierscien i spotykanych

w czasteczkach zwiazków cieklokrystalicznych.

H"C~CN

4-cyjano -4'-pentyLobifenyL

Dwa pierscienie lub szeregi zlozone z kilku pierscieni sa polaczone grupa centralna (Z)
zapewniajaca ich wzajemne naprzemianlegle ulozenie. Znane sa jednak zwiazki takze bez grup
centralnych. Na koncach pierscieni znajduja sie róznego rodzaju i róznej dlugosci grupy koncowe
(X, Y).
O cechach zwiazku cieklokrystalicznego decyduja wszystkie elementy, z których sie on sklada:
rodzaj i liczbl pierscieni, charakter grup centralnych oraz grup koncowych, Przyklady pierscieni
spotykanych w czasteczkach zwiazków o wlasnosciach cieklokrystalicznych sa pokazane na
rys. 8. Nizej zestawione sa przyklady grup centralnych czesciej wykorzystywanych do laczenia
pierscieni. Zawieraja one przewaznie wiazanie wielokrotne

299,5 K - 310 K, nematyk, de = 14

HsC;-Q- NN-Q- C,H""
O

'4-etyLo -4' pentyLoazoksyb enzen

278 K - 313,5 K, nematyk, de = 0,2

H1SC~~N-Q-C7H1S

44' OJ diheptyLoazeksybe. nzen

-N=N-, -N-N
[.- ,

O

-HC=CH-, -C==:C-, -C=N- itp,

307 K - 327,5 K, smektyk A, de = 0,2

Anizotropia dielektryczna decyduje o zdolnosci
cieklego kry~ztalu do porzadkowania sie
i przeorientowywania pod dzialaniem
zewnetrznego pola elektrycznego. Wartosc
anizotropii dielektrycznej okreslona jest
wzorem:

L1E = ell-E_l,

gdzie EII(E_Ll - przenikalnosc dielektryczna
cieklego krysztalu zorietowanego dlugimi
osiami równolegle (prostopadle) do kierunku
pola elektrycznego.

Cialo stale utworzone z mieszaniny
zwiazków ma zwykle nizsza temperature
topnienia niz czyste skladniki. Mieszanine

o skladzie, dla którego uzyskuje sie najnizsza
temperature topnienia, nazywamy
eutektykiem.

Grupami koncowymi natomiast moga byc grupy CnH'n+l' Cn H,n+10, CN itp. Zestawiajac
wymienione wyzej pierscienie, grupy koncowe i centralne w kolejnosci podanej na schemacie
czasteczki cieklokrystalicznej mozna wytworzyc bardzo wielka liczbe zwiazków
cieklokrystalicznych. Kilka przykladów bardziej znanych zwiazków zestawiono obok. Pod
wzorem podane sa: nazwa zwiazku, temperatury przejsc fazowych, rodzaj mezofazy i wartosc
anizotropii dielektrycznej !1e.

Sposród licznych znanych zwiazków cieklokrystalicznych jedynie niewiele znajduje praktyczne
zastosowanie. O mozliwosci praktycznych zastosowan decyduja glównie zakres mezofazy
i anizotropia dielektryczna. Pozadane jest, aby mezofaza istnial~w mozliwie szerokim przedziale
temperatur najlepiej od okolo -30°C do 100°C. Nie sa znane zwiazki cieklokrystaliczne, które
by mialy taki zakres istnienia mezofazy. Dlatego praktycznie stosowane sa mieszaniny
wieloskladnikowe, Najkorzystniejsze sa mieszaniny o skladzie eutektycznym, poniewaz wtedy
zyskuje sie najwieksze obnizenie temperatury topnienia.
Celem uzyskania duzej wartosci anizotropii dielektrycznej do czasteczki zwiazku nalezy
wprowadzic grupe o duzym momencie dipolowym, np. CN (f.1,F 1,6' 10-19 C' m). Mozna
wytworzyc w ten sposób czasteczki o wartosciach !1e = ± 20. Wartosc ta jest niezwykle istotna
z punktu widzenia praktycznych zastosowan cieklych krysztalów.
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Rys. 2. Realizacja procesu stochastycznego.

Pomiedzy zmiennymi losowymi X i Y moze

zachodzic zaleznosc funkcyjna, moze' sie tez

zdarzyc, ze ze zmiana wartosci jednej

zmiennej zmienia sie rozklad

prawdopodobienstwa drugiej. Tego rodzaju
zaleznosc nazywamy stochastyczna. Jezeli

ulega równiez zmianie wartosc przecietna

drugiej zmiennej, to zaleznosc stochastyczna

nazywamy korelacyjna.

Doc. dr Kazimierz SOBCZYK

Bardzo istotna role w wielu dziedzinach wspólczesnej techniki i nauki odgrywa zjawisko ruchu
drgajacego. Ograniczajac sie do zjawisk natury mechanicznej wystarczy wymienic takie przyklady
jak: drgania lub wibracje maszyn i ich elementów, drgania samochodów przy ich ruchu
po nierównosciach, drgania powlok samolotowych czy statków morskich. Poza tym drgania sa
nierozlacznie zwiazane z takimi procesami fizycznymi jak: rozchodzenie sie dzwieku w powietrzu,
deformacji w cialach stalych itp.
Potoczne rozumienie drgan pochodzace z codziennych obserwacji jest, jak sie wydaje,
wystarczajaco jasne. Zwykle mówi sie (takze w teorii drgan), ze uklad mechaniczny wykonuje
ruch drgajacy, jezeli wielkosci charakteryzujace go zmieniaja sie w czasie w sposób oscylacyjny,
tj. rosnac i malejac na przemian. Najprostszym i naturalnym sposobem zapisu ruchu drgajacego
jest zaleznosc okresowa, najczesciej sinusoidalna (Rys. 1). Taka sinusoidalna (lub harmoniczna)
aproksymacja drgan stanowila przez dlugi czas podstawe analizy drgan realnych ukladów
fizycznych. W celu bardziej adekwatnego opisu rzeczywistych ruchów wibracyjnych rozwaza sie
tez tzw. drgania prawie okresowe i nieokresowe. Niezaleznie jednak od matematycznego
przedstawienia drgan i ich nieregularnosci istotny jest fakt, ze w klasycznej czyli tradycyjnej
teorii traktowane sa one jako zjawisko deterministyczne; znaczy to, ze eksperymenty
przeprowadzone wiele razy w tych samych warunkach daja taki sam (lub bardzo zblizony)
zapis oscylograficzny. Struktura ukladów nowoczesnej techniki, a przede wszystkim
skomplikowany, fluktuacyjny charakter wymuszen zewnetrznych sprawiaja, iz tego rodzaju
opis staje sie w wielu sytuacjach malo przydatny. Ta niewystarczalnosc deterministycznegp
opisu uwydatnila sie w sposób jaskrawy wraz z rozwojem konstrukcji, w których precyzja dzialania
i wysoka niezawodnosc sa szcZególnie wazne (statki kosmiczne, samoloty odrzutowe itp.).
Okazalo sie, ze przypadkowy, fluktuacyjny charakter wielu rzeczywistych ruchów drgajacych
musi byc wyrazony w sposób jawny - przez uzycie w ich opisie teorii prawdopodobienstwa,
a dokladniej - teorii procesów stochastycznych ujmujacej przypadkowe zjawiska dynamiczne
w terminach zdarzen, prawdopodobienstw i wartosci srednich. Przypadkowy lub stochastyczny
charakter ruchu drgaja~go ujawnia sie tym, iz eksperymenty przeprowadzone wiele razy w tych
samych ·warunkach daja za kazdym razem inny zapis oscylograficzny (Rys. 2). W takiej sytuacji
jeden zapis przestaje miec znaczenie, bowiem informacja o dynamice zawarta jest w calym zespole
realizacji ruchu. W ten sposób dochodzi sie do pojecia drgania priypadkowego, lub - lepiej 
stochastycznego. A zatem, drganie stochastyczne jest to ruch drgajacy przedstawiony za pomoca

procesu stochastycznego X(/, y), tj. funkcji, która zalezy nie tylko od czasu I ale takze od
przypadku (y jest zdarzeniem elementarnym). Najprostszym przykladem drgania stochastycznego
jest drganie harmoniczne, którego amplituda i faza sa losowe. W takim przypadku wszystkie
realizacje drgania maja taka sama sinusoidalna postac jako funkcja czasu; sa jednakze
nieregularnie przesuniete wzgledem siebie i maja rÓZfleamplitudy. Istotny jest fakt, ze szeroka
klase drgan stochastycznych mOZfla otrzymac w wyniku superpozycji takich elementarnych
drgan przypadkowych.
Ruch kazdego ukladu fizycznego (o skonczonej liczbie stopni swobody) jest zdeterminowany
przez trzy podstawowe grupy wielkosci: a) warunki poczatkowe, tj. wielkosci charakteryzujace
poczatkowy stan ukladu; b) parametry charakteryzujace wlasnosci ukladu (i wystepujace
w odpowiednich równaniach ruchu jako wspólczynniki); c) wymuszenia zewnetrzne. Jezeli
wymienione wielkosci (niektóre lub wszystkie) sa losowe, to równiez ruch - w szczególnosci
ruch drgajacy - jest ruchem stochastycznym. W badaniu dynamiki konstrukcji inzynierskich
podstawowe znaczenie ma przypadkowosc wymuszen zewnetrznych. Drgania konstrukcji przy
przypadkowych wymuszeniach staly sie wazna dziedzina wspólczesnej mechaniki i im poswiecimy

nasza uwage.

Wprowadzenie

Drgania stochastyczne i trwalosc konstrukcji

Realne uklady fizyczne, w szczególnosci wspólczesne konstrukcje, narazone sa na dzialanie
czynników zewnetrznych, których przebieg w czasie jest bardzo nieregularny i przypadkowy.
W rezultacie takich wymuszen powstaja drgania elementów i calej konstrukcji. Ich obraz
graficzny (oscylogram) jest jednak na tyle skomplikowany, iz tradycyjna analiza drgan, przywykla
do zwyklych - najczesciej okresowych - funkcji czasu, staje sie bezradna.
Jak charakteryzowac rózne skomplikowane i przypadkowe wymuszenia zewnetrzne? Jaka
informacja miesci sie we wspomnianych bardzo chaotycznych oscylogramach? Jak ja
charakteryzowac i wykorzystywac w ocenie negatywnych skutków owych drgan na czlowieka
i na niezawodnosc konstrukcji?
Z pomoca przychodzi teoria procesów stochastycznych - obszerna dziedzina wspólczesnej
matematyki badajaca prawidlowosci zjawisk losowych przebiegajacych w czasie.

"
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Rys. l. Drganie harmoniczne.



Charakterystyka wymuszen przypadkowych

Wymuszenia lub obciazenia dzialajace na konstrukcje wspólczesnej techniki maja czesto bardzo
chaotyczny i nieregularny przebieg w czasie. Przykladem takiego obciazenia moze byc cisnienie
pochodzace od porywistego wiatru. Inny przyklad to sily powstajace przy dzialaniu fal morskich
na konstrukcje statków; fale morskie nie maja, jak wiadomo, charakteru regularnego w czasie
i przestrzeni, a poprawny opis dzialania tych fal na konstrukcje jest oparty na przedstawieniu ich
w postaci procesu stochastycznego. Dzialanie sejsmiczne charakteryzujace sie ruchem gruntu
ma równiez charakter stochastyczny (Rys. 3). Jeszcze jednym waznym przykladem wymuszenia
stochastycznego jest dzialanie strumienia turbulentnej atmosfery na powloke samolotu. Wreszcie
sytuacja dobrze"znana kazdemu z codziennych doswiadczen - ruch samochodu po nierównosciach
drogi. Mozna przyjac, ze nierównosci sa rozlozone w sposób przypadkowy, zatem równiez ich
dzialanie w czasie na kola samochodu ma charakter stochastyczny i wywoluje drgania
stochastyczne pojazdu (Rys. 4).
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Rys. 3. Typowy Lapis wymuszenia

sejsmicznego i dzialanie na budowle.

Rys. 4. Uproszczony model pojazdu poruszajacego sie

po przypadkowych nierównosciach nawierzchni; masa m

wykonuje drgania stochastyczne opisane przez Y(I, y).

Aby mozna bylo przeprowadzic analize drgan wymuszanych silami takimi, jak wymienione

wyzej, nalezy cos wiedziec o procesie stochastycznym charakteryzujacym (matematycznie) owe
wymuszenia. Informacje te otrzymujemy z badan doswiadczalnych. Zbierane w odpowiednio
zaplanowany sposób obserwacje liczbowe sa opracowywane metodami statystyki. Otrzymanie
pelnej informacji o procesie stochastycznym w postaci rozkladów prawdopodobienstwa jego
wartosci jest trudne. Totez w praktyce wymuszenia losowe charakteryzuje sie najczesciej
w sposób prostszy przez podanie czesciowej informacji w postaci wartosci srednich rozwazanego

procesu. Najprostsza taka wielkoscia jest wartosc przecietna (oczekiwana) procesu

(1) <X(t, y) = mx(t)

charakteryzujaca "usrednione" (po wszystkich mozliwych realizacjach) zachowanie sie procesu
(linia przerywana na Rys. 2). Aby scharakteryzowac wzajemna zaleznosc miedzy wartosciami
procesu X(t, y) w róznych chwilach czasu wprowadza sie natomiast tzw. funkcje korelacyjna
procesu

Dwie wymienione funkcje dostarczaja istotnej informacji o badanym procesie stochastycznym,
a ich wyznaczenie z doswiadczen nie nastrecza trudnosci (dla wyznaczania funkcji korelacyjnej
z danych doswiadczalnych zostaly skonstruowane i sa uzywane odpowiednie urzadzenia zwane
korelatorami). Dodajmy, zejesli mozna przyjac (a czesto takie zalozenie jest uzasadnione), iz
proces stochastyczny jest taki, ze rozklady prawdopodobienstwa jego wartosci sa gaussowskie
(Rys. 5), to te dwie funkcje charakteryzuja w pelni rozwazany proces.
Teoria drgan stochastycznych korzysta bardzo czesto z dalszego uproszczenia. Otóz okazuje sie,
ze wiele rzeczywistych obciazen przypadkowych moze byc opisane przez tzw. procesy stacjonarne,
tj. procesy, których charakterystyki nie zmieniaja sie przy przesunieciu skali czasu (charakter
fluktuacji nie zalezy od konkretnej chwili). Rysunek 6 pokazuje realizacje procesu stacjonarnego.

Dla takich procesów mx jest wielkoscia stala, zas Kx(/, , t2) = K(t2-t,) = Kx(T). Bardzo wazny

jest fakt,_ze dla procesów stacjonarnych istnieje wygodny w praktyce aparat analizy widmowej,
analogiczny w swej idei do analizy harmonicznej zwyklych funkcji - czesto uzywanej w róznych
dzialach fizyki (akustyka, optyka) do charakteryzowania procesów (np. fal) za pomoca pojecia
czestosci. Podstawowa wielkoscia w analizie procesów stacjonarnych jest gestosc widmowa
procesu gx(w), gdzie w jest czestoscia. Miedzy funkcja korelacyjna i gestoscia widmowa istnieje
wzajemny zwiazek: mianowicie, jezeli proces przyjmuje tylko wartosci rzeczywiste, to

co

Kx(T) = ~gx(w)coswTdw,
o

Kx(t" 12) = <X(t., y)X(12, y».

2 00

gx(w) = -~-~ Kx(T)coswTdT.
o

(2)

(3)

(4)

K(r) = E[X(t)X(t+ r)]-m2
nazywamy funkcja korelacyjna procesu X(t).

Rys. 6. Realizacja procesu stacjonarnego.

Rys. ~. Gc;SlOSC prawdopOdobienstwa

rozkladu gaussowskiego.

Jezeli 'W procesie stochastycznym X(I)

zwiazki probabilistyczne nie ulegaja zmianie

przy przesunieciu w czasie, to wartosc

przecietna E[X(t)] = m nie zalezy od czasu.

'Funkcje
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Zauwazmy, ze zgodnie z okresleniem funkcji korelacyjnej (wzór (2» jej wartosc dla tych samych
wartosci czasu, tj. dla t, = t2 = t daje tzw. sredni kwadrat procesu, czyli Kx(t, t) = (X2(t».

W przypadku procesu stacjonarnego mamy zatem

lub ich kombinacja.x = X2~Xl
Ky(x) = a2e-ocl;l,

Ky(x) = a2e-oc1;icosfJx,

(6')

(6)

(7)

Poniewaz rozwazamy sytuacje, kiedy pojazd porusza sie ze stala predkoscia v, czyli x = vt,

x = Vi, to funkcje korelacyjna wymuszenia dzialajacego w czasie na kola pojazdu
X(t, y) = y(vt) otrzymujemy bezposrednio z powyzszych wyrazen podstawiajac w miejsce rx

i fJ odpowiednio rxl = vrx, fJ, = vfJ. Czytelnik z latwoscia zauwazy, ze przypadek, kiedy pojazd

porusza ~ie ze zmienna predkoscia, jest bardziej skomplikowany. Rysunek 7 przedstawia wykresy
funkcji korelacyjnych (6) i (7), zas Rys. 8 obrazuje odpowiadajace tym funkcjom gestosci
widmowe, które (po obliczeni!l calki (4» przyjmuja postac

a2 rxv
g(w) = - -.~-,

n W2+rx2v2

(5)
00

(X2(t» = Kx(O) = ~gx(w)dw.
o

Poniewaz w licznych zastosowaniach wartosc (X2) charakteryzuje energie rozwazanego procesu,
to zgodnie ze wzorem (5) gx(w) jest tez nazywana gestoscia widmowa energii. Zgodnie
z interpretacja pojecia gestosci, iloczyn gx(w)dw okresla te czesc energii procesu, która zawarta
jest w przedziale czestosci od w do w+dw. Wyznaczanie gestosci widmowej z danych
doswiadczalnych jest stosunkowo proste; duza pomoc stanowia specjalne urzadzenia zwane
analizatorami widmowymi.
Okazuje sie, ze takie wymuszenia przypadkowe jak: obciazenie wiatrem, fluktuacje predkosci
i cisnienia w strumieniu turbulentnym, szum silników odrzutowych czy wymuszenie drgan pojazdu
poruszajacego sie ze stala predkoscia po nierównosciach realnych dróg moga byc traktowane
jako procesy stacjonarne. Dla procesów tych byly wyznaczane na podstawie doswiadczen funkcje
korelacyjne i gestosci widmowe. Na przyklad, doswiadczalne badania nierównosci dróg o róznej
nawierzchni prowadzone w róznych krajach (Japonia, Niemcy, ZSRR) wykazaly, iz funkcje
korelacyjne profilów (wzdluz kierunku jazdy) tych dróg y(x) mozna z wystarczajaca dokladnoscia
przyblizac nastepujacymi wyrazeniami

(7')
a2rxv w2 + rx2v2 + fJ2v2

g(w) = -- - ---.-~---------- - .
n (W2_fJ2v2_rx2V2)2+4rx2v2w2

W zaleznosci od rodzaju nawierzchni (np. droga brukowana, asfalt, asfalt na betonie itp.) stale
a2, rx, fJ przyjmuja rózne wartosci; np. dla szosy o przecietnej nawierzchni asfaltowej badanej
w Japonii a = 1,21 cm, rx = 0,18, fJ = 0,54.

Reakcja konstrukcji na wymuszenie stochastyczne

Jak reaguje uklad fizyczny czy konstrukcja na wymuszenie o charakterze przypadkowym?
Oczywiscie, reakcja konstrukcji i zmiennosc tej reakcji w czasie sa równiez przypadkowe; innymi
slowy reakcja konstrukcji jest opisana procesem stochastycznym Y(t, y). Podstawowy problem
teorii drgan stochastycznych polega wiec na scharakteryzowaniu procesu Y(t, y), gdy dana jest
informacja o wymuszeniu X(t, y) i okreslone sa wlasnosci badanego ukladu. Badanie takiego
problemu pochlanialo uwage mechaników i matematyków przez wiele lat, poczawszy od polowy
lat piecdziesiatych. W celu wskazania istoty zagadnienia rozwazmy tzw. czasowo-niezmienny,
liniowy uklad o jednym stopniu swobody. Taki uklad stanowi wygodny model w analizie drgan
wielu rzeczywistych konstrukcji. Liniowosc ukladu oznacza, ze relacja miedzy wymuszeniem
X(t, y) i reakcja Y(t, y) jest liniowa (w odpowiednich równaniach opisujacych dynamike nie
wystepuja potegi Y(t, y) inne niz pierwsza). Uklad jest czasowo niezmienny (lub stacjonarny),
jezeli jego wlasnosci (masa, tlumienie itp.) sa stale w czasie ruchu; jest to warunek spelniony
w wiekszosci podstawowych konstrukcji inzynierskich. Jeden stopien swobody wskazuje, iz model
jest na tyle prosty, ze reakcja w kazdej chwili jest calkowicie scharakteryzowana przez jedna
wielkosc Y; okazuje sie, ze informacje otrzymane z analizy takiego uproszczonego modelu
charakteryzuja równiez dynamike ukladów bardziej zlozonych, o wielu stopniach swobody
a nawet tzw. ukladów ciaglych - o nieprzeliczalnej ilosci stopni swobody (np. belki, plyty,
powloki itp.). Liniowe uklady czasowo-niezmienne maja te wlasnosc, ze jezeli wymuszenie jest
sinusoidalne, lub - w postaci zespolonej - harmoniczne (X = eiwt), to reakcja jest równiez
harmoniczna o tej samej czestosci, przy czym amplituda reakcji zalezy od czestosci, tj.
Y = H(w)eiwt. Wielkosc H(w) jest wiec czestotliwosciowa charakterystyka dynamiki rozwazanego
ukladu. Jej znajomosc dla wszystkich wartosci czestosci daje informacje potrzebna do otrzymania
reakcji ukladu na dowolne znane wymuszenie. Funkcje H(w) mozna stosunkowo prosto wyznaczyc
eksperymentalnie. W analizie teoretycznej otrzymuje sie ja latwo z odpowiednich, rózniczkowych
równan drgan podstawiajac w nich w miejsce X i Y wskazane wyzej wielkosci harmoniczne.

KIr}

R~s, 7, Funkl:je korelacyjne wymuszen

pochoJl.acych od nierównosci drogi.
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Rys. Loi. Gesto'ki widmowe odpowiadajace

funkcjom korelacyjnym na Rys. 7.
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Korzystajac z pewnych faktów dotyczacych stacjonarnych procesów stochastycznych oraz ukladów
liniowych otrzymuje sie rezultat: jezeli na uklad liniowy o charakterystyce czestotliwosciowej
H(w) dziala wymuszenie stochastyczne stacjonarne X(r, y) o gestosci widmowej g,\(w), to
gestosc widmowa reakcji ukladu na to wymuszenie wyraza sie wzorem

gy(w) = IH(wWg,\(w).

(9)

(8)

a2 (4h2+W2)r:x.v+2hw2
<y2) = _ o o

2h r:x.2V2+2hr:x.v+w~

gdzie h jest wspólczynnikiem tlumienia zawieszenia, zas Wo - tzw. czestosc drgan wlasnych 
charakteryzuje wlasnosci sprezyste zawieszenia. Powyzszy wzór dostarcza istotnej informacji;
wyraza on wartosc srednia kwadratu przemieszczenia pionowego masy w zaleznosci od wariancji
pionowych nierównosci drogi a2, parametru charakteryzujacego przestrzenna korelacje
nierównosci profilu r:x., predkosci ruchu pojazdu v oraz parametrów charakteryzujacych zawieszenie
h i Wo. Mozna tez otrzymac odpowiedni rezultat dla sredniego kwadratu pionowego przyspieszenia
dh) masy w ruchu drgajacym - wielkosci, która stanowi bodajze najwazniejszy parametr
charakteryzujacy tzw. komfort jazdy. Tego rodzaju rezultat pozwala z kolei tak dobrac parametry
zawieszenia h i wo, aby ów sredni kwadrat przyspieszen pionowych (powodowany przypadkowymi
nierównosciami) osiagnal wartosc minimalna. Takie postepowanie (oczywiscie dla bardziej
zlozonych modeli pojazdu) prowadzi do zwiekszenia komfortu jazdy i jest stosowane
w projektowaniu.

Uszkodzenie konstrukcji na skutek drgan stochastycznych
Nastepne, w sposób naturalny wylaniajace sie problemy zwiazane z drganiami stochastycznymi,
dotycza skutków, które one wywoluja. Jest rzecza znana, ze konstrukcje i ich elementy poddane
obciazeniom zmiennym w czasie podlegaja niszczeniu nawet wtedy, gdy zadne z wielkosci
normowych nie zostaja przekroczone. Ma to równiez (a moze przede wszystkim) miejsce, gdy
owe obciazenia zmieniaja sie w czasie w sposób przypadkowy, a konstrukcja wykonuje drgania
stochastyczne. Niech Y(r, y) ---c jak poprzednio - oznacza reakcje konstrukcji (przemieszczenie,
naprezenie itp.) w ustalonym punkcie krytycznym; przy tym owa reakcja ma charakter
stochastyczny i znane sa jej podstawowe cechy statystyczne. Istotne jest pytanie: jak wykorzystac
informacje o procesie Y(r, y) w badaniu uszkodzen i w ocenie trwalosci konstrukcji? Nie ma
potrzeby wykazywac, jak wazna dla praktyki inzynierskiej jest odpowiedz na to pytanie. Odpowiedz
nie jest jednak prosta, a nawet nie zawsze jest mozliwa. W celu uzyskania informacji o trwalosci
konstrukcji nalezy przede wszystkim wziac pod uwage rózne mozliwe mechanizmy uszkodzen
zwiazane z drganiami stochastycznymi. Dwa takie mechanizmy sa niewatpliwie podstawowe.
Pierwszy mechanizm zniszczenia polega na tym, ze uszkodzenie konstrukcji wystepuje wtedy,
gdy reakcja Y(r, y) osiaga po raz pierwszy pewien okreslony górny (np. a) lub dolny' (np. b)

poziom, gdzie a i b sa danymi duzymi liczbami dodatnimi. Mówimy, ze uszkodzenia wystepujace

przy zajsciu tego zdarzenia sa uszkodzeniami katastroficznymi (lub uszkodzeniami pierwszego
przejscia; ang. - first excursion failures - por. Rys. 5). Druga mozliwosc jest nastepujaca:
reakcja Y(r, y) nie przyjmuje duzych (katastroficznych) wartosci, doznaje jednak wielu nieznacznych
wyjsc poza pewna granice (tzw. granice wytrzymalosci zmeczeniowej) i wobec tego zniszczenie
konstrukcji akumuluje sie; calkowite zniszczenie nastepuje wtedy, gdy nagromadzone
uszkodzenie osiaga pewna okreslona krytyczna wartosc. Ten rodzaj zniszczenia znany jest pod
nazwa zniszczenia zmeczeniowego (Rys. 6). W ocenie niezawodnosci konstrukcji w oparciu
o pierwszy mechanizm zniszczenia istotne jest okreslenie czasu T, w którym reakcja Y(r,)')

osiagnie pewien ustalony, krytyczny poziom po raz pierwszy. Oczywiscie, czas T jest wielko~ia
losowa. Podstawowe zagadnienie analizy uszkodzen katastroficznych mozna sformulowac
nastepujaco: znajac wlasnosci statystyczne reakcji konstrukcji Y(r, )') nalezy wyznaczyc informacje
o czasie pierwszego przejscia T. Problemy zwiazane z wyznaczeniem czasu pierwszego wyjscia
realizacji procesu z rozwazanego obszaru (lub przedzialu) byly rozwazane w matematycznej
teorii procesów stochastycznych. Efektywne rozwiazania moga byc jednak otrzymane tylko dla
pewnych specjalnych klas procesów; na przyklad - dla tzw. dyfuzyjnych procesów Markowa.

Powyzszy wzór stanowi jedna z podstawowych relacji w teorii drgan stochastycznych ukladów
liniowych. Jak juz wiemy, znajac gy(w) mozna latwo, na podstawie wzorów (3) i (5), wyznaczyc
funkcje korelacyjna Ky(T) czy sredni kwadrat reakcji konstrukcji (y2).

Jezeli badany uklad jest bardziej zlozony - jest ukladem o wielu stopniach swobody - ale
dalej pozostaje liniowy, to ogólna zasada wyznaczania charakterystyk statystycznych reakcji jest
taka sama. Inaczej ma sie sprawa, jezeli ruch ukladu musi byc opisany równaniami nieliniowymi.
Ale i w tym przypadku zostaly opracowane metody pozwalajace charakteryzowac reakcje; sa
one jednak pod wzgledem rachunkowym bardziej zawile i w wiekszosci przyblizone.
Wrócmy do przykladu zwiazanego z ruchem pojazdu po nierównej drodze. Przyjmujac, ze gestosc
widmowa profilu drogi jest okreslona wzorem (5) a model pojazdu jest taki jak na Rys. 4,
otrzymujemy latwo na podstawie wzoru (8) wyrazenie dla gestosci widmowej drgan masy m
oraz po wykonaniu calkowania nastepujacy wzór dla sredniego kwadratu przemieszczenia
pionowego

R,

Rys. 10. Ilustracja nagromadzenia sie

uszkodzen zmeczeniowych; Rf - tzw.
granica wytrzymalosci zmeczeniowej.

Rys. 9. Ilustracja uszkodzenia
katastroficznego; przekroczenie przez
reakcje (przemieszczenie. naprezenie itp.)
stanu niebezpiecznego.
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Ry •. II. Krzywa (we wspólrzednych
logarytmicznych prosta) S-N.

tj. procesów, w których "przyszlosc" zalezy tylko od stanu obecnego, a nie zalezy od "przeszlosci".
Procesy takie sa spokrewnione z procesem opisujacym zjawisko ruchów Browna znane kazdemu

z fizyki; mówiac dokladniej, dyfuzyjne procesy Markowa mozna modelowac za pomoca ruchu
brownowskiego. To, kiedy drgania stochastyczne realnych ukladów moga byc charakteryzowane
przez dyfuzyjny proces Markowa stanowi problem sam w sobie. Dyfuzyjny charakter reakcji
ukladu zalezy przede wszystkim od wymuszenia. Jezeli przypadkowe wymuszenie spelnia pewne
warunki (np. gdy jest to proces stacjonarny ostalej gestosci widmowej, co oznllcza, ze miedzy
wartosciami procesu w róznych chwilach brak jest korelacji), to reakcja ukladu moze byc opisana
przez dyfuzyjny proces Markowa i wtedy mozna okreslic tzw. czas zycia konstrukcji (jak pisalismy
wyzej, jest to takze zmienna losowa). W sytuacjach, gdy reakcja nie moze byc opisana przez
dyfuzyjny proces Markowa, korzysta sie z pewnych rozwiazan przyblizonych oraz oszacowan
prawdopodobienstwa pierwszego przejscia. Szczególnie prosty rezultat otrzymuje sie, jezeli
zalozy sie, ze proces Y(t, y) jako obiekt matematyczny jest taki, ze przekracza on rozwazany

poziom wystarczajaco rzadko, przy czym owe przekroczenia sa zdarzeniami niezaleznymi. Wtedy
liczba chwil losowych w przedziale czasu (O, tJ, w których nastepuja przekroczenia poziomu
jest scharakteryzowana przez tzw. jednorodny proces Poissona. Wlasnosci procesu Poissona sa
dosc dobrze zbadane i, nawiasem mówiac, stanowi on dobry model szeregu róznych zjawisk
losowych; na przyklad opisuje on proces zgloszen do stacji telefonicznej. Jesli wiec korzysta sie
z procesu Poissona jako modelu liczby przekroczen rozwazanego poziomu a, to

prawdopodobienstwo tego, ze w przedziale czasu (O, tJ nie nastapi zadne przekroczenie tego
poziomu jest równe e-u, zas prawdopodobienstwo uszkodzenia katastroficznego w przedziale
(O, tJjest l-cA'. Parametr;' oznacza intensywnosc procesu Poissona; w naszym przypadku
jest on równy sredniej liczbie przewyzszen poziomu a przez proces Y(t, y) w jednostce czasu

(e ~ 2,718). Niestety, zalozenie, ze przewyzszenia poziomu a przez proces Y(t, y) sa zdarzeniami
niezaleznymi, jest bardzo ograniczajace. Totez wielu badaczy poszukiwalo innych metod
charakteryzowania czasu uszkodzenia katastroficznego. W szczególnosci znalezione zostaly rózne
oszacowania prawdopodobienstwa zniszczenia katastroficznego. Zniszczenie konstrukcji pod
wplywem drgan stochastycznych przyjmuje najczesciej forml< zniszczenia zmeczeniowego

powstajacego na skutek dlugotrwalego oddzialywania naprezenia o charakterze pulsujacym
(glosna niegdys katastrofa mostu w Szwecji nastapila, jak zgodnie orzekli eksperci, wlasnie na
skutek zmeczenia). Fizyczne zjawiska lezace u podstaw zniszczenia zmeczeniowego sa bardzo
zlozone, a ich natura nie jest jeszcze w pelni zbadana. W chwili obecnej podstawowe informacje

o tym rodzaju zniszczenia czerpane sa z badan eksperymentalnych przeprowadzanych w warunkach
deterministycznych obciazen cyklicznych. W takim przypadku istnieje relacja miedzy amplituda
naprezenia i liczba cykli powodujacych zniszczenie; jest to tzw. krzywa S-N (lub krzywa
Wohlera) okreslona zaleznoscia: NSb = c, gdzie S jest amplituda naprezenia, N jest niszczaca
liczba cykli, zas b i c sa stalymi dodatnimi charakteryzujacymi materia/. Jezeli amplituda reakcji
(naprezenia) nie jest stala, lecz zmienia sie w czasie, to nalezy wprowadzic dodatkowe zalozenia

dotyczace akumulowania sie uszkodzen spowodowanych róznymi amplitudami. Najlepiej znana
i ze wzgledu na swoja prostote ogólnie przyjmowana jest hipoteza Palmgrena-Minera postulujaca,
ze jezeli zniszczenie pod wplywem naprezen o danej amplitudzie wystepuje po N cyklach, to
uszkodzenie akumuluje sie w sposób jednorodny w kazdym kolejnym cyklu, tak ze podczas
jednego cyklu wystepuje l/N calkowitego zniszczenia. Zniszczenie spowodowane dzialaniem n,
cykli naprezenia o amplitudzie S, jest równe: ~, = n,jN" n, ~ N" gdzie N, jest niszczaca liczba
cykli przy amplitudzie naprezenia S,. Calkowite zniszczenie jest równe D = ~ ~,. Element

j

doznaje zniszczenia zmeczeniowego, jezeli D ~ I. Warto zauwazyc, ze kryterium Palmgrena
Minera nie uwzglednia wplywu kolejnosci wystepowania naprezen na wielkosc akumulowanego
zniszczenia. Jest to jeden z jego niedostatków, gdyz eksperymenty wykazuja, iz kolejnosc
wystepowania róznych poziomów naprezenia jest istotna.

Kryterium Palmgrena-Minera zostalo zaadaptowane do przypadku obciazen stochastycznych
przez zamiane liczby cykli n, liczba maksimów stochastycznego procesu naprezenia na poziomie
S,. Oczywiscie, jezeli naprezenie jest deterministyczne i cykliczne, to liczba maksimów jest
równa liczbie cykli; jezeli proces naprezenia jest stacjonarnym procesem stochastycznym, którego
widmo energetyczne jest skupione w waskim zakresie czestosci (proces o waskim widmie), to
liczba maksimów równa sie liczbie przeciec poziomu zerowego. W takiej sytuacji, jesli dodatkowo
rozklady prawdopodobienstwa procesu naprezenia sa gaussowskie, owe "ustochastycznione"
kryterium Palmgrena-Minera daje interesujace i uzyteczne rezultaty. Okazuje sie, ze otrzymana
w ten sposób wartosc srednia nagromadzonego zniszczenia zmeczeniowego jest proporcjonalna
do sredniej liczby przeciec przez proces naprezenia poziomu zerowego oraz zalezy w sposób

nieliniowy - rózny dla róznych materialów - od sredniego kwadratu naprezenia. Nalezy jednak
podkreslic, ze kryterium Palmgrena-Minera (oraz inne podobne hipotezy) jest jedynie inzynierska
procedura szacowania nagromadzajacych sie uszkodzen, bardziej lub mniej sluszna w zaleznosci
od konkretnej sytuacji. Jako dosc prosta hipoteza nie stanowi ono, i nie moze stanowic,
w zadnej mierze wyjasnienia zlozonego i w istocie swej stochastycznego mechanizmu zniszczenia
zmeczeniowego.
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W ostatnim czasie podjete zostaly próby (równiez przez autora niniejszego artykulu)

metodologicznie bardziej zadowalajacego opisu akumulacji zniszczenia zmeczeniowego. Mówiac
ogólnie, oparte sa one na traktowaniu elementu konstrukcji (czy próbki materialu), w którym
zachodzi niszczenie zmeczeniowe (np. na skutek obciazen przypadkowych) jako pewnego ukladu,
którego stany sa opisane przez proces stochastyczny. Owe zmeczeniowe stany elementu konstrukcji
moga byc interpretowane i mierzone w rózny sposób. Moga one byc, na przyklad, wyrazane
poprzez dlugosc szczelin, rys czy innych defektów jakie rozwijaja sie w badanym elemencie.
Zostalo stwierdzone, ze zniszczenie zmeczeniowe nastepuje glównie wskutek powstawania
i wzrostu szczelin w materiale. Eksperymenty pokazuja jednak, ze mimo iz w próbce znajduje
sie duza liczba szczelin (róznej wielkosci), to zawsze mozna wyróznic szczeline dominujaca,
która jest przede wszystkim odpowiedzialna za ostateczne zniszczenie. Tak wiec dlugosc
dominujacej szczeliny (lub pewna funkcja jej dlugosci) moze byc przyjeta jako miara zniszczenia
zmeczeniowego. Wzrost dlugosci szczelin w ogóle, a dominujacej szczeliny w szczególnosci,
zachodzi jednak w sposób bardzo nieregularny ; najczesciej - jak wskazuja eksperymenty -
w sposób skokowy w losowych chwilach czasu. Wydaje sie, ze wlasciwa charakteryzacja tego
procesu stochastycznego wykorzystujaca istniejace rezultaty eksperymentalne dotyczace
zmeczenia materialów moze w sposób istotny wzbogacic nasza wiedze o tym waznym zjawisku.
To, na ile takie stochastyczne modele akumulacji zniszczenia zmeczeniowego beda uzyteczne,
zalezy od ich eksperymentalnej weryfikacji. Weryfikacja taka wymaga jednak zaplanowania
i rozwiniecia metodologicznie nowych eksperymentów.

Zakonczenie

Przedstawione w tym artykule zagadnienia stanowia istotny skladnik wspólczesnej mechaniki.
Warto jednak podkreslic, ze waznosc badan nad drganiami stochastycznymi, ich skutkami,
a takze nad zmniejszaniem ich negatywnego wplywu na czlowieka, otoczenie i konstrukcje,
ma nie tylko czysto utylitarne znaczenie. Analiza drgan stochastycznych i stochastyczne problemy
trwalosci konstrukcji sa czescia metodologii opartej na ujmowaniu zjawisk w terminach zdarzen
i prawdopodobienstw. Metodologia ta okazala sie niezwykle cenna w badaniu i wyjasnianiu
szeregu zjawisk fizyki, do mechaniki zas weszla stosunkowo niedawno na skutek potrzeb

najbardziej nowoczesnych galezi techniki, takich jak astronautyka i aerote~hnika; nastepnie
jej waznosc zostala zaakceptowana przez takie tradycyjne dziedziny jak inzynieria ladowa
iwodna, technika pojazdów i inne. Dzisiaj ten sposób podejscia do wielu zjawisk mechaniki
przynosi istotne wzbogacenie jej aparatu badawczego, a takze dostarcza nowych informacji
o zachowaniu sie konstrukcji i materialów. Totez w wielu osrodkach naukowych w swiecie
stochastyczne podejscie do interpretacji i badania zjawisk mechanicznych zajmuje coraz wazniejsze
miejsce w programach badawczych. Równiez w Polsce badania w tym kierunku sa istotnie
zaawansowane. W naszym kraju wynikaja one jednak bardziej z potrzeby uczestnictwa w rozwoju
szeroko pojetej kultury niz z autentycznych zapotrzebowan praktyki inzynierskiej.

F'X-F2X ~ S(Pat+egx)-(S-s)(Pat+egx)-S(Pat+egh).

Po zrzutowaniu na os wspólrzednych i podstawieniu odpowiednich wartosci otrzymuj~my

Rozwiazanie zadania F 103.

Przy dostatecznie powolnym zanurzaniu szklanki. w> .-Jadkowa sil dzialajacych na nia wynosi zero. Rysunek

obrazuje sytuacje przy zanurzeniu wynoszacym x. Przyjeto oznaczenia: S _ powierzchnia przekroju zewnetrznego.

s - wewnetrznego. Fat - wypadkowe parcie atmosfery. F;r, - wypadkowe parcie powietrza zawartego w szklance,
Fe - wypadkowe parcie cieczy, Q - sila ciezkosci szklanki, F - sila przykladana pr7el zanurzajac..:go.

Indeksy I i 2 dotycza odpowiednich przypadków pokazanych na rysunku. Z warunków równowagi zapisanych
dla obu przypadków mamy

-
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: jF1i W

xi- I
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'l'

(I)

(2)

(1)-(2)

F,+Q+Fat+Fc, ~O.

F,+Q+Fat+Fcl+Fg ~ O.

FI-Fl = Fel-FCI-Fg.
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i
i
i

xiI
i
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Proste przeksztalcenia algebraiczne daja ostatecznie Ftx- Fl.;" = f!gs(x-h)"

Z zaleznosci tych wynika. iz sila przykladana do szklanki zanurLonej dnem ku dolowi musi byc wieksza, zatem wiekszJ.

jest w tym przypadku praca wykonana przez zanurzajacego. Ilosciowe znalc:"zienie róznicy tych prac wymaga

dodatkowych zalozen natury termodynamicznej. Wtedy mozliwe jc:st uzyskanie jawnej postaci zalc-znosci h = [(x)
x x x x

~, nasl~pnie obliczenie calki W l - W l. = ~ Flxdx- ~ F2Xdx = ~ (Fu- F1X)dx = egs ~ (x- h)dx.
O O O O

Najbar Jziej naturalne jest zalozenie o równosci temperatur powietrza, wody i szklanki, a takze o i.lOlCrmicLllusci

proce~.J sprezania powietrza zawartego w szklance. Z prawa Boyle"a - Mariouc:'a zapisanego dla stan~w
przed i po zanurzeniu wynika: Pat H ~ (Pat + egh)[H - (x- h)).

Otrzymane równanie, kwadratowe wzgledem h, zniecheca do dalszych rachunkÓw. Daja sie nnc cn prawda

uproscic, gdy skorzysta sie J. faktu niewielkich zmian cisnienia, Ic:"CLnie wnosLa nicLcgll iSlOlllcgll do rO.lWialania
i dlatego pominiemy je.

Do identycznego wyniku mozna dojsc rOLwiazujac f.adanie na gruncic .lasady zachowani:, energii. N.lic.iy jednak

pamietac, ze trzeMa skorzystac .l. jej rOLszerzonej (o Ljawiska cieplne) wersji. Polecamy lo C l}"(dnikom jako
pouczajace cwicLcnie.
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Narysuj jedna kreske a rozwiazesz ...

W czasie podrózy zepSUlsie samochód ... Kierowca dopchal jakos go do warsztatu. Mechanik spojrzal na zepsuty wóz, zajrzal pod
maske, potem przyniósl mlotek i mocno stuknal gdzies w okolicy silnika. "Prosze, naprawione". Rzeczywiscie, wszystko bylo
w porzadku. Szczesliwy kierowca zapytal dla przyzwoitosci: "Ile sie nalezy?". "Piecset zlotych" - odpowiedzial mechanik. "Piecset
zlotych za jedno stukniecie mlotkiem?" zawolal oburzony kierowca. "Nie, za stukniecie dziesiec zlotych. Pozostale czterysta dziewiecdziesiat
za to, ze wiedzialem, gdzie uderzyc".
W tej starej historyjce jest wiele prawdy. Ile wysilku kosztowaly nas niektóre rozwiazania, dopóki nie wpadlismy na pomysl: "O rany,
wystarczy mocno stuknac ... "?
W ponizszych zadaniach geometrycznych "dorysowanie jednej kreski" nalezy traktowac nieco umownie - czasami trzeba az dwóch.
Zreszta, zalezy to od tego, co rozumiemy przez kreske ...

,,,,",,
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Klub 44

Skrót regulaminu ligi zadaniowej

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+ 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do O,I. Ocene mnozymy przez

suma ocen za rozwiazania danego zadania
..-- - -- ---- -- ~~._- .- -- ---

liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.
Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr. 9/198/'

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

OWCA
OWCA

OWCA
+OWCA

-STA-6o'

n skladników

Zadania Nr 7, 8, 9
Termin nadsylania rozwiazan: do 3/.01.1982
7. Zalózmy, ze f jest funkcja ciagla w przedziale (O, +(0) i ze dla kazdej liczby x> Ogranica

lim f(_X) istnieje i równa sie zeru. Czy stad juz wynika, ze lim f(x) = O?n_ 00 Jl, x-+O+

8. Dany jest czworoscian, w którym dlugosci kazdej pary krawedzi skosnych sa równe. Srodki
kazdych dwóch krawedzi skosnych polaczono odcinkiem. Udowodnic, ze otrzymane trzy odcinki

przecinaja sie w jednym punkcie i ze sa parami prostopadle.
9. Zmaksymalizowac liczbe owiec w stadzie. To znaczy: znalezc najwieksza liczbe naturalna n,
dla której napisana obok lamiglówka typu litera - cyfra ma rozwiazanie. Liczby zapisane
w systemie dziesietnym, poczatkowe cyfry liczb nie sa zerami.
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Patrz w niebo
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Rys. 2. Krzywa jasnosci YjCar w II polowic
XIX wieku_

~ ..
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Rys. I. Pelne widmo elektromagnetyczne

T}Car. od fal radiowych po promienie
Roentgena (te ostatnie to jeszcze nie

opublikowane dane z satelity Einstein).
Na osi pionowej zaznaczony jest logarytm

strumienia promieniowania pomnozonego

przez czestosc, dzieki czemu rysunek

przedstawia wlasciwie ilosc energii
emitowanej w poszczególnych zakresach.
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Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWJNSKJ

M 277. Wykazac, ze wielomianu x4y4+X+ y+ l nie mozna rozlozyc na iloczyn wielomianów
p(x) i q(y).
Rozwiazanie na str. 13
M 278. Czy istnieje na plaszczyznie skonczony zbiór odcinków taki, ze konce kazdego z nich
leza we wnetrzu innych odcinków zbioru?
Rozwiazanie na str. 14
M 279. Ile razy moze sie odbic promien swietlny od dwóch prostych tworzacych kat 1°?
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje mgr Tomasz TRA TKJEWJCZ

F 103. Dokonano dwukrotnego zanurzenia walcowej szklanki do wody. Pierwszym razem
dnem ku dolowi, drugim - ku górze. Szklanka pozostawala w trakcie tej operacji pionowa.
W którym z przypadków wykonano wieksza prace, jesli glebokosci zanurzenia byly za kazdym
razem jednakowe i mniejsze niz wysokosc szklanki?
Rozwiazanie na str 9
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Oddzialywania miedzyczasteczkowe

Doc. dr Lucjan P/ELA
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Oddzialywanie indukcyjne

Czasteczki zblizajac sie do siebie wplywaja wzajemnie na swój rozklad ladunku zmieniajac w ten
sposób trwale momenty multipolowe o tzw. momenty multipolowe indukowane. Jesli np. jedna
z czasteczek nie ma trwalego momentu multipolowego, to pole elektrostatyczne drugiej czasteczki
(dipola) moze doprowadzic do jej polaryzacji. Sila oddzialywania jest wtedy proporcjonalna
do momentu dipolowego P i wspólczynnika a. charakteryzujacego polaryzowalnosc czasteczki

O tym, jak szybki jest to spadek, niech swiadczy fakt, ze sila grawitacji dzialajaca miedzy
czasteczkami jest wieksza od sil van der Waalsa juz przy odleglosci rzedu I mm.

Energia oddzialywania indukcyjnego moze byc najczesciej opisana jako oddzialywanie trwalego
momentu multipolowego czasteczki A z indukowanym momentem multipolowym czasteczki
B i odwrotnie. Niekiedy, wskutek szczególnej symetrii potencjalu deformujacego zachowuje
sie symetria sferyczna atomu (ulega on jedynie kompresji lub ekspansji) i efekt indukcyjny nie
da sie opisac jako takie oddzialywanie.

Atomy moga wiazac sie w czasteczki. Czasteczki, nawet te pozbawione ladunku elektrycZnego,
oddzialuja miedzy soba. Tylko dzieki tym oddzialywaniom mozliwe jest istnienie cieczy
i wiekszosci cial stalych. Prawie wszystkie wlasnosci materii okreslone sa przez charakter tych
oddzialywan.

Wiadomo, ze sily przyciagajace nie moga zapewnic powstawania stabilnych ograniczonych
ukladów czasteczek (caly Wszechswiat zapadlby sie do jednego punktu). Na bardzo malych
odleglosciach musza dzialac miedzy nimi sily odpychajace.

Wychodzac z tych jakosciowych obserwacji holenderski fizyk, van der Waals, który jako pierwszy
zwrócil uwage na istotna role oddzialywan miedzyczasteczkowych w gazach, znalazl równanie

stanu gazu rzeczywistego. Równanie to opisuje w przyblizeniu nie tylko wlasnosci gazów, lecz
takze proces ich skraplania. Sily miedzyczasteczkowe nazywane sa czesto silami van der Waalsa.

Szczególowa teorie oddzialywan van der Waalsa podali Wang i London w koncu lat dwudziestych

naszego wieku. Wedlug niej energia oddzialywania dwóch molekul jest suma energii oddzialywania
elektrostatycznego, ECI." oddzialywania indukcyjnego, Eind oraz oddzialywania dyspersyjnego,
EdysP' Calkowita prace potrzebna do rozbicia ciala stalego na izolowane czasteczki w przeliczeniu
na jedna molekule nazywamy energia kohezji (spójnosci).

Oddzialywanie elektrostatyczne

Wiele czasteczek, na przyklad czasteczka wody, ma rozklad ladunku ujemnego przesuniety
wzgledem ladunku dodatniego. Oddzialywanie takiej czasteczki opisuje sie w sposób uproszczony
zastepujac rzeczywisty rozklad ladunku dipolem elektrycznym, tj. ukladem dwóch ladunków

punktowych q i ~~q umieszczonych w niewielkiej odleglosci / od siebie. Moment dipolowy takiej
czasteczki jest równy p = q/. Sila oddzialywania dwóch czasteczek-dipoli zalezy od ich wzajemnej
orientacji. Chaotyczny ruch cieplny czasteczek gazu powoduje ciagla zmiane tej orientacji i
dlatego istotna jest srednia wszystkich mozliwych ustawien. Srednia ta jest proporcjonalna do
momentów dipolowych czasteczek (PI. Pl) i bardzo szybko maleje ze wzrostem ich odleglosci

Oddzialywanie dyspersyjne

Wiadomo, ze atomy gazów szlachetnych mimo zerowych momentów multipolowych (symetria
sferyczna) takze przyciagaja sie. W bardzo niskich temperaturach gazy te ulegaja skropleniu
i zestaleniu. Pochodzenie sil dyspersyjnych, które do tego prowadza, zostalo wyjasnione na

gruncie mechaniki kwantowej. Ich zródlem jest wzajemna korelacja elektronów w oddzialujacych
czasteczkach. Jakosciowo mozna to wyjasnic nastepujaco. Elektrony w atomach i czasteczkach

zajmuja rózne polozenia z okreslonym przez mechanike kwantowa prawdopodobienstwem.
Czasteczka z ustalonymi polozeniami elektronów ma na ogól rózny od'zera moment dipolowy.
Moment ten moze polaryzowac sasiadujace czasteczki, co prowadzi do oddzialywania. Calkowita
sila jest równa sredniej tego oddzialywania dla mozliwych polozen elektronów. Dokladny
rachunek prowadzi do wniosku, ze sily dyspersyjne sa proporcjonalne do polaryzowalnosci

czasteczek
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Warto wspomniec. iz z dotychczasowych rozwazan wynika, ze aby przy duzej odleglosci
miedzyc:zasteczkowej istnialo oddzialywanie elektrostatyczne, oba uklady musza miec niezerowe
ladunki lub trwale momenty multipolowe. Warunkiem istnienia oddzialywania indukcyjnego
jest. aby choc jedna z molekul miala trwale momenty multipolowe. Sily dyspersyjne istnieja
natomiast dla wszystkich atomów i molekul. Zwykle maja one wartosci wieksze zarówno od sil
elektrostatycznych jak i indukcyjnych. Tylko dla czasteczek o bardzo duzych momentach
dipolowych. np. czasteczki wody, sily elektrostatyczne przewyzszaja dyspersyjne.I
Wszystkie tIzy typy sil maleja ze wzrostem odleglosci jak -. Okazuje sie jednak, ze dla odleglosci

r7

duzo wiekszych od rozmiarów czasteczek istotna role zaczyna odgrywac skonczona predkosc
rozchodzenia sie oddzialywan elektromagnetycznych (juz dla 10-' cm!) i przyciaganie zaczyna

J

malecjak-. r8

Sily odpychania w'3Jencyjnego

Sily indukcyjne i dyspersyjne sa zawsze przyciagajace (energie ujemne). Znak energii oddzialywania
elektrostatyqnego zalezy od typu oddzialujacych czasteczek i ich wzajemnego ustawienia.
Molekuly HOw konfiguracji H-CI ...H-CI beda mialy energie elektrostatyczna ujemna,
a w konfiguracji H-CI ...CI-H dodatnia. Decyduje o tym ustawienie naj nizszych nieznikajacych

multipoli-dipoli. Wynika stad, ze w wielu przypadkach wszystkie trzy sily beda przyciagajace.
Teoria Londona nie przewiduje wtedy mozliwosci utworzenia na przyklad krysztalu. Jest ona

ograniczona do duzych odleglosci miedzyczasteczkowych. Obserwowane tworzenie sie kompleksów
molekul sugeruje, ze na malych odleglosciach sily przyciagajace musza byc równowazone przez
odpychanie. Sa to tzw. sily odpychania walencyjnego. Maja one swoje zródlo w zakazie Pauliego
(na:jednym orbitaIu molekularnym nie moga sie znajdowac wiecej niz dwa elektrony). Przy
zblizaniu sie czasteczek ich chmury elektronowe zaczynaja od pewnej odleglosci na siebie
zachodzic. Uwzglednienie zakazu Pauliego prowadzi wtedy do pojawienia sie sil odpychajacych.
Sily te o wiele silniej zaleza od rodzaju molekul niz sily przyciagajace i dla kazdej molekuly
trzeba w zasadzie mierzyc je oddzielnie. Dobre rezultaty otrzymuje sie jednak przy prostym
zalozeniu

I
FW81 "'. rlJ

Na ogól oddzialywania trzech czasteczek A, B i C nie mozna przedstawic w postaci sumy

oddzialywan A~, BC i AC. Mówimy, ze oddzialywania sa nieaddytywne. Przyczyna
oieaddytywnosci jest oczywista - czasteczka C moze modyfikowac rozklady ladunku czasteczek
A i B wplywajac w ten sposób na ich wzajemne oddzialywanie. Okazuje sie, ze oddzialywania
elektrostatyczne i dyspersyjne sa addytywne, a indukcyjne i odpychanie walencyjne - nie.
Ma to istotne znaczenie. gdy rozpatrujemy realne uk"tady zlo±one z wielu czasteczek.

3
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A wiec dll) ~ 3, d(2) = l, d(3) = 4, d(4) = l,
... , d(I, 501) = 3 1415926535897932384626433

83279 50288 41971 69399 37510 58209 74944
59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211
70679 82148 08651 32823 06647 09384 46095
50582 23172 53594 08188 48111 74502 84102
70193 85211 05559 64462 29489 54930 38196
44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867
83165 27120 19091 45648 56692 34603 48610
45432 66482 13393 60726 02491 41273 72458
7006606315 5881748815 209209628292540
91715 34436 78925 90360 01133 05305 48820
46652 13841 46951 94151 16094 33057 27036
57595 91953 09218 61173 81932 61179 31051
18548 07446 23799· 62749 56735 18857 52724
89122 79381 83011 94912

--
Rozwiazanie zadania M 278. Rozpa"lrzmy
dowolny skonczony zbiór odcinków

{A-;B";, ...• A.B.} i ustalmy prosta p
nierównolegIa do zadnego z tyeh odcinków.
Zauwazmy teraz. ze istnieje prosta qllp i taka,

ile suma AtBI v ...uA-;-B. = Z lezy
JCÓlej ~ r.ó/plaszczyzn domknietych

q I Z,.., q io 0. Latwo
t p E Z ,..,q jest koncem

A,B,. który nie nalezy
L odcinków AlB •..

Tak ••~ zllilw o podanych w zadaniu
wlasnokiacb nie lSmieje.

Magister Pirozynski opowiada ...

Jestem, drodzy Czytelnicy, niezwykle podniecony. Znów z powodu liczby n, tej gwiazdy polarnej
matematyki. Niedawno dotarly do mnie najnowsze wyniki studiów nad cyframi jej rozwiniecia
na ulamek dziesietny (Monte Zerger, The Magic ol n, Journ. Recr. Math., vol. 12(1). Zeby
rzecz ujac krótko (w nauce zwiezlosc i precyzja jest równie wazna jak tresc merytoryczna, bo

cóz z tego, ze ktos pisze o ciekawych rzeczach, kiedy od czasu do czasu gledzi na tematy zupelnie
nie zwiazane z glównym watkiem; to jakby na przyklad fryzjer golac klienta równoczesnie rozmyslal
o OTW; co prawda historia nauki zna jednego fryzjera, który nie potrafil sam sie ogolic i z tej
frustracji zostal filozofem, zreszta dosc znanym, choc jak widac fryzjerem nie byl nadzwyczajnym,
nie takim, zeby ludzie pchali sie do niego i gotowi byli dac mu 25 zl w kieszen, zeby tylko golic
sie u niego) wprowadze takie oznaczenia: d(n) = n-ta cyfra rozwiniecia; den, n+k) = ciag
k+ I cyfr, poczynajac od n-tej a konczac na (n+k)-tej.

I) Najprostsze, ale calkiem dokladne przyblizenia n to 22/7 i 355/113. Pierwszy z tych ulamków
stanowi najlepsze przyblizenie n liczbami dwucyfrowymi, drugi - trzycyfrowymi. Zastanawiajace,
ze dopiero "pieciocyfrowe" 52163/16604 = 3,141592 ... stanowi dokladniejsze przyblizenie.
I co powiecie? Siódma, dwudziesta druga i trzysta piecdziesiata piata cyfry rozwiniecia n sa
takie same i równe 2.52163 cyfra tez jest równa 2. Nie rozumiem, dlaczego 16604 cyfra nie
jest 2, tylko 1.

2) Przyblizenie n = 22/7 znane jest juz od czasów starozytnych i mozemy sie spodziewac
pewnych przyjemnych osobliwosci wokól 22 cyfry rozwiniecia. I oto rzeczywiscie widzimy mila
symetrie:

d(20, 24) = 46264.

Nie koniec na tym, 462 i 264 dziela sie przez 22, 462 to 22· 21, zas 264 jest równe 22· 12. Dal~;,
zauwazamy, ze d(22, 23) = 26 i ze 26 jest pierwsza powtarzajaca sie dwucyfrowa grupa cyfr
rozwiniecia (po raz pierwszy widzimy ja w d(7,8». Specjalna rola 26 uwidoczni sie tym
dobitniej, gdy spojrzymy na wiecej cyfr wokól dwudziestej drugiej:

79 32 38 46 26 43 38 32 79

Skrajne ,,79" jest 22 liczba pierwsza i jest równa sumie dzielników liczby dni w roku
(Czytelniku, ile?). Jezeli popatrzymy z kolei na to, co dzieje sie wokól 79 cyfry rozwiniecia,
to znów przetrzemy oczy ze zdumienia:

d(73,85) = 628 620 8 998 628,

co nie tylko daje na skraju trzy pierwsze cyfry rozwiniecia 2n = 6,283185 ... , ale i suma

998+628 daje 1618 -cztery pierwsze cyfry rozwiniecia "boskiej proporcji" (V5-1)/2.
Doprawdy, matematyka jest dlatego taka piekna, ze wszystko w niej wiaze sie scisle ze soba!!!!!
3) n sluzy do mierzenia kola. Pelne kolo to 360°, intuicja podpowiada nam, by natychmiast
zbadac otoczenie trzysta szescdziesiatej cyfry. Prosze, mamy d(359, 361) = 360.
4) Wiadomo, ze n = 3,14 i nie zaslugiwalbym na miano naukowca, gdybym nie sprawdzil
d(314). Znów podobnie jak przy 360 mamy: d(314, 316) = 315. Niesamowite, co?
5) Delta pomylila sie w numerze 7/1980 twierdzac, ze znane jest tylko 500000 cyfr liczby n.
Juz w 1974 roku Jean Guillod i Martine Bouyer z Commisariat a'I'Energie Atomique we Francji
opublikowali ich az milion. Obliczenia zajely maszynie 7600 Control Data 23 godziny l8 minut.
Milionowa cyfra po przecinku jest I, a cyfry od 710100 do 710106 sa trójkami. Jest to najdluzszy
powtarzajacy sie ciag tych samych cyfr wsród tego miliona. Znacznie wczesniej ukazuje sie szesc
dziewiatek (od 762 do 767 cyfry po przecinku).
6) Choc w ciagu 3, 31, 314, 3145, 31459, 3141592, ... jest prawdopodobnie nieskonczenie wiele liczb
pierwszych, na razie znamy tylko 4: 3, 31, 314159 i 31415926535897932384626433832795028841.
7) Pierwsze 9 cyfr n to 314159265 i mamy
1592 + 2122 = 2652 (pitagoras sie klania!).
Dzielac wzmiankowana w Biblii liczbe 666 (Objaw. sw. Jana, 13.18) przez srodkowe 212
otrzymujemy 3,1415 - niezle 'przyblizenie n. Suma dzielników 265 wynosi 59, te dwie cyfry
bezposrednio poprzedzaja 265, a 159 - to trzy pierwsze cyfry 1/2n.
8) Mam nadzieje, ze rok 1984 albo cale czterolecie 1984-7 zostanie przez ONZ ogloszony
rokiem liczby n. Mamy bowiem

d(1984, 1987) = 5813,

w czym natychmiast rozpoznajemy trzy kolejne liczby Fibonacciego. Ale to jeszcze nic takiego.
Obwód kola o srednicy 58,13 wynosi 365,24156 - co jest prawie równe dlugosci roku
zwrotnikowego (365,2422). A co powiecie na to, ze wysokosc piramidy Cheopsa wynosi 5813 cali?!
Co Egipcjanie chcieli przez to wyrazic? Tak, tak. Nauka jest jak ogromne morze, Im bardziej
pijesz, tym bardziej jestes spragniony (Stefan Zeromski). Zycze Wam, drodzy Czytelnicy Delty,
zeby i Wam chcialo sie tak pic jak mnie.

Wasz

mgr n-(!-zynski
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Cyrklem, linijka czy minikalkulatorem?

Jaka geometria jest "Iepsza"? Syntetyczna czy analityczna? Ta, której szczatków naucza sie
w I i II klasie liceum, czy ta, której naucza sie zwykle w klasie HI i nobilituje zadaniem na
maturze? Czy nalezy dowodzic twierdzen geometrycznych dedukujac je ze zgrabnie przyjetych
aksjomatów, majac w pogardzie metody analityczne, rachunkowe, czy tez wrecz przeciwnie,
po co sie meczyc rozumowaniem, skoro wszystko da sie obliczyc?

PA OA--- --
PB OB

A TERAZ WYJATKOWO OPORNE ZADANIE
Na jednej srednicy okraglego bilardu leza dwie kule. Nalezy tak uderzyc jedna z kul, zeby po

jednorazowym odbiciu od bandy trafila w druga kule, ale nie biegnac po jednej srednicy.
Zadanie sprowadza sie, przy danych punktach A i B, do skonstruowania na okregu takiego
punktu P, by dwusieczna kata -l: APB przechodzila przez srodek danego okregu. Oczywiscie
punkt P nalezy skonstruowac, poslugujac sie cyrklem i linijka. Stosujac znane twierdzenie
o dwusiecznej kata wewnetrznego w trójkacie otrzymamy, ze punkt P powinien spelniac warunek:

ROZWIAZMY JESZCZE JEDNO ZADANIE

CO BEDZIEMY TEORETYZOWAC, ROZWIAZMY JAKIES ZADANIE
Znalezc zbiór punktów plaszczyzny, takich, których suma kwadratów odleglosci od dwóch danych

punktów A i B równa jest danej liczbie ex,
Niech punkty A, B, X beda wierzcholkami dowolnego trójkata, punkt C bedzie srodkiem
odcinka AB, a D ~podkiem wysokosci poprowadzonej z punktu X. Mamy wtedy:

XA2 = XD2+(AC+CD)2

XB2 = XD2+(AC-CD)2.

Po ramionach kata prostego slizgaja sie konce A i B przeciwprostokatnej trójkata prostokatnego
!1ABC.. Po jakim torze porusza sie wierzcholek C tego trójkata?

Obierzmy taki uklad wspólrzednych, zeby ramiona kata byly pólosiami dodatnimi tego ukladu.

Niech AC = p, BC = exi B = (t, O), wtedy A = (O, Yex2+p2_t2).
Wspólrzedne poszukiwanego punktu C = (x, y) beda spelnialy warunki:
10x,y~0

za (C-B)2 = oc2

3° [C-A)' [C-B} ~ O, czyli
1° x,y ~O

za (X-t)2+ y2 = oc2'

3° x(x-t)+(y_yex2+p2+t2)y = O.

Wystarczy teraz z równan za i.3° wyeliminowac parametr t. Brrr. .. chyba zaczyna sie tu zanosic
na dosc upiorne rachunki, a nie jest to specjalnie zachwycajace zajecie (nawet przy uzyciu
jakiejs maszynki do liczenia). Byc moze, ze mozna to lepiej obliczyc. A moze mozna zabrac
sie za to zadanie zupelnie inaczej? Przyjrzyjmy sie jeszcze raz rysunkowi. Na czworokacie ADBC

mozna opisac okrag. Wobec tego -1:ADC = -l: ABC. Ale kat -l: ABC jest staly, bo jest to przeciez
kat slizgajacego sie trójkata. W takim razie kat -l: ADC tez jest staly: Punkt C porusza sie wiec
po prostej.
Latwo .. Szybko. Elegancko.

Stad, po dodaniu stronami:
XA2+XB2 = 2(XD2+CD2)+2AC2, a stad XA2+XB2 = 2XC2+2AC2. Skoro XA2+XB2

ma byc stale, a AC2 jest stale, bo AB jest stale, wiec stale jest równiez CX. Wynika stad, ze
8 poszukiwane przez nas punkty leza na ogól na okregu o srodku w punkcie C (dlaczego na ogól?)

No dobrze, a gdyby tak zadanie utrudnic i szukac zbioru punktów, których suma kwadratów
odleglosci od trzech danych punktów jest stala? A moze od czterech, pieciu, od n punktów?
Gdyby sie uprzec, to pewnie powyzsza metoda daloby sie je rozwiazac. Tylko po co sie upierac?
Po prostu obliczmy. Niech A" H" An beda danymi punktami. Szukamy takich punktów X, by
(X-A1)2+ H' +(X-An)2 = oc (ex> O).

Po nieskomplikowanych rachunkach otrzymujemy:

nX2-2X' (A'+'H +An) = ex-(At+ H' +A~) i dalej (x- ~(Al+ ... + An))' = p, gdziepjest
pewna stala. Wobec tego, dla p > O, poszukiwanym zbiorem jest okrag o sro,dku w punkcie
I

---(Al + ,H +An).
n

Latwo. Szybko. Elegancko.

x

C D

D

,A
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Czy maszyna
moze zbudowa~

druga taka sama?

Dr Stefan
WOJCIECHOWSKI

-
Ronoiazanic: zalbnia M 279. Droga
prc>JDJeDiapo odbiciu od prostej II
przeksttaJrooa prllCZsymerrie wzgledem lej
prostej daje pmsroIioiowc ,przcdluZenie drogi
promieoia przed odbiciem. SlOSDjac
wielokrotnie teD fakl dojdziemy do rysunku
z IklÓrcgOwidac. ze po IllO-IaulDyIn
odbiciu promicJi wyjdzie spomiedzy
prosrych po lorze mwDOleglym do drogi.
klóra '"'SZCd
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Wobec tego punkt P lezy na okregu Apoloniusza Wyroaczonym przez punkty A i B oraz stala
OA

ex = --o Taki okrag mozna latwo skonstruowac przy uzyciu cyrkla i linijki. Gdziez wiec ta
OB

wyjatkowa opornosc zadania?

Zadanie zaczyna sie robic oporne, gdy zrezygnujemy z zalozenia, ze punkty A i B leza na jednej
srednicy danego okregu.
Spróbujmy obliczyc. Poszukiwany punkt P lezy na okregu o równaniu x2 +r = «z i spelnia
warunek: -1: APO == -1: OPB. Otrzymujemy wiec uklad równan:

x2+r = «z

COS-1:(PA,PO) = COS-1:(PO,PB),

który w tym momencie nie wyglada jeszcze groznie, ale po podstawieniu wspólrzednych ...

x2+r=«l[z

(alx+a2Y-«Z)y (x-b.)Z+ (y-bz)Z = (b.x+bzY-«Z)y (x-a.)Z+ (y-az)z.

N ie dosc, ze nie bardzo wiadomo, jak sie za ten uklad równan zabrac, to w dodatku trudno
ocenic, czy punkty, które sa jego rozwiazaniem, sa konstruowalne przy uzyciu cyrkla i linijki.
Zadanie to równie skutecznie opieralo sie licznym próbom rozwiazania metodami geometrycznymi.

Jak dotad, nie zostala znaleziona, o ile nam wiadomo, metoda konstrukcji punktu P srodkami
elementarnymi. Byc moze wina to lenistwa rozwiamjacycb uklad równan, nieudolnosci
poszukiwan konstrukcji, a byc moze taka konstrukcja nie istnieje, czyli ...

ANI CYRKLEM, ANI LINI.JKA. ANI MINIKALKULATOREM
A tak na marginesie, wracajac do wspomnianego okregu Apoloninsza. kto dzis pamieta ladny,
geometryczny, nieanalityczny dowód, ze zbiorem punktów, których stosunek odleglosci od dwóch
danych punktów jest staly i rózny od l, jest okrag?

dr Jerzy BEDNARCZUK

Wspólczesna biologia molekularna tak dalece wniknela w mechanizmy rzadzace zapisem
i odtwarzaniem informacji genetycznej, ze pozwala to zastanawiac sie nad problemem powstania
i rozwoju zycia. Najistotniejsza cecha zywych orpnizmów jest ich zdolnosc do reprodukcji
oraz zmiennoSC. Totez przez "zywy organizm" bedziemy tu rozuaoiec obiekt, który ma dwie cechy:
a) zdolnosc samoreprodukcji czyli inaczej mówiac zdolnosc produkcji swoich kopii,
b) zmiennosc - czyli mozliwosc zmiany pewnych swoich cech strukturalnych (tzn. budowy)
i funkcjonalnych z jednoczesnym zachowaniem zdolnosci do samoreprodukcji.
Zeby zrozumiec powstanie zycia, biochemicy usiluja odtworzyc proces ewolucji ukladów zlozonych
-makromolekul, które we wlasciwym srodowisku chemicznym nabraly zdolnosci samoodtwarzania.
Ten sam problem mozna jednakze postawic inaczej. Zycie i proces jego ewolucji jest funkcjonalna
cecha zlozonych ukladów bialkowonukleotydowych. Wobec tego mozna zapytac, które cechy
zycia sa niezalezne od nosnika materialnego,jakim sa zwiazki organiczne? Pierwsze kroki w tym

kierunku poczynil juz w 1949 roku (a wiec zanim Watson i Crick rozszyfrowali zagadke budowy
DNA) John von Neumann - genialny matematyk, lwón:a pierwszych maszyn cyfrowych.
Jego rozwazania byly niejako ubocznym produktem badan dotyczacych ogólnej teorii budowy
automatów.

Na ogól sie uwaza, ze kazdy obiekt wykonany przez antomatjest mniej zlozony niz on sam.
Przekonanie to wynika z faktu, ze automat zawier.l pelny opis twoIZOnego obiektu, a prócz tego

ma urzadzenia wykonawcze. Poniewaz rozuaniemy, ze zlozonosc opisu jest równa zlozonosci
obiektu, to naturalnie zlozonosc automatu jest wieksza od zlozonosci obiektu o dodatkowa
zlozonosc urzadzen wykonawczych. Czyli efektem dzialalnosci automatów moga byc jedynie
automaty prostsze, a co za tym idzie samoreprodukcjajest w swiecie automatów niemozliwa.
Taki wniosek ucieszylby moze teologów, ale stoi w sprzecznosci z najbardziej oczywistymi
zjawiskami zachodzacymi w naturze. Pojecie automatu jest na tyle ogólne, ze zawiera w sobie
równiez organizmy zywe. A te potrafia sie rozmnazac!' Malo tego, w trakcie ewolucji biologicznej
z gatunków prymitywniejszych powstaja gatunki coraz bardziej zlozone. Czyli stopien zlozonosci
w trakcie ewolucji rosnie.
Mamy wiec wyrazny konflikt sugestywnych argumentów z oczywistoscia swiata zewnetrznego.

Zródlem nieporozumienia jest brak precyzyjnej definicji pojecia zlozonosci obiektu. Zeby wykazac
mozliwosc samoreprodukcji ograniczymy sie do klasy antomatów skonczonych zbudowanych
z elementów standardowych. Liczba elementów standardowych moze byc niewielka. Istotne jest
tylko to, zeby te elementy zapewnialy mozliwosc wbudowania do automatu dowolnych funkcji
logicznych oraz umozliwialy pewne dzialania mechaniczne. To znaczy powinno byc mozliwe
produkowanie automatów przez inne automaty.
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"Rzeczpospolita ;;0 postaw CZERwONEGO

sukna, za które ciagna Szwedzi,

C/Unielnicki, Hiperborejczykowie,

Tatarzy, elektor, i kto zyw naokolo.

A my z ksieciem wojewoda wilenskim

powieazielismy sobie, ze z TEGO sukna

musi sie i nam tyle zostac w reku,

aby na plaszcz wystarczylo; dlatego

nie tylko nie przeszkadzamy ciagnac,

ale i sami oiagniemy."

- jaK widac nawet K"iaze Boguslaw
Radziwill obiecywal zachowac

socjalistyczny charakter

Rzeczpospoli tej.

Shakespeare _ o skupie

Ktos nie je,
zeby jesc mógl ktos.

PR.L'! 2N~C2NE 1 Po~\JYtCE CEN

I JA P.,E DE WART

2NAClNIE WIE.CEJ

PRZYPADKOWACZYTELNICZKA skarzy sie

na braK pasty do zeo6w.
- A wlasciwie, to po co Ci zeby,

mila Czytelniczko?

REFORMABEZ TAJEMNIC

Alez tak, Czytelniku! Oczywiscie

Kazdy powinien zarobic na innych.

Wtedy problem samoreprodukcji mozna sformulowac nastepujaco: czy istnieje automat,
zbudowany z ustalonych wyzej elementów standardowych, który, umieszczony w magazynie
takich elementów, bylby w stanie skladac z nich nowe automaty identyczne z nim samym?

Kazdy automat skonczony x mozna opisac za pomoca ograniczonej liczby slów: w jezyku np.
polskim lub angielskim, za pomoca alfabetu Morse'a czy tez skonczonego ciagu elementów
standardowych. Opis <P(x) automatu x przy uzyciu elementów standardowych wcale nie musi
byc identyczny z jego gotowa postacia. Mozna go sobie wyobrazac jako liniowy lancuch
zbudowany tylko z dwu rodzajów elementów. Wazne, zeby istnial automat konsirukcyjny A,
który sczytujac liniowo taki opis dobiera wlasciwe czesci z magazynu i kompletuje odpowiedni
automat. Opis staje sie w ten sposób instrukcja budowy automatu. Nie ma zasadniczych trudnosci

w opisaniu automatu A, który dokonywalby takiej czynnosci. Zakladamy wiec, ze istnieje:

(I) uniwersalny konstruktor A - który zgodnie z instrukcja <P(x) sklada z elementów
standardowych automat x. Zwrócmy uwage, ze konstruktor A moze wyprodukowac automat
wiekszy i bardziej zlozony niz on sam, o ile tylko otrzyma wlasciwy opis.

(2) reproduktor B - automat, który wyposazony w instrukcje <P(x) sklada z elementów
standardowych kopie <P(x). Reproduktor moze wiec równiez zbudowac obiekt wiekszy i bardziej
zlozony niz on sam.

(3) kontroler C - automat kontrolny, który dokonuje nastepujacych czynnosci:

a) wlacza konstruktora A, zeby zbudowal automat x na podstawie posiadanego opisu <P(x),

b) wlacza reproduktora B, zeby zreprodukowal opis <P(x),
c) wyposaza automat x w jego wlasny opis <P(x),

d) oddziela agregat x+<P(x) od zespolu A+B+C.

Zespól D = A+B+C z konstruktorem A wyposazonym w opis <P(D) oddziela D+<P(D), a zatem
ma juz zdolnosc samoreprodukcji.

Cale rozumowanie jest logicznie poprawne i zarazem pieknie wyjasnia, jak nalezy wybrnac
z blednego kola tkwiacego w odpowiedzi na pytanie, co powstalo najpierW - kura czy jajko?

Jesli teraz instrukcje <P(D) "przedluzymy", o dowolny nowy odcinek opisujacy na przyklad
automat F, to wtedy agregat D zaopatrzony w <P(D+F) wyprodukuje zespól automatów D+F

wyposazony w f/J(D + F). Nowy zespól D + F tez wiec ma zdolnosc reprodukcji i zadne zmiany
czesci F jej nie naruszaja. Natomiast dopuszczalne zmiany automatu D sa niezwykle ograniczone,

gdyz zniszczenie którejkolwiek z funkcji a, b lub c uniemozliwia reprodukcje. Podobna sytuacje
mamy w swiecie zywych organizmów. Mutacje moga byc letalne lub wplywac tylko na zmiany

pewnych cech osobnicz)'ch. Te drugie odpowiadaja zmianom w instrukcji <P(F). Mutacje letalne
naruszaja funkcje czesci D i uniemozliwiaja dzialanie lub tez reprodukcje osobnika. Czesc F

zapewnia wiec konieczna do ewolucji zmiennosc i dzieki temu zespól D + F spelnia definicje
obiektu zywego. Analogia do organizmów jednokomórkowych jest bliska. Instrukcja <P(D) to po
prostu informacja genetyczna zapisana w DNA. Reproduktor B jest tu mechanizmem
biochemicznym dokonujacym replikacji spirali DNA, a reszta komorki (poza DNA) spelnia role
konstruktora A. Jedynie regulator C nie ma bezposrednio materialnego odpowiednika, gdyz za
regulacje odpowiedzialny jest caly zespól czynników fizyczno-chemicznych w komórce.

A teraz, wiedzac na czym polega zdolnosc do samoreprodukcji, prosze puscic wodze wlasnej
wyobrazni.

W bardzo duzym magazynie standardowych elementów mamy pojedynczy reproduktor D.
Dopuszczamy mozliwosc przypadkowego dolaczania nowych elementów do instrukcji <P(D)

lub tez jej blednego kopiowania. Co sie stanie? Poczatkowo reproduktor D bedzie sie powielal
i powstanie jednorodna populacja. Nieletalne przeklamania w reprodukcji wzbogaca populacje
w nowe typy osobników. Rozpocznie sie konkurencja w zdobywaniu elementów do reprodukcji.
Oprócz wolnych czesci w magazynie istnieja elementy wbudowane w osobnikach,
a w mozliwosciach automatów tkwi równiez ich demontaz. To zródlo elementów tez bedzie
wykorzystywane. Automaty nabiora wielu cech, które je zabezpiecza przed rozmontowaniem
lub tez rozwina umiejetnosci rozmontowywania innych. Nagi (najprostszy) reproduktor
juz nie bedzie mógl istniec, gdyz zostalby zdekompletowany. Pozostana tylko najefektywniejsze,
ze wzgledu na szybkosc reprodukcji, osobniki.

Chcielibysmy precyzyjnie udowodnic, ze taka ewolucja jest konieczna i w jej trakcie stopien

zlozonosci musi rosnac. Ale na razie nie wiemy jeszcze, jak pojecie zlozonosci poprawnie
zdefiniowac. Zrozumielismy jedynie istnienie pewnej krytycznej wartosci - nazwijmy ja
zlozonoscia minimalna obiektu (na przyklad obiektu D), który potrafi sie reprodukowac.
Automaty o zlozonosci mniejszej od krytycznej sa w stanie produkowac tylko obiekty prostsze.
Po przekroczeniu wartosci krytycznej mozliwe jest produkowanie przez automat prostszy
obiektów bardziej zlozonych: np. automat D wyposazony w opis <P(D+F) produkuje kompleks
D+F+<P(D+F).
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