
SPIS TRESCI
NUMERU 11 (107)

Atomowe wzorce czestotliwosci,

zegary atomowe i atomowa
skala czasu
dr Karo! Radecki

Zdjecie swiatla w locie
mgr Tomasz Kotowski

Zadania

Malowanie atomami

dr Andrzej Rad!inski

Nim zaswieci gwiazda

dr Micha! Rózyczka

Patrz w niebo

Zadania, których nie umiemy
rozwiazac

Klub 44

str.

str.

5

str.

7

str.

8

str. 12

str. 15

str. 15

str. 16

"Delta"
matematyczno-f izyczno-ast ronom iczny
miesiecznik popularny
Polskiego Towarzystwa

Matematycznego, Polskiego
Towarzystwa Fizycznego i Polskiego
Towarzystwa Astronomicznego
wydawany przy poparciu
Ministerstwa Oswiaty i Wychowania

Komitet Redakcyjny:

dr Bogdan Cichocki

dr hab. Jan A. Gaj

doc. dr Boleslaw Gleic:,gewicht
pror. dr Kazimierz Goebel

doc. dr Tomasz Hofmokl

doc. dr Boleslaw Iwaszkiewicz
doc. dr Tadeusz Iwinski

doc. dr Tadeusz Jarzebowski
prof. dr Leon Jesm'anowicz

prof. dr Marek Kuczma

mgr Andrzej Makowski
prof. dr Bogdan Paczynski

dr Zbigniew Plochocki
doc. dr Slawomir Rucinski

prof. dr Konrad Rudnicki

doc. dr Jerzy Sawicki

prof. dr Zbigniew Semadeni

prof. dr Grzegorz Sitarski

doc. dr Kazimierz Stepien

prof. dr Mieczyslaw Subotowicz

doc. dr Andrzej Szymacha
doc. dr Stefan' Turnau

doc. dr Aniela \Volska

doc. dr Andrzej Woszczyk

prof. dr Wojciech Zakowski

przewodniczacy

Redaguje kolegium w skladzie:

mgr inz. KrzysLtof Biesaga - red. lech. gf"f.
mgr Tomasz Chlehowski

mgr Maciej Jedrzejczak

mgr Kryslyn~ Kordos - sekr. red.
dr Marek Kordos - red. nacz.

dr Tomasz Kwast - z-ca red. nacz.

dr inz. arch. Jacek Mazur - ilustracje
dr Michal Szu rek

doc. dr Michal Swiecki ~ z-ca red. nac·!.

Adres Redakcji
ul. Koszykowa 6a
00-564 Warszawa

Krajowe Wydawnictwo Czasopism

RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch"

ul. Noakowskiego 14

00-666 Warszawa

Naklad 50000 egz. Objetosc 2 ark. wyd;

2,50 ark. druk;

papier offsetowy V kI. 70 g.

Wydrukowano w drukarni

im. Rewolucji Pazdziernikowej

Warszawa, ul. Minska 65.

Nr zam. 2700/82 Z-86

W nastepnym numerze:

Analiza wymiarowa

WARUNKI PRENUMERATY

Cena prenumeraty rocznej zl 240,- cena prenumeraty pólrocznej zl 120,
Termin przyjmowania prenumeraty na kraj i za granice:
- do dnia 25 listopada na I kwartal, I pólrocze oraz caly rok 1983,
- do dnia 10 miesiaca poprzedzajacego okres prenumeraty roku 1983.
I. dla osób prawnych - instytucji i zakladów pracy:
- instytucje i zaklady pracy zlokalizowane w miastach wojewódzkich i pozostalych miastach,

w których znajduja sie siedziby oddzialów RSW "Prasa-Ksiai.ka-Ruch", zamawiaja prenumerate
w tych oddzialach,

- instytucje i zaklady pracy zlokalizowane w miejscowosciach, gdzie nie ma oddzialów RSW
"Prasa-Ksiazka-Ruch" i na terenach wiejskich oplacaja prenumerate w urzedach pocztowych
i u doreczyciel i.

2. dla osób fizycznych - indywidualnych:
- osoby fizyczne zamieszkale na wsi i w miejscowosciach, gdzie nie ma oddzialów RSW

••Prasa·Ksiazka-Ruch", oplacaja prenumerate w urzedach pocztowych i u doreczycieli,
- osoby fizyczne zamieszkale w miastach - siedzibach oddzialów RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch"

oplacaja prenumerate w urzedach pocztowych przy uzyciu "blankietu wplaty" na rachunek
bankowy: Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw w Warszawie, ul. Towarowa 28, nr konta
NBP XV Oddzial w W-wie Nr 1153-201045-139-11.

3. Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice przyjmuje RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch", Centrala
Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto NBP XV Oddzial
w W-wie Nr 1153·201045-139-11. Prenumerata ze zleceniem wysylki za granice poczta zwykla jest
drozsza od prenumeraty krajowej o 50% dla zleceniodawców indywidualnych i O 100% dla
zlecajacych instytucji i zakladów pracy.

Sprzedaz numerów biezacych i uprzednich

Instytucje panstwowe i spoleczne, zaklady pracy, szkoly i czytelnicy indywidualni moga nabywac
"DELTE":
~ w Ksiegarni Osrodka Wydawnictw Naukowych PAN, Warszawa - Palac Kultury,
- w Glównej Ksiegarni Naukow~j, Warszawa - ul. Krakowskie Przedmiescie 7,'
- w Ksiegarni Ossolineum, Wroclaw - Rynek 8,
- w Ksiegarni Naukowej, Kraków - Podwale 6,

Orders for this period!cal from abroad can be placed with ••Ars Polona" Krakowsk!1;
Przedmiescie 7, 00-068 Warszawa, Poland or with
- Kubon & Sagner, Inhaber Otto Sagner, D8 Munchen 34, Post fach 68, Bundesrepublik
Deutschland,
- Earlcourt Publications Ltd., 130 Shepard Bush Centre, London WI2, Great Britain,
- Licosa Commisionaria Sansoni, Via Lamarmora 45, 50 121 Firenze, Italia.

Cena I egzemplarza zl 20,- nr indeksu 35723/35550



Atomowe wzorce czestotliwosci,
zegary atomowe i atomowa skala czasu

Dr Karol RADECKI

to

cz~stotliwosc
Rys. I. Linia rezonansu atomowego.

h/o = E.-Ep,

gdzie h jest stala Plancka. Dla odosobnionego atomu energie Ep i E., a wiec i czestotliwosc lo
mozna uwazac za stale, poniewaz dotychczas nie stwierdzono ek'sperymentalnie ich zmiennosci,
a w szczególnosci zjawiska starzenia sie atomu. Wykorzystywana we wzorcach czestotliwosc
rózni sie nieco od czestotliwosci lo na skutek wplywu zewnetrznych pól magnetycznych
i elektrycznych oraz innych czynników.
Nalezy zwrócic uwage, ze zdolnosc emisji lub absorpcji w rzeczywistosci dotyczy pewnego pasma
czestotliwosci LJ.j, i w zwiazku z tym mówi si~ o szerokosci linii rezonansu atomowego (rys. I).

Do celów wzorcowych sa wykorzystywane linie o mozliwie malej wzglednej szerokosci tJ/,I
która zalezy glównie od wlasnosci atomów i konstrukcji wzorca. W szczególnosci, szerokosc linii

jest tym wieksza, im wiekszy jest czas oddzialywania pola mikrofalo~ego na atom.
W atomowych wzorcach wykorzystuje sie przejscia agnetyczne miedzy poziomami

energetycznymi w nadsubtelnej strukturze stanu po stawowego 2S'/2 atomó~ Struktura taka
powstaje w wyniku odd:d lywania wlasnych momen ów pedu (spinów) jadra elektronu
walencyjnego atomu. Róz, ica energii miedzy tymi p ziomami odpowiada c estotliwosci lo,
która lezy w zakresie mikr al. !
Poziomy struktury nadsubte ej sa opisane przez lic by kwantowe F = l f 1/2 i F = 1- 1/2,
gdzie l jest liczba kwantowa s inu jadra. W obecno ci stalego zewnetrznego pola magnetycznego

po~my struktury nadsubtelne ulegaja rozszczePie!. u na 2F + 1 poziorriów (rys. 2). Do celów /

wzorc~ch sa wykorzystywane rzejscia iedzy p ziomam o liczbi kwantowej mF = O. /

Czestoth~osc dla tego przejscia j t najmn~j zalezn od na/tlzenia pX magnetycznego i wvt1'osi:

I 10+ . H5.

otliwo ci lo d a atorpów wqdoru, r

PODSTAWY FIZYCZNE DZIALANIA ATOMOWYCH WZORCÓW czrstoTLIWOSCI

Atomowe wzorce czestotliwosci naleza do najwyzszej klasy wzorców. Posiadaja one doskonala
odtwarzalnosc i stabilnosc czestotliwosci. Przy ich budowie wykorzystuje sie zdolnosc emisji lub
absorpcji przez atomy promieniowania elektromagnetycznego, o znanej z duza dokladnoscia
czestotliwosci. Najczesciej stosowanymi sa atomy wodoru, cezu i rubidu. Emitowana lub

absorbowana czestotliwosc lo jest zwiazana z róznica energii miedzy poziomami energetycznymi

p i q atomu nastepujaca r~lacja:

W praktyce, dla obserwacji przejscia energetycznego stosuje sie bardzo slabe zewnetrzne pole Ho.

W celu uzyskania duzego natezenia linii rezonansowej jest konieczne zachwianie naturalnej
populacji obsadzen poziomów, miedzy którymi zachodzi przejscie energetyczne.
Jak wiadomo, w stanie równowagi cieplnej stosunek liczby atomów znajdujacych sie w górnym
stanie energii E2 do liczby atomów znajdujacych sie w dolnym stanie energii El, okresla wzór

F=I,

mF
+1O 1=12

F'O~

'H

-1

O
2,
12, J=l.

2

F=2~

87Rb

, 5 F=1

F=3

Rys. 2. Rozszczepienie poziomów struktury

nadsubtelnej stanu 25J/2 atomów
wodoru. rubidu i cezu w polu
magnetycznym. gdzie k jest stala Boltzmanna.
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Przy slosowanych we wzorcach atomowych temperaturach T, dla wszystkich wykorzystywanych
przejsc, E2 - E, ~ k T, co oznacza, ze wzgledna róznica populacji obsadzen jest bardzo mala.
Stan inwersji obsadzen uzyskuje sie badz droga przestrzennej separacji atomów znajdujacych sie
w rozwazanych stanach energetycznych, badz w procesie oplycznego pompowania. Przestrzenna
separacja atomów jest najstarsza metoda wytwarzania stanu inwersji obsadzen i dotyczy wiazek
atomów lub molekul (substancji gazowej) posiadajacych rózny od zera dipolowy moment
elektryczny lub magnetyczny.
W przypadku atomów wodoru, rubidu i cezu, które sa obdarzone dipolowym momentem
magnelycznym, przestrzennej separacji pozadanych atomów mozna dokonac przepuszczajac
strumien tych atomów przez silne niejednorodne pole magnetyczne.
Na atomy dziala wówczas sila o skladowych

której wartosc i kierunek zalezy od gradientu pola magnetycznego oraz przestrzennej orientacji
momentu magnetycznego /l atomu. Poniewaz przejsciu (patrz rys. 2) towarzyszy taka zmiana
orientacji w przestrzeni wektora /l, ze kierunek dzialania sily zmienia sie na przeciwny, zalem
mozliwa jest przestrzenna separacja pozadanych atomów w wiazce. W praktyce, wysoka
sprawnosc separacji uzyskuje sie przy przepuszczeniu wiazki atomowej miedzy nadbiegunnikami
wielobiegunowego magnesu w polu o gradiencie wiekszym niz 3000 Afcm2.
W procesie optycznego pompowania róznica populacji obsadzen poziomów powstaje w wyniku
dzialania na zbiorowisko atomów promieniowania optycznego, pochodzacego z zewnetrznego
zródla swiatla. Rys. 3 ilustruje zjawiska wystepujace przy optycznym pompowaniu. Pokazano tu
uproszczony schemat poziomów energetycznych atomu rubidu 87Rb. Zewnetrzne
promieniowanie optyczne (o dlugosci fali A = 780 nm) powoduje przejscie ze stanu podstawowego

2SI/2 F = l do stanu wzbudzonego 2P3/2. Poniewaz atomy rubidu w wyniku emisji .
spontanicznej wracaja do obu stanów podstawowych 2S,/2 F = l i F = 2 z jednakowym
prawdopodobienstwem, istnieje tendencja do zwiekszania populacji stanu 2SI/2 F = 2.

Optyczne pompowanie charakteryzuje sie duza efektywnoscia pod warunkiem odpowiednieg~
doboru wlasciwosci swiatla pompujacego, tj. polaryzacji, natezenia, rozkladu widmowego.

BUDOWA ATOMOWYCH WZORCÓW CZESTOTLIWOSCI

i = l, 2, 3,Fi = /l' grad Hi,

F=2

6831. MHz--vvv

SP3,

F=1

Rys. 3. Il~stracja pompowania optycznego.

--

Najszersze zastosowanie w badaniach naukowych i technice znajduja trzy typy wzorców:
l) wzorce z wiazka atomowa cezu,
2) masery wodorowe,
3) wzorce z pompowaniem optycznym w parach rubidu.
Wzorce z wiazka cezowa oraz z pompowaniem optycznym w parach rubidu naleza do grupy
wzorców typu biernego. We wzorcach tych pozadane przejscie energetyczne jest wymuszane przez

zewnetrzne pole mikrofalowe o czestotliwosci odpowiedniej dla danego przejscia. Natomiast
maser wodorowy jest tzw. wzorcem czynnym, w którym energia danego przejscia stanowi

uzytkowy sygnal o ~zestotliwosci wzorcowej.

Wzorzec z wiazka atomowa cezu

Na rys. 4 pokazano schemat funkcjonalny wzorca atomowego z wiazka cezu. W naczyniu
prózniowym jest umieszczone zródlo wiazki atomowej. W wyniku przestrzennej separacji
atomów w niejednorodnym polu wielobiegunowego magnesu A, do rezonatora mikrofalowego
wchodza atomy znajdujace sie np. w nizszym stanie energii. W rezonatorze pod wplywem pola
mikrofalowego (o czestotliwosci f = 9,2 GHz) czesc atomów przechodzi do stanu
wzbudzonego (stosowana jest równiez inna geometria wiazki atomowej niz pokazana na rys. 4,
która pozwala na wykorzystanie obu zjawisk emisji i absorpcji mikrofal przez atomy).

w

wzorcowej

.
9,1926Hz

cZf{stotl iwosc

Krzywa rezonansu
atomowego

9,192GHz

Ekran

Naczyoje prózniowe

Uklady syntezy
i kontroli
cZf{stotliwosci

Rys. 4. Schemat funkcjonalny atomowego

cezow,go wzorca czestotliwosci.

Pole
w. cz.

n
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Er~

Rozwiazanie zadania M 313

Calkowitymi pierwiastkami równania p(x) =
= Qo+alx+ P' +akxk = O o calkowitych,
wspólczynnikach moga byc tylko dzielniki
00 - w naszym przypadku "tylko" ± l, ± 2,
±3, ±4, ±5, ±6, ±8, ±9, ±IO, ±12,
±15, ±18, ±20, ±24, ±30, ±36, ±40,
± 45, ± 60, ± 72, ± 90, ± 120, ± 180, ± 360 :
48 mozliwosci! Mozemy sobie jednak

zaoszczedzic rachunków, zauwazajac. ze
jezeli Xo jest calkowitym pierwiastkiem
równania p(x) = O, a m - dowolna liczba

calkowita, to p(m) = p(m) - p(xo) = 00+
+ 0'0 +Okmk-00- 0.0 -akx~ =
= o,(m-xo)+ -o. +o.(m-xo)·
'(mk-I +mk-2xo+ ... +X~-I) dzieli sie
przez m-xo.
Wezmiemy m = 1 i m = - 1.

Mamy: 1'-13'12-6'1-360 = -378,
a wiec kazdy calkowity pierwiastek Xo

naszego równania musi spelniac warunek
(xo - l) 378 = 2· 27 . 7 - warunek ten

spelniaja tylko liczby 2,3,4,8, lO, 15, -I,

- 2, - 5, - 6, - 8, - 20. Z kolei podstawiajac
ni = - l otrzymamy (xo + l) I 368 = 16·23
co ogranicza zbiór mozliwych pierwiastków
do {J, 15, - 5}.

Teraz juz latwo sprawdzic, ze jedynym
pierwiastkiem calkowitym jest 15 - przy
zwyklym sprawdzaniu doszlibysmy do niego

prawdopodobnie nie wczesniej niz za
dziesiata próba.
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buforowy
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Rys. 6. Schemat funkcjonalny wzorca rubidowego.

Jednoczesnie natezenie swiatla przenikajacego przez komórke maleje. Zmiany natezenia swiatla
przechodzacego przez komórke absorpcyjna sa rejestrowane w detektorze. Wplyw pola
mikrofalowego ma charakter rezonansowy i jest najwiekszy, gdy jego czestotliwosc jest równa
czestotliwosci rezonansu atomowego (okolo 6,834 GHz). Typowa szerokosc linii rezonansowej
wynosi 150 Hz.

Wzorzec czestotliwosci z optycznym pompowaniem w parach rubidu

W obszarze pobudzania zastosowano stale pole magnetyczne C, w celu rozszczepienia poziomów
energetycznych w atomach tak, aby móc wywolac pozadane przejscia. Magnes B, taki sam jak
magnes A, wydziela atomy pobudzone i kieruje je do detektora. Rejestrowane natezenie wiazki
jest proporcjonalne do prawdopodobienstwa wymuszenia przez pole mikrofalowe przejscia
energetycznego. Przebieg tego prawdopodobienstwa jako funkcji czestotliwosci jest krzywa
rezonansu atomowego. Jej szerokosc w budowanych wspólczesnie wzorcach zawiera sie w
granicach od 30 do 1300 Hz. 'J

W sklad urzadzenia wzorca wchodzi ponadto wysokostabilny generator kwarcowy oraz uklad
syntezy czestotliwosci, w którym sygnal z generatora jest przetwarzany na sygnal mikrofalowy.
Sygnal z wyjscia lampy cezow.ej sluzy do automatycznej korekcji czestotliwosci generatora
kwarcowego w ten sposób, aby czestotliwosc pola mikrofalowego byla równa czestotliwosci
srodkowej linii rezonansu atomowego. W ten sposób czestotliwosc generatora kwarcowego jest
okreslona glównie przez parametry lampy cezowej i jest czestotliwoscia wzorcowa.

Maser wodorowy

W maserze wodorowym (rys. 5) zachodza przejscia miedzy poziomami F = l, mF = O i F = O,

mF = O. Szesciobiegunowy magnes separuje atomy znajdujace sie w tych dwóch stanach tak, ze
do rezonatora mikrofalowego wchodzi wiazka zawierajaca atomy wodoru w stanie F = l,
n/F = O (oraz atomy w stanie F = l, n/F = 1).

Kiedy rezonator mikrofalowy jest dostrojony do czestotliwQsci przejscia, oraz natezenie wiazki
wchodzacej do rezonatora jest odpowiednio duze, to powstaja w rezonatorze samopodtrzymujace
sie drgania. Wchodzace do rezonatora atomy zmieniaja swój stan i emituja energie. Przy
natezeniu wiazki > 1012 atomówjs moc wyjsciowa jest rzedu 1O-13_1O-12W. Podobnie jak we

wzorcu cezowym, rezonator mikrofalowy jest starannie el).ranowany od zewnetrznych pól
zaklócajacych. Przez zastosowanie kwarcowego naczynia wylozonego wewnatrz cienka
warstewka teflonu wydluzono czas oddzialywania atomów z polem mikrofalowym do 0;3 s.
Dzieki temu mozna otrzymac waska linie rezonansowa o szerokosci 1 Hz.

Schemat funkcjonalny wzorca pokazano na rys. 6. Promieniowanie optyczne z rubidowej lampy
spektralnej z rubidem 87Rb przechodzi przez filtr zawierajacy pary rubidu 8sRb. Filtr pochlania
jedna ze skladowych nadsubtelnych linii widmowych emitowanych przez lampe spektralna.
Odfiltrowane swiatlo jest uzyte do optycznego pompowania rubidu 87Rb w komórce
absorpcyjnej. W wyniku optycznego pompowania powstaje inwersja obsadzen poziomów F = 2
i F = 1 struktury nadsubtelnej stanu podstawowego atomów 87Rb. W tym stanie kOmórka
absorpcyjna jest przezroczysta dla przechodzacego przez nia swiatla, poniewaz liczba atomów
zdolnych do absorpcji swiatla jest bardzo mala. Oddzialywanie na komórke pola mikrofalowego
wymusza przejscie F = 2, n/F = O --> F = I, 1I1F = O, co prowadzi do wyrównania populacji
obsadzen poziomów.

Zegar, w najogólniejszym tego slowa znaczeniu, stanowi urzadzenie do odmierzania biegu czasu.
Kazdy wspólczesny zegar oprócz zródla zasilania zawiera trzy podstawowe elementy: regulator,
sumator oraz rejestrator. Regulator zegara jest ukladem realizujacym zjawisko okresowe,
o znanej z okreslona dokladnoscia czestotliwosci, czyli niczym innym jak wzorcem czestotliwosci.

O ZEGARACH ATOMOWYCH
ATOMOWYCH

cewka
pala C

ekran
magne
tyczny

naczynie
kwarcowe

~ I Magnes

,UJ
Zródlo wiazki

wodoru

Rys. 5. Schemat funkcjonalny masera
wodorowego.

Rozwiazanie zadania M 314

Mamy AC cos ~ CAB = AB+ BC cos 60',
AD cos ~ CAB = AB.
Zatem jezeli AB = l i AD = x, to

AC x+ I l 2
AD = -x- = 1+ '2 . BC, stad BC = x'
Z twierdzenia cosinusów dla 1 ABC mamy

AC' = AB' + BC'- 2 AB BC' cos 1: ABC,
czyli (x + l)' " 'I- (2/x), + 2/x, skad
x4+2x' -2x-4 ~ O lub inaczej (x+2)x

X (x' -2) = O, Wobec tego AD = x = '{l.

Nic Jest to konstrukcja "za nOll1oca cyrkla

i linijki". gdyz w tym sfonnulow<Jniu
rozumiemy. ze linijka jest bez podzialki I
uzywamy jej tylko do poprowadzenia prostej
przez dwa dane albo juz skonstruowant:
punkty
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Rys. 7. Stabilnosc czestotliwosci róznych
wzorców atomowych.

Geometria
dla prawników

stycznia

ATOMOWA SKALA CZASU

wynosi

Sumator zlicza kolejne okresy drgan wzorcowego przebiegu okresowego i przedstawia je w
konwencjonalnych jednostkach czasu np. sekundach, minutach i godzinach. Odbywa sie to w ten
sposób, ze czestotliwosc wzorcowa jest najpierw obnizana wiele razy tak, aby uzyskac przebieg
o czestotliwosci I Hz, czyli o okresie I sekundy. Nastepnie z tego przebiegu jest wytwarzany ciag
impulsów o takim samym czasie powtarzania i te z kolei sa zliczane za pomoca elektronicznych
liczników. Wskazania sumatora .notuje rejestrator.
Zegar, w którym zastosowano wzorzec atomowy, jest nazywany zegarem atomowym. Do ich
budowy sa stosowane zwykle wzorce najwyzszej klasy. Sa to wzorce laboratoryjne, tzw. wzorce
pierwotne, konstruowane i eksploatowane przez instytuty i osrodki zajmujace sie pomiarami
czasu i czestotliwosci np. National Bureau of Standards (USA), National Physical Laboratory
(W. Brytania), Physikalisch Technische Bundesanstalt (RFN) i inne. Wzorcom tym stawia sie
najwyzsze wymagania co do stabilnosci (maksymalna wzgledna zmiana czestotliwosci w okreslonym
czasie), odtwarzalnosci i niezawodnoki. Zada sie takze, aby wykorzystywana czestotliwosc
lezala jak najblizej czestotliwosci rezonansowej odosobnionego atomu. Zagadnienie wymiarów,
poboru mocy nie jest tu sprawa najwazniejsza. Wzorce laboratoryjne wtórne sa stosowane do
celów technicznych w laboratoriach instytutów naukowo-badawczych, przemyslowych,
osrodkach radionawigacyjnych.
W rozwiazaniach konstrukcyjnych sa one prostsze i mniejsze. Pierwszy polski wzorzec
laboratoryjny (z wiazka atomów cezu) zostal zbudowany w IPPT PAN w 1966 roku, a obecnie
kolejny model tego wzorca zainstalowany w Instytucie Lacznosci sluzy do kontroli emisji
Krajowej Sluzby Czestotliwosci Wzorcowej.

Atomowe wzorce sa b~ane równiez w wersji przemysiowej i jako takie sluza glównie do
synchrOR.ifacji róznego rodzaju urzadzen i systemów nawigacyjnych, radiokomunikacyjnych,
komunikacji satelitarnej. Sa one produkowane seryjnie przez nielicznych producentów, np.
firme Hewlett-Packard (USA), Rhode-Schwarz (RFN), Thomson-CSF (Francja), Nippon
Electronics (Japonia). Dla tego typu wzorców istotne sa male rozmiary, ciezar, pobór mocy
zasilania, duza niezawodnosc, odpornosc na trudne warunki pracy. Seryjnie produkowane
wzorce cezowe posiadaja wymienna lampe cezowa podobna pod wzgledem eksploatacji do lamp
radiowych. Lampa ta zawiera zródlo, detektor oraz uklady separacji i pobudzania wiazki

atomowej. W polr kilka wzorców seryjnej produkcji posiada Polski Komitet Normalizacjii Miar.

W chwili obecnej wzorce cezowe osiagnely najw~zs y poziom technic1:ny. Charakteryzuja sie onedzo dobra odtwarzalnoscia, niezawodnoscia o ~dlugoterminowa stabilnoscia i prac ''1naj;;escieJW ulmtdzi~gara atomowego. Na r 'S. ~\zedstawio~ a l nosci dla
wzorea 2i wiazka atemGw-€~

w parach rubid~~i T wie~~odorowy. Ze wzgledu na sko
masery znajduja glównie zastosowanie w specj
doskonala stabilnosc srednioterminowa np. w
radiokomunikacji dalekiego zasiegu. Wzorce r
stabilnosc krótko- i srednioterminowa, jednak

wazna zaleta sa male gabaryty i ciezar, prosta
wlaczeniu do, zródla zasilania.

maser wodorowy

wzorzec rubidowy
przemyslowy

wz.cezowf:. przeffi.
W!}fof!l ja-

wZ.cezowy
labara/or.
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Wyobrazmy sobie, poruczniku,. ze to co
ludzkosc nazywa sprawiedliwoscia przybiera
w skali naszego globu ksztalt powiedzmy
jakiejs idealnej kuli o niezmiennych
parametrach. Otóz jesli gdzies w jakims
zakatku Ziemi zwycieza niesprawiedliwosc, to
oznacza wylacznie to, ze tylko w tym
miejscu nie ma sprawiedliwosci. Natomiast

w tym samym czasie, gdzies tej sprawiedliwosd,
jako absolutu dobra w stosunkach
miedzyludzkich, jest po prostu wiecej.

(Henryk Kurta, Mors ultima ratlo, KAW
1979)
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Mgr Tomasz KOTOWSKI

Zdjecie
swiatla w locie

. Badal on

ry, po odbiciu od
racaniusie~~ swiatlo iskry,

esuniele wzg~em~e obrazy,

sci oka - smu~~la. Jej dl~rzy znanej
ala czas trwania wyladoJ:, ia. Przy pomocy tej, tak
blyski wyladowan iskro ch trwajace kilka mikrosekund.

obraz
iskry

wirujace
zwierciadto

Rys. 1

'I mikrosekunda (1'5) = 10-6s

l nanosekunda (ns) = 10- 9S

1 pikosekunda (ps) = 10-12s

I femtosekunda (fs) = 10-15s

nielmiowy
absorber

Znaczny poste~w dziedzinie bserwacji szybkich procesów przyniósl rozwój fotografii. Sto lat

temu wielkie p ruszenie wy olala seria zdjec galopujacego konia, wykonana przez E. Muybridge'a
przy czasach ot arcia miga ki okolo 1/500 s. Zdjecia te udowodnily, ze galopujacy kon
chwilami nie do yka ziemi. okazaly one równiez, ze kon nigdy nie przybiera tak chetnie
przedstawianej rzez ówczes ych artystów pozycji z przednimi nogami wyprostowanymi do
przodu i tylnym jednoczesn e wyciagnietymi do tylu.

zwierciadlo
Rys.2 pólprzezroczysle

nalezeme na nalezenie na
WYJSCIU absorbera wyjsciu lasera

Jbtt,
nalezenie na
wej'sciu absorbera

Rys. 3

Najkrótszy mozliwy do uzyskania impuls
o czestosci w trwa L1tmln ~ l/w,

Dla lasera neodymowego (w '" 3· 1014 S-l)

.dtm1n :::: 3 fso .

Dalszy postep w badaniu ul raszybkich procesów przyniósl rozwój techniki laserowej,
a w szczególnos mozliwo' formowania impulsów swiatla trwajacych ulamki pikosekund.
Jedna z metod nr" i u takich impulsów polega na umieszczeniu w rezonatorze lasera,
oprócz osrodka nerujace o i wzmacniajacego swiatlo, nie~iniowego absorbera (moze byc nim
np. roztwór barw ika; rys. 2). Absorber taki jest nieprzezroczysty dla swiatla o malym
natezeniu, natom ast powy ej pewnego progu natezenia jego absorpcja gwaltownie maleje
(rys. 3) - nazyw my to w bieleniem sie absorbera. A wiec z powstajacego poczatkowo
w osrodku wzma ma ac swiatla o przypadkowych zmianach natezenia, tylko najsilniejszym
fluktuacjom nieli iowy ab orber nie "zaslania" zwierciadel tworzacych rezonator lasera. Te
ultrakrqtkie flukt acje sa zmacniane przy kolejnych przejsciach przez osrodek wzmacniajacy
i epuszczaja rezon tor pr ez jedno ze zwierciadel, które jest czesciowo przezroczyste. Czas
trwania najkrótsz h gen rowanych obecnie impulsów nie przekracza 200 femtosekund.

ak krótkich impulsów? Zadna mechaniczna migawka czy wii ujace
dostatecznie szybkie (predkosc wirowania musialaby byc tak duza, ze

yby zwierciadelko na kawalki). Do badania impulsów pikosekundowych
ersje kamery smugowej Wheatstone'a lub tez aparat fotograficzny
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Prosta metoda oceny czasu trwania impulsów
pikosekundowych (opisana w Delcie 11/1978)

polega na nalozeniu dwóch takich impulsów
poruszajacych sie w przeciwnych kierunkach

w barwniku O fluorescencji pobudzanej

dwufotonowo. Rozmiary fluoryzujacego

obszaru pozwalaja na wyznaczenie czasu

trwania impubu.

Wspólczesna kamera smugowa to przetwornik elektrooptyczny, w którym fotoelektrony wybite
z katody formowane sa w wiazke. Wiazka ta jest nastepnie odchylana w polu elektrycznym, tak
ze szybko przemiata ekran luminescencyjny. Chwilom, w których natezenie swiatla badanego
impulsu jest wieksze, odpowiadaja jasniejsze punkty na ekranie. Odchylana lusterkiem wiazke
swiatla zastapila w tej kamerze smugowej odchylana polem elektrycznym wiazka elektronów.

W ciagu I ps swiatlo przebywa droge zaledwie 0,3 mm. Migawka, otwierana na czas rzedu kilku
pikosekund umozliwia wiec sfotografowanie swiatla "w locie". Uklad eksperymentalny
przedstawiony jest na rysunku 7. Zawiera on aparat fotograficzny z ultraszybka migawka. Do jej
otwierania sluzy IO-pikosekundowy impuls swiatla podczerwonego, emitowanego przez laser
neodymowy. Jednoczesnie impuls ten przechodzi przez plytke z krysztalu KOP (KH,P04).

w którym ok. 10% energii impulsu przeksztalca sie w tzw. druga harmoniczna, to znaczy impuls
o podwojonej czestosci.

Odpowiednio silny laserowy impuls pikosekundowy moze zastapic impuls elektryczny
otwierajacy migawke z komórka Kerra - podobnie jak pole elektryczne moze on wywolac
dwójlomnosc. Uklad i zasada dzialania sa tu podobne jak na rys. 6 - brak tylko elektrod
w komórce. Pole elektryczne fali swietlnej zastepuje tu pole elektryczne w kondensatorze.

W ten sposób otrzymujemy impuls swiatla zielonego dokladnie zsynchronizowany w czasie
z silnym impulsem podczerwonym. Dzieki temu latwo jest mierzyc i kontrolowac ich wzgledne
opóznienie przy przechodzeniu przez uklad pomiarowy. Impuls podczerwony o gestosci mocyok.
0,1 GW (cm2 padajac na komórke Kerra umieszczona miedzy skrzyzowanymi polaryzatorami
wywoluje krótkotrwala dwójlomnosc, a tym samym otwiera migawke. Po otwarciu przepuszcza
ona okolo 1-2% padajacego swiatla, w stanie zamknietym natomiast jedynie 0,005%. Obiektem
fotografowanym jest impuls swiatla zielonego w przelocie przez kuwetke z ciecza rozpraszajaca
swiatlo (woda z malym dodatkiem mleka). Przy dluzszych czasach otwarcia migawki na zdjeciu
widoczna bylaby smuga swiatla przez cala szerokosc kuwetki. Plama po lewej stronie zdjecia
powstala na skutek absorpcji impulsu podczerwonego przez filtr umieszczony na drugim
z polaryzatorów.

Ultrakrótkie impulsy swietlne moga równiez otwierac szybka migawke aparatu fotograficznego.

Aby urzadzenie takie moglo sluzyc do pomiarów czasu trwania impulsów, nalezy je wyskalowac.
Jak tego dokonac? Nie mamy przeciez do dyspozycji "wzorcowych" impulsów o znanym czasie
trwania. Mozemy jednak zrobic inaczej; przepuscmy ultrakrótki impuls swiatla przez zwierciadle
pólprzezroczyste. Czesc swiatla skierujmy bezposrednio w kierunku kamery, a czesc poddajmy
pewnemu opóznieniu (rys. 4). Czas opóznienia mozemy latwo obliczyc znajac predkosc swiatla
i dodatkowa droge, jaka przebyl drugi impuls. Odleglosc dwu plamek na ekranie kamery
smugowej bedzie odpowiadac temu wlasnie opóznieniu. Dla lepszego wyskalowania kamery
przydaloby sie wiecej takich kolejno po sobie nastepujacych impulsów. Mozna wyobrazic sobie
sposób polegajacy na uzyciu szeregu szpilek wbitych w stól w znanych odleglosciach wzgledem
siebie. Niech przelatujacy impuls swiatla kolejno oswietla szpilki. Blyski odbitego swiatla moga
byc naszymi znacznikami czasu. Inna metoda polega na uzyciu dwu wzajemnie równoleglych
zwierciadel czesciowo przepuszczajacych swiatlo (rys. 5). Skierowany na te zwierciadla,
prostopadle do ich powierzchni, impuls swietlny zostanie czesciowo przepuszczony przez
pierwsze zwierciadlo, po czym padnie na drugie z nich. Tu czesc swiatla przejdzie dalej, czesc
zawróci, aby po pewnym oslabieniu przy odbiciu od pierwszego zwierciadla ponownie pasc na
drugie. W ten sposób za zwierciadlami otrzymamy szereg coraz slabszych impulsów,
opóznionych wzgledem siebie o podwójny czas przelotu miedzy zwierciadlami.

przesuwany
pryzmal

1_1_1_1
tli tli tli
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· analizalO~ Ustawmy na drodze niespolaryzowanej wiazki swiatla dwa skrzyzowane polaryzatory (rys. 6).
Za pierwszym polaryzatorem swiatlo bedzie spolaryzowane liniowo i nie przepusci go drugi

ko~órka polaryzator. Na razie mamy wiec "migawke", która jest stale zamknieta. Gdyby jednak zmienic
Kerra ~ polaryzacje swiatla na odcinku miedzy polaryzatorami, "migawka" moglaby (przynajmniej-/i"45° :zesciowo) otworzyc sie. Miedzy polaryzatory mozemy na przyklad wstawic tzw. komórke Kerra.

~t Swiatlo przechodzi tu równolegle do plytek kondensatora wypelnionego np. nitrobenzenem. JestA I I ki to izotropowa ciecz, która nie zmienia stanu polaryzacji przechodzacego przez nia swiatla.
~ po e e e rycznE ." .

polaryzalor - polaryzacja Jednak po przylozemu napieCIa do plytek kondensatora mtrobenzen staje SIe dwoJlomny.
Oznacza to, ze jego wspólczynnik zalamania zalezy od wzajemnej orientacji pola elektrycznego
i plaszczyzny polaryzacji swiatla. W wyniku tego swiatlo za komórka spolaryzowane jest
eliptycznie i jego czesc moze przejsc przez drugi polaryzator. Mamy wiec migawke sterowana
elektrycznie. Czas jej otwarcia moze wynosic okolo 10 nanosekund (I0-8S).
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• aparat fotograficzny
z ultraszybka
migawka •

swiatlo
rozproszone

Rys.8

/ impuls

oswietlajqcy
6ps

Przy fotografowaniu aparatem z ultraszybka migawka bardzo wazna jest synchronizacja momentu
jej otwarcia z fotografowanym zjawiskiem. Szczególnie dobrze widac to w nastepujacym
doswiadczeniu. Na przezroczystej plytce szklanej o grubosci l cm wygrawerowano po obu jej
stronach napisy "FRONT" i "BACK" (rys. 8). Jesli sfotografujmy plytke "zwyklym" aparatem,
to na zdjeciu beda widoczne oba napisy nalozone na siebie.

Zastosujmy tu jednak nasza szybka migawke, a jako lampy blyskowej oswietlajacej napisy
uzyjmy impulsu swiatla o czasie trwania kilku pikosekund. Taki impuls oswietli najpierw jedna
powierzchnie plytki, a dopiero po chwili druga (jak dluga jest ta chwila, mozna oszacowac

znajac wspólczynnik zalan:rania uzytego szkla oraz grubosc plytki z napisami). Do aparatu
fotograficznego dotrze wiec najpierw swiatlo rozproszone na literach pierwszego napisu,
a pózniej swiatlo rozproszone na drugim z nich. Jesli otwarcie migawki zsynchronizujemy
odpowiednio z blyskiem ultraszybkiej "Iampy blyskowej", to mozemy otrzymac zdjecie
wybranej powierzchni fotografowanej plytki. (Zdjecie tylnej powierzchni bedzie nieco gorszej
jakosci, rozproszone swiatlo ihlpulsu oswietlajacego, niosace informacje o tej powierzchni ulega
bowiem niewielkiemu rozproszeniu na drugiej powierzchni).

Swiatlo b\"dace zlozeniem dwóch fal o tych

samych kierunkach i czestosciach nazywa sie

spolaryzowanym eliptycznie.

Najczesciej stosowanym sposobem badania zmiennosci w czasie szybko przebiegajacych procesów
jest metoda' próbkowania. Impuls pikosekundowy dzieli sie przy pomocy czesciowo odbijajacego
zwierciadla na dwa impulsy: silny i slaby. Pierwszy wywoluje :zjawiska, które nastepnie sa
badane drugim. Opóznienie miedzy impulsami moze byc dowolnie regulowane przez wydluzenie
drogi jednego z nich. W ten sposób bada sie kolejno etapy rozwoju w czasie interesujacego nas
procesu. Pierwszy impuls moze.na przyklad wzbudzic czasteczki w badanej próbce. W wyniku
tego zdolnosc absorpcyjna próbki zmaleje, bo wzbudzone czasteczki nie moga zaabsorbowac
nastepnego kwantu swiatla. Po pewnym czasie przechodza one· ponownie do stanu podstawowego.
Slabe impulsy próbkujace coraz bardziej opózniane wzgledem silnego wzbudzajacego beda wiec
coraz silniej absorbowane. Mierzac ich oslabienie mozemy wyznaczyc. czas zycia stanu
wzbudzonego.

Metody spektroskopii z subpikosekundowa czasowa zdolnoscia rozdzielcza pozwola byc moze

na rozwiazanie zagadki fotosyntezy i poznanie I'rzebiegu w czasie procesów, przy badaniu
których musielismy dotad ograniczac sie do rejestracji stanu poczatkowego i koncowego.

Zadania Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 313. Znalezc calkowite pierwiastki równania

x.l_ l 3x2- 6x- 360 = O.

Rozwiazanie na str. 2

M 314. Zadanie "podwojenia szescianu" prowadzi do - niewykonalnej za pomoca cyrkla

i linijki - konstrukcji odcinka o dlugosci W. Uzasadnic nastepujacy sposób konstrukcji
takiego odcinka: Na linijce zaznaczamy dwa punkty w odleglosci A S = l i rysujemy figure jak

obok tak, by AS = De = l. Wtedy AD = yz.
(SZ)

Rozwiazanie na str. 3

(Jan Domanski)

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 124. W bryle metalu znajdujacego sie w polu grawitacyjnym pojawia sie pole elektryczne.
Dlaczego?

Rozwiazanie na str. 14

i ~2).dla

M 315. Niech /; oznacza i-ta liczbe Fibonacciego

(tj. fo = O, fI = l, fi = /;_1 +k2

Latwo wykazac indukcyjnie, ze fp+- = fp-.Iq +fpfH I'

Zalózmy, ze dodanie albo odjecie dwóch liczb kosztuje $1, a ich pomnozenie $5. Wyznaczyc
mozliwie najmniejszy koszt obliczenia fI 00, gdy znamy tylko fo = O i f, = l.
Czy mozna zejsc ponizej $50:
Rozwiazanie na. str. l l

F 125. Podczas przeplywu pradu przez metale elektrony przewodnictwa zderzaja sie z jonami
sieci krystalicznej przekazujac im energie oraz ped. Mimo to na przewodnik nie dziala sila
zgodnie z kierunkiem uporzadkowanego ruchu nosników. Dlaczego?
Rozwiazanie na str. II
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WSTEP

Dr Andrzej RADL/NSK/

Malowanie atomami

W niskich temperaturach (które to pojecie czesto obejmuje
takze i temperature PQkojowa) krysztaly pólprzewodnikowe

Ta metoda hodowli krysztalów polega na precyzyjnym nakladaniu
na krystaliczne podloze jednoatomowych warstw skladników
nowego krysztalu - jak przy malowaniu farba w aerQzolu.
Przypomina to ukladanie kulek przedstawionych na rysunku 1,
gdzie srednica kazdej kulki, bedacej w rzeczywistQsci atomem
sieci, wynosi kilka angstremów. Azeby osiagnac grubosci
rozsadne z punktu widzenia badan czy ewentualnych zastosowan,
trzeba ulozyc w ten sposób CO'najmniej kilka tysiecy takich
"warstw". Przyjrzyjmy sie z bliska, jak w praktyce wyglada
oapQwiednie urzadzenie.

Mozna bez wahania powiedziec, ze pólprzewodniki swoja·
dotychczasowa kariere zawdzieczaja opanQwaniu technologii
domieszkowania. Najczystsze materialy uzyskiwane obecnie
przez czlowieka zawieraja 1 niekontrolowany atom na 10
milionów atomów macierzystych. Jednakze przestala juz
wystarczac wiedza, ile obcych atomów znajduje sie w krysztale.
Dalszy postep technQlogii ukladów scalonych czy tez struktur
elektroluminescencyjnych wymaga umiejetnosci umieszczania
atomów dokladnie w z góry zaprogramowanym miejscu sieci
krystalicznej. 00 tego wlasnie celu sluzy technologia polegajaca
na budowaniu krysztalu atom po atomie, czyli:

EPITAKSJA WIAZKA MOLEKULARNA

o takiej idealnej strukturze nie przewodza pradu elektrycznego
(czyli sa izolatorami), gdyz nie ma w nich elektronów
swobodnych. Jezeli jednak wyrwac elektron z wiazan chemicznycl
przez dostarczenie mu z zewnatrz pewnej energii powyzej
wartosci charakterystycznej dla danego krysztalu (np. przez
oswiertlenie lub ogrzewanie krysztalu), to moze on sie poruszac
swobodnie, dopóki nie napotka "dziury" w wiazaniach.
Jednakze taki sposób regulowania przewodnictwa elektrycznegO'
bylby w praktyce dosc niewygodny. Znacznie korzystniej jest
wprowadzic do krysztalu obce atomy, które po wbudowaniu w
krysztale maja badz jeden slabo zwiazany elektron nadmiarowy,

(donory), badz tez brak im jednego elektronu do wiazan .
(akceptory). Oonory sa latwO' dostepnym zródlem swobodnych
elektronów, zas akceptory stosunkowo latwO' odbieraja elektrony
z innych wiazan chemicznych, pozostawiajac tam dziury.
Poniewaz akceptory moga równiez wiazac elektrony pochodzace
z donorów, wiec przez zmiane proporcji ilosci donorów do
akceptorów mozna w bardzo szerokim przedziale wartosci
zmieniac wlasnQsci (np. elektryczne) pólprzewodnika. Wymaga
to oczywiscie umiejetnosci kontrolowanego wprowadzenia
domieszek obu rodzajów, a takze otrzymywania bardzo czystych
krysztalów wyjsciowych.

R SZ~AÓA ))~

PQdstawQwa cecha krysztalów wyrózniajaca je sPQsród innych
cial stalych jest periodycznQsc struktury. WlasnoSC periQdycznosci
Qznacza, ze mQzna wyróznic pewien najmniejszy element
krysztalu, który po wielokrotnym powieleniu w serii przesuniec
równoleglych utworzy caly krysztal. W przypadku
najwazniejszych z punktu widzenia zastosowan krysztalów
pólprzewodnikowych (takich jak Ge, Si, GaAs czy GaP) ten
naj mniejszy element zawiera osiem atomów. Na strukture
krystaliczna tych pólprzewodników mozna spojrzec tak, jakby
powstala w wyniku nakladania na siebie kolejnych warstw kul
(rysunek l), które symbolizuja atomy skladowe sieci.

Czy mQzna przescignac przyrode? TO' zalezy Qd tegO', CO'chcemy
Qsiagnac: czy tO',CO'jest sprzeczne z jej podstawQwymi prawami,
czy tez to, czegO'zrobic jeszcze nie potrafimy na skutek ograniczen
technicznych. Fizycy wierza (i wciaz tO'sprawdzaja), ze prawa
przyrQdy sa tO'reguly obowiazujace powszechnie i ze Qbejsc ich
sie nie da - mQzna je co najwyzej lepiej PQznac i zrozumiec.
NatQmiast Qgraniczenia techniczne zmieniaja sie wraz z uplywem
czasu; tO', CO'bylo niemozliwe wczQraj, mQze byc PQwszechnie
uzywanym skladnikiem dnia dzisiejszegO'. Takie przejscia Qd
rzeczy technicznie niemQzliwych dO'juz istniejacych Qczywiscie
Qdbywaja sie i teraz. Od trzydziestu lat bardzo wielu tegO' typu
przykladów dQstarcza rQzwój fizyki i technQIQgii cial stalych,
a zwlaszcza pólprzewQdników. Az nie wypada wyjasniac, CO'to
jest tranzystor czy Qbwód scalony - PQjecia calkowicie nieznane
trzydziesci lat temu. Ale zeby osiagnac aktualny PQziQm precyzji
przy kQnstrukcji tych urzadzen, wlQzQnQogrQmnie duzO' pracy
w opanowanie kQntrolowanej hodowli krysztalów, które sa
tutaj PQdstawQwym budulcem. Co wiecej, trzeba sie bylO'
nauczyc Qceniac jakQsc tegO' budulca, a zatem Qbiektywnie
mierzyc jego wlasnQsci. W ten sPQsób rQzwinela sie wspólczesna
technQlQgia, a wraz z nia i fizyka pólprzewodników. W artykule
tym QPQwiemy jak wyhQdowac krysztaly Q strukturze i
wlasnosciach nie sPQtykanych w przyrQdzie, ale za tó bardzo
interesujace z punktu widzenia ich zastosowan.

Rys. 2. Schemalukladu do epitaksji wiazka molekularna wraz z aparatura
analityczna.
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Rys. I. Sposób ulozenia atomów w sieci krystalicznej niektórych

pólprzewodników. W przypadku Oe i Si kule symbolizuja atomy germanu lub

krzemu. W pr1ypadku GaAs i GaP kule czarne symbolizuja atomy galu, zas kule

czerwone odpowiednio atomy arsenu lub atomy fosforu. Liczby oznaczaja
odleglosci kul od plaszczyzny rysunku w jednostkach umownych.
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Efuzja to powolny wyplyw gazu przez maly otwór.

Rys. 3. Obraz interferencyjny promieni X dla struktury periodycznej GaAs·AtAs
o szesciu okresach o grubosci 127,2 A.. Dla porównania z punktami
doswiadczalnymi pokazano wyniki obliczen komputerowych.

'~rjllnIlIJfj ni 1'1 1'11:1 t'"

Mozliwe jest równiez badanie skladu chemicznego krysztalu
w glab z rozdzielczoscia porównywalna z rozmiarami atomów.
W tym celu bombarduje sie powierzchnie juz utworzonej
warstwy krystalicznej jonami argonu (gazowy argon o cisnieniu
rzedu 10- 2 Pa jest jonizowany, a nastepnie przyspieszany w polu
elektrycznym o napieciu rzedu kilowoltów), co powoduje
powolne (rzedu 3-10 A/min) zdejmowanie z niej kolejnych
warstw atomowych. Jednoczesnie atomy znajdujace sie w warstwie
powierzchniowej na skutek takiego bombardowania emituja
elektrony (zjawisko Augera) o charakterystycznej dla danego
rodzaju atomu energii. Mierzac te energie mozna powiedziec, jaki
rodzaj atomów wlasnie znajduje sie'na powierzchni, a wiec mozna
bardzo dokladnie wyznaczyc sklad chemiczny warstwy
krystalicznej w jej przekroju poprzecznym. Rysunek 4 przedstawia
wynik tego typu analizy przeprowadzonej 'na krysztale
mieszanym Gal_xAlxAs.

SUPERSIECI

Widzimy zatem, ze dostepne techniki doswiadczalne pozwalaja
stwierdzic, iz warstwy krystaliczne hodowane w mysl opisanej
powyzej metody charakteryzuja sie doskonala struktura
krystaliczna (w zasadzie pozbawiona jakichkolwiek defektów)
oraz bardzo dobrze kontrolowanym skladem chemicznym. Jest to
niewatpliwie zasadniczy postep w dotychczasowych technikach
hodowli krysztalów i co za tym idzie, otwiera nowe mozliwosci

ich zastosowan praftycznych. Do tej sprawy powrócimy jeszcze
pod koniec tego artykulu.

--- ODLEGLOSC (W ANGSTREMACH)

Rys. 4. Profil skladu struktury periodycznej zmierzony przy pomocy
polaczonych technik trawienia dzialem jonowym i spektroskopii elektronów
Augera.

sa po wyjeciu wyhodowanych krysztalów z komory prózniowej.
Na rysunku 3 przedstawiony jest dyfraktogram rentgenowski dla
krysztalu mieszanego GaAs-AlAs o szesciu okresach o grubosci
warstwy 127,2 A zaprogramowanej w doswiadczeniu oraz wyniki
obliczen teoretycznych dla dwu róznych wartosci tego okresu.
Czyz nie budzi podziwu precyzja tej mikrotechnologii?

Majac do dyspozycji aparature opisana w poprzednim rozdziale
mozna na przyklad zbudowac strukture zlozona z kolejno
lezacych warstw pólprzewodnika jednego rodzaju o grubosci dl
i pólprzewodnika innego rodzaju o grubosci d2• Jezeli obie te
grubosci sa rzedu co najmniej kilkudziesieciu odleglosci
miedzyatomowych w krysztale, to nie jest juz istotne, czy uzyte
przez nas pólprzewodniki maja charakter pierwiastkowy (jak Ge
czy Si), czy tez sa zwiazkami chemicznymi (jak GaAs). Istotne
jest co innego: oprócz "normalnej" periodycznosci w kazdej

, z warstw skladowych pojawila sie dodatkowa, niezalezna
periodycznosc o okresie dl + d2, zwiazana z periodyczna
sekwencja warstw obu rodzajów. Mówimy w takim wypadku,
ze mamy do czynienia z supersiecia. Jest to nowa jakosc,
nie spotykana w krysztalach wystepujacych w przyrodzie.

0.80.70.3 0.4 as 0.6

KAT f) (STOPNIE)

Blok sluzacy do hodowli krysztalów sklada sie z pieców
specjalnej konstrukcji (po jednym dla kazdego rodzaju atomów),
zwanych piecami efuzyjnymi, oraz z przesuwanego uchwytu
z podlozami, z mozliwoscia regulacji ich temperatury. Kazdy piec
efuzyjny emituje ukierunkowana w strone podloza wiazke
molekularna (lub atomowa) odpowiedniego rodzaju pierwiastka
i moze byc niezaleznie od innych pieców zamykany i otwierany
w bardzo krótkim czasie. Cisnienie panujace w wiazce
molekularnej jest zwykle rzedu 10-7 Pa, co pozwala przy
osiagalnych technicznie czasach otwierania i zamykania pieca
(rzedu 10-1 s) bardzo dokladnie regulowac stopien zapelnienia
nawet jednoatomowej powloki. Zwyk:le'proces osadzania jest
sterowany przez komputer. Bardzo istotny jest tutaj fakt, ze przy
hodowli krysztalów typu AB (np. GaAs) ze wzgledu na wlasnosci
chemiczne ich elementów skladowych istnieje silna tendencja do
calkowitego zapelniania pojedynczych warstw np. typu A, dzieki
czemu nie tworza sie "kominy" o wieloatomowej grubosci.

Objetosciowego badania periodycznosci struktury dokonuje sie
wykorzystujac dyfrakcje promieni rentgenowskich, analizujac
zaleznosc obrazu dyfrakcyjnego od kata 'padania wiazki
rentgenowskiej na powierzchnie krysztalu. Badania te prowadzone

DOSWIADCZENIE

OBUCZENIA (d: 127.2..4)

OBLICZENIA (d:130.0..4)

Aparatura sklada sie z trzech zasadniczych bloków: aparatury
prózniowej, aparatury do osadzania (hodowli) krysztalów oraz
urzadzen do analizy ich skladu chemicznego i struktury
krystalicznej. Godnym uwagi jest fakt, ze analiza ta odbywa sie
bez wyjmowania krysztalu na zewnatrz komory prózniowej.
Wysoka próznia (rzedu 10- 8 Pa) jest konieczna ze wzgledu na
warunek pozbycia sie zanieczyszczen w postaci gazowych

skladników powietrza, a takze ze wzgledu na koniecznosc
zapewnienia duzej drogi swobodnej czasteczek w wiazce
molekularnej, które tworza krysztal po osadzeniu ich na
podlozu. Z technicznego punktu widzenia uzyskanie i utrzymanie
takiej prózni jest stosunkowo klopotliwe i energochlonne.

I tu dochodzimy do zagadnienia kontroli i analizy struktury
hodowanych krysztalów. Przy pomocy opisanej aparatury mozna
kontrolowac periodycznosc struktury oraz sklad chemiczny na

poziomie warstw jedl}oatomowych. Badania struktury powierzchni
dokonuje sie wykorzystujac dyfrakcje elektronów - przez
analize zaleznosci ich obrazu dyfrakcyjnego od kata padania
wiazki elektronów w stosunku 'do powierzchni krysztalu (patrz
artykul doc. Mroza, Delta 2/1982). Sklad chemiczny atmosfery

, wewnatrz komory prózniowej jest na biezaco rejestrowany za
pomoca spektrometru masowego.
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Zajmijmy sie najpierw prosta struktura typu 1-2-1, gdzie 1
oznacza warstwe AJAs, zas 2 - warstwe GaAs. Wybór tych dwu
rodzajów krysztalów nie jest przypadkowy. Z powodów, których
omówienie przekracza ramy tego artykulu, laczy sie z tymi
pólprzewodnikami wielkie nadzieje w najnowszej technologii
ukladów scalonych. Energia elektronów swobodnych w warstwie
typu 2 jest nizsza niz w warstwie typu 1 (co przedstawiono na

rysunku 5). Zatem wszystkie elektrony swobodne zgromadza sie
w obszarze 2, w naszym przypadku o grubosci rzedu
kilkudziesieciu angstremów. Elektrony te moga wydostac sie
z obszaru 2 tylko wtedy, gdy zostanie im dostarczona z zewnatrz
energia wystarczajaca do przekroczenia bariery pomiedzy
obszarem 2 i obszarem 1, na przyklad przez podgrzanie krysztalu
lub dostarczanie energii elektrostatycznej przez przylozenie
zewnetrznego napiecia w kierunku prostopadlym do granicy
obszarów 1 i 2.

PRZEMIENNA EPITAKSJA

Kys. 5. Schemat budowy struktury typu 1-2-1 oraz ksztalt energii

potencjalnej elektronu w takiej strukturze.
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Zasadnicze znaczenie ma odpowiedz na pytanie, jakie poziomy
energetyczne moga byc zajmowane przez elektrony znajdujace sie
w obszarze 2. Nie sa to po prostu poziomy charakterystyczne dla
pólprzewodników typu 2 (czyli okreslone przez jego strukture
pasmowa), gdyz wystepowanie obu barier drastycznie modyfikuje
potencjal, w jakim porusza sie elektron. Przywolajmy na chwile
bardziej znane zagadnienie atomu wodoru: swobodny elektron,
mogacy poruszac sie w prózni z energia o wartosciach od zera do
nieskonczonosci w polu coulombowskim protonu o potencjale
typu 1/r moze znajdowac sie dodatkowo w stanach zwiazanych
o ujemnych energiach zmieniajacych sie skokowo, co prowadzi
do wystepowania znanych serii widmowych. W naszym

zagadnieniu potencjal nie jest typu lir, tylko ma ksztalt
prostokatnej studni.

~
~
~ AIAs GaAs AIAs GaAs

Rys. 6. Zaleznosc pradu l oraz przewodnictwa elektrycznego dlldV od

napiecia V dla struktury typu 1-2-1. Zaznaczono warunek rezonansowego
(a, c) i nierezonansowego (b) przewodnictwa struktury. Struktura sklada sie

z dwu zewnetrznych warstw GaO,3 Alo. ,As o grubosci 80 A kazda oraz

srodkowej warstwy GaAs o grubosci 50 A. Zewnetrznymi elektrodami sa
warstwy GaAs domieszkowane na poziomie 1018 cm-3.

Spróbujmy zmierzyc energie tych stanów poslugujac sie
zewnetrznym polem elektrycznym. Jest to metoda bardzo prosta,
gdyz w pólprzewodnikach wysokosc bariery zwykle nie przekracza
kilku elektronowoltów. Po przylozeniu zewnetrznego napiecia
otrzymujemy sytuacje jak na rysunku 6. Widac, ze przy pewnej
wartosci napiecia moze nastapic uwolnienie elektronu ze studni

na skuJek rezonansowego tunelowania elektronu z lewegoobszarL 1 poprzez stany dyskretne studni do prawego obszaru J.

Oznacza to, ze przy tej wartosci napiecia maleje opór elektryczny,
czyli rosnie prad plynacy przez warstwe krystaliczna. Dzieje sie
tak za kazdym razem, kiedy zwiazany poziom z obszaru 2
zrównuje sie z poziomem przewodnictwa (poziomem Fermiego)
elektronów elektrody doprowadzajacej w lewym obszarze l.
Zatem, mierzac charakterystyke pradowo-napieciowa naszego
krysztalu mozemy wyznaczyc polozenia poziomów zwiazanych
i porównac z wartosciami obliczonymi teoretycznie. Jest to
oczywiscie niezalezny test na precyzje metody hodowli krysztalu,
gdyz polozenie poziomów zwiazanych jest czule na grubosc
warstwy typu 2. Wyniki doswiadczalne przedstawione na rysunku
6 wskazuja na dobra zgodnosc teorii z doswiadczeniem.

Tunelowanie jest efektem kwantowym. Zgodnie z wynikami mechaniki

kwantowej elektron moze przeniknac z lewego obszaru l do prawego obszaru l,
pomimo ze oddziela je, na ogól niedostepny dla elektronów, obszar 2. Przez
supersiec moze zatem phnac prad elektryczny. TunClowanie rezonansowe

nastepuje za posrednictwem stanu zwiazanego w obszarze 2 i dlatego jest
znacznie bardziej efektywne.

Mimo to wynik rachunków jest podobny: w zaleznosci od
rozmiarów studni potencjalu pojawia sie 0, 1,2,... stanów
zwiazanych o scisle dajacych sie obliczyc energiach. Ogólna
zasada jest taka, ze im mniejsza jest objetosc studni, tym mniej
stanów zwiazanych studnia zawiera; ponizej pewnej objetosci
stany zwiazane w ogóle nie wystepuja.

Wysokosc bariery potencjalu pomiedzy obszarem 1 i obszarem 2
moze byc regulowana przez stopniowe dodawanie glinu do
krysztalu GaAs, w wyniku czego powstaje krysztal mieszany
GaAlAs. Jest to drugi (obok zmiany szerokosci obszaru 2)
sposób zmiany objetosci studni potencjalu, a wiec i ilosci
zawartych w niej stanów dyskretnych.

W naszym przykladzie, przedstawionym na rysunku 6
i omówionym szczególowo w podpisie tego rysunku, wystepuja
dwa stany dyskretne. Jest to na razie wynik rachunku
przeprowadz.onego zgodnie z zasadami mechaniki kwantowej.

to

Nastepnym krokiem jest badanie bardziej rozbudowanych
struktur typu 1-2-1-2' ...o kilkudziesieciu elementach

skladowych. Sa ta wlasnie supersieci. Mówiac jakosciowo, stany
dyskretne zlokalizowane. w kazdej z kolejnych studni moga teraz
ze soba oddzialywac. Innymi slowy, w wyniku zjawiska
tunelowania elektrony moga poruszac sie po calej supersieci.
Jednoczesnie na skutek tego wlasnie oddzialywania stanów mamy
do czynienia z ich rozszczepianiem, a wiec z powstawaniem pasm
energetycznych. Jest to dokladna kopia powstawania pasm
energetycznych w pólprzewodnikach tak, jak wyobrazamy je
sobie w modelu ciasnego wiazania. Dzieki technice supersieci
mozna takie powstawanie pasm modelowac. Poniewaz analiza
charakterystyk pradowo-napieciowych supersieci jest dosc
skomplikowana na skutek wystepowania domen przewodnictwa,
to ograniczymy sie w tym miejscu jedynie do stwierdzenia, ze
mozna te dane dobrze zrozumiec ilosciowo w oparciu o model

przedstawiony powyzej.



DALSZE PERSPEKTYWY

Rozwój techniki epitaksji wiazka molekularna byl mozliwy
dzieki wielkim dotacjom firm elektronicznych. Od poczatku
wskazywano na dwa glówne obszary, w których mozna
wykorzystac (i czesciowo juz sie wykorzystuje) uzyskane
rezultaty. Chodzi tu o wydajne i trwale struktury
elektroluminescencyjne oraz o objetosciowe obwody scalone

wielkiej skali integracji.

Struktury elektroluminescencyjne maja taki sam stopien
komplikacji jak supersieci. Urzadzenia te skladaja sie z kilku
warstw krystalicznych, których odpowiedni dobór pozwala na
wstrzykiwanie i rozpedzanie elektronów, a nastepnie na ich
zderzenia z centrami swiecacymi (najczesciej sa to jony manganu
lub lantanowców) i wreszcie wyprowadzenie swiatla na zewnatrz.
Zasadniczy problem inzynierii tych struktur polega na tym, ze
w obszarze przyspieszenia elektronów wystepuja silne pola
elektryczne o natezeniu rzedu l06y Icm, co po pewnym czasie
prowadzi do przebicia tego obszaru i w konsekwencji do
zniszczenia urzadzenia. Opanowanie tego niekorzystnego zjawiska
stalo sie mozliwe dzieki zastosowaniu epitaksji wiazka
molekularna przy produkcji warstw elektroluminescencyjnych.
Stanowi to istotny przelom technologiczny, gdyz otwiera
mozliwosci uzywania plaskich i zasilanych niskim napieciem
ekranów elektroluminescencyjnych w miejsce niewygodnych lamp
oscyloskopowych, a zatem przybliza moment zbudowania
plaskiego telewizora kolorowego.

Z punktu widzenia stopnia komplikacji objetosciowy obwód
scalony jest bardziej wymyslny, gdyz zawiera rózne skladniki
(atomy róznego rodzaju) w obrebie jednej warstwy. Nie to jest
jednak zasadnicza przeszkoda dla stosowania omawianej w tym
artykule technologii.

Glówna przeszkoda stojaca na drodze szerokiego wprowadzenia
opisanej metody na skale przemyslowa jest jej stosunkowo
wysoki koszt (w porównaniu z innymi metodami hodowli
krysztalów), spowodowany glównie energochlonnoscia procesu
wytworzenia i utrzymywania wysokiej prózni. Problem ten nie
wystepuje jednakze w przestrzeni kosmicznej, gdzie prózni jest

Rozwiazanie zadania M 315

Pokazemy jak osiagnac koszt $ 45.

ObliczamY[''/3.!'" .,f,. \,>,prost ze wzoru

rekurencyjnego ($ 25). Nastepnie placimy
$ 6 za [.8 = ["(['3 +f,,).
$ 67a[,0 = [,.([,.+[,.).
$ I za[.9 = ['0-['8,
$1 za['1 =['9-['0,
$ 6 za [100 = [,o<J.9+[,d.

Dwa zastosowania wzoru Eulera

Kazdemu, kto w szkole uczyl sie geometrii, znany jest wzór na sume S katów
wewnetrznych wypuklego wielokata o n bokach. Ta prosta zaleznosc wyraza sie
równoscia

5 = (n-2)' n.

Malo znany jest natomiast analogiczny wzór dla wieloscianów, choc wiedzial
o nim juz Kartezjusz. Mianowicie suma wszystkich katów plaskich dowolnego
wieloscianu wypuklego O w wierzcholkach jest równa

5' = (w-2)' 2n.

Na przyklad dla szescianu mamy w = 8, S' = 6· 2n = 12Jl, a powiedzmy, dla
dwunastoscianu foremnego S' = 3671'. Dla dowodu powyzszej zaleznosci
przyjmijmy, ze nasz wieloscian ma w wierzcholków, s) scian trejkatnych, S4

scian czworokatnych, S5 pieciokatnych itd. Ma on zatem s) +S4 +S5 +

scian i ~ (3s3 +4s. + 5s, + ... ) krawedzi. Zatem (wzór Eulera)2

l
W+(S3+S.+S,+ ... ) = 2 (3s3+4s.+5s,+ ...)+2,

skad po latwych rachunkach
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az w nadmiarze. Nic wiec dziwnego, ze epitaksja wiazka
molekularna znalazla sie na liscie badan naukowych, jakie maja
byc prowadzone w ramach wykorzystania amerykanskiego
promu kosmicznego Columbia. Juz dzisiaj istnieja podstawy, aby
twierdzic, ze przy wielkiej skali produkcji korzystniej bedzie
wystrzelic "fabryke" w Kosmos niz wytwarzac wysoka próznie
w warunkach ziemskich.

A co wniosla epitaksja wiazka molekularna do fizyki? Oprócz
opisanych przedtem wniosków dotyczacych modelu ciasnego
wiazania oraz sprawdzenia pewnych innych przewidywan
kwantowej teorii ciala stalego uzyskano takze szereg danych
rzucajacych zupelnie nowe swiatlo na zagadnienie wzrostu
krysztalów. Ponadto okazalo sie, ze w krysztalach uzyskiwanych
ta metoda dyfuzja domieszek przebiega znacznie wolniej, niz to
ma miejsce w krysztalach hodowanych innymi metodami. Brzmi
to moze malo efektownie, ale ma zasadnicze znaczenie przy
projektowaniu i budowie wszelkich urzadzen elektronicznych
(za przyklad moze tu posluzyc wspomniany wyzej problem
trwalosci struktur elektroluminescencyjnych). Tego rodzaju wynik
eksperymentalny narzuca takze koniecznosc przebudowy podstaw
teorii dyfuzji w cialach stalych. Wreszcie umiejetnosc hodowli
krysztalów bardzo czystych i calkowicie pozbawionych defektów
otwiera zupelnie nowe mozliwosci w tych dziedzinach, gdzie
elementarne zjawiska fizyczne nie mogly byc obserwowane na

skutek konkurencji procesów zwiazanych z nied9skonalosciami
sieci krystalicznej,

ZAKONCZENIE

Historia opowiedziana w tym artykule nie ma jeszcze zakonczenia.
Dopisza je, i to juz wkrótce, fizycy i inzynierowie, a i my wszyscy
bedziemy w nim w jakims stopniu uczestniczyc jako odbiorcy
powstalych w wyniku tej pracy urzadzen.

A moral? Chyba taki, ze nie mozna wyobrazic sobie rozwoju
wspólczesnej fizyki bez jej dostepu do nowoczesnej techniki
i ze tylko taki kontakt prowadzi do narodzin nowoczesnych
technologii. Zycie dostarcza wielu dowodów, ze jest to mysl
banalna tylko z pozoru.

Rozwiazanie zadania F 125.

Istniejace w przewodniku stacjonarne pole
elektryczne dziala zarówno na elektrony jak
i na jony sieci krystalicznej. Sumaryczny ped
uzyskiwany przez elektrony jest równy
liczbowo i przeciwnie skierowany niz ped
uzyskiwany przez siec. Innymi slowy: srednia
sila z jaka elektrony oddzialywuja na jony

sieci jest równa sile wywieranej na nia przez
pole. Sily te róznia sie zwrotami, zatem
przewodnik jako calosc nie doznaje
dzialania zadnej sily makroskopowej.

I
w-2 = 2 (S3+2s.+3s,+ ... ),

a wiec 2 (w-2)7l = (s)+2s4+3s5+ ... ). n, a prawa strona powyzszej równosci
wyraza wlasnie sume wszystkich katów plaskich wieloscianu. To konczy dowód.

Wielosciany mozemy sklejac z siatek. Jezeli rozsypiemy s scian wieloscianu, to

otrzymamy s wielokatów plaskich majacych lacznie 2k boków (k - liczba
krawedzi wyjsciowego wieloscianu). Aby z tych oddzielnych wielokatów

otrzymac siatke wieloscianu, musimy wykonac s- l sklejen. Za kazdym
sklejeniem ubywaja 2 boki. Liczba boków siatki wynosi zatem

k' = 2k- 2 (s- I),

co w zestawieniu ze wzorem Eulera daje

k' = 2 (w-I),

a poniewaz liczba boków siatki jest równa liczbie wierzcholków (bo jest tak dla
kazdego wielokata), wiec

w' ~ 2 (w- I).

Otrzymalismy zaleznosc miedzy liczba w wierzcholków wieloscianu a liczba w'

wierzcholków jego siatki.
Krzyszto[ JERZYK (opr. red.)
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Chcemy dzisiaj opowiedziec, jak rodza sie gwiazdy, jednak
powiedzmy sobie od razu: nim zaswieci gwiazda - dzieja sie
rzeczy niepojete. No, moze niezupelnie niepojete, lecz w kazdym
razie do dzis skutecznie opierajace sie próbom ich spójnego
opisania.

Nim
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Astronom angielski James Jeans pokazal w 1926 r., ze oblok o danej

temperaturze i gestosci moze kolapsQwac, jesli jego masa przckrac/.a pewna
wartosc krytyczna:

gdzie T jest temperatura obloku, a n jego gestoscia (w Jednostkach ilOSCI

atomów na cm3). Kryterium to ma jeszcze inna interpretacje fi/.YCLIla. nil ta

podana w tekscie: otóz oblok zapadnie sie sam, jesli C1.as swobodnego spadku na

jego srodek jest krótszy od czasu, w jakim dzwiek pflcbiegnic caly oblok.

W tabelce podajemy pu:ykladowe masy Jeansa

gestosctemperaturamasa Jca'nsa

1/ [cm-J]

T [K]M [MOl

osrodek

I
miedzy oblokami

0,280005' 10'/

obloki H l

1001003000

obloki H,

10001030

o dziwo, jednak tak dalece uproszczona teoria dosc dobrze
tlumaczy obserwacje wspomnianych juz nietypowych zródd
podczerwonych, a jako taka zasluguje na pobiezne chocby
omówienie. Nie wiadomo niestety, w jakich okolicznosciach moze
dojsc do spelnienia kryterium Jeansa, czyli - do "zorientowania"
sie protogwiazdy we wlasnej tozsamosci. Zalózmy wiec po prostu,
iz w interesujacym nas obszarze zostalo ono w pewnej chwili
spelnione i ze utworzyla sie tym samym protogwiazda. Gestosc
jej, a zwlaszcza gestosc centralna, zaczyna nieustannie wzrastac.
Energia wewnetrzna sprezanego gazu utrzymuje sie jednak na



tym samym poziomie - cala jej wytworzona przez prace sil
samograwitacji nadwyzka jest na razie bez przeszkód
wypromieniowywana w dalekiej podczerwieni. Po milionkrotnym
wzroscie gestosci centrum protogwiazdy staje sie jednak dla tego
promieniowania nieprzezroczyste i zaczyna sie nagrzewac.

Postepujacy za wzrostem temperatury wzrost cisnienia r))',J",doprowadza do wstrzymania kola psu w niewielkim obsllrze
centralnym, którego masa nie siega nawet 1% MO. Jes
pierwsze jadro hydrostatyczne, które przestaje istniec
gdy jego temperatura osiaga poziom umozliwiajacy dy
czasteczek H 2' Towarzyszacy dysocjacji spadek cisnieni
rozpoczyna druga faze kolapsu. Wkrótce jednak tworz
drugie jadro hydrostatyczne i protogwiazda wchodzi
akrecji. Jej opadajaca niemal swobodnie na jadro o
zmienia gwaltownie wszystkie swe parametry (pr ,~osc

opadania, temperature i gestosc) w bardzo cien j \Varstwie
znajdujacej sie na powierzchni jadra i zwanej ntem

akrecyjnym. Dzieki jego istnieniu masa jadraf ieustannie wzra

Protogwiazda zaczyna swiecic poczatkowo w ~odczerwi~pózniej, w miare wzrostu jadra, w zakresie w ~zialnym i\1
nadfiolecie. Wieksza czesc tego promieniowa ja generowa

na razie we froncie akrecyjnym dzieki zamiZlI~energii
kinetycznej opadajacej otoczki w cieplo, ud' ,:>rt'l'i':go"fa-J.• 7:;;:;'!""-
w którym tymczasem dokonuje sie kontrak,'
niewielki. Calkowita jasnosc protogwiazdy w
przewyzszyc jasnosc Slonca nawet kilkaset ty,
w calosci pochlaniajaca to promieniowanie s~/,

otoczki rozgrzewa sie do tego stopnia, ze w,
akrecyjnego wszystkie pyly zostaja zniszcz
otoczki powstaje zatem strefa bezpylowa,
wysokoenergetyczne promieniowanie fro
rozprzestrzenia sie niemal bez przeszkód
ulec calkowitemu pochlonieciu i przetw
podczerwien. Do wtórnego pochlonieci
i czesciowego jej przetworzenia na dale
nastepnie w zewnetrznych warstwach
gwiazdy powinny sie nam zatem prze
zródla podczerwieni, w których widm
zwyklych gwiazd, widac nie jedno, lec
chwale naszej prostej teorii nalezy p'
przewidziane dobrze zgadzaja sie z Wlomaml

owej nietypowej klasy zródel podczerwonych. Nf~te:
ona nie doprowadza nas do samego ciagu glówneg
dotychczasowej formie nie mówi nam mianowicie,
zostaje ostatecznie wstrzymany naplyw materii z ot
jadra. Problem ten praktycznie nie istnieje w przyp
protogwiazd zamieniajacych sie w gwiazdy podobnb do Slonca:l
w koncowych fazach ewolucji wolno kontrahujace jadro takiego

obiektu zawiera ponad 99~~ jego masy calkowitej. ~
popelniajac duzego bledu mozna wiec stwierdzicyZ€proceszamiany malo masywnego obloku w gwiazde op bywa sie bez
zadnych strat. W odniesieniu do obloków o du
bedzie to juz prawda; utrata masy moze tu byc bardzo znaczna.

(Szacuje sie, iz z obloku o poczatkowej masie ok. 100 MO

powstanie gwiazoa o masie zaledwie 30 MO). Czynnikiem
prowadzacym do utraty masy jest prawdopodobnie cisnienie
promieniowania. Poniewaz jadro masywnej protogwiazdy
ozpoczyna synteze helu jeszcze w dynamicznej fazie ewolucji

~. M. Kubiaka w Delcie 10/1982), w chwili, gdy ok. 70%

produko anej ogólem energii pochodzi z frontu akrecyjnego,
znaczna r le moga tez odgrywac dokladnie jeszcze nie zbadane,
a pojawiaj ce sie w takich okolicznosciach niestabilnosci. Klucz
do wieksz ci z postawionych na poczatku pytan ukryty jest
w nawet je cze nie raczkujacej teorii ewolucji obracajacych sie
protogwiaz Jest rzecza pewna, iz los takiej protogwiazdy
zalezy nie t o od ilosci momentu pedu, ale i od stopnia, w
jakim zostaje ,n podczas ewolucji zachowany. Gdyby mial on

c zachowan alkowicie, tzn. gdyby gwiazda miala miec taki

sa~-~oment p u, co oblok, z którego powstanie - na pewnym

eta~fu kolapsu d~lObY do nieuchronnego zrównowazenia sil
ods 'dkowych i g awitacyjnych. Dalszy kolaps zostalby tym

~ijj~kwstrzyman . Coraz dokladniejsze, lecz ciagle jeszcze nie

~ladne, jak!smy sobie tego zyczyli, rachunki wykazuja,.z..p.~taJm'niej w j wnych wypadkach po wstrzymaniu kolapsu
oz ojsc do po fialu protogwiazdy - najczesciej na dwa
~ty. ~~ je~l('m zamache~ otrzy~ujemy w ten sposób~i o b,w.m, "e n.dm"," mom,",u pedu,

któ" , (11X now.n, w ,",hu obi'gowym r"gm,nlÓW

Momen Il.ed c e nie musi jednak byc zachowany, a w

zee-z.ywjstych ~ ach - nawet nie moze. Dla uniknieciaieiasndsci mus' odkreslic, ze przez caly czas mówimy o tzw.
zacho n momentu pedu, tzn. o utrzymywaniu

'~ra r togwiaidy tej wartosci momentu pedu,

która c~t<tery P' a go w momencie rozpoczecia sie kolapsu.

W ~~l~Ym ~ai pojawia sie tarcie, totez szybko wirujacyaek oblo u tra~ ~ 'olniej wirujace czesci zewnetrzne bedzierzeka ac im\: e o swego momentu pedu. ,

ll o • Ob . d d .l as me sposo z protogWIaZ ostateCZnl(
órych sily tarcia sa wystarczajaco duze)

cid~e ukladami planetarnymi: ukladyla~ zewnetrzne czesci protogwiazdy, do
Imomentu pedu (przypomnijmy, ze w

'etach zawarte jest 98% momentu pedu
. Jak sie latwo domyslec, ewoluujaca w

lerunku Jkfa,GU\hJ'anetarnego protogwiazda przybiera ksztalt ,
akrecyjny nadal otacza jadro, lecz nie jest juz
lem promieniowania; z porównywalna moca swieci
zewany przez tarcie dysk. Widac to wszystko

o w podczerwieni, gdzie jakosc technik
h mimo ogromnego postepu nie dorównuje

jakosci obserwacji optycznych, mimo to wydaje sie, ze
,aahseLWOwa-~Ojuz co najmniej jeden uklad protoplanetitrny.

Na ostateczny wyr'fk w tej sprawie, jak zreszta i w wiekszoscipraw o~s poruszonych, trzeba bedzie poczekac do
wystrzelenia specjalnego satelity przeznaczonego na wylaczne
potrzeby astronomii podczerwonej.

l'

Prowadn h,~1,--,oOdpowiedniego rozkl<!l ..h.l

ladunkow oraL potenCJalu, Efekt Po\ ••'inien

l:-)~ bardLO sllbtclny ze wlC1e'tu na duza

ROlwia.lanic ladani" F 124 ..

Pod dLialanlcm ~il grawitacji, lub co na

jl:uno wychodLl sil hC/.wladnosci nastepuir:

prL.cllliCSI.C/anic elektronów w obrehie

met.a1u az do chwili, gdy sila r:owstajal.:cgu

pola elektrycznego zrówno\'''~lzy sile grawitaCJI
dLlalaji.lca na elektron
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Patrz w niebo

Patrzac w niebo widzimy, ze gwiazdy swieca. Prawie wszystkie z nich, widoczne golym okiem sa
zwyklymi, nie wszystkich astronomów pory~ajacymi, od dawna znanymi i zbadanymi gwiazdami
lezacymi na "ciagu glównym". Tak sie zlozylo, ze idac za ogólnymi trendami we wspólczesnej
astrofizyce prze<,lstawilismy Wam obiekty, które dzisiaj budza wiele kontrowersji wsród
astronomów, zostawiajac niejako na uboczu to, co od dawna znane jest nauce, ale ciagle budzi
wiele watpliwosci wsród Czytelników, np. skad wiemy, co sie dzieje wewnatrz gwiazdy. W kilku
najblizszych numerach Delty postaramy sie wypelnic te luke.

Reakcje jadrowe we wnetrzach gwiazdowych

Cykl p-p (2' 106 - 2· lO' K) najprostsza

postac
ov1. p+p -+ 2H+e++v

2. 2H+p -+ 3He+y
3. 'He+'He ~ 4He+p+p

Cykl CNO (T> 1,5' lO' K)

l. 12C+p -+ 13N+y

2. 13N -+ 13C+e++v

3. 13C+p ~ 14N+y

4. 14N+p ~ l'O+y
5.150 -+ !5N+e+ +v

6. I'N+p ~ J2C+ c«4He)

Cykl 3 C< (T '" lO' K)

3 4He -+ 12C+ y
12C+4He -+ 160+y

Spalanie wegla (T '" 5, lO' K) przyklady
12C+12C -+ 24Mg+y

12C+12C -+ 23Na+p

12C+12C _ 20Ne+cx

.Spalanie tlenu (T '" 109 K) przyklady
160+160 -+ 32S+y

160+160 -+ 31p+p

160+160 -+ 31S+n

160+160 -+ 28Si+cx

Spalanie krzemu (T '" 2 . 1010 K)
l. 28Si+y -+ 74He
2. laSi + 7 4He -+ 56Ni

albo

28Si + 2aSi -+ 56Ni

56Ni _ .56Co+e++J'

S6CO -+ 56Fe+e++JI

Dzisiaj chcemy podac w wielkim skrócie w charakterze pomocy i sciagawki przy czytaniu
przyszlych artykulów w Delcie, co wspólczesna astrofizyka sadzi na temat reakcji jadrowych
zachodzacych w centrach gwiazd. Nie bedziemy sie wdawac przy tym w szczególy techniczne
"budowy modeli" gwiazd, zostawiajac to na przyszlosc.

W jadrach gwiazd panuja wysokie temperatury i cisnienia. Przy kontrakcji temperatura osiaga
wartosc kilku milionów kelwinów, w tych warunkach zaczyna zachodzic najprostsza reakcja
jadrowa tzw. cykl proton-proton (p-p), czyli synteza helu z czterech protonów (patrz tabelka).
Gdy temperatura osiagnie wieksza wartosc (w wyniku kontrakcji lub podgrzewania przez cykl
p-p), w centrum gwiazdy zaczyna dominowac synteza helu o wiekszej wydajnosci, przy uzyciu
wegla, azotu i tlenu jako swego rodzaju katalizatorów (tzw. cykl CNO, zwróccie uwage, ze
liczba czastek C, N i O jest zachowana).

W wyniku ewolucji temperatura w gwiezdzie moze dalej rosnac i moze dojsc do "zapalenia" sie
helu (tzw. cykl 3a). Dalej, w zaawansowanych stadiach ewolucji moze dojsc do "spalania"
wegla, tlenu, krzemu az do uzyskania zelaza, które juz przy spalaniu nie powoduje wydzielania
sie energii (bylaby to juz reakcja endotermiczna) .

Przy ogladaniu tabelki pamietajmy o nastepujacych oznaczeniach:
y - foton
e+ - pozyton
v - neutrino

a - jadro helu eHe)
n - neutron

p - proton

mgr Tomasz CHLEBOWSKI

Zadania, których nie umiemy rozwiazac

W roku 1970 Werner Mnich postawil pytanie (Wiadomosci Matematyczne, tom 1J, str. 309):
Czy istnieje trójkat, który mozna podzielic na siedem trójkatów przystajacych?

2

Podzial trójkata równoramiennego

na dwa trójkaty przystajace.

Podzial trójkata równobocznego

na trzy i szesc przystajacych
trójkatów.

Pc.dlial trÓjkatJ mI u2 (na

rysunku n = 4) lrójk,!lÓw
przystajacych.

Jak podzielic ten trójkat na 5

trójkatów przystajacych?

Podzielic trójkat prostokatny

n nr:z;yprostokatnych a i b na
n = al + b2 przystajacych
trójkatów.

Dlaczego akurat siedem? Dlatego, ze dla n ~ 6 sa trójkaty, które mozna podzielic na n
trójkatów przystajacych. Dla niektórych innych n tez (p. rysunki obok).

A jak jest dla n = 7? Choc od chwili opublikowania zadania uplynelo 12 lat, odpowiedzi wciaz
nie znamy.

AM
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Czolówka ligi zadan10wej "Klub 44"

po uwzgl,dn1en1.u ooen rozwiazafl. zadafl.

z numeru "1982

Jerz1 Janowicz - Boleslawiec- ?>1,4Opkt
Zb1gD1ew Bartold - Gd1n1.a - 27 ,~5pkt
Edward Orzeobowsk1- Warszawa - 17,84pkt;
Jaoek Ur1ga - ll1tom - 15,81pkt;
Andrzej Lenaro1k - Kielce - 15,~8pkt
Dariusz Sowizdrzal- Szozecin - 14,9~pkt

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nr n+4. Mozna nadsylac rozwia~ania trzech, dwóch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez

Ó ~ -'" 19 20 21 suma ocen za rozwiazania danego zadaniaWop lczynn1:k11;rudDo ••o1 .ad ••••. , , 14-3. _
2,47 ?>,77 ?>,2~ liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.

Liga nasza trwa juz rok z okladem. Otrzymalismy przez ten czas
sporo listów od Czytelników. Nie jestesmy w stanie odpowiedziec
na kazdy list. Nie chcemy wszakze pozostawic tej milej nam
korespondencji bez echa. Wiec przede wszystkim dziekujemy: za
przeslane nam zyczenia noworoczne, swiateczne, wakacyjne; za
liczne wyrazy uznania pod adresem inicjatorów konkursu
ligowego; za uwagi, pochlebne i krytyczne, j w ogóle za wszystkie

listy. Korzystamy teraz z okazji, by sie podzielic naszymi
refleksjami na temat uwag i postulatów zawartych w listach,
a takze na temat samego konkursu.

Z zalem musimy odmówic prosbom o odsylanie poprawionych
i ocenionych prac, z wyszczególnieniem "popelnionych bledów
i niescislosci". Szczególowe recenzowanie poszczególnych
rozwiazan znacznie przekracza nasze mozliwosci czasowe.

Padla propozycja, zeby oglaszac pelna tabele ligowa (nie tylko
czolówke) - nazwiska wszystkich uczestników wraz z pelna
punktacja - co mialoby stanowic zachete dla tych, którzy w
czolówce juz sie nie zdolali zmiescic. My jednak myslimy, ze
bylby to raczej antydoping. Jak poczuje sie uczestnik,
ujrzawszy swoje nazwisko, a przy nim ... rzadek zer lub innych
ocen niskich niewspólmiernie do ambicji? A z taka mozliwoscia
zawsze trzeba sie liczyc. Pozostanmy wiec przy "czolówce".
Poniewaz punktacja jest cykliczna (do 44 i znów od zera), zatem

kazdy uczestnik, jesli bedzie dosc wytrwaly, predzej czy pózniej
do czolówki trafi ...

Zaklócenie cyklu produkcyjnego naszego czasopisma, jakie
mialo miejsce na poczatku biezacego roku, sprawilo, ze
podawane terminy nadsylania rozwiazan byly niemozliwe do
dotrzymania. W tej sytuacji uznalismy za calkowicie
usprawiedliwione opóznienia nawet dwumiesieczne. Wszystkie

przyslane rozwiazania zadan z numerów 1--4 zostaly
przeczytane i ocenione. Wdzieczni jestesmy ich autorom
za nieprzerwany udzial w konkursie. Tych zas, którzy, majac
za soba start w poczatkowych "kolejkach ligowych", przerwali
zabawe, zniecheceni awaryjna sytuacja - namawiamy goraco
do wznowienia udzialu w lidze. Come back!

t&

Nie wszystkie zadania konkursowe sa oryginalne - to
nieuniknione. Niektóre z nich mozna znalezc w róznych zbiorach
zadan; czasem dzieje sie tak z pelna nasza swiadomoscia, czasem
bez. Kilku Czytelników wyraza obawe co do naszych ocen za
rozwiazania typu ••... patrz zbiór taki a taki (rozdzial, strona)".
Pragniemy ich uspokoic: jesli tylko w cytowanym zródle istotnie
znajduje sie rozwiazanie (pelny dowód czy obliczenie), ocena jest
maksymalna. Równiez powolywanie sie na fakty pomocnicze, ze
wskazaniem ksiazki, gdzie mozna znalezc dowód, jest dopuszczalne
i mile widziane. Umiejetnosc korzystania z literatury jest cenna
cecha i .zasluguje na punktowanie.

Zainteresowanie wzbudzila przyjeta przez nas zasada punktacji.
Pisalismy przed rokiem, w komentarzu do regulaminu Ligi
(nr 9/81) " ... nie zawsze mozna przewidziec, co okaze sie trudne",
a co latwe: dlatego decydujemy sie na formule uzalezniajaca
wspólczynnik trudnosci (WT) od ocen; stosunek x = (suma
ocen): (liczba uczestriików) przyjmuje wartosc O, gdy nikt nie
przysle rozwiazania poprawnego chocby czesciowo, zas wartosc l,
gdy wszyscy podadza rozwiazanie bezbledne; funkcja y = 4- 3x
odwzorowuje przedzial (0,1> na (1,4>, wiec najwiekszy WT

rów~ sie 4, a najmniejszy I". Po roku zabawy obserwujemy, ze
wspólczynnik chyba niezle spelnia swoja role. Sposród zadan
1-21 najtrudniejsze okazalo sie zadanie 7 (WT = 3,82), a
najlatwiejsze zadanie 18 (WT = 1,00). Ktos dowcipnie zauwazyl,
ze aby zwiekszyc swoje szanse, celowe jest przyslanie - oprócz
wlasnego (poprawnego) rozwiazania - jeszcze kilku rozwiazan
blednych, pod zmyslonymi nazwiskami, co spowoduje
zwiekszenie WT. Zaiste; wszelako zwiekszy to szanse nie tylko

autora i wykonawcy tego pomyslu, ale takze wszystkich jego
rywali (z wyjatkiem, oczywiscie, tych zmyslonych ... ).

Jak to zostalo zapowiedziane, ocena rozwiazania zalezy nie tylko
od poprawnosci, ale tez od prostoty i elegancji. Nie dajemy wiec
calego. punktu za rozwiazania nawet w pelni poprawne i bez luk,
ale oparte, na przyklad, na dlugich i uciazliwych rachunkach,
jesli istnieje rozwiazanie proste a sprytne; typowa ocena w takich
razach jest 0,8 (czasem 0,9, czasem nawet 0,7).
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Zadania nr 37, 38, 39

Termin nadsylania rozwiazan: 31.01.83

37. Na zewnatrz danego czworokata wypuklego narysowano cztery kola; kazde z nich jest
styczne do jednego boku czworokata i do przedluzen dwóch sasiednich boków. Udowodnic, ze
srodki tych kól leza na okregu.

38. Liczbe calkowita nazywamy palindromiczna, gdy czytana od tylu pozostaje ta sama np.

12344321, czy 121. Znalezc wszystkie palindromiczne liczby pierwsze, majace parzysta liczbe cyfr.

39. Przedstawic liczbe 1 w postaci sumy odwrotnosci róznych liczb nieparzystych (~ 3).
Rozwiazanie bedzie uwazane za tym lepsze, im mniejsza bedzie liczba skladników.

Rozwiazanie zadan z-numeru 7/82

25. Ciag O, l, a, aO, aaa, ... wyraza sie wzorem rekurencyjnym xn+t =
= [(x"), Xo = O.J(x) = aX = e-cx; c = Ilnal (jako. ze O < a < l). W takim

razie x" +2 = g(xn), gdzie g(x) = [([(x)). Wezmy pod uwage funkcje h(x) =
= g (x)-x. Miejsca zerowe funkcji h to punkty stale funkcji g; istnieja, bo

h(O) > O, h(l) < O. Oznaczmy przez u i v najmniejszy i najwiekszy z pierwiastków

równania h (x) = O w przedziale (0,1). Funkcja g jest scisle rosnaca, wiec w

~rzedzialach (O, u) oraz (v, 1> spelnia (odpowiednio) warunki x < g (x) < glu) =
~ u oraz v = g (v) < g (x) < x. Wynika stad, ze ciagi {x,.} oraz {x,.+ l}
zawarte sa (odpowiednio) w tych przedzialach i ze sa monotoniczne, wiec

zbiezne. Ich granice musza byc punktami stalymi funkcji g. Zatem lim X2k = u,
lim X2/';+ l = V.

Standardowa metoda rachunku rózniczkowego (badajac znak drugiej pochodnej
gil) sprawdzamy, ze maksymalna wartosc pochodnej g' w przedziale (O, I> nie

przekracza cle. Jesli wiec c ~ e, to h' (x) ~ O dla x E (0,1>; funkcja h nie

jest stala na zadnym przedziale; jest wiec scisle malejaca i równanie h (x) = O

ma dokladnie jeden pierwiastek w (0,1 >, czyli u = v = lim xn' Natomiast
jesli c > e, pierwiastków jest wiecej; aby sie o tym przekonac, wystarczy

wskazac punkty Ot i fi takze, ze O < Ot < fi < 1 oraz h(Ot) < O, h(fi) > O.

Warunki te spelniaja na przyklad liczby Ot = l/c, fi = In c/c (co nietrudno

przerachowac). Zatem w tym przypadku LI < v i granica lim XII nie istnieje.

Tak wiec koniecznym i dostatecznym warunkiem zbieznosci ciagu {xn} jest
nierównosc c ~ e, czyli a ~ e- e.

Uwzgledniajac wynik zadania 13, gdzie podobny problem byl dyskutowany przy

zalozeniu, ze a > I, dochodzimy do konkluzji: ciag a, aO, aaa, .. (a > O) jest

zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy e- e ~ a ~ ellc•

26. Niech a, b, c, d, beda dlugosciami kolejnych boków rozwazanego

czworokata; a+c = b+d, jako ze czworokat jest opisany na kole. Stosujac
twierdzenie Pitagorasa do czterech trójkatów prostokatnych, na które przekatne

dziela czworokat, dostajemy równosc a2 + (.'2 = b2 + d2• Z uzyskanych równosci

latwo wynika, ze pary (nieuporzadkowane) (a, c) i {b, d} sa identyczne: albo
a = b, c = d albo a = d. c = b. Czworokat jest wiec deltoidem.

n

27. Jesli 11 ~ 4, to suma s/I = I k! konczy sie cyfra 3, nie jest wiec pelnym
k=l

kwadratem. Zatem jedynymi rozwiazaniami równania sn = ",2 w liczbach
naturalnych sa: m = n = l i 111 = 11 = 3. Oczywiscie równosc Sm = 112 jest
wtedy takze spelniona.

Zadanie 7. Funkcja Iciagla na (O, + 00) spelnia dla kaz'dego

x > ° warunek lim/('::") = O.n_co n

Czy stad wynika, ze lim I(x) = O? - Krótki i efektowny
x~o

dowód oparty na twierdzeniu Baire'a przyslal pan Andrzej
Lenarcik z Kielc (student). Nadmieniamy, ze jest to jedyne
poprawne rozwiazanie tego zadania sposród wszystkich
nadeslanych. Ustalmy L > ° i zdefiniujmy zbiory Z. (k =

1,2,3 ... );

l
= - (n- l)n(5n-I).

3

{O}Un{x>O:n~k
Z.

L=

Wobec ciaglosci I sa to zbiory domkniete, a z warunku zadania

wynika, ze UZ. = <0, + 00). Twierdzenie Baire'a (patrz

dowolny podrecznik analizy lub topologii) mówi, ze jesli
przestrzen metryczna zupelna jest suma ciagu zbiorów
domknietych, to którys z nich ma niepuste wnetrze. Zatem
istnieja liczby a > O, fJ > O, k E N takie, ze Z. ~ (a- fJ, a+ Ó);

mozna zalozy~, ze fJ .;:;a/k.

Niech teraz ° < x .;:; fJ. Oznaczamy przez n najwieksza liczbe
calkowita.;:; a/x. Marny wiec n ~ k oraz
a-fJ.;:; a-x < nx';:; a < a+fJ,skad nXEZ •.

Z okreslenia zbioru Z. dostajemy I(x) = k( n; )1.;:; t, co wobec
dowolnosci t oznacza, ze lim/(x) = O.

x~O

Wszystkich mozliwych ustawien pary hetmanów na szachownicy

(n2) n2(n2 -1)jest M = 2 = 2 . Szukane prawdopodobienstwo

L (3n-l)(n-2)P=I--=-----
M 3n(n+l)

Zadanie 6. Na szachownicy (n x n) stoja dwa hetmany. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze sie nie atakuja? - Pan Edward
Orzechowski z Warszawy oraz pan Dariusz Sowizdrzal ze

Szczecina (student) podaja prosta metode wyznaczenia liczby L
ustawien szachujacych: Hetmany sie atakuja, jesli stoja na
jednej linii poziomej, pionowej lub ukosnej. Mamy 2n+2 linii
dlugosci n (tj. 2n rzedów i 2 przekatne) oraz po 4 linie ukosne
dlugosci n-l, n-2, ... , 3, 2. Na linii dlugosci m mozna ustawic

dwa hetmany na (;) sposobów. Zatem

Apel o zadania wciaz aktualny. Liczymy na to, ze z czasem

propozycje Czytelników stana sie glównym zródlem zaopatrzenia
"Ligi" w zadania.

1jeszcze jeden cytat z naszego komentarza sprzed roku: "Marny
nadzieje, ze rozwiazania przyslane przez uczestników beda
czesto ladniejsze, bardziej pomyslowe lub ogólniejsze od

rozwiazan nam znanych. Najciekawsze rozwiazania bedziemy po
adaptacji drukowac". Dotrzymujemy wiec obietnicy:

W odpowiedzi na apel o przyslanie pr;:>pozycji zadan otrzymalismy
ich przeszlo dwadziescia. Wiekszosc z nich wykorzystamy. Ale
nie wszystkie. Nie skorzystamy z zadan 0 nadmiernie

rozbudowanej trdci, gdzie samo. postawienie problemu jest
czyms w rodzaju malej teorii; ani z zadan wylacznie

techniczno-rachunkowych. Niechetnie widzimy zadania zabraniajace
korzystac z pewnych metod (np. rachunku calkowego lub tp.),
bowiem warunki takie rzadko da sie precyzyjnie okreslic, a
jeszcze trudniej precyzyjnie je wyegzekwowac przy ocenianiu
(a poza tym - metody matematyczne istnieja przeciez wlasnie

. po to, zeby z nich korzystac ... ). Odrzucamy wreszcie zadania,
które sa - naszym zdaniem - zbyt latwe (wrecz banalne) lub
zbyt trudne (sami ich nie umiemy rozwiazac). Tu uwaga:
selekcja zadan do konkursu bedzie znacznie ulatwiona, jesli do
tresci kazdego proponowanego zadania bedzie dolaczony szkic
rozwiazania (lub informacja, ze autor nie zna rozwiazania).
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