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o wyzszosci_ulamków lancucls1owych'
nad rozwinieciami dziesietnymi

Dr Jerzy RYLL

o ulamkach lancuchowych pisal w Delcie

5/1979 prof. dr Andrzej Schinze!. Czytelnicy Delty znaja doskonale rozwiniecia dziesietne liczb rzeczywistych. Wiedza, kiedy
ulamek ma rozwiniecie skonczone. wiedza tez, ze liczby wymierne (i tylko one) rozwijaja sie
w ulamki okresowe. Cóz to jednak jest ulamek lancuchowy?

[a] oznacza czesc calkowita liczby a. tzn.

[a] jest liczba calkowita i [a] '" a < [a] + l.

.r 1
Dla a = y2 mamy ko = l; a, = --:;=-- =y2-1

./- 1 ./-
= y2+1 ik, = 2;a> = .r - y2+1y2+1-2

ik> = 2; ... ; a. = VI+lik. = 2; ...

l
Wezmy liczbe rzeczywista a i óznaczmy ko = [a].Gdy a nie jest calkowita. wezmy al = --

a- [a]
i postapmy z liczba al podobnie - tzn. kI = [ad i jesli at l Z (zbiór liczb calkowitych), to

a2 = l . Idac tak dalej tworzymy dwa ciagi - (a.) i (k.) (k. = [a.];an = k. + - ~)al - [ad a.+1
i mozemy napotkac liczbe calkowita a. - otrzymamy skonczony ciag ko •... , k.; lub nie 
wtedy wynikiem naszego postepowania jest nieskonczony ciag ko, kI, ... liczb naturalnych
(ko moze byc ujemne). W przypadku pierwszym interpretacja otrzymanego ciagu jest prosta:

a = ko+

kt + k2+

Niech a = ~ (k. l E Z. l > 1). Wtedy

a- [a] = -~, i O < m < l. a zatem a. = .!...·m
im < l; po co najwyzej l krokach dojdziemy
do liczby calkowitej.

Ladne rozwiniecie na ulamek lancuchowy ma

.. y':5-1 II 11

zlota proporcJa. --2-- = ]T +]T+ ...

l'+-
k.

i a jest liczba wymierna. Ulamek po prawej stronie nazywamy ulamkiem lancuchowym

dlugosci n. (TU umowa - ulamek taki bedziemy dla oszczednosci miejsca zapisywac'

ko + 1:11+ ... + 1~.I) . Co wiecej, kazda liczba wymierna da sie zapisac jako ulamek lancuchow:f
skonczony. Jak jednak interpretowac ciag nieskonczony?

Liczbe wymierna w. = ko+ I~tl + ... + I~nl nazwijmy n-tym reduktem liczby a, natomiast a.
n-ta reszta. Pokazemy, ze ciag reduktów liczby a jest do niej zbiezny. Bedzie to uzasadnialo

zapis a = ko + I:tl + ... + ILI + ... oraz nazwe - ulamek lancuchowy nieskonczony - dla tego

zapisu. Przedstawmy n-ty redukt w postaci ulamka nieskracalnego !!::.- (P., q. E Z; q. > O).
q.

Wtedy ciagi (P.) i (q.) spelniaja zaleznosci rekurencyjne

(l)
p. = p.-tk.+p.-2,

q. = q.-tk.+q.-2,

Po = ko,

qo = l,
Pt = kokt+I,

ql = kt.

Zarazem dla dowolnych róznych od zera liczb rzeczywistych ko, ... , kn jesli liczby Pl, ql (i =

= O, ... , n) spelniaja (l), to :: = ko+ I~tl+ ... + ILI (i = O, ...• n). Jesli liczby ki (i = 1,2, ... )

sa naturalne i liczby Pl, ql (i = O, l, ... ) spe~iaja (1), to liczby Pl.,ql (i = O, 1, ... ) sa wzglednie
pierwsze.
Mamy bowiem

p.-tq.- P.q.-l = P.-t(q.-tk.+q.-'2)- (]'J.-tk.+p.-2)q.~ t = - (Pn-2q.-t - Pn-tq.-2) =
= (-I)·-t(POql-PtqO) = (-1)·.

Tak wiec P. i q. nie moga miec wspólnego dzielnika wiekszego niz 1.

Obliczmy róznic~ miedzy liczba a i jej n-tym reduktem

P. P.q-a.+l +P.-lq.-p.q.a.+l-p.q.,la- - = ---------------
qo (q.a.+l +q.,l)q.

+ IkII+ -\_l_I. Ze wzoru (1) stosowanego dla ciagu ko,n an+ 1

(-l)·
(q.a.+l +qo-l)q.

p.a.+l +P.,l

q.a.,+l+q.-l
a=

M .. ' k 11
amy OCZywIsclea = o + fI'; +

kI, ... , k., a.+l mamy

Mamy pokazac; ze jesli liczby p" Ql (i =

= O•...• m) spelniaja (I). to..!'..!... = ko +
gl

II 1 I .
+ jk; + ... +"[k; (. = O•...• m).
Dla m = O i 1 jest to oczywiste. Zalózmy. ze

udowodnilismy powyzsze stwierdzenie dla

pewnego m i dla dowolnych liczb

ko, ... , k", E R'-., (O}.

Wezmy liczby lo •...• 1"'+1 E R'-., (O} i niech
ko = lo, ... , km_1 =·/m-l.· km = lm+

+ -1_1-. Korzystajac z zalozenia"'+1

indukcyjnego mamy (liczby Pl i Ql sJl
utworzone dla ciagu lo, "0' /m+l; dla

j ~ m-t, sa one takie same dla ko, ,-o,

k",_.).

1\ 1 l 1 I
10+ il.' + ... + \1"'+1 = ko+ jk; + ... +

1 I p",_.k",+p",_>+ - = .-----.- =
I km g",_.k", +g",_1

(P",_.I",+p",_»I"'+1 +P"'_' Pm+.
a (gm_.lm+g",_~)lm+' +gm-. = 'gm+'



A zatem redukty parzyste sa mniejsze, a nieparzyste wieksze od a oraz (z uwagi na
nierównosci qn+I < qnan+I +qn-I < qn+1+qn)

qn(qn+qn+l) < la- :: I
1<--

qnqn+1

Wystarczy pokazac, ze ciag reduktów
ulamka lancuchowego spelnia warunek

Cauchy'ego. (Tzn: dla kazdego. > O

mozemy znalezc takie ne, ze dla n > ne

. k N IPn+k Pn I ) ll E mamy --- - - < E • A e
qn+k an

n+k

I~ _!!!!...\ = I '" (El. - Y-'..·-'-)I =qn+k qn L-.J ai al-l
;=n+l

I n+k (_1)1_1 l l= L ~I ~gnqn+l :s;; fi"2"
;=,,+1

11 1 I 1\ 1 I
n = 3+ f7+ [i5+ fi + j292 + ...

~ k .. l . 22 355
re"u tarnI sa WIeCu amk. 7' li uZywane
jako dobre przyblizenia liczby n.

Dla a = { mamy ko = O, ki = 4, a wiec

d k O. I l k' . d .
re u ty to T l "".4' u aro ow pasce nich

brak. Tymczasem najlepszym przyblizeniem

jest np. +. Otóz jesli wprowadzimy redukt

dlugosci (- 1) jako formalny iloraz {., tzn.
P-I = l, q-I = O, to wsród ulamków

posrednich pojawi Sie'+.

+jest najlepszy",: przyblizeniem pierwszego

rodzaju liczby +, ale nie jest najlepszym
przyblizeniem drugiego rodzaju, bo

11.+-01 < 13'+-llil < 3.

Ze wzoru (1) wynika, iz qn ;;. n, a zatem Iim pn = a. Kazdej liczbie niewymiernej odpowiada
qn

wiec ulamek lancuchowy nieskonczony. Ale i na odwrót - jesli dany jest ciag (kn) liczb

naturalnych (ko moze byc ujemne), to ciag jego reduktów jest ~biezny (do liczby niewymiernej,
oczywiscie), przy czym róznym ulamkom lancuchowym odpowiadaja rózne liczby rzeczywiste
(trzeba sie tylko umówic, ze ostatni wyraz w ulamku skonczonym jest wiekszy niz 1).

No dobrze, ale po co takie dziwolagi jak ulamki lancuchowe? Czy rzeczywiscie sa pod jakimis
wzgledami lepsze od rozwiniec dziesietnych? Otóz tak - ciag reduktów jest wyrózniony wsród
innych ciagów liczb wymiernych, zbieznych do danej liczby rzeczywistej. Mówia o tym prawa
najlepszego przyblizenia.

Oczywiscie odleglosc dowolnej liczby rzeczywistej od zbioru liczb wymiernych jest zero - nie ma

sensu mówic o najlepszym przyblizeniu wsród nich. Mozna natomiast szukac takiego elementu
k

wsród liczb o mianownikach niewiekszych od ustalonej liczby m. Jesli - jest najblizszym am
k

elementem tego zbioru, to nazywamy - najlepszym przyblizeniem pierwszego rodzaju.m
k

Innymi slowy - musi spelniac warunek:
m

Jesli; # ~ i I;-al~I: -al- tos > m.

Wszystkie redukty sa takimi najlepszymi przyblizeniami (bedzie to wynikac z dalszych rozwazan).
Ale nie tylko one. Poza nimi takimi przyblizeniami moga byc, lecz nie musza, ulamki posrednie,
tzn. ulamki postaci

Pn-l pn-l +Pn pn-l +2pn pn-l +kn+1Pn Pn+l

qn-l ' qn-l +qn' qn-l +2qn , ... , qn-l +kn+1qn = qn+l

k
Mozna rozpatrywac nieco inne - mocniejsze - pojecie przyblizania. Liczbe - nazywamy

m
najlepszym przyblizeniem drugiego rodzaju, gdy spelnia warunek:

r k
Jesli.~ # - i Ir-sal ~ Ik-mal, to s> m.

s m

Oczywiscie kazde takie przyblizenie jest przyblizeniem w poprzednim sensie, ale nie odwrotnie.
Teraz mozna podac pelna charakteryzacje reduktów danej liczby.

Kazde najlepsze przyblizenie drugiego rodzaju liczby a jest jej reduktem i odwrotnie, kazdy

redukt jesf jej najlepszym przyblizeniem drugiego rodzaju (jedyny oczywisty wyjatek to polowa
liczby nieparzystej i jej zerowy redukt).

A oto dowód: Jesli ulamek ~ jest najlepszym przyblizeniem a = ko+ I~II+ ... + 1~.1+..., to

~> ko. (InaCZej 11' a-kol < la- ~I~Ima-II, ale m;;' 1). Jesli ~ nie jest reduktem a,m I m m

to jest zawarte miedzy dwoma reduktami a o tej samej parzystosci pn- I i Pn+l lub jest wieksze
qn-l qn+l

niz ~ (ciag reduktów parzystych rosnie, a nieparzystych maleje). W pierwszym przypadku
ql

~I _ = I Pn-l _ pn I> I~_Pn-l I;;.~I_qnqn-l I qn-l qn m qn-l mqn_l

( pn l l . Pn- l) A . Z d ..
- ezy po mneJ strome a IllZ - l --. WIeCm > qn. ruglej strony
qn m qn-l

1 m Ipn+ I l I I l I
Iqna-Pnl ~ -- = ----~ m ..---- ~ m a-- = Ima-II,

qn+l qn+l . m qn+t m m

i
czyli - nie jest najlepszym przyblizeniem. W drugim przypadku postepujemy podobnie.

m

2



Oczywiscie mo jest wyznaczone
jednoznacznie. Gdyby dla 10 '" l, bylo

la-~I=la-~I,toa= 10+11.mo mi 2mo

Ulamek ten jest nieskracalny - inaczej samo a
(po skróceniu) byloby lepszym przyblizeniem a

niz...!.!!.... '" a - zatem jest reduklem (n-tym)
mo

liczby a. Mamy wiec

Pn = 10+11, gn = 2mo = kngn_1 +gn-2

(gdzie kn ;;. 2), czyli dla kn > 2 lub kn = 2

in> l jest gn-l < mo. Ale lan-la-Pn_d =

1 l l 110-/11
= - = -- ~ - ~ ---- = lamo-lol,

an 2mo 2 2
co przeczy wyborowi mo.

Nieco bardziej skorr.plikowany jest dowód drugiej czesci. Chcemy pokazac, ze redukt !..'!...- jest
qN

l
najlepszym przyblizeniem drugiego rodzaju. Wsród ulamków - o mianownikach niewiekszych

m •

niz qN wybieramy ten - o najmniejszym mianowniku - dla którego wyrazenie Ima-II jest
l

najmniejsze. Ulamek ten - _0_ - jest wyznaczony jednoznacznie, jest zatem najlepszym
mo .

przyblizeniem a, wiec na podstawie udowodnionego poprzednio reduktem a - powiedzmy
i-tym (i ~ N). Gdyby bylo i < N, otrzymalibysmy sprzecznosc:

l l l l
-- ~ ---- ~ --- < Iqla-pLI ~ IqNa-PNI < -
qN+l qN+qN-l ql+l+ql qN+l

( ••• u 'k kr 'I . lo Pl )
przedostatrua ruerownosc wym a z o es ema - = - .

mo q,

Widzielismy juz, ze y2: = 1+ r±l + r-41+ ... , ulamek lancuchowy jest okresowy. Ulamek
okresowy zawsze przedstawia pierwiastek (niewymierny) równania kwadratowego
o wspólczynnikach calkowitych (niewymiernosc kwadratowa). Jesli bowiem ulamek jest
okresowy, to ciag reszt (an) tez jest okresowy, czyli am = an dla m "# n. A zatem

a=
qn_lan + qn-2 qm-lan+qm-2

czyli an (i (ówniez a) jest niewymiernoscia kwadratowa (Pn-l qm-l - Pm-l qn-l "# O).

Okazpje sie, ze równiez odwrotnie, kazda niewymiernosc kwadratowa rozwija sie w ulameklancuchowy okresowy. Reszty niewymiernosci kwadratowej a sa równiez niewymiernosciami
kwadratowymi. Równania kwadratowe, których sa pierwiastkami, maja wspólczynniki wspólnie
ograniczone - jest ich wiec-skonczenie wiele. Pewne dwie reszty anH i ak musza byc wiec równe

i ulamek musi byc.qkresowy.

Ulamki lancuchowe maja równiez wady. Rozwiniecia dziesietne latwo dodawac - jak jednak
dodac dwa ulamki lancuchowe, tzn. jak znalezc trzeci ulamek lancuchowy bedacy ich suma?
To pytanie pozostaje bez odpowiedzi.

Niestety, w kwietniu jeden z przyrzadów byl caly czas zepsuty.
Dwie pierwsze rubryki nie budzily watpliwosci: O; O. Ale co
napisac w trzeciej?

Oto problem, z jakim zetkneli sie pracownicy w pewnym
instytuCie badawczym. Co miesiac musieli wypelniac formularze
dotyczace czasu i sposobu wykorzystania kosztownych urzadzen
w tymze instytucie. Miedzy innymi trzy rubryki: pierwsza
czas, przez jaki urzadzenie bylo sprawne w ciagu miesiaca;
druga - czas, przez jaki to urzadzenie pracowalo i trzecia,
najwazniejsza - stopien wykorzystania urzadzenia - iloraz dwu
poprzednich liczb.

S d· , l' Uprawor awczo<:;c.rzecz walna, czy l '?
Zero - stwierdzil Magister wypelniajacy formularz - przeciez
przyrzad ani chwili nie pracowal.

Jeden - powiedzial Docent, kierownik pracowni - przyrzad
pracowal caly czas, przez który byl sprawny.

A moze nieskonczonosc - zaproponowal Adiunkt - niedoszly
uzytkownik - tyle osób chcialo przy nim pracowac, licznik jest
wiec jakby dodatni, wiec przy dzieleniu przez zero wyjdzie
nieskonczonosc.

Historie opowiedzial zaprzyjazniony matematyk, którego jeden
z pracowników instytutu poprosil o pomoc.

J. R.



Al-
Rozwiazanie zadania M 360. Przypuscmy, ze
dla kazdego x [(x) = cos 8X+a7COS7x+
+ ... +a2cos2x+alCOSX > O,awiec
równiez

[(x+1t) = cos(8x+ 81t)+a7 cos(7x+ 71t)+
+ ... +a, cos(2x+.21t)+al cos(x+1t) =
=: cos 8x-a7 cos 7x+ ... +a2 cos 2x

-al CQSX > O,

skad

g(x) = !(x)+['!'+1t) = cos 8x+a. cos 6x+
2

+a. cos 4x+ a2 cos' 2x > O.

Mamy, podobnie jak wyzej,

,7("+ -;:.) = cos(8x+41t)+a. cos(6~+31t)+

+a. cos(4~+21t)+a2 cos(2x'l-1t) = COS 8x

-a. cos 6.• +a. cos 4,,-a, cos 2x > O

Z(X)+Z(x+ ~)
h(x) = 2

= cos8x+a.cos4x > O.

Ostatecznie dla kazdego" byloby

h(X)+h(X+ T)
2

cos 8x+a.cos4x+cos(8x+21t)+
+a. cos(~ + '.2 _

2 -

= cos 8x > Ot

Monopol magnetyczny

Mgr Jerzy KOWALSKI-GLIKMAN

Teoria monopola magnetycznego zostala stworzona przez P. A. M. Diraca w 1931 roku.

W ciagu z góra 50 lat, które uplynely od tego czasu, nie byla ona nigdy tak popularna, jak
obecnie. Wynika to z naj nowszych odkryc fizyki teoretycznej. Dirac pokazal, jak wbudowac

monopole magnetyczne w teorie elektromagnetyzmu, ale przez wiele lat nie widac bylo ;>owodu,
aby tak rozszerzona teorie stosowac do opisu rzeczywistosci. Sytuacja zmienila sie
diametralnie w 1974 roku, kiedy to Rosjanin Poliakow i Holender t'Hooft niezaleznie udowodnili.

ze w ramach teorii, klóra kandydowala do miana jednolitego opisu oddzialywan
elektromagnetycznych i slabych, istnieja obiekty, które mozna interpretowac jako monopole
magnetyczne. Teoria ta zostala co prawda pózniej zarzucona, poniewaz okazala sie byc niezgodna
z faktami doswiadczalnymi, niemniej ze wzgledu na swoja prostote stanowi doskonale "poletko
doswiadczalne" dla fizyków teoretyków. Okazalo sie zreszta, ze tego typu obiekty wystepuja we
ws~ystkich teoriach, branych pod uwage jako mozliwe jednolite teorie oddzialywan

elektromagnetycznych, slabych i silnych. Jesli wiec wierzymy w slusznosc którejkolwiek z tych
teorii, musimy uwierzyc w istnienie monopoli magnetycznych.

Rozpatrzmy na poczatek sytuacje najprostsza,czyli zwykla elektrodynamike Maxwella.
W teorii tej dobrze znane jest rozwiazanie równan Maxwella, opisujace pole punktowego
ladunku elektrycznego (monopola elektrycznego):

E= l q
4nEo -;s-r, B = O.

Zbadajmy teraz sytuacje odwrotna; niech

co nie jest prawda np. dla .• = : . Wynika
stad, ze dla dowolnych al, •.. , a7 funkcja
[musi przyjmowac równiez wartosci ujemne.

E= O, B = l g
4n -;s-r.

Zródlem takiego pola bylaby umieszczona w poczatku ukladu wspólrzednych czastka posiadajaca
ladunek magnetyczny, czyli wlasnie monopol magnetyczny. Podejscie takie napotyka jednak od

razu powazne trudnosci. Obliczmy bowiem f B· dS, gdzie Sjest sfera o srodku w poczatkus
ukladu wspólrzednych. Calka ta jest równa g (na mocy "magnetycznego prawa Gaussa"), ale
z drugiej strony strumien pola magnetycznego przez dowolna powierzchnie zamknieta musi byc
równy zero (na mocy równan Maxwella). Widzimy wiec, ze pole punktowego ladunku
magnetycznego nie jest rozwiazaniem' równan elt:ktrodynamiki.
Dirac poradzil sobie z tym klopotem w nastepujacy sposób. Przyjal on, ze pole magnetyczne
moze byc nieco innej postaci, mianowicie

(I)
l g A

B = ~-r+g-&(-z)15(x)15(Y)z,
4n ,3

Dystrybucje D(x} i cl(x)zdefiniowane sa
nastepujaco

{O, x < °D(x) = l, x;. °
+00

cl(x) = ° dla x oF ° i ~ cl(x)dx =
-00

Do drugiej calki wklad daja punkty na
sferze o wspólrzednych x i y równych zeru
(ze wzgledu na funkcje cl(x) i cl(y», czyli
pólnocny i poludniowy biegun. Wklad od
bieguna p.ólnocnego jest zero ze wzgledu na
wystepowanie funkcji D( - z), pozostaje wiec
tylko wklad od bieguna poludniowego.
W tym punkcie wersaT osi z jest
antyrównolegly do wektora normalnego do
sfery, ich iloczyn skalarny jest wiec równy - l.
Stad druga calka jest równa - g.

gdzie z jest wektorem jednostkowym skierowanym wzdluz osi z. Dodatkowy czlon w powyzszym

równaniu mozna sobie wyobrazic jako opisujacy pole nieskonczeni t) cienkiego solenoidu,
umieszczonego wzdluz osi z, biegnacego od z = - co do poczatku ukladu wspólrzednych. Mozna
ten dodatek interpretowac w ten sposób, ze solenoid dostarcza ladunek magnetyczny do miejsca,
w którym znajduje sie monopol. Zauwazmy, ze teraz strumien pola magnetycznego przez sfere S
równy jest zero. Istotnie: pierwszy czlon da wklad do strumienia równy (jak poprzednio) g,
natomiast, jak latwo sie przekonac na podstawie definicji "funkcji" -& i Q, calka z drugiego
czlonu wynosi -g. Pole monopol a magnetycznego w postaci podanej przez Diraca zgodne jest
wiec z równaniami Maxwella.

Wydawac by sie moglo, ze cena, jaka placimy za to, jest bardzo wysoka - musimy bowiem
jednoczesnie wprowadzic nieskonczony solenoid. Okazuje sie jednak, ze cena ta jest pozorna
istnieja bowiem warunki, przy spelnieniu których solenoid jest nieobserwowalny. Aby to
pokazac, rozpatrzmy nastepujacy eksperyment myslowy. Zalózmy, ze strumien elektronów (lub
dowolnych innych czastek o ladunku elementarnym) dzielimy na dwie wiazki i puszczamy przez
dwie szczeliny na ekran (rys. 1). Mechanika kwantowa mówi, ze na ekranie zaobserwujemy obraz
interferencyjny. Niech teraz za przeslona znajduje sie cienki, bardzo dlugi solenoid (rys. 2).
Okazuje sie, ze wtedy (wniosek ten zostal potwierdzony doswiadczalnie) obraz interferencyjny
ulegnie przesunieciu, bo pole magnetyczne zmienia faze funkcji falowej elektronu. Istnieja jednak



warunki, w których przesuniecie takie nie wystepuje. Wtedy, gdy spelniona jest równosc

(n jest liczba calkowita, e - ladunek elementarny, WB - strumien pola B przez powierzchnie
ograniczona torami l i 2) zmiana fazy wynosi 2nn i jest nieobserwowalna.

Wynik ten ma bardzo wazne konsekwencje dla teorii monopola magnetycznego. Jedyna metoda
obserwacji solenoidu (zwanego inaczej struna) jest badanie rozpraszania na nim czastek
naladowanych. Na mocy wzoru (1) strumien pola magnetycznego przez powierzchnie
przecinajaca strune wynosi -g, stad tez warunek nieobserwowalnosci struny (2) ma postac

1 e'WB-n=---
2 4nli

(2)

Rys. l

Równanie powyzsze nosi nazwe warunku kwantyzacji Diraca (slowo kwantyzacja oznacza w tym
kontekscie, ze pewna wielkosc fizyczna przyjmuje jedynie wartosci bedace calkowita

wielokrotnoscia wartosci elementarnej). Warunek ten jest wnioskiem z teorii monopol a Diraca.
Zapewnia on nieobserwowalnosc struny.

(3)
l eg-n=--.
2 4nli

solenoid

Rys.2
Przypatrzmy sie nieco dokladniej warunkowi (3). Zalózmy, ze w przyrodzie istnieja czastki
majace albo ladunek elektryczny (qt), albo magnetyczny (g}), ale nie oba naraz.
Warunek Diraca przybiera postac

(nI) jest liczba calkowita).

Rozwiazanie zadania F 149. ~ula wykonuje

ruch postepowy, a kazdy jej punkt porU~Zd \ie
po okregu o promienia równym
promil niowi kuli.

W ukl,ad;de odnil'sienia ~;wiazanym z Ziemi

na kule d. lal~ja sily ciezko,.i Q reakcji cd

StOH.1 R (rys.). leh momenty wl;glede'l1

srodka k'J.li ,~a z~rt)we, wiec ruch jest uclJ.cm

postepowym; \V.')zystkie punkty maja
iuentvczne 'd':Jspicszcnia :""·redkosci"

l dczn ljg, 'dentjczny\' ~ przerci(,~:t.Cleti
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VI ,~J.ZdeJ ~hwih pro~lvpiidle Ul) pr,):, ej

lacz;~(,,;""J sr.)(j-:k. ';. il l. punktem l": kniec
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kont~kt·. ze tolem) . .l. .•• k' T;I{leC po~zczeuólne
punkty kn )Iq)kreg' k"tór:o. p(l~<:::lno n~\

rys.unku !ml<1 kropko' ••...ar: a u..'l trzech
PUl któw' dul ~(.go D_ '::"'c dkowe le O

l SZC7ytowcgo G Srode,~ kuli porw.:t;:t ie t

,;.arno, jak cialo zesllgui4~C Sie ze:" ;z~u
sfery bez predkosc poczatkowej. Jak wjt:f"Y.

jest to ruch zrrlie-nny i to ,"L. Y k4c c
'~c'n 2'" (latv.'Ymc \.' znaC':~ la z II

zasLd.v dyn"mik i j;;lSi,f..,y 71C .oW)i'BlerCfi" l

kpI ):-l ,ywa 'iie od stolu

Ustalmy ladunek magnetyczny g}. Wtedy wszystkie ladunki elektryczne q, musza byc calkowita
wielokrotnoscia 2nlijg} i mozna znalezc najwiekszy wspólny dzielnik nO} liczb nI}. Wtedy

. 2nli

wszystkie ladunki elektryczne sa wielokrotnosciami qo = nOj --. Analogicznie mozna znalezc
gj

najmniejszy ladunek magnetyczny go. Oczywiscie, go i qo sa jednoznacznie okreslone
(z dokladnoscia do znaku) i spelniaja warunek

no calkowite.

Konkluzja, ze istnienie izolowanego ladunku magnetycznego prowadzi do kwantyzacji ladunku
elektrycznego, jest niezwykle wazna z punktu widzenia teorii elektromagnetyzmu. Wszystkie
bowiem obserwowane w przyrodzie ladunki sa calkowitymi wielokrotnosciami ladunku
elementarnego, a na gruncie klasycznej elektrodynamiki (bez monopoli) ten fundamentalny fakt
nie ma zadnego wytlumaczenia.

Dzis juz nikt (prawie) nie wierzy w czysta elektrodynamike. Przyjmuje sie raczej, ze stanowi ona
czesc pewnej ogólniejszej teorii, zwanej teoria wielkiej unifikacji, która opisuje elektromagnetyczne,
slabe i silne oddzialywania czastek elementarnych w sposób jednolity. W teoriach tych jest takze

miejsce na obiekty, które ogladane z duzej odleglosci wygladaja jak monopole magnetyczne.

Spróbujmy w duzym uproszczeniu opisac, na czym rzecz polega. Wyobrazmy sobie n pól
podobnych do pola elektromagnetycznego oddzialujacych ze soba w ten sposób, ze kazde z nich
jest zródlem pozostalych. Sposród tych n pól tylko pole elektromagnetyczne jest wyróznione,
poniewaz jako jedyne ma nieskonczony zasieg dzialania; zasieg dzialania pozostalych pól jest
porównywalny z rozmiarami czastek elementarnych.

W najprostszym modelu mamy do czynienia z szescioma polami. Sa to pola W+ i W- (tzw.
naladowane bozony posrednie) oraz pola WI , W2 i W3 (tzw. pola Higgsa). Wszystkie piec ma
skonczony zasieg. Szóste interpretujemy jako pole elektromagnetyczne o zasiegu nieskonczonym.

Zasieg dzialania pól W i f/> jest ograniczony do odleglosci rzedu 10-15 cm. Mozna wiec wyobrazic
sobie konfiguracje pól taka, ze poza obszarem o takim promieniu (zwanym rdzeniem)
wystepowac bedzie jedynie pole elektromagnetyczne. W kontekscie teorii monopola
magnetycznego interesujace jest pytanie, czy mozliwa jest taka konfiguracja pól w rdzeniu, aby
w duzej (;il> 10-15 cm) odleglosci od niego pole elektromagnetyczne mialo postac jak dla
monopola magnetycznego? Czy taka konfiguracja pól bedzie stabilna?

Odpowiedz na oba pytania jest twierdzaca, a rozwiazania równan pola spelniajace powyzsze
warunki podali Poliakow i t'Hooft. Obiekt opisany przez nich zasluguje w pelni na nazwe
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monopola magnetycznego. Rzeczywiscie, ze wzgledu na to, ze wymiary rdzenia sa bardzo mah~,
makroskopowy miernik zarejestruje punktowe zródlo pola magnetycznego.

Rys 3

'Y

'2

Rys 4

'1

x

;1

Monopol Poliakowa - t'Hoofta ma kilka interesujacych wlasnosci, które odrózniaja go od
_ monopola Diraca. Przede wszystkim jest to czastka zlozona z bardziej fundamentalnych

obiektów. W fizyce znamy wiele obiektów zlozonych, ale monopol t'Hoofta-Poliakowa jest pod
tym wzgledem wyjatkiem. Jego stabilnosc zagwarantowana jest przez zupelnie inne prawa niz te,
które zapewniaja trwalosc jader atomowych, atomów itp. Prawa te, zwane topologicznymi
prawami zachowania, odnosza sie raczej do fizyki klasycznej niz kwantowej i zwiazane sa ze
struktura pól Higgsa.

Aby rozwiazanie opisujace monopol magnetyczny bylo fizycznie interesujace (tzn. moglo
reprezentowac obiekt wystepujacy w przyrodzie); musi miec ono skonczona energie. Innymi
slowy, gestosc energii pola musi dazyc dostatecznie szybko do zera, gdy oddalamy sie od
monopola. Dla pól W gestosc energii jest zero tylko gdy wartosc pola jest zero (tak jak
w przypadku pola elektromagnetycznego). Inaczej przedstawia sie sytuacja w przypadku pól rp.

Ich gestosc energii znika, jesli te pola sa stale w przestrzeni oraz gdy spelniony jest warunek

(rp,)' + (rp,)' + (rp3)2 = a2 = const.

Tak wiec mozliwe konfi~uracje pól Higgsa o naj nizszej energii mozna przedstawic za pomoca
- sfery dwuwymiarowej o promieniu a w przestrzeni, w której wspólrzednymi sa rp" rp, i rp3

(rys. 3).

Zauwazmy teraz, ze nieskonczonosc w fizycznej- przestrzeni trójwymiarowej mozna takze
uwazac za sfere dwuwymiarowa. Oznacza to tyle, ze z poczatku ukladu wspólrzednych do
nieskonczonosci mozemy oddalac sie w którymkolwiek z wielu kierunków, a kazdy z nich
odpowiada jednoznacznie pewnemu punktowi na sferze dwuwymiarowej.

Poniewaz zadamy, aby granica gestosci energii pól rp w nieskonczonosci byla równa zeru (aby
energia monopol a byla skonczona), widzimy, ze granica tych pól w nieskonczonosci
wyznaczonajest przez pewne odwzorowanie S' -+ S:J.

(S2 - sfera dwuwymiarowa; rys. 4).

Odwzorowania S2 -+ S2 mozna sklasyfikowac w rodziny numerowane liczbami calkowitymi.
Aby to zobaczyc, rozwazmy uproszczona sytuacje odwzorowan S' -+ S' (S' - okrag), które
mozna sobie wyobrazic w nastepujacy sposób (rys. 5). Rozcinamy pierwszy okrag w dówolnym
punkcie i powstaly odcinek nawijamy na drugi. Po nawinieciu dwa konce musimy z powrotem
skleic. Kazdemu sposobowi nawiniecia odcinka na okrag przyporzadkujemy liczbe calkowita n,
mówiaca ile razy owinelismy kólko wewnetrzne. Li«zba ta jest ujemna, jesli kierunek nawijania
jest przeciwny niz zwrot umownie wybrany na kólku wewnetrznym; n = O, jesli.caly okrag

odwzorowujemy w jeden punkt, latwo zauwazyc, ze nie mozna w sposób ciagly przejsc Qd
odwzorowania oznaczonego liczba n do innego, oznaczonego liczba m, jesli tylko n i= m.
Sytuacja w przypadku odwzorowan -8' -+ S2 jest zupelnie analogiczna.

Wszystko, co zostalo powiedziane powyzej, przenosi sie bez wiekszych zmian na przypadek
monopoli opisywanych przez teorie wielkiej unifikacji. Monopole opisywane przez teorie tego
typu róznic' sie moga jednak np. masami. Dlatego tez doswiadczalne odkrycie monopoli
magnetycznych i zbadanie ich wlasciwosci daloby mozliwosc wybrania sposród wielu teorii
kandydujacych do miana teorii wielkiej unifikacji tej, która rzeczywiscie opisuje swiat.

Ponadto monopol Poliakowa - t'Hoofta jest stabilny. Jesli bowiem rozpadlby sie na bardziej
elementarne obiekty, to n musialoby ulec zmianie, a to jest niemozliwe. ZwrÓCmy jednak uwage,
ze monopol jest stabilny w sensie klasycznym, co bynajmniej nie gwarantuje stabilnosci wzgledem
procesów kwantowych. Móglby on ulegac rozpadowi na skutek tzw. zjawiska kwantowego

tunelowania (podobnego do mechanizmu rozpadu ex niektórych jader atomowych). Opisane
powyzej warunki stabilnosci nosza nazwe topologicznych praw zachowania.
Monopol Diraca moze miec zupelnie dowolna mase. Inaczej przedstawia sie sytuacja w przypadku

monopola Poliakowa-t'Hoofta. Latwo to zrozumiec zauwazajac, ze monopol ten jest ukladem
zlozonym z czastek o okreslonej masie. Z analizy wymiarowej wynika wiec, ze masa monopol a
Poliakowa-t'Hoofta powinna byc proporcjonalna do masy czastki W. Scisle rachunki pokazuja,
ze wspólczynnik proporcjonalnosci jest ograniczony od dolu przez odwrotnosc stalej struktury

1
subtelnej -= 137.

ex

1 eg-n---
2 -4nn'

Wrócmy do monopoli. Z powyzszego rozumowania wynika, ze konfiguracja pól Higgsa, a wiec
i konfiguracja monopola okreslona jest calkowita liczba n. Okazuje sie, ze liczba ta zwiazana jest
z ladunkiem monopola - zachodzi bowiem równosc
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o skutkach hamowania

Cóz innego moze byc skutkiem hamowania, jesli nie
zmniejszanie predkosci pojazdu, ewentualnie az do jego
zatrzymania? - po to przeciez w ogóle sie hamuje.

Skoro tak, to zobaczmy, co dzieje sie ze sztucznym satelita

obiegajacym Ziemie po okregu i lekko hamowanym np. przez
rozrzedzona atmosfere. Tu akurat wazne jest, by hamowanie
bylo slabe - chodzi o to, aby w kazdej chwili satelita poruszal
sie wedlug praw KepIera, w szczególnosci stale prawie po okregu.

( 1 GMm .
ujemna i wynosi E = - mv2 - ---, gdzie m oznacza mase

2 r

satelity, v - jego predkosc, r - odleglosc od srodka Ziemi,
M - mase Ziemi, G - stala grawitacji). Promien orbity r

zwiazany jest z energia zaleznoscia r = -GMm/2E, a wiec
malenie (ujemnej od samego poczatku) energii powoduje malenie
promienia orbity. Ale predkosc na kolowej orbicie o tym

promieniu wynosi v = yG(M+m)/r, co wynika np.
z trzeciego prawa KepIera. Stad widzimy juz, ze maleniu r

towarzyszy wzrost v, czyli lekko hamowany satelita
przyspiesza!

Zauwazamy od razu, ze spodziewane zmniejszanie predkosci

pociagnie za soba spadanie satelity ku Ziemi, co zapewne
skomplikuje przebieg lotu. No wlasnie! Natomiast z cala
pewnoscia mozemy przewidziec, ze satelita przebijajac sie przez
górne warstwy atmosfery (chocby bardzo rozrzedzone) traci
energie, która w przypadku ruchu po orbicie zamknietej jest

Oczywiscie nie bedzie tak w nieskonczonosc. Satelita w miare
obnizania lotu bedzie wchodzil w coraz gestsze warstwy
atmosfery, opór powietrza bedzie coraz silniejszy, wreszcie prawa

KepIera przestana opisywac jego ruch i satelita w bardzo
stromym locie ulegnie juz autentycznemu hamowaniu, z tym ze
przy tej predkosci powoduje to jego zniszczenie.

& Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 358. Malejacy ciag liczb dodatnich (Xl> X2, ••. ) spelnia dla kazdego n nierównosc:

Xl X4 X9 X"2-+-+-+ ...+-.s:; 1.
1 2 3 n

Rozwiazanie na str. 12

M 360. Czy mozna tak dobrac wspólczynniki al, a2, .. '., a7, by dla kazdego X E R

cos 8x+a7 cos 7x+a6 cos 6x+ ... +a2cos 2x+alcos X> O?

Rozwiazanie na str. 4

M 359. W prostokacie o powierzchni 5 lezy 9 wielokatów Wl, ... , W9, z których kazdy ma

powierzchnie 1.
./ ·1

Wykazac istnienie takiej pary Wf, WJ, ze powierzchnia Wf' ('\ WJ nie jest mniejsza niz -.9

Xl X2 X"-' +-+ ...+- < 2.
1 2 n'

Rozwiazanie na str. 12

Wykazac, ze dla kazdego n

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 149. Jednorodna kula spoczywa na krawedzi stolu w polozeniu równowagi nietrwalej (patrz
rysunek). W pewnej chwili kula zaczyna zeslizgiwac sie bez tarcia. Jaki bedzie jej ruch do
chwili utraty kontaktu z blatem i kiedy to nastapi?
Rozwiazanie na str. 5

F 150. Jednorodna kula o promieniu R zeslizguje sie ze schodów wzdluz linii najwiekszego
spadku. Stopnie maja identyczne dlugosci i wysokosci L(L ~ R). Zakladajac, ze ruch sie
ustali wyznaczyc koncowa predkosc kuli. Tarcie nie wystepuje, zderzenia ze stopniami sa
doskonale niesprezyste.
Rozwiazanie na str. 12
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Patrz w niebo

Aby odpowiedziec na pytanie: czy mozna zobaczyc gwiazde w dzien, omówimy najpierw
zagadnienie ogólniejsze: jak slaba gwiazde mozna zaobserwowac golym okiem. Typowe, zdrowe
oko .w dobrych warunkach patrzac na cale niebo w czasie bezksiezycowej nocy moze
zarejestrowac gwiazde 6,1 wielkosci gwiazdowej. Przyjmuje sie, ze widoczne golym okiem sa

gwiazdy do 6 wielkosci, aczkolwiek bardzo wprawni obserwatorzy widza gwiazdy do prawie
7m• Teoret,yczny zasieg oka w ekstremalnie dobrych warunkach (m.in. wlasnie przez rure'- jak
pisal Arystoteles) wynosi 7~7. Dwaj wytrawni astronomowie (Curtis i Russell) mogli w takich
warunkach zauwazyc gwiazdy do 8~5. D. W. Rughes w artykule o zasiegu ludzkiego wzroku
wspomina o "wspanialym nocnym wzroku tych dwóch dzentelmenów". Graniczna wielkosc

gwiazdowa, jaka moze zarejestrowac gole oko ludzkie, zalezy przede wszystkim od jasnosci tla
nieba. JasnoSC gwiazdy 8~5 przekracza jasnosc nocnego nieba o 5,4%. Liczba ta jest bardzo
bliska tzw. granicznemu kontrastowi odróznianemu przez oko (5%).

Ci z Was, kt6rzy czytaja "Patrz w niebo" od pieciu lat, domyslaja sie juz zapewne, ze chodzi
przewaznie o'patrzenie w niebo noca. Bo przeciez chodzi o' to, zeby zobaczyc gwiazdy.
Niektórzy jednak twierdza (choc sami nie widzieli), ze czasem, w specjalnych warunkach (np.
z dna studni) mozna równiez zauwazyc gwiazdy (ciala niebieskie) w dzien.

Poglad ten znan,y byl juz w starozytnosci. M.in. n!ljwiekszy filozof Grecji pisal: "Kto oslania
oczy reka lub patrzy przez rure, nie odrózni ani lepiej, ani gorzej róznic miedzy kolorami, lecz
bedzie widzial na dalsza odleglosc. W kazdym badz razie z dziury i ze studni ludzie nieraz widza
gwiazdy". (Arystoteles, O rodzeniu sie zwierzat, tlum. P. Siwek, PWN Warszawa 1979 BKF,
ksiega 5, I, str. 217).

E. W. Maunder w ksiazce "The Astronomy of the Bibie" (1908) przytacza legende tlumaczaca,
skad medrcy ze Wschodu prowadzeni przez gwiazde bedac w Betlejem wiedzieli, ze tam wlasnie

narodzil sie Mesjasz: "Mówi sie, ze kiedy osiagneli Betlejem prawdopodobnie okolo poludnia,
jeden z nich poszedl do studni przy karczmie, aby naciagnac wody. Patrzac w dól do studni
zauwazyl gwiazde odbijajaca sie w wodzie. Mogla to byc wskazówka, ze gwiazda byla dokladnie

ponad glowami i jej powtórna obserwacja w tych niezwyklych warunkach byla wystarczajacym
potwierdzeniem, ze dotarli oni do wlasciwego miejsca".

Studnia ta istnieje podobno do dzisiaj i ludzie mówia, ze kto spojrzy do tej studni, a jest
c:z;ystegoserca, moze zobaczyc .wniej gwiazdy.

Jedna z podstawowych konsekwencji teorii Kopernika bylo istnienie paralaksy gwiazd .
W XVI, XVII i XVIII wieku wielu astronomów próbowalo wyznaczyc paralaksy gwiazd 
niestety, bez powodzenia. Jednym z problemów byl tu fakt, ze nalezalo zmierzyc polozenie
gwiazdy dwukrotnie w odstepie pól roku. Jednak jesli w danym momencie gwiazda góruje
o pólnocy, to za pól roku bedzie'górowac w poludnie.

Projektodawcy Królewskiego Obserwatorium w Greenwich sto lat po smierci Kopernika
postanowili wykorzystac "mozliwosc" obserwacji gwiazd w dzien w celu wyznaczania ich
paralaks uwzgledniajac w projekcie budynku istnienie specjalnego komina o wysokosci prawie
27 m. Obserwowano przez niego w nocy gwiazde y Dra górujaca prawie dokladnie w zenicie nad
Greenwich. Po pól roku w-dzien gwiazdy nie dalo sie zauwazyc. Pierwsza paralakse (gwiazdy
61 Cyg) wyznaczyl dopiero Bessel w 1838 roku.
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Obliczenia wykazuja, ze czyste dzienne ruebo jest tak jasne, ze oko ludzkie patrzac na caly niebosklon moze zarejestrowac jedynie obiekty
jasniejsze niz -3~5 w zenicie i -2~5 do 150 nad horyzontem.

Tylko Wenus i Mars bywaja jasniejsze (Wenus do -4~3, Mars do -2,:,8). Przy zalozeniu, ze w specjalnych warunkach (m.in. oczywiscie
po adaptacji wzroku, przez komin itd.) wzrok moze byc czulszy o ok. 2':'5 (podobnie jak w przypadku nocy), uzyskujemy w zenicie

graniczna wartosc -1 m. Dochodza tu jedynie Jpwisz (do - 2':'5)i najjasniejsza gwiazda - Syriusz (-1 ~4).

Rozwazmy jeszcze jeden argument. Zastanówmy sie, jakie jest prawdopodobienstwo, ze przez przypadkowo wybrany komin zauwazymy
w czasie pogodnej nocy choc jedna gwiazde! Otóz-jesli sto$unek wysokosci do srednicy komina wynosi 100, to w polu widzenia

1
zaobserwujemy l gwiazde jasniejsza niz 6m w co 30 kominie! Jesli stosunek ten wynosi 30, prawdopodobienstwo zwieksza sie do -,
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ciagle jednak nie mozna twierdzic, ze przez przypadkowo wybrany wysoki komin widac gwiazdy w nocy. A co dopiero w dzien!

Wielu astronomów próbowalo potwierdzic naocznie ten wniosek. Zaden ze wspólczesnych nie mógl zobaczyc gwiazd przez komin, z szybu
kopalni itd.

Amerykanski astronom Rynek znalazl taki komin, nad którym w poludnie górowala Wega (0':'0). Komin mial 72 m wysokosci
i 5 m srednicy. Zaprowadzil tam grupe studentów astronomii. Dokladnie w poludnie wszyscy uwaznie obserwowali zenit, niektórzy nawet
przez lornetki. Nikt nie dostrzegl tej jasnej gwiazdy - niebo bylo zbyt jasne.

Tak wiec jedynym sposobem na zobaczenie gwiazdy w dzien przez komin pozostaje umieszczenie lusterka na jego szczycie. Jesli lusterko
jest odpowiednio skierowane - na pewno zobaczymy Slonce. Tak wlasnie pracuja teleskopy sloneczne, a uklad zwierciadel na ich
szczycie nazywa sie celostatem.

dr Tomasz CHLEBOWSKl
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Propozycja: Teoria balaganu

Dr Zbigniew PLOCHOCKI

Balagan jest stanem powszechnym. Wiecej - nieuchronnym.
Przynajmniej w pewnych zjawiskach, którymi zajmuje sie fizyka.
Nic tez dziwnego, ze fizycy jako pierwsi i jak dotychczas jedyni,

juz dawno zdali sobie z tego sprawe i stworzyli teorie balaganu.
Fundamentem fizycznej teorii balagan,u jest druga- zasada
termodynamiki. Pozwala ona wysnuc szereg kryteriów
okreslajacych m.in. warunki równowagi chaosu i porzadku,
stopien nieuchronnosci balaganu, poziom jego produkcji
w wyniku swiadomie realizowanych procesów, jak tez rodzaj
i wysokosc ceny, jaka trzeba placic za robienie porzadków.
Brzmi to zachecajaco, wiec do rzeczy.
Zgodnie z ustaleniami fizyki kazdy przedmiot to spoleczenstwo
atomów. Organizacje spoleczenstwa zapewniaja róznego rodzaju
oddzialywania (i wewnetrzne, i zewnetrzne), którym
towarzyszy wzajemna wymiana - a to energii, a to pedu, a to
innych dóbr (fizycznych). Wymiany te podlegaja bezwzglednym
rygorom - zasadom zachowania, w mysl których jesli jeden cos
zyskal, to jedynie kosztem kogos innego.
Niezaleznie od tego, ku czemu zmierza cale atomowe
spoleczenstwo, jego czlonkowie sa mniej lub bardziej zywotni
kazdy na wlasna reke - w ramach indywidualnych mozliwosci,
rzecz jasna. Atomy poruszaja sie nieustannie i - wskutek
ciaglych wymian róznych rzeczy miedzy soba, a przez to
nieustannie zmieniajacych sie lokalnych warunków 
chaotycznie. Im przy tym wiecej kombinacji, tym wieksze szanse
(i tym wiekszego) chaosu.

Spoleczna miara intensywnosci tych indywidualnych dazen jest
temperatura ukladu: im wyzsza temperatura ciala, tym srednio
ruchliwsze sa jego atomy. Natomiast spoleczna miara balaganu
w panstwie atomowym jest entropia: im wiekszy chaos, tym
wieksza entropia.

O~óz sformulowanie II zasady termodynamiki jest lapidarne:
kazdy uklad atomowy, który jest calkowicie izolowany od
jakichkolwiek wplywów zewnetrznych, sam moze tylko

produkowac entropie; czyli: niemozliwe sa samorzutne procesy
zmniejszajace entropie ukladu izolowanego (jest to
sformulowanie Clausiusa). Oczywiscie - produkowac
i produkowac, az wreszcie osiagnie sie stan maksymalnego,
mozliwego w danych warunkach, chaosu. W takim stanie
spoleczenstwo atomowe wciaz tetni zyciem, atomy
indywidualnie wciaz oddzialuja ze soba i wymieniaja sie, czym
sie, da, ale spoleczenstwo jako calosc osiagnelo kres mozliwosci
swej ewolucji, czyli - maksymalny mozliwy (w danych
warunkach) pulap entropii. Dopóki wiec w ciele balagan sie
powieksza, dopóty jego atomy moga pocieszac sie: jeszcze sie
rozwijamy, jeszcze ku czemus zmierzamy. Z chwila bowiem, gdy
balaganu powiekszyc sie juz nie da, zostaje im tylko nadzieja na
zmiane warunków okreslajacych maksymalny pulap entropii,
czyli - na ingerencje lub jakas pozyczke z zewnatrz.

Stan maksymalnego chaosu fizycy nazywaja , .. wewnetrzna

równowaga (termodynamiczna) ukladu, jako ze jest on
(dynamicznym) kompromisem miedzy dwoma glównymi
konkurentami: temperatura (czyli - srednia intensywnoscia
chaotycznych ruchów indywidualnych atomów) oraz
oddzialywaniami miedzyatomowymi, majacymi moc
porzadkujacych wiezów spolecznych. Generalnie: im wyzsza
temperatura, tym slabsze wiezy, czyli - wyzszy górny pulap
balaganu. I odwrotnie: im nizsza temperatura (spokojniejsze
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atomy), tym nizszy dopuszczalny pulap chaosu. Odbierajac wiec
atomowemu spoleczenstwu energie obnizamy jego temperature,

a tym samym zmniejszamy entropie.; Jaki jest kres takich
zabiegów? Minimalna mozliwa temperatura ciala to zero
bezwzgledne. W tym stanie takze entropia jest równa zeru (jest
to treSCIII zasady termodynamiki). Cóz za perspektywa 
idealny porzadek, ni cienia balaganu. Niestety, jest to stan
niemozliwy, gdyz im blizej zera bezwzglednego, tym wiekszego
wymaga to wysilku. Zero bezwzgledne to po prostu
nieskonczenie wielki wysilek, a to nierealne (i czy sie oplaca 1).
Idealnego porzadku w spoleczenstwie atomowym zaprowadzic
sie wiec nie da. Trzeba zatem pogodzic sie z mniejszym lub
wiekszym balaganem. Tym bardziej ze porzadki wymagaja
wysilku, a balagan sam sie zrobi nawet bez zadnych naszych
zabiegów. A cóz dopiero, jak sie do tego przylozymy! Na co pod
tym wzgledem mozemy liczyc (pesymisci: co nam grozi?)?
Zaleznosc miedzy temperatura a maksymalnym mozliwym
poziomem entropii (w danych warunkach) nie jest, niestety,
prosta. Kiedy ogrzewamy zimny lód, rosnie powoli jego

temperatura (i' e,ntropia), ale wiazania wciaz decyduja
o powiazaniu atomów w cialo stale. Podczas topnienia pewne
typy wiazan zostaja zerwane, temperatura wszak nie zmienia sie,
ale entropia przyrasta skokowo - woda to tez uklad
powiazanych atomów, ale w sposób znacznie mniej
uporzadkowany w porównaniu z lodem. Grzejac wode dalej
zwiekszamy jej temperature (i entropie), az wreszcie podczas
wrzenia znowu nastepuje rewolucja: zerwane zostaja wiazania
i powstaje para wodna - zbiorowisko indywiduów
atomowych o tej samej temperaturze, ale znowu o znacznie
wyzszym pulapie entropii. Dla kazdego konkretnego ukladu
istnieje temperatura, po przekroczeniu której nastepuje zerwanie
(niektórych lub nawet wszystkich) wiezów porzadkujacych

'atomowe spoleczenstwo; czyli -'radykalne podwyzszenie pulapu
entropii albo jeszcze inaczej - skokowe przejscie (rewolucja)
ze stanu nisko - do stanu wysokoentropowego.
Z drugiej strony wzrost entropii ponad dopuszczalna (w danych
warunkach) miare zawsze zwieksza temperature - atomy staja sie
bardziej nerwowe, bardziej sklonne do zrywania wiezów

spolecznych, a nawet - do rewolucji.
Aby natomiast obnizyc poziom atomowego balaganu, trzeba
atomy uspokoic, czyli - obnizyc temperature (choc nie zawsze
wprost, czasem trzeba jeszcze podgrzac, a potem jeszcze silniej
ostudzic - zaleznie od warunków, rodzaju atomowego
spoleczenstwa, jego stanu oraz rodzaju uporzadkowania, jakie
jest celem tego zabiegu).
Jednakze ogrzewanie (lub chlodzenie) ukladu oznacza dzialanie
na uklad, bo jest to przeciez dostarczanie (lub odbieranie)
energii ukladowi. Co tu mówi II zasada termodynamiki?
Wyobrazmy sobie, ze uklad i dzialajace nan otoczenie mozemy
zamknac w nowych granicach, które nowy, powiekszony uklad

uczynia izolowanym. W tym wiekszym ukladzie entropia moze
byc tylko produkowana. Jesli wiec w którejs czesci ukladu
robimy porzadek (zmniejszamy entropie), to tym samym
robimy wiecej balaganu, którym kogos lub cos innego
obarczamy.

Ale tez odwrotnie, jesli zauwazymy w naszym ukladzie

podejrzaQie wysoki wzrost entropii, ponad wszelka
dopuszczalna norme - to z pewnoscia gdzies obok (lub nawet
wsród nas) robia naszym kosztem porzadki. Bowiem zgodnie
z II zasada termodynamiki kazde porzadki wymagaja wysilku
(energii) i zawsze zwiekszaja balagan. Problem polega tylko na
tym, co z tym balaganem zrobic, gdzie, jak i komu go upchnac.
Mozna, oczywiscie, starac sie, by porzadkowanie przynosilo jak
najmniej entropii, i to osadzonej w formach mozliwie jak
najmniej dokuczliwych. Warto jednak pamietac, ze entropii raz
wyprodukowanej zniweczyc sie juz nie da, i jesli nie chce sie
w niej utonac, mozna ja tylko gdzies, jakos, komus ...
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Rys. 1. Atmosferyczna absorpcja
promieniowania elekLromagnetycz.nego.
Kontur ograniczajacy od góry zakreskowana
powierzchnie wskazuje granice, gdzie
natezenie proinieniowania przy danej
dlugosci fali spada o polowe. Dlugosc fali
podana jest w angstremach (l A = 10-8 cm).

Profesor C. R. O'Dell byl równiez
zaangazowany w amerykanska pomoc
polskim astronomom przy budowie
i wyposazeniu Centrum Astronomicznego
im. M. Kopernika - PAN w Warszawie
z Qkazji jubileuszu kopernikowskiego.

Atmosfera, niczym kokon otulajaca nasza planete, stwarza wyjatkowe warunki do rozwoju zycia
na Ziemi. Równoczesnie jednak jest gruba zaslona, znacznie ograniczajaca mozliwosc poznania
Wszechswiata. Promieniowanie elektromagnetyczne docierajace do nas ze wszystkich stron jest
rozpraszane i pochlaniane w ziemskiej atmosferze. Fale krótkie (niebieskie) chetniej ulegaja
rozproszeniu na niewielkich rozmiarów czasteczkach powietrza. (Grube "ziarna" kurzu, pylu
i innych zanieczyszczen równiez powoduja rozproszenie docierajacego do Ziemi promieniowania,
ale juz bez specjalnej selekcji ze wzgledu na dlugosc fali.) Wlasnie rozpraszanie w atmosferze
sprawia, ze mieszkancy przemyslowych miast zyja pod szarym niebem, w obszarach wolnych od
zapylenia niebo ma kolor blekitny, a w pogodne dni mozemy ogladac czerwone zachody

Slonca. Ten efekt uwidacznia sie równiez przy obserwacjach astronomicznych. Ciala niebieskie
wydaja nam sie bardziej czerwone niz sa w rzeczywistosci. Warstwy atmosfery przepuszczaja
tylko czesc promieniowania. Z powierzchni Ziemi mamy mozliwosc obserwacji tylko przez tzw.
okno optyczne, a takze czesciowo podczerwone i radiowe. Promieniowanie ultrafioletowe,
rentgenowskie oraz gamma pochlaniane jest juz w górnych warstwach atmosfery przez azot i tlen.
Niewielka ilosc ozonu (trójatomowa czasteczka tlenu) "wygryza" promieniowanie w tzw. pasmie
Hartleya (od ok. 0,24 p,m do ok. 0,3 p,m). Obszar absorpcyjny pary wodnej (HzO) i dwutlenku
wegla (COz) wypada w podczerwieni. Fale o dlugosciach przekraczajacych l metr, odbite od
atmosfery, równiez nie docieraja do powierzchni Ziemi. Dodatkowa przeszkoda przy
obserwacjach astronomicznych sa ruchy mas powietrza, spowodowane róznym nagrzaniem
warstw atmosfery. Odbija sie to na ostrosci obrazu, który drzy i rozmazuje sie, co w znacznym
stopniu ogranicza "zasieg" teleskopów. Wspomniane zjawiska spowodowaly, ze astrol1omowie
wlozyli wiele wysilku, aby mozliwe byly obserwacje spoza ziemskiej atmosfery.

Poczatki naleza do rakiet V-2 zdobytych w czasie II wojny swiatowej przez aliantów.
Przewiezione potem do Stanów Zjednoczonych sluzyly do transportowania aparatury
pomiarowej na duze wysokosci. Poczatkowe wyniki dotyczace przede wszystkim Slonca (ze
wzgledu na latwosc lokalizacji obiektu) byly tak rewelacyjne, ze zachecily do dalszych badan.
Stwierdzono m.in. istnienie korony wokól Slonca o temperaturze ok. 1,5 miliona K, bedacej
zródlem promieniowania rentgenowskiego. Od tej pory przeprowadzono setki eksperymentów za

pomoca rakiet, balonów, samolotów i satelitów, które wynosily w przestrzen aparature naukowa
zdolna do odbioru sygnalów w róznych zakresach promieniowania elektromagnetycznego.

Astrofizyka teoretyczna burzliwie rozwijajaca sie w ostatnich latach stawia coraz wieksze
wymagania w stosunku do obserwacji astronomicznych. Stalo sie jasne, ze aby rozstrzygnac
wiele sporów, astronomowie musza dysponowac niezwykle precyzyjnym i czulym teleskopem.

Pomysl budowy kosmicznego obserwatorium zrodzil sie na poczatku lat szescdziesiatych wsród

amerykanskich astronomów, ale dopiero w 1971 roku rozpoczeto szczególowe studia dotyczace
budowy takiego teleskopu. Powaznym problemem bylo zdobycie zarówno funduszy, jak

i znakomitych astronomów zdolnych poswiecic swój czas i czesciowo ka~iere naukowa na prace
organizacyjna, która, jak sie okazalo, miala trwac kilkanascie lat. Pierwszy problem rozwiazal
Kongres amerykanski zatwierdzajac w 1977 roku plan finansowy budowy teleskopu

(ok. 750 mln $) oraz Europejska Agencja Kosmiczna (ESA) godzac sie na 15% udzial
w kosztach w zamian za mozliwosc korzystania (w tym samym procencie) z wyników
uzyskanych przez kosmiczne obserwatorium. Pewne trudnosci sprawialo dobranie odpowiedniego
zespolu kierujacego naukowymi planami obserwatorium. Ta dziwna sytuacja nie wynikala
z faktu, ze astronomów nagle przestalo interesowac to niezwykle przedsiewziecie, ale
spowodowana byla zwyklym "rakiem czasu. Poczatek lat siedemdziesiatych obfitowal w liczne
odkrycia i intensywne badania m.in. kwazarów, pulsarów i promieniowania tla, tak ze niewielu
astronomów zdecydowanych bylo na rezygnacje ze swej dotychczasowej pracy: Na czele

naukowego zespolu kierujacego przygotowaniami stanal profesor C. R. O'Dell z University of
Chicago. Termin uruchomienia obserwatorium na orbicie wokól Ziemi jest ustalony na
1986 rok.

Cale obserwatorium miescic sie bedzie w cylindrze, którego dlugosc niewiele przekracza
13 metrów, a srednica wynosi prawie 4,5 metra. Zostanie ono umieszczone przez wahadlowiec
na orbicie polozonej 500 km nad powierzchnia Ziemi, a nachylonej do plaszczyzny równika pod

katem 280,5. Przewiduje sie, ze obserwatorium bedzie pracowac co najmniej 15 lat. Przy tak
dlugim okresie eksploatacji niezbedne stana sie remonty i konserwacja urzadzen. Beda tego
dokonywac co 2,5 roku (w razie awarii czesciej) astronauci pracujacy na wahadlowcu.

W sytuacjach, gdy awaria bedzie zbyt powazna, cale obserwatorium moze byc sprowadzone na
Ziemie w celu dokonania reperacji. Zasadnicza czescia obserwatorium kosmicznego jest
teleskop o srednicy glównego zwierciadla ok. 2,4 m (dokladnie 94 cale). Przy jego uzyciu

uzyskac bedzie mozna obraz zródla punktowego ze zdolnoscia rozdzielcza 0':1 (dla porównania
zdolnosc rozdzielcza 5 metrowego teleskopu na Mount Palomar wynosi 1"O). Taki rezultat

uzyskano dzieki bardzo precyzyjnemu wyszlifowanib zwierciadla, które z ~alozenia powinno byc
paraboloida obrotowa, a odstepstwa od tej teoretycznej figury sa mniejsze niz 2.5 x 10- 6 cm
(gdyby powierzchnie zwierciadla powiekszyc do rozmiarów Warszawy;wówczas odchylenie od

10



Przedstawie teraz niektóre parametry przyrzadów, co, mam nadzieje, przekona Czytelników
o wyjatkowej klasie tych urzadzen.

Oko szerokokatnej kamery uczulone jest na promieniowanie o dlugosci fali od 1150 A do

11000 A. Dzieki systemowi 48 kolorowych filtrów uzyskamy informacje o barwach badanego
zródla. Kamera ta wymaga jednak niskiej i st;:i.lejtemperatury. Umieszczona zatem bedzie
w specjalnym termosie chlodzonym do - 95 stopni Celsjusza. Przewiduje sie, ze za pomoca tej
kamery bedziemy mogli zobaczyc punktowe obiekty do 28 wielkosci gwiazdowej, czyli prawie
100 razy slabsze niz obserwowane do tej pory pieciometrowym teleskopem (patrz rys. 2).
W urzadzeniach zapewniajacych wlasciwa orientacje teleskopu zwykle stosowany system
zyroskopowy okazal sie zbyt malo·dokladny, jak na wymagania stawiane kosmicznemu
teleskopowi. Precyzyjna pozycja ustalana bedzie dodatkowo za pomoca jasnych gwiazd

znajdujacych sie w polu widzenia instrumentu, których wspólrzedne z bardzo duza dokladnoscia
wyznaczane sa przy uzyciu teleskopów na Ziemi. Oczekuje sie takiej stabilnosci. ukladu, ze
mozliwa bedzie obserwacja zródla w ciagu 10 godzin z dokladnoscia wyznaczenia pozycji do
0':0'1.

sredniej powierzchni nie byloby wieksze od 1,5 mm). Lustro wykonane jest ze specjalnego
rodzaju 'szkl~ o bardzo malym wspólczynniku rozszerzalnosci termicznej. Zwierciadlo bedzie
odbijac fale w bardzo-szerokim zakresie od USD A (daleki ultrafiolet) do 1 mm (daleka
podczerwien) (na rys. 2 porównano ten zakres czulosci do zakresu pieciometrowego teleskopu
i ludzkiego oka).

Kamera rejestrujaca obrazy slabych obiektów zbudowana jest przez europejski zespól
inzynierów. Jest to urzadzenie uzupelniajace prace szerokokatnej kamery. Wprawdzie uczulone
jest na fale z wezszego zakresu dlugosci (od 1200 A do 5000 A), ale za to uzyskuje niezwykla
rozdzielczosc katowa do 0,007 sekundy luku. Oznacza to, ze uzywajac tej kamery mozna byloby
przeczytac artykul w Delcie z odle~losci ok. 30 km. Warto dodac, ze zródla radiowe
lokalizowane sa z jeszcze wieksza zdolnoscia rozdzielcza.

podczerwien

teleskop

( kosmiczr.)'\
~

30

104 105

dlugosc fali (A)
Rys. 2. C:z;ulo~c i zdolnosc rejestracji obrazu

przez teleskop kosmiczny porównane sa ..,

z mozliwosciami piecio~etrowego teleskopu
oraz ludzkiego oka. Na osi poziomej

odlozona jest dlugosc fali, natomiast na
pionowej osi w jednostkach wielkosci

gwiazdowych przedstawione sa jasnosci
najslabszych obIektów, których obraz mozna

zarejestrowac odpowiednio przy pomocy

teleskopu kosmicznego, pieciometrowego
teleskopu oraz ludzkiego oka. Wzrost o I
wielkosc gwiazdowa odpowiada spadkowi
jasnosci o czynnik ok. 2,5.

ul/rafiolet widzialne
H

Zdolnosc rozdzielcza spektrografu :), ,

gdzie), - dlugo,c fali, LI), = )" - ),1 jest

róznica dlugosci fali miedzy najblizej

polozonymi rozdzielonymi liniami widmowymi
w spektrografie (w okolicach dl. ),).

Spektrograf przeznaczony do obserwacji slabych zródel o nie najwyzszej zdolnosci

rozdzielczej (~ ~ W -10:) bedzie mógl mierzyc polaryzacje swiatla oraz rejestrowac zmiany~A .

jasnosci jasnych zródel w czasie nawet 10 milisekund. Spektrograf ultrafioletowy bedzie jednym
z lepszych spektrografów uzywanych do tej pory. W zakresie fal od 1lDOA do 3200 A osiagnac
moze zdolnosc rozdzielcza 1,Ox 105• "Szybki" fotometr swa nazwe zawdziecza mozliwosci
rejestracji zmian natezenia promieniowania docierajacego do odbiornika w odcinkach

czasowych 10 mikrosekund. Szczególnie uzyteczny bedzie przy badaniu zmian jasnosci
zwartych obiektów, takich jak czarne dziury, gwiazdy neutronowe czy biale karly, poniewaz
charakteryst)'czny czas potrzebny, aby sygnal z predkoscia swiatla przebyl droge równa
rozmiarowi np. gwiazdy neutronowej, jest wlasnie rzedu 10 mikrosekund.

, zespól ochraniajqcy
plaszczyzne ogniskowq

plaszczyzna
ogniskowa

zwierciatJlo glówne-

I srednica 2,4m. ~przyrzqdy pomiarowe

i
---

---------

antena

komunikacyjna"

o 123m
I I l I

podzialka

ruchoma

/
tubus z ochronnymi zastawkami
przed nadmiernym oswietleniem

Rys. 3. Schemat teleskopu kosmIcznego.

Obserwatorium kosmiczne z racji niezwyklej precyzji urzadzen, jak i miejsca, skad
przeprowadzone beda badania, stwarza astronomom niezwykla szanse.

Fundamentalnym problemem dla kosmologów jest wyznaczenie odleglosci do dalekich galaktyk.
Jedna z dokladniejszych metod jest tzw. metoda cefeid, oparta na zaleznosci okresu zmian

blasku gwiazd pulsujacych (cefeid) od ich jasnosci absolutnej. Dla wielu odleglych galaktyk,
które przez ziemskie teleskopy widoczne sa jak mgielki z zaznaczona tylko struktura, ta metoda
byla bezuzyteczna. Polepszajac znacznie jakosc obrazu mozna bedzie odróznic pojedyncze gwiazdy
i znajdujac cefeidy wyznaczyc odleglosc. Oko szerokokatnej kamery skierowane bedzie m.in. na

gromade galaktyk Virgo i Coma. Obserwacje te wiaza sie z wyznaczeniem tzw. stalej Hubble'a,

11



--

•• Xm' (~+ m +~) = Xm' .2..m2 m2+m m

~"~~

Kwazary, punktowe zródla przypominajace gwiazdy, a emitujace promieniowanie
przewyzszajace swa moca promieniowanie jasnych galaktyk, sa wciaz obiektami tajemniczymi.
Ogromne przesuniecia ku czerwieni widm kwazarów, jesli wiazac je z predkoscia ucieczki po
Wielkim Wybuchu, swiadcza, ze obserwujemy obiekty z bardzo wczesnych okresów ich zycia.
W programie badan przewidziana jest identyfikacja slabych kwazarów i pomiary przesuniec ku
czerwieni ich widm. Wyniki te porównane beda z obserwacjami aktywnych jader galaktyk

w celu w,eryfikacji dotychczasowych teorii.

Planowane sa badania bardzo dalekich radiozródel, których wspólrzedne wyznaczono z bardzo
duza dokladnoscia, a nie zdolano znalezc ich optycznych odpowiednjków.

Przedstawione plany eksperymentów sa tylko sygnalizacja mozliwosci wykorzystania czasu

przeznaczonego na obserwacje. Dalsze propozycje ciagle naplywaja i pozostaje tylko czekac na
moment umieszczenia teleskopu na orbicie wokólziemskiej oraz na pierwsze wyniki.

ktora charakteryzuje predkosc ekspansji Wszechswiata, a jej odwrotnosc daje informacje
o czasie, jaki dzieli nas od Wielkiego Wybuchu. Badania widm galaktyk, ich przesuniec ku
czerwieni, jasnosci oraz rozmiarów maja kluczowe znaczenie przy wyborze modelu ewolucji
Wszechswiata.

Wprawdzie Galaktyka tworzy nasza najblizsza okolice, kryje jednak wiele tajemnic. Nie wiemy
na przyklad, czy w jadrze naszej Galaktyki znajduje sie pojedyncze, bardzo masywne cialo
o nieznanym charakterze (moze czarna dziura?), czy tez wiele mniej masywnych obiektów.
Gromady kuliste - ogromne skupiska gwiazd sa tematem wielu teorelycznych rozwazan.
Szczególnie interesujace jest zagadnienie. co dzieje sie w centralnych ich czesciach, czy nastepuje
segregacja gwiazd ze wzgledu na ich masy, czy tez w sposób równomierny rozlozone sa
w calej gromadzie. Obserwacje spoza ziemskiej atmosfery pozwola zobaczyc pojedyncze gwiazdy
w bardziej centralnych czesciach. Badaniom poddane beda równiez obszary zjonizowanego
wodoru (tzw. obszary RIl) oraz mglawice planetarne w celu uzyskania informacji o ich
skladzie chemicznym, rodzaju promieniowania oraz o charakterze obiektów centralnych. Ciemna
chmura w gwiazdozbiorze Byka podejrzewana jest o to, ze w jej centrum formuja sie nowe
gwiazdy. Ruchy materii zwiazane z tworzeniem sie takiej gwiazdy jak Slonce sa na tyle
szybkie, ze zmiany powinny byc obserwowane w ciagu kilkunastu lat trwania pracy teleskopu.
Daje to niezwykla okazje obserwowania "na goraco" procesu formacji oraz przekonania sie, czy
utworzy sie dysk stwarzajacy potencjalna mozliwosc powstania ukladu planetarnego.
Osobnym planem objete sa badania Ukladu Slonecznego. Obserwowane beda atmosfery planet,
przede wszystkim Jowisza i Saturna, w celu weryfikacji teorii powstawania wirów i plam, jakie
zaobserwowano w czasie ostatnich misji Voyagera. Jeden z czterech galileuszowych satelitów
Jowisza, lo, jest dosc niezwyklym obiektem. Widoczne sa wokól niego delikatne chmurki
zawierajace m.in, sód, potas i siarke prawdopodobnie z aktywnego wulkanu. Czesc badan
dotyczyc bedzie rozkladu masy wewnatrz planet oraz struktury ich powierzchni. Okazja bedzie
mozliwosc dokladniejszego przyjrzenia sie kometom (moze nawet komecie Ralleya, jesli termin
rozpoczecia pracy przez teleskop nie bedzie opózniony), a szczególnie zbadaniu struktury ich
centralnych czesci. Planuje sie równiez poszukiwania innych ukladów planetarnych, Swiatlo
odbite przez typowa planete jest ok. 100 miljonów razy slabsze niz swiatlo dochodzace
z centralnej gwiazdy. Bardzo dokladne pomiary pozycji "podejrzanie" ruszajacych sie gwiazd
stwarzaja szanse sukcesu. Te anomalne ruchy moga wlasnie byc spowodowane oddzialywaniem
grawitacyjnym gwiazdy z planeta.

Xk '"
-1<:- ~

Xkk'

2x1~ ~ 2
m

n

.• E
m=1

n n (m+ll'-1

L~k<L' Lk=1 m=1 k=m'

i ostatec~nie

Rozwiazanie zadania M 358. Poniewaz

Xn> O, mamy:

n n'+2n

L ~< L ~=
k=1 k k= 1 k

n (m+ 1)'-1

L L
m= 1 k=m

Poniewaz ciag (Xl, X2, •.• ) maleje, mamy

(m+ 1)'-1 (m+ 1)'-1

L x:~xm'( L f)=k=m' k=m'

m'+m-I m'+2m

= Xm' ( L f + L f) ~k=m' k=m'+m

•.....-;adaoia F 1';0 \..u.la, podol)!1
ja" W Zfl~J:J' l 1.:+\ ze)! !:g. ;.: ~le ze s.topr

ruchem posi';I,O,,":yill, W"l.fa')'L.~ prlY rym
energi~ kinl.otycz,na, któr.l na:..t'r..,n\e Jest
czescioy..·O tral,,;ona podC7 loS 7uel 7cnia

~.i..C:prezy· .•tego. Gdy ruch jC~l. u~talony n;

kazdym .•~hollkoJ OdtWirLi1 ~ie 'ivtual f: z....

st >9:nia t:opr;,;,~dnJeg
Jesli kula "":,:1PC 7.c)I~7.gnieciL. e"1'f": ,c rod.Ka.

n ..teg() predkos'~ VII' .0 wr1,._ t"'k z:dc'7.t."nid

niesprez)'steg0- znikd Jej skla (W l "',:'
zeslizglwa11e z. fil + l)·go SlOpna fCI;Poczyna

Sll'~L preukosc ia Un ( Y";. J OCzywlscie Un

::;:. Un_ •. •

ZapJi'UJaC z:....sade :Gdchuwar.\a c ,ergI l dl l

zesl.zgiwanlCl Ae kuli z ,.,..tego sh ..:'n-'i r.;i':mv·

--

7.

C

Wi H'J

w"1a"'o •.•:c ~. hn p ~J;'Z<t.filZ

r 'L. l<.l.c. •• ~le za i
r:'ZCCJec " l\:<:lzdc ;Odr

'.
~
l'!.,l

'.
u'

mgl2

mu2

I.l" f)r.\,;

w

Ale

"I

1



Przypominamy,

Kazdy, kto nadesle pod adresem redakcji rozwiazanie wraz z zaadresowana do
siebie koperta - wieksza - z naklejonym znaczkiem, otrzyma wydruk
z komputera z komentarzem do tego rozwiazania.

Mizar MSE (7)

W dotychczas przedstawianych dowodach wszedzie tam, gdzie
krok dowodowy wymagal uzasadnienia, uzywalismy powolan na
przeslanki (by, then, hence), gdyz to wystarczalo. Czasem jednak
jakiegos faktu pomocniczego - takiego malego "Iematu" - ta
droga nie mozna uzasadnic, bo albo nie wiemy jak tego
dokonac, albo modul sprawdzajacy Mizara (checker) i tak by
tego nie'zaakceptowal. Cóz wtedy? Oczywiscie, nalezy zbudowac
dowód dla takiego faktu.

Mizar MSE pozwala na budowanie dowodów wewnatrz
innych dowodów. Zasady konstruowania tych wewnetrznych sa
takie same jak dowodów glównych. Objasnijmy to na
nastepujacym, sztucznym przykladzie, gdzie teza jest koniunkcja
dwu faktów, których moglibysmy dowodzic oddzielnie.

(FOR X EX Y ST NWeX,YJ & X(>Y) ~ <FOR x EX y ST NWCV,XJ & X<>Y)
F'ROOF
THUS FOR X EX y ST NW[X,YJ & X<>Y

PROOF LET X' BE ULAMEK;
CONSIDER Y' SUCH THAT
A': X'(>Y' & NWCX',Y'J BY NIEOGRANICZONOSC;

THUS EX y ST NWeX',YJ & X'(>Y BY A'
END;

THUS FOR X EX Y sr NW[Y,X] & X<>Y
PROOF LET X' BE ULAMEK;
CONSlDER Y' SUCH THAT
A": X'()Y' & NWCY',X'J BY NIEOGRANICZONOSC;

THUS EX y sr NWCY,X'] ~ X'()Y BY A"
END .

END;

Dowodzona teze wyjsciowa wykazalismy w dowodzie przez
kolejne konkluzje obu jej czlonów (które zrobilismy w "ciemno"),
przy czym dla kazdej z nich przedstawilismy dowód.
Oczywiscie w dowodach wewnetrznych mozemy uzywac symbolu
thesis, który w tym przypadku odnosi sie do tezy tego
wewnetrznego dowodu. Znaczenie thesis dowodu glównego zyje
wtedy swoim odrebnym zyciem (nie zmienia sie). Co wiecej,
w naszym przykladzie drugi wewnetrzny dowód mozemy
wyeliminowac piszac go jako fragment dowodu glównego. Mamy
bowiem wtedy udowodnic po prostu drugi z czlonów
wyjsciowej koniunkcji, co po pierwszej konkluzji jest wlasnie
trescia thesis w dowodzie glównym. Popatrzmy.

(FOR X EX Y ST NW[X,Y] & X<>Y) ~ (FOR X EX Y ST NW[Y,X] & x<>y)
F'ROOF

THUS FOR X EX Y ST NW[X,YJ & X<)Y
PROOF LET X' BE ULAMEK;
CONSIDER Y' SUCH THAT

A': X'<>V' ~ NWeX',Y'] BY NIEOGRANICZONOSC;
THUS THESIS BY A'

END;
LET X' BE ULAMEK;
CONSIDER Y' SU CH THAT
A": X'(>Y' ~ NW(Y',X'J DY NIEOGRANICZONOSC;

THUS THESIS DY A"
END;

Podkreslmy jeszcze raz, ze dwukrotne wystapienie thesis za
kazdym razem odnosilo sie do innego dowodu i znaczy.lo co
innego. W nastepujacym przykladzie równiez wielekroc
posluzymy sie symbolem thesis, i choc tym razem w kazdym
przypadku oznaczac bedzie ono takie same zdanie, to w dwu
przypadkach z innych powodów niz w trzech pozostalych.

Dowiedzmy, ze dla dpwolnych dwu ulamków istnieje ulamek
niemniejszy od kazdego z nich.

'31

FOR X,Y EX Z ST NWCX,ZJ ~ NWCY,ZJ
PROOF LET X',Y' DE ULAMEK;
A: NWeX',Y'J IMPLIES THESIS

PROOF

ASSUHE NWCX',Y~J; •
THEN NWCX",Y'J lx NWCY',Y'J BY ZWROTNOSC;

HENCE THESIS
END;

NWCY',X'] IHPLIES THEsrs
PROOF
ASSUME B: NWCY',X');
NWCX',X'J BY ZWROTNOSC;

HENCE THESIS BY B
END;

HENCE THESIS BY A, 5POJNOSC
END;

Jest to dosc typowy sposób korzystania z przeslanki bedacej
alternatywa (tutaj otrzymywanej niejawnie z aksjomatu
spójnosci). Pokazujemy wtedy, ze dowodzona teza wynika tak
z jednego, jak i drugiego jej czlonu. Gdyby alternatywa miala
wiecej czlonów, to musielibysmy oczywiscie zrobic to dla
kazdego jej skladnika.

Stosówanie dowodów wewnetrznych jest wygodne przy
dowodzeniu tez zawierajacych spójnik zdaniowy równowaznosci
(iff). W Mizarze MSE takiej tezy musimy dowodzic wykazujac,
ze zachodzi koniunkcja dwu implikacji; mianowicie, ze pierwszy
czlon równowaznosci implikuje drugi, oraz ze drugi jej czlon
implikuje pierwszy. Spójrzmy na prosty przyklad

FOR X,Y HOLDS NW[X,YJ lx X(>Y IFF NOT NWr.y,X]
PI:;:OOF LET X' ,Y' BE ULAMEK;
THUS NWeX',Y') ~ X'(>Y' IMPLIES NOT NWCY',X'J BY ANTYSYMETRIA;
THUS NOT NWCY',X'] IMPLIES NWeX',Y'] ~ X'(>Y'

BY SPO.JNOSC, AN"rYSYMETRIA
END;

Kolejnosc wykazywania tych implikacji jest istotna i musi byc
taka jak wyzej. Jest to wymóg checkera. W tym prostym
przykJ::.dzie obylismy sie jeszcze bez dowodu wewnetrznego, ale
w 'lastepnym uzyjemy dowodu zagniezdzonego dwukrotnie.

FOR X,Y HOLDS

<EX z ST NW[X,Z] & NW[Z,y] & X<>Z & Z<>Y) IFF (X<)Y & NW[X,Y])
PROOF LET X,Y BE ULAMEK;
THUS (EX Z ST NW[X,Z] & NW[Z,Y] & X<>Z & Z<>Y)

IMPLIES <X< >Y & NW[X,Y])
F'ROOF

GIVEN Z 5UCH THAT
A' NW[X.Z] AND B: NW[Z,Y] AND c' X<>Z AND Z<)Y;
THUS X< >Y

PROOF A5SUME X=Y; THEN NWCX,Z] lx NWeZ,XJ BY A,B;
THEN Z=X BY ANTYSYMETRIA;

HENCE CONTRADICTION BY c
END;

THUS NWex,y] BY PRZECHODNIOSC,A,B
END;

THUS THESIS BY GESTOSC
END;

W tym przykladzie thesis oznaczalo wlasnie te druga
implikacje wymagana do dowodu równowaznosci (bo pierwsza,
juz dowiedziona, byla przedmiotem czesciowej konkluzji).

W nastepnym odcinku pokazemy, jak mozna eliminowac
dowody przez pewna konstrukcje, bedaca w wielu przypadkach
odpowiednikiem dowodu, chÓc bez jawnego napisania, jakiej
tezy dowodzimy.

MIEDZY: FOR X,Y,Z HOLDS MCX,Y,ZJ IFF NWeX,YJ ~ NWCY,ZJ

Zadania. Rozszerzmy nasz wstep dotyczacy ulamków

o nastepujacy aksjomat (bedacy w istocie definicja predykatu
M - "lezenia miedzy").

Prosze teraz udowodnic nastepujace tezy:

T20: Fm~ X,Y HOLDS XOY IFF (NOT NW[X,YJ OR NOT NWCY,X])
T21: FOR X,Y,Z,X' ST HCX,Y,ZJ lx M(X,X',Y] HOLDS MCX,X',ZJ
T22: FOR X,Y,Z,X',Y' 5T MCX,X',YJ ~ MCY,Y',ZJ

HOLDS MCX,Y,ZJ ó MCX',Y,Y'J

dr Krzysztof PRAZMOWSKI, dr Piotr RUDNICKI



Juz umiemy

W numerze 6/1983 zaprezentowalismy pewne zadanie o prostej Eulera w trójkacie. Nie
umielismy wt<:dy tego zadania rozwiazac. Co wiecej, sformulowalismy pewna hipoteze

zastrze~ajac sie, ze nie chcialo sie nam dokladnie jej przemyslec, ale chyba jest prawdziwa ...

Naszym Czytelnikom "sie chcialo"! A ot9 meritum sprawy.
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Trzy charakterystyczne punkty kazdego trójkata: punkt przeciecia sie wysokosci (H),
srodkowych (S) i symetralnych O leza na jednej prostej. Zwana jest ona prosta Eulera

trójkata. Tylko trójkat równoboczny nie ma jednoznacznie wyznaczonej prostej Eulera, gdyz
w nim H = S = O. Wspólliniowosci tych punktów dowodzi sie latwo. Trzeba tylko spostrzec, ze _

1
jednokladnosc o srodku S i skali - - przeprowadzi punkt H na O (rys. 1).

2

Poniewaz punkt, jego obraz i srodek jednokladn()sci leza zawsze na jednej prostej, wiec H, S i O
sa wspólliniowe. Co wiecej, HS = 2· SO.

Postawione przez nas zadanie brzmialo: skonstruowac trójkat, w którym prosta Eulera ma

zadane polozenie wzgledem podstawy AB, np. przecina ja pod danym katem. Rozwiazania,
wraz z dosc obszernymi komentarzami, przyslali nam: Dariusz Olszewski i Piotr Zuchowski
(XIV L. O., Warszawa), Jacek Ossowski ze Stargardu Gdanskiego; Stanislaw Wróbel
z Mroczenia w województwie kaliskim i Krzysztof Jedziniak z Katowic; Piotr Bernatowicz

z Za1'I1browa i Tomasz Rawlik z Gliwic.

Oto jak mozna skonstruowac trójkat, w którym dana prosta bedzie prosta Eulera (rys. 2).

Srodek C' odcinka AB potraktujmy jak wierzcholek .dA'B'C' bedacego obrazem .dABC przy
1

jednokladnosci o nieznanym jeszcze srodku i skali - 2' Trójkaty ABC i A'B'C' maja wspólna

prosta Eulera. Odcinek C'O' ma dlugosc równa polo.wie promienia okregu opisanego na
trójkacie ABC. W zwiazkI.! z tym srodek O' okregu opisanego na .dA'B'C' lezy w przecieciu
okregu o srodku ,C' z prosta E, a wobec tego punkt S - w jednej trzeciej odcinka 0'0. Gdy
znajdziemy punkt S, wyznaczenie szukanego trójkata ABC jest natychmiastowe. Zadanie ma na
ogól dwa rozwiazania, wbrew naszej uprzedniej suge~tii, ze zawsze jedno. Konstrukcja ta da sie,
tez wykonac, gdy dana prosta jest równolegla do podstawy.

M. SZ.

l\ilka slów O Konkursie Uczniowskich Prac Z Matematyki

Drodzy Czytelnicy,

pragniemy jeszcze raz przypomniec Wam o ciagle trwajacym
Konkursie· Uczniowskich Prac z Matematyki. Konkurs ten,
organizowany od 1978 roku przez Polskie Towarzystwo
Matematyczne i redakcje Delty, co roku przynosi plon w postaci
ciekawych prac, a czasami nawet zupelnie nowych wyników!

Regulamin konkursu podalismy,w styczniowym numerze.

Poczatkowo nazywal sie on Konkursem Prac Maturalnych
z Matematyki, ale wspólnie z ówczesnymi uczestnikami
doszlismy do wniosku, ze przygotowanie sie do matury jest juz
dosc absorbujace i na ogól brak wtedy czasu na spokojne
zglebianie problemów nie objetych programem szkolnym.
Zmienilismy wiec regulamin i nazwe, co spowodowalo naplyw
prac pisanych przez uczniów klas drugich i trzecich liceów,
techników i zasadniczych szkól zawodowych.

Przypomnijmy dotychczasowych laureatów:

Rok 1978. Pawel Domanski (Poznan) "Uogólnione ciagi
Fibonacciego". Praca ta zostala opublikowana w Delcie nr 1 (61)

w 1979 roku. W tym samym numerze naszego pisma mozecie
obejrzec reprodukcje medalu przyznawanego w wersji zlotej,
srebrnej i brazowej.

Rok 1979. Dorota Kuchta i Piotr Ponikowski (Wroclaw)
"Równania diofantyczne pierwszego stopnia".

Rok 1980. Zbigniew Jelonek (Kraków) "O prostych
i plaszczyznach wspólstozkowych".

Rok 1981. Jaroslaw Wróblewski (Wroclaw) "Wokól

kongruencji w pierscieniu liczb algebraicznych calkowitych".

Rok 1982. Mariusz. Skalba (Krosno) "O pewnym problemie
z elementarnej teorii liczb".

Rok 1983. Jacek Kaleta (Swidnica) "Twierdzenie o pewnej

szczególnej metodzie calkowania". Publikujemy ja w tym
numerze.

Patr,zac na powyzszy skrót mozna by sadzic, ze uczniowie
bioracy udzial w konkursie interesuja sie glównie teoria liczb,
algebra i analiza. Tak jednak nie jest. Bywaly prace z geometrii,



Rózniczkujac mamy

Przyjmujac ponownie, ze A; jest bliskie zera, otrzymujemy
rozwiazanie przyblizone

1

1
1+ X2

Al(X) =

Nastepny krok daje

t 2 , (1 tx') ( 1 t 2e- x = Al(X)' -~'e- I +Al(X)' X2 'e- x_

l tX2)--,;(-x)'e-

1 =A;(X)'(- ~)+Al(X)'(:2 +1).

Nietrudno zauwazyc, iz liczniki i mianowniki kolejnych funkcji
Al i A~ sa bardzo podobne, czyli sa one bliskie jednosci. Nie
popelnimy wiec duzego bledu, jezeli zapiszemy

b

(' t 2 1 'IbJe- xdx:::::_-.;e-tx ca

Zachecamy Was do przejrzenia starych numerów Delty,

w których publikowalismy wyniki nagrodzone zlotymi medalami.
Pozwoli to Wam zorientowac sie, jaki poziom osiagneli najlepsi.
Czasami jednak prace sa nagradzane medalami lub wyrózniane
dyplomami nie tylko za otrzymany wynik, ale za oryginalna
metode, ciekawy pomysl lub wyjatkowo staranne i wszechstronne
opracowanie.

rachunku prawdopodobienstwa, równan rózniczkowych i ich
zastosowan, a takze (ostatnio coraz czesciej) wykorzystujace
mozliwosci, jakie daja komputery. Zajrzyjcie do nastepujacych
numerów Delty: 8/1978, 11/1979, 1/1981,2/1982, 1/1983.
Publikowalismy w nich wyniki kolejnych konkursów,
podawalismy tytuly wyróznionych prac oraz nazwiska autorów
i ich nauczycieli. Zobaczycie, ze naplywaly i byly wyrózniane
prace konkursowe ze wszystkich stron kraju, zarówno z duzych.
osrodków, jak i z malych miejscowosci. Ta powszechnosc
zawsze bardzo nas cieszyla.

Bardzo serdecznie zapraszamy wszystkich zainteresowanych do
udzialu w naszym konkursie. Mile widzimy wszelkie
samodzielne prace; wcale nie musza one wybiegac daleko w tak
zwana matematyke wyzsza. Nie musicie studiowac opaslych
tomów - starajcie sie natomiast zglebic zagadnienie, które
wydaje sie Wam ciekawe, poproscie nauczycieli o wskazanie
literatury i przyslijcie nam wyniki swej pracy. Czekamy.

Redakcja lub

b 2

~ 2 1 X 2\b .
e-tx dx::::: .e-tx .

X x2+1 a
a

o pewnej metodzie
calkowania

Jacek KALETA

Ten i inne przyklady doprowadzily mnie do nastepujacej metody
obliczania calek niektórych funkcji.

Dla danej funkcji lokreslamy rekurencyjnie ciag funkcji Cn:

I
Co == 1, Cn+l = -----

n

(J- n CJ)'
j=O

(Funkcja Imusi spelniac pewne warunki po to, zeby funkcje Cn

byly dobrze okreslone powyzszym wzorem - zakladamy dalej,
ze te warunki sa spelnione).

Co(X) = 1,

Na przyklad niech/(x) = xn• Wtedy

m

Twierdzenie 1. Jesli Cm+ l == 1, to ~I(x)dx = (n CJCx))' I(x).
j=O

Do napisania tej pracy sklonila mnie chec znalezienia calki
nieoznaczonej funkcji

I(x) =e-tx2

(bez uwzglednienia stalej calkowania). Nie chodzilo mi
o dokladny wzór, ,ale o wzór przyblizony i dosc dokladny dla
duzego przedzialu zmiennosci x. Powyzsza funkcja ma pewne
podobienstwo do funkcji eX. Czy wiec i ich calki nie moglyby byc
podobne? Zapiszmy

~e- tx2 dx = Ao(x)' e- tX2,

gdzie Ao jest pewna funkcja zmiennej x. Rózniczkujac obie
strony mamy:

e-tx' = (A~(x)-:X' Ao(x)' e-tx',

1 = Aó(x)-x' Ao(x).

Przyjmujac, ze A~ jest prawie równe zeru, otrzymujemy
rozwiazanie przyblizone

i stad

" x" x
X __

Cl (x) = (1' x"Y = nx·-l - n

n x" n
x _

C2(x) = ( )' = n+ 1 " - n+ 1 '
l'~' x· -~-x

n n

x· _ x· = l
C~(x) = ( n )' - n+ l n

X "--xl·-··--l·x n+ln n+ .

x n x·
~x"dx= 1,-, --.·l·x· = --on n+1 n+l

Ao(X) =
x

Drugi krok jest podobny:

~e-tx2dX=Al(X)'(_ ~)'e-tx2.

n

Twierdzenie 2. Jesli ciag n CJ jest zbiezny Uednostajnie) do
j=O

funkcji F, to ~/(x)dx = F(x)' I(x).

Artykul jest skrótem pracy nagrodzonej zlotym medalem
w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki w 1983 roku.
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.=44
Klub 44

Liga zadaniowa \Vydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac ro>:wia>:ania >:adan >:nwneru n w terminie do konca miesiaca n+2. S2:kice ro>:wia>:an
zamieszc>:amy w nr. n+4. Mozna nadsylac ro>:wiaunia tr>:ech, dw6ch lub jednego >:adania (kazde na oddtielnej kartce),

mozna to robic co miesiac lub>: dowolnymi pr>:erwami. Oceniamy >:adania y; skali od O do l >:dokladnoscia do 0,1.

Ocene mnozymy pr>:e>:

4 suma ocen za rozwiazania danego zadania
- 3 . lic>:ba os6b, kt6re nadeslaly choc jedno rozwia>:anie >:nwneru

i tyle punkt6w otnymuje nadsylajacy. Po zgromad>:eniu 44 punkt6w (w dowolnym cusie) >:ostaje on c>:lonkiem Klubu,

a nadwyzka punkt6w jest ulic>:ana do ponownego ud>:ialu. Tr>:ykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szc>:eg6lowy regulamin wstal wydrukowany w nr. lj1984.

Termin nadsylania rozwiazan: 31 V 1984

Zadania nr 79, 80, 81

80. Latwo pokryc plaszczyzne nie zachodzacymi na siebie przystajacymi wypuklymi
czworokatami lub szesciokatami. Czy istnieje podobne pokrycie plaszczyzny (tzw: parkietaz)
przez przystajace wypukle:
a) pieciokaty, b) siedmiokaty, c) osmiokaty? Czy zmieni sie odpowiedz na te pytania, jesli nie
bedziemy zadac wypuklosci?

81. Liczby naturalne a, b spelniaja warunki: a == -.1 (mod b), b == 1 (mod 2). Niech e. =
= ab• + 1, n = 0,1, 2, .... Dowiesc, ze dla kazdego n liczba e.+ 1 jest podzielna przez be•.

79. Rozwiazac (w liczbach rzeczywistych) uklad równan:

1
2u = y+-.

y

1
2y = x+x

1
2x = v+

v

1
2v = u+

u

Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan z numeru 10/1983

Tomasz Bieganski - Lublin 47,53pkt

Malgorzata Czerniakowska-Gdansk 42,54pkt

Marek Prauza - Poraj 41,87pkt

Artur Smolczyk - Tarnów Op~ 38,68pkt

Jerzy Janowicz - BOleslawiec32,87pkt

Tomasz Rawlik - Gliwice 32,01pkt

Jerzy M1lozarek - Gorzów Wlkp31,30pkt

Jerzy Malopolski - Kraków 30,08pkt

Wspólozynniki trudnosoi zadan 64, 65, 66:

3,15 3,65 2,39

Pan Tomasz Bieganski jest trzynastym
ozlonkism "Klubu'44"~

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA Zadanie 81 przyslal pan Andrzej pawlowsJ<i z Zabrza.

Rozwiazania zadan z numeru 11/1983

Przypominamy tresc zadan:

67. Wyra>:y neregu :Ean spelniaja zaleznosc: a. = sin(a, + ... +an_,)·
Wyka>:ac ~bieznosc tego szeregu i pr>:edyskutowac zaleznosc jego sumy od
wartosci wyrazu poczatkowego a,.
68. Boki AB, BC. CA tr6jkata ABC o danym polu S podzielono na tr>:y r6wne

c>:esci punktami A" A,. B,. B" CI. C" jak pokawje rysunek 3. Obliczyc pole

czesci wsp6lnej tr6jkat6w AIBIC, i A,B,C,.
b9. Do turnieju pucharowego przystapilo 1024 uczestnik6w: 128 >:awodowc6w

(Z}(numery startowe 8, 16,24, ... ), reszta to amatorzy (A). W pojedynku

Z z A, Z >:wycieza >:prawdopodobienstwem 0,6. System rozgrywek: nr l

walc.z)' z n.f 2, nr 3 z nr 4 itd. W drugiej rundzie zwyciezca meczu 1/2 walczy ze
>:e>:wyciezca meczu 3/4 itd. Czy bard>:iej prawdopodobne jest zdobycie pucharu

przez Z, cz.y przez A?
67. Oznaczmy przez Xl, X2, 0.0 sumy czesciowe rozpatrywanego szeregu:

)tn = al + ....+0,.. Z zalozenia Xn-~_l = an = sin Xn_l' Zatem Xn =
= f(."._,),.gd2;ief(x) = x+sin x. Granica ciagu (xn) moze byc tylko punkt

staly funkcji f, czyli lic>:ba postaci kl1 (k calkowite). Punkty te d>:iela os

neczywista na pr>:edtialy Pk = (kl1, (k+ 1)11). Z pr2ebiegu funkcji f wynika

(rysunek l), ze jesli x E Pk, to takze f(x) E Pk, pr>:y c>:ymf(x) > x, gdy k jest

par>:yste, af{x) < x, gdy k jest niepar>:yste. Jesli wiec a, r6wna sie jednej
.dic>:b kl1(k = O, ± l, ± 2, ... ), to (x.' jest ciagiem stalym, o wyra>:ach r6wnych

tej Iic>:bie. Jesli natomiast a, nalezy do jednego>: pr>:ed2:ial6w Pk, to (x.) jest

ciagiem ograniczonym imonotonicznym, wiec zbieznym. Gdy k jest parzyste,

ciag (x.) jest rosnllcy, a jego granica (c>:yli suma s>:eregu :E a.) jest prawy

koniec pr>:edtialu Pk> czyli Iic>:ba (k + 1)11. Gdy k jest nieparzyste, wartoscia

granic>:na jest lewy koniec Pk, czyli Iic>:ba kl1. Rysunek 2 pr>:edstawia

zaleznosc sumy s = ~ a" od wartosci wyrazu poczatkowego a,.

B
A2AT

A
Rys. 3

69. Po t.rze:ch rundach rozgrywek pozostaje w turnieju 128 uczestników, po

jednym z kazdej ",ósemki" zestawionej z numerów startowych 1-8.9-16,
17-24 itd. Prawdopodobienstwo tego, ze >:danej 6semki awansuje do

dals>:ych boj6w Z wynosi 0,63 (k9niec>:nosc wygrania tr>:ech pierws>:ych
mec>:6w). W kazdym mecz •• c>:wartej rundy walc>:y wiec para rywali w jednym

>:czterech mozliwych >:estawien: ZZ, ZA, AZ,,AA; prawdopodobienstwa tych

>:estawien r6wne sa odpowiednio p', pq, gp, g'; gdzie p = 0,63, q = l-p.

W pierwszym i c>:wartym pr>:ypadku nie ma watpliwosci, c>:y >:wycie>:ca bedtie

Z czy A; w drugim i trucim pr>:ypadku" Z >:wyciezy >:prawdopodobiens·,~em
0,6. Wobec tego >:wyciezca dowolnego mec>:u c>:wanej rundy - a wiec

uc>:estnikiem piatej rundy - bed>:ie Z >:prawdopodobienstwem pl + 2pg' 0,6 =
= p(6- p)j5. Analogic>:na sytuacja powt6ny sie w kazdej dals>:ej rund>:ie: na
dowolnym miejscu startowym w n-tej rund>:ie ro>:gryWek stanie Z lub A, pr>:y

c>:ym prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to Z, ulezy tylko od n. O>:O:ac=y je
pr>:e>:P.; zatem P4 = 0,63 = 0,216, a Ps = P4(6:- P4)j5. Powtarzajac

przeprowad2:one wyzej ro>:umowanie dostajemy wz6r rekurencyjny

P•• i = p.(6- p.)f5. Po d2:iesieciu rundach p02:0staje niepokonany tylko jeden
uczestnik _ triumfator turnieju. Prawdopodobienstwo, ze jest to Z wynosi

P" = (z wzoru rekurencyjnego). = 0,517 ••.

68. Tr6jkaty T, = A,B,C, i T, = B,C,A, sa pr>:ystajace, a ich odpowiednie

boki sa r6wnolegle (sa bowiem parami.r6wnolegle do srodkowych tr6jkata

ABC). Br>:eg tr6jkata T, odcina od tr6jkata T, tr>:y male tr6jkaty narozne (na

rysunku 3 >:amac>:one kolorowo); sa one podobne do T" >:uwagi na

Wspomniana równoleglosc bok6w. Odcinki C,A, i A,C, Sl[ srodkowymi

w tr6jkacie AA,C" wiec d>:iela sie w stosunku 2 : l, wobec c>:ego maly trójkat

pny wier>:cholku A, ma wymiary liniowe tnykrotnie mniej~e od T" a pole

d>:iewieciokrotnie mniejs>:e od pola T,; tak samo tr6jkaciki w narozach B, i C"

To, co >:ostaje >:trójkata T, po odcieciu tych tr>:ech tr6jkacik6w - c>:yli
szesciokat H = T, () T, - ma >:atem pole r6wne 2/3 pola T,. Po>:ostaje
2:auwazyc, ze pole kazdego z tr6jkat6w C,AA" A,BB" B,CC, r6wna sie

(2j9)S, tak, ze pole T, r6wna sie S - 3(2(9)5 = (l /3)S i ostatecznie pole H
r6wna sie (2j9)S.

al-+
TT 2TT 3TT

s

-2TT -TT O

Rys. 2Rys. I

j6



Uwaga!

Oto recenzja ksiazki H. Vuiberta Les Anaglyphes
geomitriques (za Mathematical Gazette z 1913 roku).
-Jedna z najwiekszych ciekawostek Wystawy
Przyrzadów i Modeli Matematycznych zorganizowanej
w Cambridge z okazji Kongresu Matematycznego byla
wspaniala seria "Anaglifów", czyli "Plastografów"
róznych figur matematycznych. Efekt stereoskopowy
powstaje w nich, gdy ogladamy dwukolorowe rysunki
przez szkla pochlaniajace. Ogólna metode znalazl
W. Rol/man w roku 1853. Metoda ta wzbudzila nikle
zainteresowanie i dopiero w latach 1891-1895
Duhauron opatentowal "Znaki, fotografie i tablice
stereoskopowe do ogladania bez stereoskopu w pelnym
swietle dziennym". Ale trudnosci przy sporzadzaniu
rysunków - wymagaly one wiecej niz zwyklej
perspektywy - hamowaly rozpowszechnienie tej
metody.

Swiat matematyczny, a szczególnie jego czesc
zainteresowana nauczaniem, jest wiec bardzo
wdzieczny panom H. Richardowi i H. Vuibertowi za
stworzenie i wystawienie w Cambridge tak wspanialej
kolekcji. Cieszymy sie tez, ze ukazuje sie ona
w wydaniu ksiazkowym. Broszura zawiera 16 stron
opisu i 16 anaglifów. Zostaly one tak wybrane, by
pokazac zastosowania zarówno w szkolnej geometrii,
jak i w geometrii sferycznej, krystalografii i fizyce.

Szesciokatny przekrój szescianu

Uwaga!
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Piryt

'.

Szczególnie polecamy anaglify: dwunastoscianu
gwiazdzistego (str. 23), szesciokatnego przekroju
szescianu (str. 2), róznych krysztalów (str. 29, 30).
Jestesmy przekonani, ze bardzo niska cena (1 szyling
i 6 pensów) i piekne rysunki zapewnia ksiazce
powodzenie.

Zapewne nie wszyscy Czytelnicy Delty zapoznali sie
z pieknymi rysunkami w recenzowanej ksiazce (nam sie
to równiez nie udalo). Dzis prezentujemy dwa
z rekomendowanych w recenzji rysunków. Wieksza ich
liczbe (kilkadziesiat) znajdziecie, Czytelnicy,
w numerze 4 Delty. Do numeru beda dolaczone
stosowne okulary (kupujac numer sprawdzcie; czy sa
do niego wlozone) pozwalajace ogladac (równiez
zamieszczone tu) rysunki jako trójwymiarowe. Tamze
przepis, jak samemu wykonywac takie rysunki.
Calosc :Zabardzo niska cene 20 zl (ok. 2 pensów).
Anaglify beda tez i w nastepnych numerach.

Uwaga!


