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Czarne dziury na niebie

Dr Bozena CZERNY

Od bardzo wielu lat astronomowie chca zaobserwowac na niebie czarne dziury. Ktos móglby
poczuc sie zdziwiony. Czarny obiekt to taki, który nie swieci, a wiec którego nie widac. Co tu
zatem obserwowac? Jesli ktos troche o czarnych dziurach slyszal, moze sie J50czuc zdziwiony
jeszcze bardziej. Czarne dziury to przeciez obiekty wymyslone przez fachowców od ogólnej
teorii wzglednosci, obdarzone tak silnymi polami grawitacyjnymi, ze nawet czastki swiatla 
fotony - nie sa w stanie z czarnej dziury uciec. Sa to wiec obiekty absolutnie czarne. A jednak
je "widac". Zacznijmy jednak od poczatku.

Wszystkie ciala oddzialuja na siebie grawitacyjnie. Pierwszy opis tego oddzialywania zaproponowal
Newton podajac prawo powszechnego ciazenia. Wszechstronniejsza teoria oddzialywania
grawitacyjnego jest opublikowana przez Einsteina w 1916 roku ogólna teoria wzglednosci. Wedlug
niej grawitacyjnie oddzialuja nie tylko ciala obdarzone masa, ale wszelkie rodzaje energii;
takze fotony, czyli swiatlo. Przewidywania ogólnej teorii wzglednosci rMnia sie od
newtonowskiego opisu wtedy, gdy predkosci cial sa porównywalne z predkoscia swiatla lub gdy
mamy do czynienia z niezwykle silnymi polami grawitacyjnymi.

Astronoma interesuje przede wszystkim pole grawitacyjne, którego zródlem sa gwiazdy.
W przypadku gwiazdy takiej jak Slonce róznice miedzy przewidywaniami ogólnej teorii wzglednosci
a teorii Newtona sa znikome. Znamy jednak gwiazdy o takiej samej masie, ale znacznie mniejszym
promieniu. Pole grawitacyjne w poblizu ich powierzchni jest znacznie silniejsze.
Wprowadzimy teraz parametr, który bedzie nam pomagal ten efekt okreslic. Posluzymy sie
w tym celu teoria Newtona, podobnie jak to zrobil Laplace prawie 200 lat temu.

Obliczymy predkosc ucieczki masy m z powierzchni gwiazdy o masie M i promieniu R. Predkosc
czastki v powinna byc taka, by energia calkowita bedaca suma energii kinetycznej i potencjalnej
byla równa zeru:

m~ G~ lliM
-- - --- = O skad wynika v2 = ---

2 R' R

(G oznacza stala grawitacji). Aby otrzymac parametr bezwymiarowy, podzielimy wynik przez
kwadrat predkosci swiatla c. Powstanie wzór

v2 2GM

Wielkosc 2GM/c2 nosi nazwe promienia grawitacyjnego. Jesli promien gwiazdy jest znacznie
wiekszy od promienia grawitacyjnego, to efekty ogólnej teorii wzglednosci nie sa wazne. Jesli
natomiast gwiazda o danej masie jest tak mala, ze jej promien przewyzsza niewiele promien
grawitacyjny, to nawet swiatlo ma klopoty z oderwaniem sie od jej powierzchni i fotony traca
znaczna czesc swej energii na pokonanie przyciagania grawitacyjnego. Jak przewiduje ogólna
teoria wzglednosci, zwykle gwiazdy o promieniu mniejszym od grawitacyjnego nie istnieja. Sily
wzajemnego przyciagania grawitacyjnego sa tak ogromne, ze zadne cisnienie nie jest w stanie
powstrzymac gwaltownego skurczenia sie gwiazdy niemal do punktu. Powstaje czarna dziura,
która w granicach swego promienia grawitacyjnego zasysa bezpowrotnie wszystko co napotka,
lacznie z fotonami.

Astronomowie sadza, ze czarne. dziury o masach kilkakrotnie przewyzszajacych mase Slonca
rzeczywiscie istnieja. Do tego przekonania prowadzi znajomosc budowy i ewolucji zwyklych
gwiazd.

Gwiazdy mlode lub stosunkowo mlode, takie jak Slonce, maja w swym wnetrzu duzo wodoru.
Wodór ten spala sie powoli jak w gigantycznym, kontrolowanym reaktorze termojadrowym
i powstaje hel. Energia, która przy tym sie wydziela, powoduje, ze Slonce swieci juz
od 4,5 miliarda lat, a bedzie swiecic drugie tyle. Ogromne temperatury wnetrza (rzedu pietnastu
milionów stopni) powoduja, ze cisnienie w Sloncu równowazy przyciaganie grawitacyjne. Istnieja
tez gwiazdy o masie nawet sto razy przekraczajacej mase Slonca. Swieca jasniej, poniewaz
wyzsze temperatury sa potrzebne do zrównowazenia znaczniejszych sil grawitacyjnych zwiazanych
z wieksza masa. Gwiazdy wyczerpuja jednak swoje paliwo. Co sie stanie, jesli dalsze reakcje
termojadrowe nie beda juz mozliwe? Gwiazda typu Slonca zamieni sie wtedy w bialego karla.
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Stosunek promienia grawitacyjnego
do promienia gwiazdy
Masa = 1 masa Slonca,

promien grawitacyjny = }GM = 2,95 '10' cmc'

Slonce
czarna
dziura

Skurczy sie, jej promien osiagnie okolo 1/100 .obecnej wartosci, a zatem rozmiarami zblizy
sie do Ziemi. Przed dalszym kurczeniem pod wplywem grawitacji uchroni ja cisnienie
zdegenerowanych elektronów. Efekt polega na tym, ze w wyniku zjawisk kwantowych elektrony
wywieraja pewne cisnienie nawet wtedy, gdy temperatura jest równa zeru. Jesli jednak masa
gwiazdy przekracza 1,4 masy Slonca, cisnienie to nie wystarczy, gwiazda musi sie skurczyc.
Kolejna szansa odzyskania równowagi nastapi, gdy promien gwiazdy osiagnie zaledwie
kilkanascie kilometrów. Powstaje gwiazda neutronowa. Zródlo cisnienia stanowia w niej
zdegenerowane neutrony, takze na skutek efektu kwantowego. Tak bedzie dla gwiazd o masie
mniejszej od dwóch-trzech mas Slonca. Jeszcze masywniejsze gwiazdy maja juz tak silne
pole grawitacyjne, ze nawet cisnienie zdegenerowanych neutronów nie jest wystarczajace. Gwiazda
musi kurczyc sie dalej i zniknac pod powierzchnia horyzontu, czyli sfera o promieniu równym
promieniowi grawitacyjnemu. Powstanie czarna dziura.

Przewidziec, która gwiazda zostanie czarna dziura, a która nie, jest nieco trudniej niz by to
wynikalo z przedstawionego rozumowania, poniewaz w trakcie swego zycia gwiazdy traca
spora czesc swojej masy poprzez wiatr (taki, jaki wieje ze Slonca) lub w czasie ewentualnych
wybuchów. Tym najmasywniejszym trudno uniknac tego losu. Poza tym gwiazdy moga nie tylko
tracic, ale i zyskiwac mase, a wtedy juz nie ma zadnych szans ocalenia. Tak moze sie dziac
w ciasnych ukladach podwójnych gwiazd.
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Dla poszukiwaczy czarnych dziur uklady podwójne gwiazd przedstawiaja sie bardzo .
interesujaco. Znamy z obserwacji wiele gwiazd podwójnych. Dwie gwiazdy takiego ukladu

obiegaja sie wzajemnie. Ruch ten równowazy ich przyciaganie grawitacyjne; podobnie wyglada
ruch satelity wokól Ziemi. Na ogól ruch obydwu gwiazd odbywa sie 'po kolach o wspólnym
srodku, lecz róznym promieniu (w zaleznosci od ich masy), z ta sama predkoscia katowa.

Podobnie jak Ksiezyc w strone Ziemi, gwiazdy te zwracaja sie do siebie wciaz ta sama strona.

Wyobrazmy sobie czastke gazu, która znajduje sie na prostej przechodzacej przez srodki .obu

gwia~d i wiruje wraz z nia. Mozna znalezc takie jej polozenie, w którym sily dzialajace
ze strony obu gwiazd na te czastke równowaza sie. Punkt ten okresla strefy "wplywów"
obu gwiazd. Jesli tak sie zdarzy, ze jedna z gwiazd jest za duza i jej zewnetrzne czesci wystaja
poza jej wlasna strefe wplywów, to gaz zaczyna przeplywac z niej do sasiada. Tym sasiadem

moze byc na przyklad czarna dziura. Mamy wtedy szanse ja zaobserwowac. Samotn.a czarna
dziura w pustej przestrzeni rzeczywiscie bylaby niezauwazalna. Natomiast w ukladzie podwójnym
istnienie czarnej dziury musi manifestowac sie poprzez dwa efekty. Pierwszy to zwykle
oddzialywanie grawitacyjne na druga gwiazde powodujace jej ruch po okregu. Drugi to procesy
zachodzace w przeplywajacej materii. Zajmiemy sie najpierw drugim, poniewaz on wlasnie
pomoze szybko wyszukiwac na niebie te gwiazdy. podwójne, które moga byc interesujace.

Popatrzmy na rysunek, który pomoze nam zrozumiec, jak wyglada przeplyw gazu z jednej
gwiazdy na druga. Wyplyw nastepuje w okolicach punktu równowagi. Poniewaz jednak punkt

równowagi wiruje wraz z obiema gwiazdami wokól osi zaznaczonej krzyzykiem, to wyplywajaca
materia ma pewien moment pedu. Formujaca sie struga nie moze opasc bezposrednio na druga
gwiazde, ale mija ja, a nastepnie okraza. Czasteczki gazu w trakcie ruchu wokól gwiazdy
sa stopniowo wyhamowywane, traca swój moment pedu. Gaz tworzy wiec wokól gwiazdy plaski
dysk. Materia doplywajaca wciaz do dysku porusza sie po ciasno nawinietej spirali i osiada
na gwiezdzie lub wpada do czarnej dziury. Strumien masy, jaki przeplywa, zawiera sie na ogól
w granicach 10[6-10[8 g/s, albo okreslajac to inaczej, 10-10_10-8 masy Slonca/rok.

Energia ta jest wyswiecana przez dwie powierzchnie cylindra: 2 x 2nr x LII'. Zatem strumicrl

dE(r) 1 GMm
E = E(r+Ar)- E(r) = --LIr = - -- LIr.

dr 2 r2

AE= l GMM2 ··r·2-Llr.

Jesli mamy do czynienia nie z jedna czastka o masie m, ale ze strumieniem gazu o natezeniu
M gramów na sekunde, to energia wyswiecana w ciagu sekundy pomiedzy orbitami r+f1r oraz ,.
bedzie równa

1 GMm-----
2 r

1 GMm 1 GMm GMm
E(r) 7' -mvz- -- = -------- =

2 r 2 r r

Daleko od gwiazdy energia ta jest praktycznie równa zeru, przy zblizaniu sie do gwiazdy maleje.
Nadmiar energii jest przez czastki ••wyswiecany". Pomiedzy orbita o promieniu r+Llr oraz
r czastka musi stracic energie

Wytracaniu momentu pedu przez materie towarzyszy wydzielanie duzej ilosci energii. Latwo
ja ocenic korzystajac z teorii newtonowskiej. Energia calkowita czastkI o masie m na orbicie
kolowej o promieniu r wokól gwiazdy o masie M jest równa

~

Wszystkie wyrazy poczynajac od K-tego,

gdzie K = [Iog,n] + 1 sa juz równe O. Redukujac
mamy wreszcie S = [n] = n.

Rozwiazanie zadania M 367.

Latwo sprawdzic (rozpatrujac przypadki

l. l )
[al.; a < [a] + -.1 [a]+ -.; a < [a] + I ,2 2

ze [a + } l= [2a] - [a]. Mamy teraz

S = [1t;1 l+[n;2 l + + [n2~+2Ik] +...=

= .[-I ++l +[i+} l + + [ 2:+l +

+}l+ ..· = ([n]-[~J)+([~l-[~])+

+ ... + ([ ;k ] - [ 2:+ I l) + ....
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Rozwiazanie zadania M 365.

Rzut prostokatny czworoscianu ABCD

wzdluz krawedzi AB jest trójkatem A' i)'c',
w którym bok A'D' jest równy wysokosci DD,

sciany ABD, A'C' jest równy wysokosci CC,

sdany ABC, a wysokosc AN jest rzutem

odcinka MN, MEAB, NE CD, ABl.MNl.CD.

Trójkaty ABC i ABD maja z zalozenia równe

pola i wspólny bok AB, wiec ce, = A'C' =
'" DD, ~ A' D'. Trójkat A'C' D' jest zatem

równoramienny J jego wysokosF A' N' jest
równi<z srodkowa boku C'D'. Wynika stad,
ze IV jest srodkiem boku CD. Analog,cznie

IV'kazujemy, ze M jest srodkiem boku AB

i wobec tego MN jest osia symetrii
czworoscianu. Podobllie osiami symetrii
sa proste PQ i RS, gdzie P jest srodkiem AC,

Q - srodkiem BD, R - 'rodkiem AD
iS - srodkiem Be. z ~ymetrii czworoscian~

wzgledem MN mamy A,BD ABC
iDCD . ACD, z symetrii wzgledem PQ

wynika, ze BCD '" ABD i wobec tego

wszystkie sciany sa przystajace.

A'- rzut A,B,M,C/JO,
C~rzut C

O'-rzutO

N~rzut N

Rozwiazani •• adania M 366.

Liczba(1+II~O)'0°t-(7_V50)'oo = 7100+

C~)7"v'SÓtC~)7'8(150)2+ .. +

C~)7(y'50l99 + (v'SÓ)'OO + 7'00_

('~'l»)7"VSO+C~)7'8(VSO)2+ .. -

11OO)"({50)"+(v'50)11O ~ 2·7'00+, I
211~)7"50+2C~O)7.8S02+ ," +2' 50'0

t c.!r..owita. OznJczmy ja prze~ n Mamy

~50)'00 • n_(7·_v'sol'oo i po nie waz

~ol" l. wiec (7- v'5Ó)IOO < 10" JO'• 11' .
\. teg,", pierwsze 100 cyfr po prlecini\:\.

I/~O)'OO lo dZ1ewi~tkl

promieniowania wychodzacy z jednostki powierzchn"'t-jest równy

GMMF=--.
8ny3

Okresia on temperature gazu w dysku oraz typowY zakres widma, w jakim dysk swieci. Najwyzsze

temperatury sa w poblizu powierzchni gwiazdy lub horyzontu czarnej dziury. Mozemy je ocenic
Korzystajac ze wzoru

F = aT"

gdzie T oznacza temperature, (] stala Stefana-Boltzmanna. Zatem temperatury dysku w poblizu
powierzchni gwiazdy moga osiagac

_ (GMM)I/4
T- --

8nR3(]

Przyjmijmy M równe dwóm masom Slonca, M równe 1017 g/s oraz R równe 10 km. Otrzymamy
temperature okolo 10 milionów stopni! Gaz w takiej temperaturze swieci przede wszystkim
w dziedzinie rentgenowskiej.

Podsumujmy zatem dotychczasowe wnioski. Czarna dziure mamy szanse odkryc, gdy stanowi
skladnik ciasnego ukladu podwójnego. Uklad taki bedzie widoczny na niebie jako zródlo
promieniowania rentgenowskiego. Natomiast nie kazde takie zródlo musi zawierac czarna dziure,
poniewaz proces przebiega podobnie, gdy materia opada na gwiazde neutronowa. Nie na tyle
dokladnie potrafimy teoretycznie odtworzyc przebieg procesu, aby umiec z samego widma tylko
odróznic uklad z gwiazda neutronowa od ukladu z czarna dziura, a odleglosci sa tak duze,
ze kazdy taki uklad jest dla nas tylko pojedynczym slabym punkcikiem widocznym przez
teleskop. Widmo promieniowania od calego ukladu stanowi dla nas jedyne zródlo informacji.
Ratuje nas to, ze potrafimy czasem okreslic mase gwiazdy, na która splywa materia.

Z obserwacji udajli sie zwykle wyznaczyc dwa"parametry. Z regularnych okresowych zmian
jasnosci ukladu wynika okres wzajemnego obiegu gwiazd. Drugi parametr to amplituda predkosci

. radialnej gwiazdy dostarczajacej mase, który udaje sie wyznaczyc, jesli w widmie gwiazdy
podwójnej w dziedzinie optycznej sa widoczne linie widmowe nalezace da tej gwiazdy. Ich
regularne ruchy raz w strone fal dluzszych, raz krótszych, interpretowane jako efekt Dopplera,
pozwataja wyznaczyc predkosc zblizania sie lub oddalania gwiazdy. Nie jest to jednak dokladnie
predkosc ruchu gwiazdy na orbicie. kolowej , poniewaz musimy pamietac o tym, ze zwykle
ogladamy uklad nie w plaszczyznie jego ruchu, ale pod jakims katem.

Oprócz dwóch parametrów wyznaczonych z obserwacji musimy jeszcze, aby móc wyznaczyc
poszukiwana wartosc masy, odgadnac trzy, a mianowicie: odleglosc ukladu, kat, pod którym
go obserwujemy i jeszcze jakis trzeci. Tym trzecim moglaby byc masa gwiazdy dostarczajacej
gazu. Okazuje sie jednak, ze znacznie dokladniej mozemy odgadnac jej promien.

Procedure oparta na takiej zasadzie przeprowadzono dla róznych ukladów swiecacych
rentgenowsko. Okazuje sie, ze w dwóch przypadkach, dla zródla Cyg X-I oraz ostatnio
odkrytego LMC X-3 wartosc masy "ciemnego" ciala przekracza znacznie wartosc
dopuszczalna dla gwiazdy neutronowej. Powinny to byc zatem czarne dziury!
Cyg X-I jest pierwszym zródlem rentgenowskim odkrytym w gwiazdozbiqrze Labedzia
(po lacinie Cygnus) na pólnocnej pólkuli nieba. Jest to zródlo bardzo niespokojne, zmieniajace
jasnoSC w odstepie sekund, jak i dni. Odkryte pod koniec lat szescdziesiatych, precyzyjniej
obserwowane bylo po raz pierwszy w 1971 roku przez satelite rentgenowskiego Uhuru. Cyg X-I

lezy w plaszczyznie Drogi Mlecznej, okolo 8 tysiecy lat swietinych od Slonca; Mase gwiazdy
otrzymujacej mase oceniono na wieksza od 6 mas Slonca,
LMC X-3 jest trzecim zródlem rentgenowskim odkrytym w Duzym Obloku Magellana
(po ang. Large Magellanic Cloud), galaktyce widocznej golym okiem na poludniowej pólkuli
nieba i odleglej o 140 tysiecy lat swietlnych. LMC X-3 jest spokojniejsze od Cyg X-l,
wysyla tez mniej.promieniowania w bardziej energetycznej czesci widma r:entgenowskiego. Mase
oceniono na wieksza od 9 mas Slonca.

Wiecej takich "pewnych" kandydatów na czarna dziure na razie nie odkryto. Czy te dwa
przypadki, które omówilismy, sa stuprocentowe? Jak widzielismy, wyciagniecie wniosków wymaga
wielu kroków posrednich. Dokladnosc procedury wyznaczania masy wydaje sie, co prawda,
wystarczajaca, by pokazaC, ze wynik jest wiekszy niz dopuszczalna masa gwiazdy neutronowej.
Cien watpliwosci nadal jednak pozostaje i na pytanie, czy widac na niebie czarne dziury,
lepiej jest odpowiedziec: chyba tak.

"Gwiazdowe" czarne dziury, to znaczy takie, które stanO\via koncowy etap zycia gwiazdy,
nie sa jedynymi, jakich sie poszukuje. Byc moze istnieja tez gigantyczne czarne dziury, o masach
milion czy nawet miliard razy wiekszych, które ukrywaja sie w jadrach niektórych galaktyk.
Ale to calkiem inna historia.
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Mizar MSE (lO)

DZIs.lEJSZY, OSTATNI ODCINEK KURSU JEST W CALOSCI NAPISANY
W MIZARZE - JEST TAKll1 MALYM TEKSTEM MATEMATYCZNYM, W KTOF<YM
POSTAWIMY SZEREIl 'PR09LEMOW DO ROZWIAZANIA.

W TAKIM TEKSCIE OPROCZ WSTEPU ORAZ TWIERDZEN I ICH FORMALNYCH
DOWODOW.MOZEMY PISAC KOMENTARZE ZAWIERAJACE DODATKOWE
WYJASNIENIA TEIlO CO R09IMY. KOMENTARZE TAKIE SA IGNOROWANE PRZEZ
MASZYNE W CZASIE ANALIZY TEKSTU. KOMENTARZ ROZPOCZYNA SIE OD
DWU ZNAKOW ROWNOBCI A KONCZY SIE WRAZ Z KONCEM LINIJKI. NASTEPNA
LINIA KOI1ENTARZA I1USI ZACZYNAC SIE ZNOWU OD DWU ZNAKOW ROWNOSCI.

ROZPATRYWANA PRZEZ NAS TEORIA 9EDZIE FRAGMENTEM TEORII RELACJI
c_ DWUARGUMENTOWYCH - TO JUZ COS POWAZNIESZEGO NIZ PORZADEK
aD LINIOWY DLA ULAMKOW.

ENVIRON,

LET R,R' ,R" DENOTE RELACJA; == 'ROZPATRYWANE RELACJE MAJA TE SAMA
, -= DZIEDZINE I PRZECIWDZIEDZINE •

LET X,X',X"'Y,y',y",Z~Z"Z" DENOTE ELEHENT'
== TYMI SYM90LAMI llEDZIEMY OZNACZALI
=- ELEMENTY ZllIORU, NA KTORYlI
== OKRESLONE SA NASZE RELACJE.

ZDEFINIUJEMY TERAZ SPOTYKANE DOSC CZESTO W MATEMATYCE WLASNCSCI
RELACJI. WYRAZENIE -MAMY[X,R,Y)- 'NALEZY ROZUMlEC,
ZE MIEDZY X I Y ZACHODZI RELACJA R AL90 TEZ, TRAKTUJAC RELACJE
JAKO Z9IOR PAR: (X,y> NALEZA DO R;

ZWROTNOSC' FOR R ST ZWROTNACR] HOLDS FOR X HOLDS I1AMYCX,R,XJ1
lZWROTNOSC: FOR R ST NOT ZWROTNACR]

EX X ST NOT MAMY[X,R,XH
PRZECIWZWROTNOSC: FOR R ST PRZECIWZWROTNACR] HOLDS

\ FOR X HOLDS NOT MAMY[X,R,X]'
lPRZECIWZWROTNOSC' FOR R ST NOT PRZECIWZWROTNACR]

- EX X ST MAMYCX,R,X]I
SYMETRIAl FOR R ST SYME:TRYCZNACR] HOLDS

FOR X,Y ST I1AI1YCX,R,Y] HOLDS MAMYCY,R,X];
ISYME:TRIAl FOR R ST NOT SYI1ETRYCZNAtR]

E:X X,Y ST MAI1Y[X,R,Y) 60 NOT MAMY[Y,R,X]I
ASYMETRiA: FOR R ST ASYMETRYCZNACR] HOLDS

FOR X,Y ST MAI1YCX,R,Y] HOLDS NOT I1AMYCY,R,X];
lASYMETRlA: FOR R ST NOT ASYMETRYCZNAtR]

EX X,Y ST MAMYCX,R,Y] 60 MAMYCY,R,X]I

ANTYSYI1ETRIA, FOR R ST ANTYSYME:TRYCZNACR] HOLDS
" FOR X,Y ST MAI1Y[X,R,Y] 60 MAMY[Y,R,X] HOLDS x=n

IANTYSYMETRIAl FOR R ST NOT ANTYSYMETRYCZNACR]
EX X,Y ST MAMYCX,R,Y] 60 I1AMYCY,R,X] 60 X(>YI

PRZECHODNIOSC:, FOR, R ST PRZECHODNIACRJ HOLDS
FOR X,Y,Z ST I1AI1YCX,R,YJ 60 MAMYCY,R,ZJ

HOLDS MAMYCX,R,ZJ'
IPRZE:CHODNIOSC: FOR R ST NOT PRZECHODNIA CRJ

EX X,Y,Z ST MAHYCX,R,Y] ~ MAMYCY,R,ZJ &
NOT MAI1Y[X,R,ZJI

SPOJNOSC: FOR R ST SPOJNACRJ HOLDS
FOR X,Y HOLDS MAMYCX,R,YJOR MAMYCY,R,XJI

ISPOJNOSC: FOR R ST NOT SPOJNACRJ

EX X,Y ST NOT HAMYCX,R,YJ 60 NOT MAMYCY,R,X]'ZAWIERANIE' FOR R,R' ST ZAWIE:RAtR,R'J HOLDS
FOR X,Y ST MAMYCX,R' ,Y) HOLDS MAMY[X,R,YJ1

IZAWIE:RANIE' FOR R,R' ST NOT ZAWIERACR,R'J
E:X X,Y ST MAMYCX,R',YJ 60 NOT MAMYCX,R,YJ'

ROWNOSC' FOR R,R' HOLDS R=R' IFF ZAWIERACR,R'J 60 ZAWIERACR' ,RJI

WYRAZENIE ZAWIERAtR,R'] NALEZY ROZUMlEC: R' JEST ZAWARTE W R.
-=' CILA WYIlODNIESZEIlO SFORMULOWANIA PEWNYCH ZADAN USTALIMY DWIE
== DOWOLNE RELACJE. '

GIVEN p,p' 9EINIl RELACJA'

== WPf<OWADZIMY PEWNE ODWZOROWANIE W DZIEDZINIE NASZYCH RELACJI.

AXI' FOR X EX Y ST ItX,YJI
AX2' FOR X EX Y ST ICY,XJ'

== POWYZSZE AKSJOMATY GWARANTUJA, ZE I JEST OKRESLONA W CAL YM
== ZllIORZE ELEMENTOW I PRZEKSZTALCA 00 NA CAL Y TEN Z9IOR.

AX3: FOR X,Y,X',Y' sr ICX,X'J & ICY',y,] HOLDS X=Y IFF X'=Y';

TEN ,AKSJOMAT DAJE GWARANCJE, ZE NASZE ODWZOROWANIE JEST WZAJEMNIE
JEDNOZANCZNA FUNKCJA' NASTEPNY ZAS MOWI, ZE PRZEPROWADZA ONA
RELACJE P NA RELACJE P' I NA ODWROT.
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AX4: rOR X,y,X',y' 5T leX,X'] ~ ICV,V'J
HOLDS HAHYCX,P,YJ IFF MAMYCX',P',y'];

OCZYWISClE NIE ZDEFINIOWALISMY WSZYSTKICH UZYWANYCH W MATEMATYCE
WLASNOSCI RELACJI. MOZE WARTO TYLKO WSPOMNIEC, ZE RELACJE NAzyWA
SIE PORZADKIEM, GDY JEST ZWROTNA, PRZECHODNIA I ANTYSYMETRYCZNA,
A NAZYWA SIE ROWNOWAZNOSCIA, GDY JEST ZWROTNA, PRZECHODNIA
I SYMETRYCZNA. 'W DALSZYM CIAGU ZAJMIEMY SIE USTALENIEM ZALEZNOSCI
POMIEDZY WPROWADZONYMI WLASCIWOSCIAMI RELAC,Jl.

BEGIN

"= ZACZNIEMY OD POKAZANIA, ZE RELACJA SPOJNA JEST ZWROTNA.

LEMATI. FOR R ST SPOJNACR] HOLDS ZWROTNACRJ
PROOF LET R 9E RELACJA SUCH THAT A I SPOJNACRJI

NOW LET X llE ELEMENT'
THUS MAMYCX,R,XJ 9Y A,SPOJNOSC

ENDI -
HENCE THESIS llY lZWROTNOSC

END' -

DALSZE LEMATY ZOSTAWIAMY JAKO ZADANII\ DO UDOWODNIENIA PRZEZ
CZYTELNIKOW.

LEMATII: FOR R,R' ST ZAWIERACR,R'] 60 ZWROTNACR'J
• HOLDS ZWROTNACRJI

LEMATl2: FOR R,R' ST ZAWIERACR,R'] 60 SPOJNACR'] 60

ANTYSYMETRYCZNACRJ
HOLDS ZAWIERACR' ,RJ'

LEMATl3' FOR R ST PRZECIWZWROTNACRJ 60 PRZECHODNIACR]
~HOLDS ASYMETRYCZNACRJ'

LEMATI4' FOR R ST ASYMETRYCZNACRJ HOLDS PRZECIWZWROTNACR]'
LEMATl5' FOR R,R',R" ST ZAWIERACR",R'J 60 ZAWIERACR',R] 60

SPOJNACR] 60 PRZECHODNIACR'] 60 •

ANTYSYMETRYCZNACR' ']

HOLDS PRZECtiODNIACR] 60 PRZECHODNIACR" JI

Z LEMATU 12 WYNIKA W SZEIlOLNOSCI, ZE PORZADKU LINIO,WEIlO <TJ.
SPOJNEGO> NIE MOZNA JUZ 9ARDZIEJ -UPORZADKOWAC-.
OSTATNIE ZADANIE Z TEJ SERII JEST NIECO 9ARDZIEJ SKOMPLIKOWANE
NIZ POPRZEDNIE' W JEGO DOWODZIE WYGODNIE 9EDZIE SKORZYSTAC z'
POPRZEDNIO UDOWODNIONYCH LEMATOW.

ZAJMIEMY SIE DALEJ WLASNOSCIAMI ZACHOWYWANYMI PRZEZ IZOMORFIZMY.
W NASZYli PRZYPADKU IZOMORFIZMEM JEST Zll!':FINIOWANA WE WSTEPIE
FUNKCJA I. NA POCZATEK ROZWIAZEMY MALY PRZYKLAD.

LEMAT2: ZWROTNACP] IMPLIES ZWROTNACP']
PROOF ASSUME ZI: ZWROTNACP]'

NOW LET X 9E ELEMENT'
CONSIDE:R Y SUCH THAT Z2r rtY,X] 9Y AX2'
MAMY[Y,-P,Y) 9Y ZWROTNOSC,ZI'

HENCE MAI1YCX,P' ,X] llY AX4,Z2
END'
HENCE THESIS 9Y IZWROTNOSC

ENDI

CZYTELNICY ZECHCA UDOWODNI C NASTEPUJACE LEMATY.

LEMAT21: SPOJNACP] IFF SPOJNACP']'
LEMAT22: NOT ASYMETRYCZNACP] IMPLIES NOT ASYMETRYCZNACP']I
LEMAT23' (EX X ST FOR Y HOLDS MAI1YCX,P,Y]) IMPLIES

(EX X ST FOR y HOLDS MAMYCX,P' ,Y»'
LEMAT24: PRZECHODNI ACP" ] IMPLIES PRZECHODNIACPJ'
LEMAT25: <FOR X EX Y ST MAMYCX,PiY]> IMPLIES

<FOR X EX Y ST MAMY[X,P' ,Y»

PODÓ9NIE JAK TYCH LEMATOW DOWODZI SIE, ZE P JEST PORZADKIEM,
WTEDY I TYLKO WTEDY, GDY p,' JEST PORZADKIEM I ANALOGICZNIE,
ZE P JEST ROWONOWAZNOSCIA, WTEDY I TYLKO WTEDY, GDY P' JEST

== ROWNOWAZNOSCIA. MOZE KTOS Z CZYTELNIKOW ZECHCE TO ZROBIC?
I "

CZEKAMY NA 'ROZWIAZANIA. ,

WSZYSTKICH, KTORZY ZAINTERESOWALI SIE MIZAREM I CHCIELI9Y
WIEDZlEC O NIM WIECEJ LUB TEZ MAJA JAKIEKOLWIEK PYTANIA Z NIM
ZWIAZANE PROSIMY O KONTAKT Z_ REDAKCJA LU9,EZ DEZpOSREDNIO Z

GRUPA M I Z A R
INSTYTUT I1ATEMATYKI
FILIA UNIWERSYTETU WARSZAWSKIEGO W BIALYMSTOKU
UL. AKADEMl CKA 2
15-267 DIALYSTOK

dr Krivszt)f' PRAZMOWSKI, dr Piotr RUDNICKI



Arytmetyka Peano nazywamy system

sformalizówany oparty na aksjomatach

podanych przez wloskiego matematyka
Giuseppe Peano w l889 r. Uzywajac

wspólczesnej symboliki mozemy je zapisac

nastepujaco: (S(x) nalezy traktowac jako

liczbe naturalna nastepna po x, tzn. x+ I):

S(x) = S(y) --+ X = y,

0# S(x),

x+o = x,

x+S(y) = S(x+y).

X'O = O,

x·S(y)=x·y+x.

(9'(0) & 1\ (q>(x) --+ q>(S(x)))) --+ 1\ q>(x).
x x

Ostatni aksjomat, zwany aksjomatem indukcji,
jest schematem nieskonczenie wielu
aksjomatów - dla kazdej formuly q>(x)
jezyka arytmetyki J'eano otrzymujemy jeden
aksjomat.

/

W arytmetyce Peano mozemy mówic
o zbiorach skonczonych iiczh naturalnych

dzieki metodzie kodowania. Majac bo~iem
dany zbiór X = {a" ... , a.l gdzie al jest
liczba naturalna oraz al < ... < ant mozemy

go jednoznacznie zakodowac. za pomoca

liczby naturalnej (p~"'" .p~.), gdzie P, jest

i-ta liczba pierwsza. Liczbe te nazywamy
kodem zbioru X. Z twierdzenia

o jednoznacznosci rozkladu liczb naturalnych

na czynniki pierwsze wynika, ze opisane
kodowanie jest jednoznaczne.

o tym, jak Herakles walczyl z hydra,
czyli o niezupelnosci arytmetyki raz jeszcze

Dr Roman MURA WSKI

W 1931 r. 26-letni naówczas matematyk i logik wiedenski Kurt Godel opublikowal
liczaca niewiele ponad 20 stronic prace, która miala okazac sie jedna
z najwazniejszych prac wizakresie podstaw matematyki. Udowodnil w niej, ze
system arytmetyki Pean o, który, jak wierzono, jest adekwatna aksjomatyzacja
teorii liczb, jest niezupelny. W ten sposób okazalo sie, ze programu Hilberta
aksjomatyzacji matematyki nie da sie zrealizowac ..

Godel za pomoca bardzo przemyslnej metody; zwanej dzis metoda arytmetyzacji
lub godelizacji, wykorzystujac pewne znane juz od starozytnosci paradoksy
(dokladniej paradoks klamcy) zbudowal zdanie, o którym udowodnil, ze jest
prawdziwe (tzn. stwierdza prawdziwe fakty o liczbach naturalnych), ale jest
niezalezne od arytmetyki Peano. Oznacza to, ze zdania tego nie mozna ani
udowodnic, ani obalic na gruncie aksjomatów Peano.Nie pomoze tez nic
dolaczenie tego zdania jako nowego aksjomatu, bo wtedy takze znajdzie sie nowe
zdania nierozstrzygalne (na gruncie tej silniejszej juz teorii). Nigdy wiec nie uda sie
zbudowac systemu sformalizowanego', który dowodzilby wszystkich zdan
prawdziwych i tylko zdan prawdziwych o liczbach naturalnych. A zatem program
Hilberta jest nierealizowalny.

Wynik Godla pozostawial jednak jeszcze pewien cien nadziei i nie przekreslal
definitywnie zamiarów Hilberta. Otóz zdanie znalezione przez Godla mówilo·
co prawda w ostatecznym rozrachunku o liczbach naturalnych, bylo jednak
bardzo szt~czne z punktu widzenia "normalnego" (tzn. nie zajmujacego sie logika
i podstawami matematyki) matematyka. Mozna byc prawie pewnym, ze specjalista
od teorii liczb nigdy w swych badaniach na takie zdanie pie natrafi i nigdy nie bedzie
pytal, czy wlasnosci liczb naturalnych, o których mówi to zdanie, istotnie maja
miejsce. Nadal wiec mozna bylo miec nadzieje, ze wszystkie sensowne

. i matematycznie interesujace zdania o liczbach naturalnych dadza sie ro~strzygnac
w systemie arytmetyki Peano. Niepokojaca jest tu oczywiscie niejasnosc okreslenia
"sensowny i matematycznie interesujacy", ale w praktyce sprawa okazuje sie
znacznie prostsza i matematycy sa na ogól zgodni co do tego, czy dany problem
lub dany wynik sa sensowne i matematycznie interesujace.

Stan takiej niepewnosci co do ostatecznych losów programu Hilbcrta trwal dosc
dlugo. Dopiero w 1977 r. udalo sie pokazac, 'ze nawet ograniczenie sie 'do zdan
sensownych i matematycznie interesujacych nie moze uratowac programu
formalistów. Otóz w tym wlasnie roku J. Paris z Uniwersytetu w.Manchesterze
podal przyklad zdania, które mialo tresc kombinatoryczna, bylo prawdziwe, ale
niezalezne od arytmetyki Peano. Co wiecej, Paris wynalazl nowa metode
uzyskiwania takich przykladów, /<tóre po opublikowaniu jego pracy (a nawet
jeszcze wczesniej, gdyz wiesc o jego wyniku rozniosla sie lotem blyskawicy wsród
logików, a odbitki jego pracy zaczely krazyc z rak do rak) zaczely sie mnozyc.

Tak wiec w 46 lat po wyniku Godla pokazano, ze sa zdania sensowne
i matematycznie interesujace, które sa p~awdziwe, ale niezalezne od aksjomatów
Peano. Ostatnie wiec nadzieje uratQwania programu Hilberta upadly.

Ciagle jednak jeszcze bylo pewne "ale". Zdanie Parisa nie mialo mianowicie
tresci czysto teorioliczbowej. Mówilo ono co prawda o liczbach naturalnych,
ale ostatecznie traktowalo o skonczonych zbiorach tych liczb, a wiec mialo tresc
kombinatoryczna. Wkrótce jednak usuni~lo i to "ale". Jesienia 1'981 r. L. Kirby
i J. Paris podali bowiem przyklad zdania, które mialo juz tresc czysto
teorioliczbowa, które jest prawdziwe, ale którego nie mozna udowodnic na gruncie
aksjomatów Peano.'

Opiszemy teraz zdanie Kirby'ego-Parisa. Niech dane beda dwie liczby naturalne
m, n, przy czym n > l. Zdefiniujemy reprezentacje liczby m przy zasadzie n
nastepujaco. Najpierw napiszemy liczbe m jako sume poteg liczby n. Np. jezeli
m = 266, n = 2, to mamy 266 = 28+23+21.To samo robimy teraz z kazdym
z wykladników tak dlugo, jak tylko jest to mozliwe. W naszym przykladzie
otrzymamy ostatecznie: 266 = 222+1+22+1 +21•
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Rys. J. MatematYCI.na h)dra lcrr.ejska

po l-szym cieciu mieczem

po 2-gim cieciu mieczem

po Jcim cieciu mieczem

Rys. 2. PicrwsLC: ciosy mi~clem; strlalka

wskazuje. która glowe ucina Herakles; linia

przerywana zaznaczone sa swiezo wyrosle
fragmenty.

v
Rys. 3. Niech Czytelnik sam pu:ekona. si~
o smiertelnosci pierwszych hydr. Zwracamy

jednoczesnie uwage, ze istnienie strategii

zwycieskiej dla dowolnej hydry mozna dosc

latwo udowodnic - dowód w numerze (Red.).

Zdefiniujemy teraz liczbe Gn(m). Jezeli m = O, to niech Gn(m) = O. Jezeli m i= O,

to niech Gn(m) bedzie liczba otrzymana~przez zastapienie n w reprezentacji liczby m

przy zasadzie n przez liczbe n+ l i odjecie 1. Np. G2(266) = 333+1 + 33+1 +2.
Nastepnie definiujemy pewien ciag liczb naturalnych tnk (zwany ciagiem Goodsteina
od nazwiska logika angielskiego, który juz w 1944 r. badal takie ciagi).
Kladziemy mianowicie: mo = m, mI = G2(mo), tn2 = G3(ml), tn3 = G4(tn2),'"
W naszym przykladzie mamy:

mo = m = 266 = 222+1+22+1+21,

mI = G2(mo) = 333+1 +33+1 +2;:::; 1036,
~J

m2 = G3(tn1) = 444+1+44+1+1;:::; 10616,

m3 = G4(m2) = 555+1 +55+1;:::; 1010000,

tn4 = G5(m3) =.666+1+5.66+5.65+5.64+5.63+5.62+5.6+5;:::; 1020o~oo, ...

Widzimy wiec, ze wyrazy ciagu mk rosna niebywale szybko. Okazuje sie jednak,
ze prawdziwy jest nastepujacy, nieprawdopodobny na pierwszy rzut oka, fakt-otóz
dla dowolnej liczby m, czyli niezaleznie od tego, od jakiej liczbizaczniemy
budowac ciag Goodsteina, istnieje taki wskaznik k, ze mk = O. Udowodnil to
w 1944 r. wlasnie Goodstein. W jego dowodzie wykorzystane sa pewne wlasnosci
li(i;zbporzadkowych. Czy da sie ten fakt udowodnic równiez w arytmetyce Peano?
Odpowiedz brzmi nie! Kirby iParis udowodnili wlasnie, ze zdanie: (/\ V(tnk = O»

, m k

jest nierozstrzygalne na gruncie arytmetyki Peano. Dowód tego faktu jest
oczywiscie bardzo trudny i wykorzystuje pewne wlasnosci tzw. modeli
niestandardowych arytmetyki Peano, jak i pewne wlasnosci liczb porzadkowych.
Dodajmy tylko, ze miejsca k, na których zeruja sie ciagi Goodsteina, sa
niewyobrazalnie dalekie. Mozna np. pokazac, ze ciag zaczynajacy sie od liczby 4
zeruje sie dopiero na miejscu o numerze 3 . 2402653211 - 3, co równa sie okolo
10121000000(porównajmy to z liczba atomów we Wszechswiecie, która
szacuje sie na 1080).

Za pomoca metod uzytych przez Kirby'ego i Parisa do dowodu
nierozstrzygalnosci wyzej opisanego zdania mozna tez wykazac nierozstrzygalnosc
w arytmetyce Peano innego zdania, które zwiazane jest z mitologia (to wyjasnia tytul
artykulu). Otóz, jak pamietamy, Hera.kles po zabiciu, w napadzie szalu, zony
i dzieci, odzyskal rozum i udal sie do wyroczni delfickiej po rade, jak ma
odpokutowac swa zbrodnie. Pytia kazala mu isc do Myken i zaciagnac sie
na sluzbe u króla Eurysteusa. Tam mial wykonac dla niego 12 prac. Eurysteus
polecil mu m.in. zabic hydre lernejska. Jak wygladal ten potwór? Matematyka
i tu przychodzi nam z pomoca. Mozemy ja sobie wyobrazic jako bestie
przypominajaca ksztaltem cos, co w matematyce nazywa sie drzewem
skonczonym (rys. 1).

Walka miedzy Heraklesem a hydra przebiega teraz nastepujaco. W kazdym kroku
tej walki Herakles odcina hydrze jedna glowe. Na miejscu odcietej glowy wyrasta
nowa wedlug nastepujacej zasady: jesli w kroku n-tym (czyli n-tym cieciem miecza)
Herakles odcial jakas glowe, to z wezla odleglego o jeden segment od glowy ucietej
wyrasta n kopii tej czesci hydry, która po odcieciu glowy znajduje sie powyzej
wezla osiagnietego przez cofniecie sie o jeden segment (rys. 2).

Herakles zwyciezy, jesli po pewnej skónczonej liczbie kroków, czyli ciec mieczem,
z hydry zostanie tylko tulów. Oczywiscie moze on odcinac glowy w dowolnej
kolejnosci. Strategia nazwiemy funkcje okreslajaca, która glowe ma odciac
na danym etapie walki z hydra, a strategia zwycieska nazwiemy taka strategie,
która pozwala Heraklesowi wygrac z kazda hydra. Otóz okazuje sie, ze kazda
strategia jest dla Heraklesa st~ategia zwycieska, czyli ucinajac glowy dowolnej
danej hydrze w jakikolwiek sposób Herakles zawsze. zwyciezy!

. Popatrzmy na te walke jeszcze tr9che inaczej. Hydre mozemy zakodowac
za pomoca liczby naturalnej (matematyk-okazuje sie wiec miec jeszcze wieksza
przewage nad hydra niz Herakles, moze ja bowiem zredukowac do zwyklej
pojedynczej niegroznej liczby!). To pozwoli nam mówic o walce Heraklesa z hydra
w jezyku arytmetyki Peano. Nie mozemy, niestety, mówic w tym jezyku
o dowolnych strategiach, ale mozemy mówic o strategiach efektywnych (dajacych
sie zakodowac). Rozwazmy zatem zdanie "Kazda strategia efektywna jest
zwycieskl}.dla Heraklesa". Jest ono oczywiscie slabsze od zdania gloszacego,

&
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ze kazda strategia jest zwycieska, o którym to zdaniu wiemy juz, ze jest
prawdziwe. Otóz okazuje sie, ze nawet tak oslabionego stwierdzenia nie potrafimy
rozstrzygnac na podstawie aksjomatów Peano. Arytmetyka Peano jest wiec za slaba,
by dowodzic pewnych, skadinad prawdziwych, faktów dotyczacych walki
Heraklesa z hydra. Gdyby wiec nasz umysl funkcjonowal na takiej samej zasadzie,
na jakiej dowodzi sie twierdzen w systemie Pean o, to nigdy bysmy sie
n!e dowiedzieli, czy HeEaklesowi udalo sie pokonac hydre czy nie.

Opuscmy jednak uroczy swiat mitologii i wrócmy jeszcze na chwile do matematyki.
Znalezienie przykladów zdan sensownych i interesujacych z matematycznego
punktu widzenia, a niezaleznych od arytmetyki Peano ma oprócz pokazania
calkowitej I1ierealizowalnosci programu Hilberta inne jeszcze, tym razem
pozytywne znaczenie. Wzmacnia ono mianowicie nadzieje na to, ze za pomoca
tych nowych metod, które pozwalaja dowodz.ic niezaleznosci od arytmetyki Peano
pewnych konkretnych zdan o tresci teorioliczbowej, uda sie równiez powiedziec
cos np. o wielkim twierdzeniu Fermata czy innych wielkich, a otwartych jak dotad
problemach teorii liczb. Moze sa one niezalezne od arytmetyki Pean o i do ich
rozstrzygniecia uzywac trzeba silniejszych srodków niz te, które sa do~tepne
w elementarnej teorii liczb? A czy sa one rozstrzygalne na gruncie teorii mnogosci?
Czy tez sa od niej niezalezne? Pozytywna odpowiedz na ostatnie pytanie,
tzn. pokazanie ich nierozstrzygalnosci w teorii mnogosci byloby wynikiem
o wielkiej donioslosci filozoficznej. Dowodziloby bowiem ich absolutnej
nierozstrzygalnosci, tzn. nierozstrzygalnosci za pomoca jakichkolwiek metod
i srodków dostepnych w matematyce.

Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NO WINSKl

M 365. Wykazac, ze jezeli sciany czworoscianu maja równe pola, to sa trójkatami
przystajacymi.
Rozwiazanie na str. 3

M 366. Znalezc 100 cyfr liczby (7 + J!56) 100 nastepujacych po przecinku.
Rozwiazanie na str. 3

M 367. Obliczyc sume

~+ [n;,']+ ...+ [:;.~'] + ...
([a] oznacza czesc calkowita a, czyli najwieksza liczbe calkowita mniejsza lub równa a).
Rozwiazanie na str. 2

Redaguje mgr Tomasz TRATKlEWlCZ

F 153. W zamknietym naczyniu umieszczonym w prózni znajduje sie mieszanina czasteczek tlenu
i tej samej liczby czasteczek helu. Jaki jest sklad gazu wyplywajacego z naczynia w chwile
po zrobieniu w sciance niewielkiego otworu?
Rozwiazanie na str. 16
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Stojac w pogodna noc pod wygwiezdzonym niebem
ma sie nieodparte wrazenie, ze znajdujemy sie w srodku
ogromnej kulistej czaszy, do której przymocowane
sa wszystkie gwiazdy. Skadinad wiemy, ze zadnej
czaszy, "sfery niebieskiej", nie ma, ale czy mozna
sie o tym naocznie przekonac? Otóz mozna,
aczkolwiek nie doslownie naocznie. Mianowicie Ziemia

w ciagu szesciu miesiecy wykonuje pól obiegu wokól
Slonca, a wiec przemieszcza sie w przestrzeni na drugi
koniec srednicy swojej orbity, czyli o ok. 300 mln km.
Gdyby gwiazdy "siedzialy" na owej domniemanej
czaszy, nic praktycznie by sie nie zmienilo, jezeli jednak
znajduja- sie one w rozmaitych od nas odleglosciach,
to blizsze z nich powinny pozornie przesunac sie na tle
dalszych - zupelnie jak bliskie drzewa na tle dalszych,
gdy idziemy przez las. Te przesuniecia (nazywane
"paralaksami rocznymi") wlasnie sie obserwuje i mierzy,
co jest nawet sposobem na wyznaczanie odleglosci
gwiazd. Jednak paralaksy roczne nawet najblizszych
gwiazd sa bardzo male i dajace sie zmierzyc dopiero
z uzyciem bardzo precyzyjnych przyrzadów. Okazalo
sie bowiem, ze odleglosci nawet tych najblizszych

-~... \.'\s gwiazd setki tysiecy razy przekraczaja rozmiary orbity
~ " crr~~ "" ziemskiej. Dlatego pierwszy pomiar paralaksy gwiazdy

~~~\~~\li ~(~ ~ ;;;;.~~ ~ udalo sie wykonac dopiero w 1838 r. (Bessel)., o. ~~~.,~ '\\ '''''-

fir;~/~~~~~»~VJ))))))) ~;}Jt)j')\, ~ ----/ / / I
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Cyfry Ujemne

Ktos móglby powiedziec, ze nie ma zadnych cyfr
ujemnych; cyframi sa tylko 0,1,2, 00" 9. Jest ich
dziesiec, a na dodatek wszystkie (oprócz zera)
sa dodatnie.

Aby sie o tym przekonac, ..zauwazmy, ze nie musimy
teraz odrózniac dodawania od odejmowania.
Rzeczywiscie:
121- 34 = 121+ 34, 2345- 342 = 2345+ 342 itd.
Zysk z tego taki, ze mozemy teraz dodawania i
odejmowania wykonywac w jednym "slupku",
co zostalo pokazane obok.

--
:= ~13i---
= i !j1.1

1131
I1 ?>I

Li 5' 2L1

11"51--
= 15 i 3Oi 1 :

5!?>Ot\g

\~,~ 11",,$ a.1·~L . t' 'J f$ If, •

\ O1J/lI~=~~~!\~I~~~/~;'/.'I I

C). ,lWI ') / '\\\.t1~\~~~~/~~(Ul'faMr.::··OII .~ ~\ '/((~,,,;,,,. \~'\,\\MI ~., ~
To prawda, ale przeciez mozna by okreslic sobie
i cyfry ujemne- odpowiadajace -1, -2, ..., -9- - -
i wynalezc dla nich stosowne oznaczenia, np. 1,2, ... ,9.
I zapi;ywac liczby równiez z ich uzyciem, np. 127
to ta sama liczba co - 127,
1231 = 1000-200+30-1 = 829,3215 = -2805 itd.
Jak widac, teraz liczby mozemy zapisywac nie tylko
jednym sposobem. Ale czy ten luksus daje jakies
istotne korzysci? Oczywiscie!

2:? 8l -l59~ +ZOir - 2t8=

=- 9v 2>1>1 +i5Bi +201'tt "irg:::

2, 381.

I5~i
~ o -f't
2lS

= D l{ f i = .z s'z 8

Mozliwosc zapisywania liczby wieloma sposobami
pozwala tez "zaoszczedzic" na znajomosci tabliczki
mnozenia - wystarczy znac ja tylko "do pieciu",
a mnozyc i dzielic wszystkie liczby. Po prostu zapiszemy
mnozone czy dzielone liczby tak, by w ich zapisie
wystepowaly tylko cyfry 4, 3, ... , 4, 5 i dopiero wtedy
wykonamy dzialanie.

~4~~:96=!35t~-:Jo~=~i2~~8
-O~~-
Q3 91:::
=iJI-
108
019i =

:= 2" 1.~
~ ()~

O()G)

~~'- ~ teM Sf0.sci~ 5'-! ., 0-"9 p~ 589

p~~e ~~, te. ~ tut~ ~e ~~stR.W

jtl.st ~-Q)~te.

A moze umiecie wskazac jeszcze jakies zalety uzywania
ujemnych cyfr? Napiszcie.

Mala Delte przygotowali

Tomasz KWAST i Krzysztof MOSTOWSKI
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Dr Barbara BADELEK

Odkrycie "ciezkiego swiatla"

Rys. l. Za pomoc, t.tkicgo diagramu mozna zobrazowac rozpad nukleonu.
Po lewej stronie kreski przerywanej przedstawiona jest sytuacja przed
rozpadem, a po prawej - po rozpadzie.

q -> q+e± +v.

q+q -> e±+v.

(3a)

albo

(3b)

(q oznacza kwark, li - antykwark).

Z punktu widzenia fizyki klasycznej swobodna czastka nie moze
wyemitowac lub pochlonac innej czastki, poniewaz w takim
procesie naruszona bylaby albo zasada zachowania energii, albo
zasada zachowania pedu. W mechanice kwantowej sytuacja jest
odmienna. Zgodnie z zasada nieoznaczonosci Heisenberga
w ciagu krótkiego czasu LI t energia moze nie byc zachowana,
a minimalny rozrzut dopuszczalnych jej wartosci spelnia równosc
LlE ~ h/Llt, gdzie h jest stala Plancka.

Na przyklad swobodny elektron moze 'Yyslac foton (tzw. foton
wirtualny) naruszajac zasade zachowania energii pod warunkiem.
ze w czasie krótszym niz h/LlE zostanie on z powrotem
pochloniety przez ten sam elektron albo inna czastke naladowana.
Niezachowanie energii LlE moze byc dowolnie male, bo foton
ma zerowa mase. Wirtualne fotony o bardzo malej energii moga
wiec zyc dowolnie dlugo, a co za tym idzie moga byc
zaabsorbowane nawet bardzo daleko od miejsca emisji; zasieg
oddzialywan elektromagnetycznych jest nieskonczony.

Juz na poczatku lat trzydziestych Enrico Fermi rozwazal
mozliwosc unifikacji, czyli jednolitego opisu sil slabych
i elektromagnetycznych. Zgodnie ze sformulowana wczesniej
teoria oddzialywanie elektromagnetyczne miedzy dwiema
czastkami naladowanymi polega na wyslaniu przez jedna
z czastek fotonu, który nastepnie pochlaniany jest przez druga

czastke. W ten sposób fot?n moze przenosic miedzy czastkami
energie i ped.

czastkami elementarnymi, które oddzialuja tylko silami slabymi.

Jak dotad obserwuje sie trzy rodzaje neutrin: v., vI" v~. Sa one
spokrewnione odpowiednio z elektronem (e), mionem (j,t)

i tauonem (r) - czastkami oddzialujacymi tylko slabo
i elektromagnetycznie (sily grawitacyjne miedzy czastkami mozna
zawsze pomijac). Wymienione czastki, noszace wspólna nazwe
leptonów (od greckiego slowa leptos - drobny, lekki), sa
z doskonala dokladnoscia punktowe - np. promien elektronu
jest mniejszy niz 10-16 cm. Czastki oddzialujace silnie (hadrony)
róznia sie od leptonów tym, ze posiadaja strukture - sa
zbudowane z niewielkiej liczby tzw. kwarków. Slabe rozpady
tych czastek - to slabe rozpady kwarków, np. reakcje (1)
mozna zapisac

W podobny sposób próbowano opisywac oddzialywanie slabe.

Zalózmy, ze pol~ga ono na wymianie miedzy czastkami
naladowanymi "slabym ladunkiem" odpowiednika fotonu. Jesli
taki "slaby foton" jest czastka o niezerowej masie M, to
minimalna wartosc niezachowania energii LlE ~ Mc2• Z zasady
nieoznaczonosci wynika, ze taka wirtualna czastka musi zostac

h
pochlonieta po czasie nie dluzszym niz --2 ' a wiec zasiegMc

oddzialywania moze byc bardzo maly, jesli tylko masa "slabego
fotonu" jest odpowiednio duza. Ponadto powinny istniec "slabe
fotony" naladowane elektrycznie, aby mogly (np. w reakcji (2))
przekazac ladunek elektryczny od protonu do elektronu.
Tak wiec, juz w latach trzydziestych wiadomo bylo, ze jednolity

opis oddzialywan slabych i elektromagnetycznych wymaga istnienia
obok fotonu takze czastki naladowanej, okolo 100 razy ciezszej
od protonu. Eksperymentatorzy nie dysponowal·i jednak w owych
czasach odpowiednio duzymi akceleratorami, aby taka czastke
wyprodukowac. Trudnosci mieli równiez teoretycy, bo teoria
z "ciezkim fotonem" dawala czasami wyniki niesensowne (np.
nieskonczona wartosc energii).

n->p+e-+v"

v.+p -> n+e+

(1)

(2)

Czy wiecie, ile wazy swiatlo? Swiatlo to strumien fotonów ~
obiektów, które nigdy nie spoczywaja, a (w prózni) poruszaja sie
najszybciej we Wszechswiecie. Przenosza one wiadomosci
o wzajemnym istnieniu (oddzialywaniu) cial majacych ladunek
elektryczny i znajdujacych sie nawet nieskonczenie daleko.
Ladunki elektryczne nieruchome sa zródlem oddzialywan
elektrostatycznych, a poruszajace sie (czyli prady) 
magnetycznych. Dlugi lancuch odkryc doswiadczalnych
i przemyslen teoretycznych doprowadzil w XIX wieku do
zrozumienia, ze magnetyzm i elektrycznosc to dwa rózne sposoby
objawiania sie tego samego oddzialywania. Nazwano je
elektromagnetycznym. Na przelomie XIX i XX wieku wydawalo
sie, ze sily elektromagnetyczne i grawitacyjne sa jedynymi
fundamentalnymi silami przyrody. Zbadanie struktury jadra

atomu zmienilo ten poglad narzucajac potrzebe wprowadzenia
nowego oddzialywania wiazacego nukleony. Zostalo ono
nazwane oddzialywaniem silnym. Zauwazona wkrótce potem
nietrwalosc jader atomowych (tzw. przemiana f3) kazala obraz

ten uzupelnic wprowadzeniem tzw. oddzialywania slabego.
Odpowiednie sily, poza tym, ze sa bardzo slabe w porównaniu
z np. elektromagnetycznymi, sa równiez niezwykle
krótkozasiegowe (zasieg jest rzedu 10-16 cm, czyli 0,001
srednicy protonu). Te dwie wlasnosci powoduja, ze nie moga one

wiazac czastek w ukla/y odobne do atomów czy jader
atomowych.

Oddzialywania slabe sa trudne do badania, bo najczesciej
maskuja je wielokrotnie silniejsze oddzialywania
elektromagnetyczne i silne (te ostatnie sa okolo 1017 razy
silniejsze l). Do niedawna najlatwiejszym sposobem obserwacji
oddzialywan slabych bylo badanie rozpadów jader atomowych
i czastek elementarnych. Typowym przykladem jest rozpad f1

jadra, 'podczas którego neutron przeksztalca sie na proton,
elektron i antyneu.trino elektronowe:

bedaca równiez procesem slabym.
Doswiadczalne badanie reakcji (2) stalo sie niedawno mozliwe
dzieki wytworzeniu wiazek neutrin. Neutrina sa jedynymi

Zgodnie z tak zwana zasada krzyzow~nia mówiaca, ze
identycznie powinny byc opisywane procesy, w których dowolna
czastke przenosimy na druga strone równania reakcji
i jednoczesnie zamieniamy ja na antyczastke, z procesem (1)
zwiazana jest reakcja
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Problem odzyl w pracach teoretycznych lat szescdziesiatych i na
poczatku siedemdziesiatych. W 1979 roku Nagrode Nobla
z fizyki otrzymali teoretycy: Sheldon Glashow, Abdus Salam
i Steven Weinberg za sformulowanie (w 1971 roku) teorii
oddzialywan elektroslabych. W teorii tej kwarki sa równie
elementarne jak leptony, chociaz te pierwsze obserwuje sie tylko

wewJ1atrzhadronów, a wszystkie procesy slabe opisuje sie
zakladajac istnienie trzech czastek ciezkich (majacych rózna od
zera mase spoczynkowa) odpowiedzialnych za przenoszenie

oddzialywan slabych ..Obiekty te (oznaczono je W+, W-, ZO)
mialy byc bOlOnami o spinie l, przy czymbolOn neutralny
elektrycznie bylby równiez neutralny "slabo". Opis teoretyczny

oddzialywan przenoszonych za pomoca fotonu i czastek W+, W-,
ZOjest w tym modelu identyczny. Model przewidywal takze
istnienie nowego kwarku i jeszcze jednej ciezkiej czastki, tzw.
czastki Higgsa oraz istnienie takich procesów slabych, w których
nie zmienia sie natura oddzialujacych czastek. Czastki Higgsa
dotychczas nie znaleziono, a jesli chodzi o pozostale
przewidywania, to rok 1973 przyniósl pierwsza obserwacje
procesu

(4) vl'+e -> vl'+e .

zachodzacego poprzez wymiane bozonu Za, a rok 1974
odkrycie nowego kwarku nazwanego powabnym (Burt Richter

i San Ting - Nagroda Nobla w 1976 r.). Ciezkie swiatlo, czyli
bozony W+, W- i ZOwymykaly .sie jednak doswiadczeniu.

A
~-

neutron{ ~::=======================~ }proton

Rys. 2. Ten. sam pro(:~s 1.:'01lJ. rys. I L uwa;leullicniem bozanu posredniego
i struktury kwarkowej protonu i neutronu.

Rys. 3. Slabe oddzialywanie prlCL wymiane bazenu Z' i podobny proces
elektromagnetyczny.

Przeszkody byly natl.ry technicznej. Przewidywano bowiem, ze

poszukiwane bozony sa mniej wiecej sto razy ciezsze od protonu, I
a tak wielkiej masy nie daje sie wyprodukO'.yac przy uzyciu
zadnego z istniejacych akceleratorów konwencjonalnych (tzn.
takich, w których wiazka rozpedzonych czastek uderza
w nieruchoma tarcze). Zauwazmy, ze jesli W istnieje, t.o

prawdopodobienstwo zajscia reakcji .(3b) powinno osiagnac
maksimum przy energii w ukladzie srodka masy zderzajacych sie
q i li odpowiadajacej masie czastki W. Wobec niemozliwosci
skonstruowania tarczy z mezonów :re najobfitszym zródlem
oddzialywan kwark-antykwark sa zderzenia proton-antyproton.
Jednak ped kwarku to zaledwie 1/6 pedu protonu - energia
w ukladzie srodka masy pp powinni wiec byc równa okolo
6 mw ~ 600 GeV. Oznaczaloby to koniecznosc przyspieszenia

wiazki antyprotonów do energii 200000 GeV, podczas gdy
najwyzsza energia osiagana dzis przez wiazki antyprotonów

. wynosi okolo 400 GeV. Rozwiazaniem tej trudnosci jest
·zastosowanie zderzajacych sie czolowo wiazek protonów

i antyprotonów. Energia w ukladzie srodka masy jest wtedy suma
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laboratoryjnych energii p i p. Powstaje jednak nowy problem:
jak uzyskac duza swietlnosc wiazek, czyli odpowiednio wysoka
liczbe zderzen na jednostke czasu i jednostke przekroju wiazki
(pamietajmy, ze proton ma promien 1O-t3 cm, takie same sa
rozmiary antyprotonu - jak tu wcelowac jednym w drugi? l).
Trudnosc te udalo sie pokonac dzieki wynalezionej w 1968 r.
w CERNie metodzie stochastycznego "chlodzenia" wiazki, tzn.
redukowania przypadkowego ruchu czastek w wiazce tak, ze
koncentruja sie one w wymaganym miejscu przestrzeni i wokól
wymaganej wartosci pedu.

Rys. 4. Schemat systemu polaczen tuneli, którymi biegna wiazki czastek
w CERNie. Wiazki protonów zaznaczone sa linia ciagla, a antyprotonów
- przerywana. Linac iBooster sa urzadzeniami nadajacymi poczatkowa
energie protonom przed wpuszczeniem ich do PS. ISR jest akceleratorem
zderzajacych sie wiazek pp lub pp o energii 31 GeV kazda, LEAR
pierscieniem akumulujacym antyprotony o energii do 3,5 GeV. A oto objasnienie
skrótów

PS -. Proton Synchrotron,
AA - Antiproton Accumulator,
SPS - Super Proton Synchrotron.

ISR - ihlersecl~~torage Rings,LEAR - Low En(rg Antiproton Ring.

\
W 1978..r. zatwierdzono w CERNie .program badan nad
oddzialywaniami pp wielkiej energii, którego glównym celem bylo
znalezienie bozonów przenoszacych slabe oddzialywania.
W ramach tego programu opracowano nastepujaca metode
otrzymywania wiazek przeciwbieznych pp. Protony o energii
28 GeV z Synchrotronu Protonowego (PS) w zderzeniach ze

.spoczywajaca tarcza produkuja antyprotony, które nastepnie

przesylane sa do specjalnie w tym celu zbudowanego .
Akumulatora Antyprotonów (AA). Podlegaja tam "chlodzeniu"
i kumulowaniu tak dlugo, az wiazka osiagnie zadana gestosc.
Wtedy przechodza powtórnie do PS i po przyspieszeniu do
energii 26 GeV przesylane sa do SPS, w którym kraza
w kierunku przeciwnym do protonów i sa, podobnie jak
protony, przyspieszane do energii 270 GeV. Wiazki p i P przecinaja
sie nastepnie w dwóch miejscach pozwalajac badac zderzenia pp

przy calkowitej energii w ukladzie srodka masy równej 540 GeV
(odpowiada to wiazce antyprotonów o energii 155000 GeV
Padajacej na nieruchoma tarcze protonowa !).

Sercem calego projektu jest AA. Wiazka antyprotonów
wyprodukowana w nim zawiera okolo 1012 czastek-
dziesiatki tysiecy razy wiecej niz jakakolwiek wiazka p otrzymana
przedtem. "Cykl produkcyjny" trwa 120 godzin i wymaga
wstrzykniecia 180000 porcji antyprotonów do komory, w której
panuje próznia - cisnienie wynosi 10-10 tora!



detektory, moglaby wypelnic pokaznej grubosci ksiazke!
Gigantyczna i niezwykle trudna analiza oddzialywan,
prowadzona przy uzyciu wielkich maszyn cyfrowych, pozwolila
wylowic 87 zdarzen, w których wyprodukowal sie bozon W±
oraz 16 zdarzen produkcji bozonu ZO (stan w sierpniu 1983 r.).
Obie czastki zidentyfikowano przez ich rozpady

W przypadku Wi byly to takie zdarzenia, w których wsród
wielu dziesiatek czastek - produktów rozpraszania pji znajdowal
sie tez elektron o duzym pedzie poprzecznym (w stosunku do

kierunku lotu pji). Jednoczesnie w zdarzeniu wystepowal duzy
deficyt pedu (tzn. ped wypadkowy wszystkich produktów reakcji
znacznie róznil sie od zera) o kierunku pokrywajacym sie
z kierunkiem lotu elektronu i o przeciwnym zwrocie. Ten
brakujacy ped byl oczywiscie wizytówka neutrina - por.
reakcja (3b).

Zmierzone masy rozpadajacych sie obiektów wynosily:

mw ~ 81 GeV/c2 i mz ~ 93 GeV/c2•

Bledy statystyczne sa rzedu 2%, a systematyczne - 3%. Analiza

jest jeszcze w toku ..

Wszystkie wlasnosci odkrytych czastek sa zgodne
z przewidywaniami teorii oddzialywan elektroslabych dla
bozonów posrednich. Istnienie "ciezkiego swiatla" zostalo
potwierdzone. Wage tego odkryci'a trudno przecenic. Równa sie
ono ranga najwiekszym osiagnieciom w historii nauki.

Uzywane urzadzenia pomiarowe sa niezwykle skomplikowane.'
Dla przykladu, jeden z detektorów wazy ponad 2000 ton
i zawiera aparature (m.in. komory dryftowe o calkowitej
powierzchni 0,5 ha) sluzaca do identyfikacji oraz pomiaru
kierunków pedów i energii czastek powstajacych w zderzeniach.
Architektami przedsiewziecia byli Simon van der Meer
(odkrycie metody "chlodzenia" wiazki i budowa AA),oraz Carlo
Rubbia (przystosowanie SPSu do pracy w ukladzie
zderzajacych sie wiazek i budowa najwiekszego detektora).
Oczywiscie praca setek ludzi zlozyla sie na to, ze gigantyczny
projekt zadzialal sprawnie. Na przyklad przy jednym .
z'eksperymentów pracuje 135 fizyków i 12 laboratoriów Europy
i USA ..

Pierwsze zderzenia pji zaobserwowano w SPS w lipcu 1981 L,
a w dniach 20 i 21 stycznia 1983 L na seminariach w CER Nie
ogloszono zaobserwowanie zdarzen zgodnych z zalozeniem
powstania i rozpadu naladowanych bozonów W. Podobna

i wiadomosc dotyczaca ZO podana zostala 27 maja 1983 r.

Zarejestrowano wiele setek tysiecy oddzialywan pji wybierajac
"na goraco" tylko takie, które spelnialy narzucone z góry
warunlfi konieczne dla powstania W i Z. Aparatura rejestrowala
srednio 4 przypadki na sekunde, a stanowilo to zaledwie promil
wszystkich oddzialywan. SwietInosc wiazek osiagnela
1,6' 1029cm-2s-1, co oznacza, ze tylez zderzen pji mialo miejsce
w sekundzie w 1 cm2 przekroju zderzajacych sie wiazek.
Informacja o pojedynczym zdarzeniu, zebrana przez wszystkie

W± --> v.e± oraz ZO --> e+e-, p,+p,-.

"

Zwrócmy uwage, ze udowodnione zdanie:' dla kazdej hydry istnieje strategia wygrywajaca,

wynika z aksjomatów Peano - oczywiscie po odpowiednim zakodowaniu hydr jako liczb
naturalnych. Dowód zdania: dla kazdej hydry kazda strategia jest wyp,rywajaca - niezaleznego
od aksjomatów Peano - jest oczywiscie bardziej skomplikowany.

Dosc prosto doradzic Heraklesowi zwycieski sposób walki (tzn. pokazac, ze istnieje wygrywajaca
strategia). Powinien on walczyc rozwaznie, ale i odwaznie. Rozwaznie - czyli najpierw powinien
scinac glowy najdalsze od tulowia. odwaznie rzucac sie w gaszc.z glów - wsród najdalszych

wybierac te, których naj-\viecej wyrasta Z jednego wezla. Przypuscmy, ze hydra ma wysokosc n,
najwieksza liczba glów wyrastajacych Z jednego wezla na wysokosci 11-1 równa jest m i takich

wezlów jest k. Po odcieciu po jednej glowie z kazdego takiego maksymalnego wezla zmniejszymy
maksymalna liczbe glów wyrastajacych z jednego wezla na wysokosci n -) o J. Kontynuujac
to 'postepowanie m-krotnie (za kazdym razem obcinamy po jednej glowie z wezlów maksymalnych
na wysokosci n - ) zmniejszymy wysokosc hydry o 1. Widac, ze po skonczonym czasie
hydra zniknie.

J.R.
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Patrz w niebo Jednym z problemów, nad którymi pracuja a~tronomowie zajmujacy sie obiektami
pozagalaktycznymi, jest wyznaczanie mas galaktyk. Zadanie to wyglada na bardzo ambitne,
bo jak "zwazyc" galaktyke odlegla o miliony parseków, która przy obserwacjach przez
najwieksze teleskopy jawi sie nam jako drobna plamka. Otóz okazuje sie, ze mozna tego dokonac
w zasadzie w bardzo pro~ty sposób. W zasadzie - bo dopiero w ciagu ostatnich kilku lat
okazalo sie, ze galaktyki sa znacznie bardziej masywne niz dotychczas przypuszczano,

Receptura pomiaru masy jest nastepujaca:
""

l. Fotografujemy widmo galaktyki tak, by uzyskac osobno wklad od jej róznych czesci (rys. 1).
Linie widmowe sa tu dziwnie poprzesuwane. Latwo domyslic sie, ze jest to spowodowane
zjawiskiem Dopplera: galaktyka obraca sie wokól osi - linie widmowe pochodzace od gwiazd,
które na skutek tego ruchu zblizaja sie do nas, sa przesuniete ku fioletowi i przeciwnie - linie
od gwiazd oddalajacych sie sa poczerwienione. Otrzymujemy wiec zaleznosc V'(El), gdzie e jest
odle,gloscia katowa miedzy daJlym punktem a srndkiem galaktyki .

..,...,,-.,. ,...
..

Rys. t. Pomiar krzywej rotacji galaktyki
NGC 2998. Z lewej strony u góry
galaktyka oraz sposób ustawienia szczeliny
spektrografu (czarny poziomy pasek)~ Nizej
przedsta wiona jest czesc widma w okolicy

emisyjnej linii wodorowej serii Balmera Ha.
Z pra wej wykreslono ksztalt zakrzywienia
tej linii jako funkcji kata e. Na dole wykres
V(r). '-

...L

60 40 20 O 20 40 60 80 100
odlegloscod srodka (sekundy luku)

w '/

"~300~ I'~ ~ 200 ~",/"'../'-=6.E 100 '
~"'..Q O) I l _'

. Q.a O --10 20
odleglosc od
srodka (kpc~

2. Wyznaczamy srednie przesuniecie ku czerwieni calej galaktyki, aby korzystajac z prawa
Hubble'a wyznaczyc jej odleglosc. Znajac odleglosc d galaktyki mozemy uzyskac zaleznosc V(r),
gdzie r jest odlegloscia danego punktu od jej srodka. Korzystamy tu oczywiscie ze zwiazku
r = dsinA.

,.",~~",~, ':~"

,'''C"'
.."'",,,.,,,,, ,,' .. ",

/

3. Korzystamy z twierdzenia, ze sila grawitacyjna dzialajaca na cialo poruszajace sie wewnatrz

sferycznie symetrycznej warstwy kulistej znika, a sila pochodzaca od wa.rstwy znajdujacej sie
wewnatrz orbity danego ciala jest równa sile wywferanej przez mase punktowa równa masie

warstwy i znajdujaca sie w srodku syme,trii. A wiec na cr::'al.o masie m poruszajace sie z predkoscia
V(r) po orbicie kolowej o promieniu r wokól centrum k istej galaktyki dzialaja sily _ .
grawitacyjna i odsrodkowa .

GM(r)m mV\2(r)

r

gdzie M(r) j~st czescia masy galaktyki zawarta w kuli o promieniu r. Stad.

M(r) = rV2(r)
-G- lub V(r) = ( G~(r) t2•

7.0

1.0

10 20 30 40
r, odleglosc od srodka (kpc)

Rys. 2. "unkcja .H(r) dla czterech galaktyk.
spiralnych.

L tego wzoru wynika, ze znajac funkcje V(r) znamy jednoczesnie M(r). Rozpatrzmy trzy
[lrzypadki:

\

a) punktowa masa centralna - wtedy V(r)- r-I/2 jest to np. keplerowski ·ruch planet Uklad~
Slonecznego.

b) cialo o stalej gestosci - M(r) - r3 i V(r) - r - tego typu zaleznosc obserwujemy czasem
,w centralnych czesciach niektórych galaktyk (np. NGC 4605),

c) stala predkosc - V(r) = const - zaleznosc tego typu jest czesto spotykana w jasnych,

galaktykach spiralnych; oznacza tO,ze M(r) rosnie z r (rys. 2), mimo ze gestosc materii maleje.
Konsekwencja tej obserwacji jest wniosek, ze mimo iz jasnosc powierzchniowa maleje wraz ze
wzrostem. odleglosci od centrum galaktyki - wklad do calkowitej masy od kazdej kolejnej
warstwy kulistej jest taki sam i nie ,bardzo wiadomo, gdzie ta plaska czesc krzywej predkosci
zalamuje sie.

Wnioski z tych tak prostych obserwacji zostaly wyciagniete dopiero w ostatnich latach.
Okazuje sie, ze galaktyki sa znacznie' wieksze i bardziej masywne niz dotychczas przypuszczano
na podstawie obserwacji rozkladu jasnosci powierzchniowej. Ciemna skladowa otaczajaca
galaktyki (halo) nie daje sie - na razie - odkryc innymi metodami. Mozliwe, ze jej

50 - skladnikami sa obiekty, które nigdy nie swiecily jasno w zadnej dziedzinie widma (moga to byc
planety, czarne dziury, moze neutrina, grawitony, monopole (1».

dr Tomasz CHLEBOWSKI
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Klub 44 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Skrót regulaminu

Vt2-d2/4

d/2zz-y

a/lfi- y

dla n E N, n ~ 2 .

z+x
a/Y2-x

Otrzymany uklad pazwala wyrazic x, y, z przez t. Dastajemy:

OP = t. Zakres zmienn.osci t : .od d/2 (gdy pas jest równa legly

da przekatnej AC) da T = ad/V 4a2 - 2d2 (skrajnej wartasci, przy
,której pas g; jeszcze przykrywa punkt C).
Naszym zadaniem jest zmaksymaliz.owac pale czworQkata ACYX,
czyli zminimalizowac pale trójkata DXY. Wpr.owadzmy
.oznaczenia: OX' = x, OY' = y, OZ = z. Wówczas XX' = AX' =
= a/ {i- x, YY' = CY' = a/V2- y. Zachadza proparcje
XX' : ZX' = YY': ZY' = PO : ZO = PQ : OQ, które
w terminach symbali t, x, y, z przybieraja p.ostac

Rozwiazania zadan z numeru 2/1984/

4 suma ocen za rozwiazania danego zadania
- 3· liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i lyle punklów olrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punklów (w dowolnym czasie) zoslaje on czlonkiem Klubu
a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Wcterarla.
Szczególowy regulamin zoslal wydrukowany w nr 1/1984.

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan
zamieszcl.amy w nr n + 4. Mpzna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce),
mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1.
Ocene mnozymy przez

Przypominamy tresc zadan:
76. Dany jest kwadrat a boku a. Pa prowadzic dwie pr.oste rownolegle w .odieglQsci równej

zadanej liczbie d ,,:; a tak. by czesc kwadratu 7.awal ta miedzy nimi miala maksymalne pale.
Obliczyc ta pale.
77. Jaka Jest naJwi(ksza liczba czesci, na które 20 .okregów moze padzielic sfere"

/I-I l 2 /1-\ I

7" D .... '\' ,...,1). ~Iesc, ze L ---- = - - L

~ ,.,'In-" n.,.. '
76. Przy ustalanym kierunku prostych, .ograniczajacych fas g;
.o szerakasci d, pas ten zakryje najwieksza czesc kwadratu ABCD,
gdy sradek O teg.o kwadratu bedzie lezal w pala wie .odleglasci

miedzy prostymi; d.ostrzegamy ta, przesuwajac caly pas
równa legle z palazenia, gdy kwadrat lezy w calasci pa jednej
stronie tega pasa, da ·pol.ozenia, gdy znajdzie sie pa drugiej jega
stranie. Wystarczy wiec .ograniczyc uwage da prostych
przebiegajacych w adlegl.osci~d/2 .od punktu O. Dalej, mazna

zal.ozyc, ze pas g; przykrywa pewne dwa przeciwlegle .
wierzchalki kwadratu (np. A i C) - w przeciwnym razie sytuacja
wyglada jak na rysunku l i .obracajac pas !J" w.okól punktu O az
da napatkania wierzchalków A i C zwiekszamy pale czesci
zakrytej przez .~.

CEol6wka ligi zadaniowej "Klub 44"

W chwili obeonej Klub 44 liozy szesnastu

czlonk6w - a raczej: szesnascioro.

Numery 15 i 16 - to pani Czerniakoweka

i pan Smolozyk.

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

Eadan E numeru 12/1983

r~gorzata Czerniakowska-Gdansk 47,47pkt

Artur Smolczyk - Tarlll5wOp. 45,68pkt

JerEY Janowicz - Boleslawiec43,48pkt

Tomasz Rawlik - Gliwice 43,07pkt

Jacek Uryga - Bytom 42,76pkt

Wlodzimierz Szymozyk-Zielonka 38,56pkt

Jerzy Malopolski - Krak6w 37,82pkt

Wojcieoh Ols~ewaki - Brwin6w 36,49pkt

Wsp6lczynniki trudnosoi zadan 70, 71, 72:

2,28 3,15 1,31

Z radosoi~ i bardzo serdeoznie witamy

w naszym Klubie pierwBza Pania.

Przyjmijmy .oznaczenia jak na rysunku 2. Palazenie "górnej"
prostej .ograniczajacej pas g; jest wyznaczone (z d.okladnascia da
symetrii wzgledem przekatnej BD) przez jej punkt przeciecia z ta
przekatna, czyli punkt P. Przyjmijmy wiec za zmienna .odleglasc

Oznaczmy ta wyrazenie przez/(t). P.och.odna['(t) równa sie zeru

dla t = to = d2/(Via), jest d.odatnia dla t> to, ujemna dla
t < to. Nalezy teraz sprawdzic, czy wartasc lo nalezy da
dziedziny f, czyli da przedzialu J;= <d/2, n. Nierówn.osc to ,,:;T,

czyli d V4a2 - 2dz ,,:; Jl2a2, jest spelniana autamatycznie - jest
bawiem równawazna nierówn.osci (a2- d2)2 ~ O. Zatem to maze
nalezec da J lub lezec na lewa .od J:

Io G~y d < a/vi, czyli gdy szerakasc pasa jest mniejsza od
polawy.dlugasci przekatnej kwadratu, wówczas to rt l, funkcja /

jest w l rasnaca i przyjmuje minimum! ••ln = (via-d)' /4 dla
t = d/2; .odpawiada ta ustawieniu pasa g; równalegle da
przekatnej kwadratu.

d(a/Y2-t)
y= Hm

(1- V4t2-d2

d2(a/V2-t)2
2d2-4t2

l l
Z'DX' DY = T ({i 0X')(V2 OY') = xy =

d(a/Vi-t)x= -----
d+ V4t2-d2

Pale trójkata DXY równa sie

.,

Rys. 2

z

.P

c

O

B

OP:t 09:d/2
P9=-Vt2-d2//

A

Rys. I
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O /
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Rys. J

Maksymalna wartosc pola czesci kwadratu przykrytej przez pas fP

równa sie

2° Gdy d ~ af {i,wówczas to E f i funkcja / przyjmuje
minimum/mln = (a2_d2)/4 dla t = to; odpowiada to ustawieniu,

pasa fP pod katem a = arccos(a/Y2d) do kierunku
przekatnej; nietrudno sprawdzic, ze punkty przeciecia krawedzi
pasa z brzegiem kwadratu sa wtedy tez wierzcholkami pewnego
kwadratu. W miare, jak szerokosc pasa wzrasta, kierunek

optymalnego ulozenia pasa "przekreca sie' od kierunku
przekatnej do kierunku boku, jak to pokazuje rysunek 3.

77. Niech kn bedzie najwieksza liczba czesci, na jakie n okregów
moze podzielic sfere. Przypuscmy, ze mamy na sferze n+ I
okregów i wybierzmy jeden z nich. Pozostale n okregów dzieli
sfere na k czesci BI, ... , B., k,,; kn• Wyrózniony okrag moze
miec z tamtymi okregami najwyzej 2n punktów wspólnych.
Punkty te dziela go na m luków, m ,,; 2n. Kazdy z tych luków
rozcina dokladnie jeden z obszarów Bl na dwie czesci i w ten
sposób liczba obszarów wzrasta o m, czyli równa sie k + m ,,; kn +
+2n. Oszacowanie to jest sluszne dla dowolnego zbioru n + I
okregów na sferze, a zatem kn+ l ,,; kn + 2n. Jesli w powyzszym
rozumowaniu ograniczymy uwage do okregów kól wielkich, to
wszystkie napisane nierównosci stana sie równosciami, bo
(n+ l)-szy okrag musi wtedy przeciac kazdy z pozostalych n

okregów w 2 punktach. Wynika stad wzór rekurencyjny
kn+1 = kn+2n. Poniewaz kI = 2, wiec przez indukcje
kn = n2-n+2.

W szczególnosci k20 = 382.

n-l I n-lI(I I) In-II78. 2:--= 2:- -+- =- 2:-+
k=lk(n-k) k=in k n-~ nk=lk,

1 n-l 1 2 n-l+-c-2:-'-=-2:
n k=l n-k nk=l k

gdy d < a/V2

gdy d ~ a/V2~-~~={~y~-~~~2+d~~

Jak zmierzyc
promien Ziemi
za pomoca zegarka?

W jednym z numerów czasopisma American Journal o/ Physics znalezlismy opis bardzo prostej
metody zmierzenia promienia Ziemi. Do wykonania pomiaru nalezy posiadac zegarek

z sekundnikiem, znac swój wzrost oraz znalezc sie w bezchmurny dzien nad calkowicie
spokojnym morzem (dwa ostatnie warunki szczególnie trudno spelnic nad Baltykiem).
Obserwujemy moment zachodu Slonca lezac na plazy. Kiedy wstaniemy,bedziemy mogli

zaobserwowac zachód SlO~'ca po raz drugi. Znajomosc róznicy czasów T miedzy dwoma

zaobserwowanymi zachodam' ozwoli nam wyznaczyc promien Ziemi. Znajac czas T mozemy

wyznaczyc kat a (rys.) - t znaczy kat miedzy ostatnimi widzianymi promieniami obserwowanych
zachodów Slonca (czas T ynosi okolo 10 s, jest wiec dosc latwy do zmierzenia) .
. 2n \
Mamy teraz a = - T, gdzie T - czas trwania pelnego obrotu Ziemi (doba),

T

. y(R+W-R2 h .. , k ., k' b ..oraz sma = ------, - rozl1lca wyso 'OSCtpun towo serwacJI.
R+h . ./

T h
Poniewaz - i - sa bardzo male, mozemy w przyblizeniu przyjac sin a ~ rJ oraz

T R

2Rh+h2 ~ 2Rh, co daje_2n_T = ..•f2h_2_h, skad R = _h_ (~)2T V ~ 2n~ T

Powyzsze rozumowanie odpowiada.pomiarówi wykonanemu na równiku w dniu równonocy.

Jesli obserwacji dokonujemy na szerokosci geograficznej 'P i w dniu, w którym deklinacja Slonca
wynosi <5(kat miedzy plaszczyzna równika i kierunkiem do Slonca), powinnismy wzór na R
zmodyfikowac. Po analogi~znych przybfizeniach otrzymujemy

hT'
R=

2n2 T2(COS2'P-sin2 <5)

Opisana metoda pozwala zmierzyc R z dokladnoscia do kilku procent. Wbrew pozorom jednak
dokladne wykonanie pomiaru nie jest takie proste, gdyz bardzo wiele czynników wprowadza
bledy systematyczne.

Dla tych, którzy znajda czas i odpowiednie warunki, oglaszamy ·konkurs na najlepiej wykonany
pomiar - opis powinien zawierac podanie dokladnej metody wyznaczenia T i h oraz dyskusje
wszystkich czynników powodujacych powstawanie bledów.
Wymieniamy przykladowo kilka mozliwych problemów do przedyskutowania:

- trudnosc zmierzenia h od poziomu morza,
- dlugofalowe drgar.ie powierzchni morza,
- wystepowanie refrakcji astronomicznej.

'Jajciekawszy opis wydrukujemy.

Redakcja
f.-J
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jak szeroka moze byc
wstega Mobiusa

Jesli dwa kola jakiejs maszyny zostana
polaczone pasem transmisyjnym w ksztalcie
wstegi Mobiusa, pas bedzie sie scieral
jednakowo po "obu stronach".
Firma Goodrich Company nabyla patent
na tego rodzaju zastosowanie wstegi Mobiusa:
U.S. Patent 2784834 12 marca 1957.

Katem miedzy odcinkami KL i MN
lezacymi w przestrzeni nazywamy kat KLN',
gdzie odcinek LN' powstaje przez
przesuniecie równolegle odcinka MN.

-
Rozwiazanie zadania F 153.

Srednia energia kinetyczna czasteczek zalezy
) ... 3

tylko od temperatury l Jest równa "2 kT
(k - stala Boltzmanna). Wynika stad równosc

1 l

2m1tJr = 2m2v~.

gdzie mb m] masy czasteczek,a Vi, V:z
ich srednic predkosci. Masa czasteczki O2 jC3t

8 razy vliyksza niz masa He, a wiec srednio

predkosc czasteczki helu bedzie 2 VI razy
wieksza niz czasteczki tlenu. Wobec tego

czasteczki helu beda 2 Vi razy czesciej
uderzac w scianki, a takze wpadac w otwór.

Wstega M6biusa to sklejony prostokatny pasek papieru, którego konce przed sklejeniem
obrócilismy o 180° (rys. l).
Przypuscmy, ze pasek ma szerokosc 1. Jasne jest, ze im bedzie dluzszy, tym latwiej bedzie
otrzymac z niego wstege M6biusa. Naszym zadaniem jest wyznaczenie takiej liczby A, ze przy
pasku dluzszym od A uda sie skleic wstege, a przy krótszym nie.

Wazne jest, czy wstega moze miec zagniecenia. Jesli sie na to zgodzimy, to rozwiazaniem bedzie
A = O. Wystarczy bowiem zlozyc pasek w harmonijke (parzysta liczbe razy), obrócic jeden koniet
o 180° i skleic odpowiednie punkty (rys. 2). Jesli nie chcemy miec zagniecen, odpowiedz jest inna

Pokazemy, ze A E [~ ' {3]-lepszego oszacowania nie znamy i dokladniejsze wyznaczenie A

wydaje sie byc dosyc trudne.
Powierzchnie, która mozemy uzyskac z plaskiej kartki papieru bez zagniatania, nazwijmy
powierzchnia rozwijalna. Jest to np. powierzchnia z rys. 3, walec, stozek. Nie bedziemy wchodzic
w szczególy klasyfikacji takich powierzchni - wymienimy tylko pewne, potrzebne nam dalej
wlasnosci. Sa one intuicyjnie oczywiste.
Odcinek, który lezy calkowicie na powierzchni i nie jest zawarty w zadnym dluzszym odcinku
o tej wlasnosci, nazywamy tworzaca. Kazdy punkt powierzchni nie lezacy na jej brzegu jest
punktem wewnetrznym jakiejs tworzacej.
Punkt, który jest punktem wewnetrznym dwóch róznych tworzacych, nazywamy punktem

plaskim - pewne jego otoczenie jest bowiem plaskie.
Jesli punkt wewnetrzny powierzchni jest koncem pewnej tworzacej, to przechodzi przez niego
jedyna nie konczaca sie w nim tworzaca o koncach nalezacych do brzegu powierzchni. Oddziela
ona obszar plaski od nieplaskiego (w pewnym jej otoczeniu - rys. 3).

:n:

Pokazemy, ze jesli wstega M6biusa ma byc powierzchnia rozwijalna, to A ;;. -. Nawinmy
2 .

kilkakrotnie na wstege o dlugosci I i szerokosci l pasek papieru. Zaznaczmy na nim obszary
plaskie i tworzace wstegi na pozostalych obszarach. Po rozwinieciu otrzymamy wzór o okresie 2/.

Co wiecej, druga polowa okresu powstaje z pierwszej przez przesuniecie o I i odbicie wzgledem
linii srodkowej (rys. 4). Dorysujmy tworzace przechodzace przez punkty plaskie tak, by przez
kazdy punkt przechodzila dokladnie jedna tworzaca i zostala zachowana wyzej opisana
okresowosc.

Dowolna tworzaca AB odbijmy wzgledem linii srodkowej i przesunmy 0./. Otrzymamy
tworzaca CD, przy czym AC+BD = 2/. Przy nawijaniu na wstege Mobiusa odcinki CD i BA

pokryja sie - a wiec odcinek AB tworzy z CD kat 180°. Jesli bedziemy przesuwac punkt E od A

do C, to kat miedzy tworzaca EF (z narysowanej przez nas rodziny) a AB bedzie sie zmienial
w sposób ciagly od 0° do 180°. Dla ustalonego n wybierzmy takie tworzace AkBk (k = l, ... , n-l),

k

by kat miedzy AB i AkBk byl równy -;; 18Jo (rys. 5). Oczywiscie kat miedzy Ak_1Bk_1 i AkBk180° ~
nie jest mniejszy niz --.

n

Wykazemy, ze zadna z sum AkAH I +BkB.+l (gdzie Ao = A, Bo = B; An = C, Bn = D) nie jest
mniejsza od a2n - dlugosci boku 2n-kata foremnego wpisanego w okrag o promieniu l. Zalózmy,
ze AH ,BH I ,,; AkBk (rys. 6). Odcinek AkE jest przesunieciem równoleglym AH IBH 1,
AkF = Ak1l' = l (F E AkE, H E AkBk), GF IIBkE (G E AkBk), luk BH tE jest przesunieciem
równoleglym luku AH lAk, Mamy (XY oznacza odleglosc punktów X i Y zmierzona po
zaznaczonym luku): A:A;. + I + B-;:B;.+1 = [i';u + B~+ I ;;. EBk ;;. FG ;;. FH;;. a2n.

180°
Ostatnia nierównosc wynika z tego, iz -1: F AkH;;. --.

n

A zatem 21 = AC+BD;;' n ·.a2n. Ale to ostatnie wyrazenie - polowa obwodu 2n-kata foremnego
:n:

- zbiega do polowy dlugosci okregu, czyli :n:.Mamy wiec zadana nierównosc I ;;. -.
2

Aby wykazac, iz ). ,,; y'3, wystarczy podac sposób sklejania wstegi z paska o dlugosci wiekszej
od y 3. Sposób ten jest przedstawiony na rysunkach 7 i 8.

Nic wiecej nie potrafimy powiedziec o liczbie A. Trudnosc polega na tym, iz we wstedze M6biusa
:n:

pasek nie moze przenikas; przez siebie, przecinac sie. Tymczasem w oszacowaniu - A ;;. -
. 2

nie korzystalismy z tego warunku. Co wiecej, jesli dopuscimy samo przecinanie sie, to z paska
:n: :n:

dluzszego od - uda sie skleic wstege. Aby pokazac, ze A > -, musimy wykorzystac polozenie2 2
wstegi w przestrzeni trójwymiarowej. Zadania tego typu sa zwykle bardzo trudne. Z drugiej

strony, aby wykazac, ze A < V3, trzeba znalezc nowa konstrukcje wstegi, co wydaje sie
nieprawdopodobne.

J. R.
(na podstawie artykulu w miesieczniku Kwant 1/1979).
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