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y t Analiza niestandardowa

Doc. dr W ojciech GUZ/CK/

Prezentacje podstawowych pojec analizy niestandardowej rozpoczniemy od omówienia dwóch
przykladów. W pierwszym z nich wyobrazmy sobie, ze jadac samochodem chcemy w pewnym
momencie stwierdzic, z jaka jedziemy predkoscia (pech chcial, ze akurat urwala sie linka od
naszego dotychczas niezawodnego szybkosciomierza i nie wystarczy rzut oka na tablice
rozdzielcza). Kazdy z nas oczywiscie wie, co mozna zrobic: Na przyklad zobaczyc, ile
przejedziemy kilometrów w ciagu najblizszej godziny, albo lepiej - w ciagu najblizszej minuty
czy sekundy i korzystajac z prostych wzorów wyliczyc wtedy predkosc w kilometrach na
godzine, Zakladajac nawet mozliwosc wykonywania bezblednych pomiarów odleglosci i czasu
ta metoda daje jedynie przyblizony wynik. Obliczamy przeciez przecietna predkosc samochodu
w badanym okresie, a nie predkosc w jednej interesujacej nas chwili. Jest oczywiste, ze blad
bedzie tym mniejszy, im krótszy bedzie przedzial czasu, w którym wykonujemy pomiary.
Chcialoby sie powiedziec: jesli rozpatrywany przedzial czasu jest nieskonczenie krótki, to
uzyskany blad jest nieskonczenie maly, mozna go wiec pominac. Opierajac sie na tej intuicji
twórcy rachunku rózniczkowego zdefiniowali pojecie pochodnej funkcji Jw punkcie Xo: biorac

. k' 'l 'c h kl dz' f'() f(xo+h)-J(xo) J' l' b
mes onczeme ma a wartos a lemy Xo = ---h-'-' -. eze l zatem prze Yta

samochodem droge przedstawimy jako funkcje czasu, to predkosc w danej chwili jest

pochodna tej funkcji.

W naszym drugim przykladzie bedziemy chcieli wyznaczyc pole obszaru przedstawionego na

rysunku 1. W tym celu dzielimy odcinek [a, bl na mniejsze odcinki punktami Xo = a, , .. , Xn = b
i sumujemy pola prostokatów o podstawach [x/, x'+ll i wysokosciachJ(x,) (rysunek 2). Dla

, b-a
uproszczenia przyjmijmy, ze punkty Xl dziela odcinek [a, bl na równe czesci: X'+l -x, = --o

n

X

Rys. I

Rys, 2

Oo!cOX, X, x•.... ··

yl

n-t -

~ b-a .Suma pól prostokatów wy~osi zatem L_/(x,)-n-' Tak wyznaczona liczba oczywiscie tylko
i=O

przybliza pole rozwazanego obszaru i przyblizenie jest tym lepsze, im mniejsze sa odleglosci
miedzy punktami podzialu. Znów idealna sytuacje otrzymalibysmy dzielac odcinek [a, bl na
nieskonczenie male odcinki i sumujac pole nieskonczenie wielu nieskonczenie waskich
prostokatów. Tak otrzymana sume twórcy rachunku rózniczkowego nazwali calka oznaczona
funkcji Jw przedziale [a, bl.

W momencie powstawania analizy matematycznej zarówno Newton, jak i Leibniz okreslali jej

podstawowe pojecia uzywajac w jawny sposób liczb nieskonczenie malych i nieskonczenie duzych.
Nie podawali oni przy tym zadnych regul postepowania z takimi liczbami, opierajac sie jedynie
na swojej intuicji i przekonaniu, ze takie, ,idealne" liczby istnieja. Na przyklad Leibniz uwazal,
ze kazda liczba rzeczywista jest otoczona wieloma liczbami nieskonczenie malo rózniacymi sie
od niej, tworzacymi tak zwana monade. Ponadto istnialy wedlug niego liczby nieskonczone
dodatnie i ujemne. Wszystkie te liczby mialy p-odlegac tym samym prawom, co liczby
rzeczywiste. Liczby nieskonczenie male daly równiez Leibnizowi motywacje do przyjecia notacji
uzywanej do dzis w rachunku rózniczkowym i calkowym. Na przyklad pochodna funkcji f

k ' l k 'I . k'l J(Xl)-J(XO) ó' . b lw pun cle Xozosta a o res ona Ja o loraz ------, przy czym r zmca Xl -Xo ya
Xl-Xo .

nieskonczenie mala. Róznice Xl-XO mozna nazwac przyrostem zmiennej x, oznaczajac przez Ax.

W ed "1 c f(xo+Ax)-f(xo) N' k' 'l A Le'b't Yrozwazany l oraz ma posta -------. les onczeme ma y przyrost aX l mz
Ax

oznaczyl przez dx. Odpowiadajacy mu przyrost funkcji y = f(x) nalezalo oznaczyc przez Ay;

w przypadku, gdy byl on nieskonczenie maly, naturalne bylo przyjecie oznaczenia dy. Pochodna

jest wiec ilorazem dy . Podobnie bylo z oznaczeniem calki. Przyjmujac X'H-X, = dx i piszacdx
x=b

f(x) zamiastf(x,) otrzymujemy sume L f(x)dx. Teraz Leibniz na oznaczenie sumy przyjal znak
X=Q

b

~ bedacy stylizowana litera S, otrzymujac ~J(x)dx.
a

Przez caly XVIII wiek analiza matematyczna rozwijala sie w oparciu o intuicje pochodzace
z rachunku nieskonczonych. Euler poswiecil cala monografie zastosowaniom liczb nieskonczonych
i nieskonczenie malych. Uzyskiwane wyniki, pomimo budzacej watpliwosci metody dowodowej,
byly na ogól poprawne, chociaz zdarzaly sie wyjatki - niewlasciwe uzycie nieskonczenie malych
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Przyjmuje sie, ze w zbiorze R· liczb _

hiperrzeczywistych sa okreslone dwa
dzialania -~ dodawanie i mnozenie

(zapisywane w tradycyjny sposób) oraz

wyróznione dwa elementy - O i I.

Maja one nastepujace wlasnosci:
- dzialania sa laczne

a+(b+e) = (a+b)+e,

a' (b' e) = (a' b) . e,

- dzialania sa przemienne

a+b = b+a, a'b = b'a,

- mno7enie jest ro~dzielne wzgledem
dodawania

a' (b+e) = a' h+a' e,

- O i t sa elementami neutralnymi

- wykonalne sa dzialania odwrotne, tzn.
dla kazdego a f' R· istnieje w R· element
oznaczany - a taki, ze a + ( - a) = O oraz
jesli a '# O, to istnieje w R* element

oznaczany ~ taki, ze a . ~ = t.a a

(Powyzsze aksjomaty mówia, ze zbiór R·
wraz z dzialaniami dodawania i mnozenia

oraz elementami O i l jest cialem.)
Nastepnie zaklada ~ie, ze w zbiorze R *' jest
okreslona relacja mniejszosci <, tzn. relacja
zachodzaca miedzy elementami R·

i spelniajaca aksjomaty:
- jesli a < b oraz b < e, tQ a < c.
- dla dowolnych a, b E R· sposród zdan

a < b, a = b, b < a dokladnie jedno
jest prawdziwe.

Zwiazek dzialan z relacja mniejszosci podaja
aksjomaty:

- jesli a < b, to dla dowolnego e E R.
mamyr6wnieza+c < b+c,

- jesli a < b oraz c > O, to'o' c < b' c.
(Wszystkie dotychczasowe aksjomaty mówia,

ze zbiór R* wraz z dzialaniami, relacja
mniejszosci i elementami O i l jest cialem
uporzadkowanym.)

Nastepnie przyjmuje sie, ze zbiór R jest
podzbiorem zbioru R" takim~ ze
- O i l sa elementami R,

- jem a, b E R, to a+ b E R oraz a . b E R,

- jesli a E R, to -a E R oraz ~ E R (a;"O).a
(Zbiór R jest zatem podcialem ciala R. 
zauwazmy, i'e dzialania i relacja mniejszosci
spelniaja w R wszystkie aksjomaty ciala
uporzadkowanego.)

Wreszcie przyjmuje sie aksjomat ciaglosci
dla zbioru R:

- jesli zbiór A s: R jest niepusty

i ograniczony z góry, to w z,?iorze liczb
rzeczywistych ograniczajacych z góry

zbiór A istnieje liczba najmniejsza, zwana
kresem górnym zbioru A.

a+O = a, a' 1 = a,

dawalo wyniki bledne. Jednakze juz W pierwszej polowie XVIII wieku metoda ta spotkala sie
z krytyka. Jednym z pierwszych krytyków byl wybitny filozof, biSkup Berkeley, przedstawiajacy
w jednym ze swoich traktatów pelny obraz trudnosci, z jakimi borykala sie powstajaca analiza
matematyczna. Uscislenie podstaw analizy bylo wiec jednym z wazniejszych zadan stojacych
przed matematyka.

Zasadniczego postepu dokonal w poczatkach XIX wieku Cauchy, sprowadzajac cala analize
matematyczna do pojecia granicy, samego tego pojecia nie definiujac jednak w sposób
wystarczajaco scisly. Niektóre podawane przez niego sformulowania definicji granicy
odwolywaly sie wrecz do pojecia nieskonczenie malej. Zaznaczyl sie jednak zasadniczy kierunek
rozwoju podstaw analizy: zamiast uscislic pojecie wielkosci nieskonczonych starano sie
wyeliminowac je, zastepujac innymi, dpbrze okreslonymi pojeciami. Ostatecznego kroku dokonal
w koncu XIX wieku Weierstrass, wprowadzajac powszechnie dzis przyjmowany formalizm
"epsjlonowodeltowy". Koniec XIX wieku przyniósl równiez precyzyjne okreslenie liczby
rzeczywistej. Liczby nieskonczone zg.iknely z analizy matematycznej.

Ponowne pojawienie sie liczb nieskonczonych i nieskonczenie malych bylo mozliwe dzieki
rozwojowi logiki matematycznej. Okolo 1960 roku wybitny amerykanski logik Abraham

Robinson stworzyl podstawy tak zwanej analizy niestandardowej, b.edacej scislym ujeciem analizy
matematycznej uzywajacej liczb nieskonczonych, zgodnie z ideami Leibniza. Analize
niestandardowa mozna sformulowac aksjomatycznie, podajac wlasnosci, jakie powinny
przyslugiwac liczbom rzeczywistym lacznie z nowymi obiektami - liczbami nieskonczenie malymi
i nieskonczonymi. Zasluga Robinsona bylo przede wszystkim wykazanie, ze istnieja obiekty
spelnjajace te aksjomaty, podobnie jak np. konstrukcja Dedekinda liczb rzeczywistych pokazuje,
ze istnieja obiekty majace wszystkie wlasnosci, których wymagamy od liczb rzeczywistych.
Obecnie omówimy aksjomaty analizy niestandardowej, nie zajmujac sie sama konstrukcja liczb
nieskonczonych.

Zasadniczym pojeciem analizy niestandardowej sa tzw. liczby hiperrzeczywiste, o których zaklada
sie, ze zawieraja caly zbiór liczb rzeczywistych oraz maja te same co liczby rzeczywiste wlasllÓsci
algebraiczne. Mozna zatem na liczbach hiperrzeczywistych wykonywac dzialania algebraiczne _
dodawania, mnozenia, odejmowania, dzielenia (z wyjatkiem dzielenia przez zero). Dzialania te
sa rozszerzeniami zwyklych dzialan algebraicznych. Liczby hiperrzeczywiste sa równiez

uporzaakowane i zwiazek relacji mniejszosci z dzialaniami algebraicznymi jest taki sam, jak dla
liczb rzeczywistych. Dokladne sformulowanie aksjomatów podajacych algebraiczne wlasnosci
dzialan i porzadku znajdzie Czytelnik obok.

W dalszym ciagu zbiór liczb rzeczywistych bedziemy oznaczac przez R, a zbiór liczb

hiperrzeczywistych przez R*. Mamy zatem inkluzje R S R*. Dzialania w R* oraz relacje
porzadku bedziemy oznaczac tak samo, jak w zbiorze liczb rzeczyw~tych R. Przyjmuje sie
ponadto tzw. aksjomat ciaglosci, mówiacy, ze kazdy ograniczony zbiór liczb rzeczywistych ma
kresy bedace liczbami rzeczywistymi. Waznym aksjomatem jest aksjomat orzekajacy, ze istnieja
liczby hiperrzeczywiste nie bedace liczbami rzeczywistymi, czyli ze R =1= R*.

Teraz liczbe hiperrzeczywista x nazywa sie liczba nieskonczona, jezeli jest wieksza od wszystkich

liczb rzeczywistych: 1\x > r. Podobnie x jest liczba nieskonczona ujemna, jesli jest mniejsza
rER

od wszystkich liczb rzeczywistych. Pozostale liczby hiperrzeczywiste nazywamy liczbami
skonczonymi. Zatem liczba x jest skonczona, jezeli istnieje liczba rzeczywista r taka, ze
-r < x < r, czyli lxi < r. Wreszcie liczbe hiperrzeczywista x nazwiemy liczba nieskonczenie
mala, jezeli jest mniejsza co do wartosci bezwzglednej od wszystkich dodatnich liczb

rzeczywistych: 1\ r'> O => lxi < r. Zauwazamy bez trudnosci, ze O jest jedyna nieskonczenie
rER

mala liczba rzeczywista.

Nietrudno teraz dowiesc, ze jesli liczba hiperrzeczywista x jest skol1czona, to liczba rzeczywista
r = Sllp {s E R~ s < x} jest nieskonczenie bliska liczbie x, tzn. liczba Ix-rl jest nieskonczenie.
mala. Pjszemy wtedy x:::; r, a liczbe r nazywamy standardowa czescia liczby x i oznaczamy
st(x).

Pokazemy teraz przy zalozeniu, ze nie wszystkie liczby hiperrzeczywiste sa rzeczywiste, ze istnieja
liczby nieskonczone i nieskonczenie male. Wezmy liczbe hiperrzeczywista x nie bedaca liczbaI
rzeczywista. Jezeli liczba lxi jest nieskonczona, to liczba - jest nieskonczenie mala. Jezeli zas

lxi

liczba x jest Skollczona, to rozwazamy jej czesc standardowa r - róznica Ir-Ixl: jest
nieskonczenie mala, a jej odwrotnosc nieskonczona.

Nastepny aksjomat podaje wazna wlasnosc funkcji rzeczywistych. Mówi on mianowicie, ze
funkcje rzeczywiste moga równiez byc okreslone dla argumentów hiperrzeczywjstych nie
bedacych liczbami rzeczywistymi. Dokladniej, jesli funkcja f o wartosciach rzeczywistych jest

2



okreslona w pewnym zbiorze D S;; R, tó przyporzadkowujemy jej pewna funkcje/* okreslona
w pewnym podzbiorze R *, o wartosciach hiperrzeczywistych taka, ze dla x E D zachodzi równosc
f(x) = f*(x). Funkcje f * nazywamy naturalnym rozszerzeniem funkcji f. Ogólniej, zamiast funkcji
jednej zmiennej mozemy rozpatrywac funkcje wielu zmiennych, tzn. funkcje okreslone w pewnym
podzbiorze przestrzeni R"; Wreszcie, kazdemu zbIorowi A S;; R przyporzadkowujemy jego
naturalne rozszerzenie A* S;; R* tak, aby A S;; A* i analogicznie postepujemy w przypadku
podzbiorów przestrzeni R". Nalezy przy tym zwrócic uwage, ze ten aksjomat nie mówi nam znów
nic o tym, jak wygladaja naturalne rozszerzenia funkcji i zbiorów. W szczególnosci nie wyjasnia,
czy w ogóle funkcja f* jest okreslona dla jakichkolwiek argumentów spoza dziedziny funkcji f,
ani czy np. dziedzina funkcjif* jest naturalnym rozszerzeniem dziedziny f. Te sprawy beda

regulowane przez nastepny aksjomat. W tej chwili przyjmiemy tylko, ze dzialania algebraiczne
w R* sa naturalnymi rozszerzeniami dzialan w R oraz relacja mniejszosci w R* jest naturalnym
rozszerzeniem relacji mniejszosci w R (tzn. zbiór {<x, y): x E R* AY E R* A X < y} jest
naturalnym rozszerzeniem zbioru {<x, y): x E RAy E RA X < Y n. Podobnie jak w przypadku
dzialan algebraicznych, które zarówno w R, jak i R* oznaczamy tak samo, naturalne rozszerzenie
dowolnej funkcji f czesto oznacza sie tym samym symbolem.
Przed sformulowaniem ostatniego aksjomatu pokazemy, ze wlasnosci zbioru liczb
hiperrzeczywistych istotnie róznia sie od wlasnosci R. Zauwazmy najpierw, ze zbiór liczb
naturalnych N jest w zbiorze liczb rzeczywistych nieograniczony od góry. W przeciwnym bowiem
razie wzielibysmy liczbe t = supN i z latwoscia zauwazylibysmy, ze liczba t-l jest równiez
ograniczeniem górnym zbioru N, wbrew definicji kresu górnego. Zatem dla kazdej liczby
rzeczywistej x istnieje liczba naturalna n taka, ze x < 11 (jest to tzw. aksjomat Archimedesa). Tej
wlasnosci oczywiscie zbiór R * nie ma - istnieja bowiem w nim liczby nieskonczone, zatem
wieksze od kazdej liczby naturalnej. W szczególnosci wynika stad, ze aksjomat ciaglosci nie jest
prawdziwy dla liczb hiperrzeczywistych. Okazuje sie jednak, ze mozna wskazac szeroka klase
wlasnosci wspólnych dla liczb rzeczywistych i hiperrzeczywistych.
Ostatni aksjomat, nazywany zasada Leibniza, stwierdza, ze funkcje rzeczywiste i zbiory liczb
rzeczywistych (ogólniej - podzbiory R") maja w zbiorze liczb rzeczywistych te same wlasnosci,
co ich naturalne rozszerzenia w zbiorze liczb hiperrzeczywistych. Ograniczamy sie jednak do
takich wlasnosci, które mozna sformulowac uzywajac wyrazen postaci "dla dowolnej liczby x"
czy "istnieje liczba x", nie uzywajac natomiast kwantyfikatorów wiazacych dowolne zbiory czy
funkcje. W ten sposób na przyklad tzw. zbiór liczb hipernaturalnych N* (tzri. naturalne
rozszerzenie zbioru N liczb naturalnych) ma w«biorze R* wlasnosc analogiczna do aksjomatu

Archimedesa: dla kazdej liczby x E R * istnieje liczba n E N* taka, ze x < n. Podobnie
zauwazamy, ze jesli funkcja f jest okreslona na calej prostej rzeczywistej (czyli dla kazdej liczby
x E R istnieje liczba y E R taka, zef(x) = y), to jej naturalne rozszerzenief* jest okreslone na

calym zbiorze R* (bo dla kazdego x E R* iSlnieje y E R* taki, zef*(x) = y). W taki sam sposób
mozna pokazac, ze dziedzina funkcji f* jest naturalnym rozszerzeniem dziedziny funkcji f.
Nie mozna natomiast wnioskowac, ze liczby hiperrzeczywiste spelniaja aksjomat ciaglosci, bo
w jego sformulowaniu wystepuje niedozwolony kwantyfikator: dla kazdego zbioru A S;; R,jesli
A jest ograniczony z góry, to A ma kres górny.
Pokazemy teraz, jak przy uzyciu analizy niestandardowej mozna okreslic podstawowe pojecia
analizy matematycznej. Na poczatek zajmiemy sie pojeciem ciaglosci funkcji. W intuicyjnym
sensie funkcja jest ciagla, jezeli "w ciagly sposób", tzn. bez skoków przechodzi od jednej
wartoSci do drugiej, czyli ze niewielkim zmianom argumentu maja odpowiadac niewielkie zmiany
wartosci. Oczywista jest zatem definicja: funkcja rzeczywista f jest ciagla w punkcie Xo, jesli dla
dowolnego punktu x takiego, ze x ~ Xo mamy f *(x) ~ f(xo). Wykazemy, ze ta definicja jest
równowazna powszechnie przyjmowanej definicji "epsilonowodcltowej":

3
!\ Ix-xol < (j => If(x)-f(xo)I < e.
XER

!\ V !\ Ix-xol < <5 => If(x)-f(xo)I < e.
<>06>0 xeR

Z zasady Leibniza wynika, ze wówczas /\ Ix-xo I < <5=> If*(x)- f*(xo)1 < e.
XER·

Poniewaz jednak dla wybranej przez nas liczby x mamy x ~ Xo, wiec tym bardziej Ix-xol < <5.
Stad If*(x)- f*(xo)1 < e. Na odwrót, zalózmy, ze funkcja /jest ciagla w punkcie Xo w sensie
niestandardowym. Wezmy liczbe rzeczywista e > O. Mamy znalezc liczbe rzeczywista <5> O

taka, ze

Zalózmy wiec, ze funkcjafjest ciagla w punkcie Xo w sensie tradycyjnym, Wezmy dowolna liczbe·
hiperrzeczywista x taka, ze x ~ xc. Mamy pokazac, zcf*(x) ~ f(xo), czyli zef*(x)-f*(xo)

jest liczba nieskonczenie mala. Mamy wiec pokazac, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej e > O

zachodzi nierównosc If*(x)- f *(xo) I < e. Dla tej liczby e dobieramy liczbe rzeczywista <5> O

taka, by /\ Ix-xol < <5=>lf(x)-f(xo)1 < e.
XER

+

++--+

+

Rozwiazanie zadania F 156. Rozwazmy

najpierw powloke be7. otworu. Dzieki
obecnosci ladunku q w jej srodku nosniki

ladunku rozmieszcza sie na powierzchni sfery
tak, jak to pokazano na rysunku (rysunek
wykonano przy zalozeniu. ze ladunek q jest
dodatni).

By we wnetrzu metalu natezenie pola bylo
równe zeru i by jednoczdnie byla spelniona

zasada zachowania ladunku, wartosci
bezwzgledne ladunków indukowanych
na wewnetrznej i zewnetrznej powierzchni
sfery musza byc równe wartosci bezwzglednej

ladunku q, Natezenie pola
elektrostatycznego wytworzonego przez

ladunki indukowane na powloce jest w jej
srodku równe zeru, co wynika z symetrii
ukladu. Na mocy zasady superpozycji pole
to daje sie jednoczesnie przedstawic:

E = E, + E2 = 0, gdzie E, - pole pochodzace
od powloki z wycietym myslowo otworem,

E2 -. pole od wycietej czesci. Stad: E, = -E2•
Po wycieciu otworu przemieszczenie
ladunków w powstalej czesci jest n!eznaezne
dla L1-< T i pr7Y oszacowaniu mozna
zapisac: E; '" E, = -E" gdzie E;-pole

powloki z rzeczywistym otworem. Tak wiec
obliczanie pola powleki z wycietym otworem

mozna zastapic przez obliczanie pola

wycietej czesci. W pierwszym przyblizeniu
pole to jest polem dipola o momencie

dipolowym q' .1. gdzie q' = q;rr2!47tR2 =
= qr2/4R2, Pole takiego dipola w srodku

sfery jest równe: E = kqLJr2/2R', Natezenie

pola sfery z wycietym otworem rózni sie
jedynie zwrotem od natezenia pola wycietej

czesci. Zatem na ladunek q dziala sila:
F - kq2.1r2/R'. Dokladniejsze obliczenie

dzialajacej sily nie jest mozliwe, gdyz nie

wiemy, jak istotny jest wplyw przemieszczen
ladunku po wycieciu otworu - mamy jedynie
podstawy, by sadzic, ze jest on niewielki.



Wezmy dowolna liczbe 5 E R*. o > O taka. z~o ~ O. Wtedy dla dowolnej liczby hiperrzeczywistej
x takiej. ze Ix-xo I < o mamy x ~ xo, a stad f *(x) ~ f*(xo). Zatem If*(x)- f*(xo)1 < E.

Wynika stad. ze V !\.lx-xol < o:;.lf*(x)-f*(xo)1 < e.
6eR·,6>0 xeR

Z zasady Leibnfza otrzymujemy teze: V !\.lx-xol < 5:;. If(x)-f(xo)1 < E.
6eR,6>0 xeR

W nastepnej kolejnosci wprowadzimy pojecie pochodnej opierajac sie na intuicjach omówionych
we wstepie. Mówimy. ze funkcja f ma w punkcie Xo pochodna równa Yo, jezeli dla kazdej róznej

d . k' . al '1' b h'l ó" f*(xo+h)-f*(xo) .. k' .
o zera mes onczeme m ej lCZ y l oraz r zmcowy ----h---- Jest mes onczeme

Zadania

M 372. Na dwóch pólprostych o poczatku O wybieramy punkty A, B tak. ze OA = OB+m.
gdzie m jest ustalona liczba dodatnia. Wykazac. ze srodki odcinków AB spelniajacych ten
warunek leza na pewnej pólprostej. '
Rozwiazanie na str. 10

Redaguje dr Krzysztof S. NO WINSKI

M 371. Wykazac, ze jedynym rozwiazaniem calkowitym równania xZ+yz+zz = 2xyz jest
x = y = z = O.

Rozwiazanie na str. 16

dla LIx ~ O, LIx "# O.
bliskiyo. Zatem f'(xo) = st( f*(xo+~~-f*(xo»)

Wreszcie zajmiemy sie pojeciem calki oznaczonej. Przypuscmy. ze w przedziale [a, bl mamy
/ b-a

okreslona funkcje ciagla f Obieramy nieskonczona liczbe hipernaturalna v i kladziemy o = --o
v

Nastepnie dzielimy przedzial [a. bl* (zauwazamy. ze [a, bl* = {x E R*: a';; x.;; b}) na v równych
czesci o dlugosci <5 punktami to = a, t1 = a+o, tz = a+ho, ...• t. = b. Zauwazamy, ze
oczywiscie o ~ O. Zgodnie z intuicja podana we wstepie polozymy teraz

b .-1

V(x)dx = st( L f*(t,)· (t,+! -t,»).
a ;=0

Na zakonczenie nalezy stwierdzic, ze analiza niestandardowa nie jest wylacznie motywowana
filozoficznymi wzgledami elegancka formalizacja oryginalnych idei Leibniza, ale stanowi silny
aparat dowodowy. Z zasady Leibniza wynika. ze dowolna wlasnosc liczb hiperrzeczywistych,
dajaca sie sformulowac w sposób dopuszczony przez te zasade. przysluguje równiez liczbom

rzeczywistym. Dowód takiej wlasnosci stosujacy metody niestandardowe jest zatem do~odem
jej prawdziwosci. OJ?ecnie znamy juz szereg twierdzen udowodnionych po raz pierwszy wlasnie
przy uzyciu analizy niestandardowej.

+
M 373. Co jest wieksze: cos(sinx) czy sin(cosx)?
Rozwiazanie na str. 14

A'

d

A

d

B B'

d

Redagujt>mgr Tomasz'TRATKIEWICZ

F 156. Oszacowac sile dzialajaca na ladunek q umieszczony w srodku obojetnej elektrycznie.
metalowej powloki sferycznej o promieniu R i grubosci scianek LI. W powloce znajduje sie
niewielki otworek o promieniu r. Nalezy przyjac: r ~ R oraz LI ~ r.
Zadanie nadeslal p. Wlodzimierz Zielicz.
Rozwiazanie na str. 3

F 157. Prózniowy kondensator plaski zbudowany jest z dwóch cienkich plyt o powierzchni s,

odleglych o d (s ~ dZ). Jak zmieni sie pojemnosc kondensatora, gdy umiescimy go w metalowej
puszce. której scianki znajduja sie w odleglosci 3d (patrz rysunek)?
Rozwiazanie na str. 12
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Srednie odleglosci planet od Slonca
(w jednostkach astronomicznych, l j.a. =
= 1,496x 1011m).

odleglosc

planeta
nod

Slonca

Merkury

-co
I
0,387Wenus

10,723
Ziemia

21
Mars

31,524
Ceres

42,767
Jowisz

55,204
Saturn

69,575
Uran

719,30
Neptun

-30,21

Pluton
839,91

Promienie orbit niektórych satelitów Jowisza
(w tys. km)

Amalthea 181
Thebe 222
lo 422
Europa 671
Ganimedes 1070
C.llisto 1880

Promienie orbit niektórych satelitów Saturna
(w tys. km)

Mimas 186
Enceladus 238
Tethys 295
Dione 377
Rhea 527

Promienie orbit satelitów Urana (w tys. km)

Miranda 130
Ariel 191
Umbriel 266
Titania 436
Oheron 583

Potegowa formule na promienie orbit
satelitów Czytelnik sam znajdzie z latwoscia.

Harmonia kosmiczna 1 prawo
Titiusa-Bodego

Dr Tomasz KW AST

Z wlasnego doswiadczenia wiemy, ze czlowiekowi dosc czesto wychodzi cos opacznie, natomiast
bardzo rzadko opaczny wynik bywa pozytywny. Tak jednak stalo sie w przypadku dunskiego
astronoma Tychona Brahego (1546-1601). Ten najwybitniejszy krytyk heliocentrycznej teorii
Kopernika (i twórca systemu konkurencyjnego) wbrew swojej woli przyczyni! sie do jej
zwyciestwa. Mianowicie, wykonane przez niego niezwykle dokladne, jak na owe czasy,
obserwacje polozen planet (z dokladnoscia zblizona do 1', a nie znano wówczas jeszcze lunet)
umozliwily jego uczniowi Johannesowi Keplerowi (1571-1630) sformulowanie slynnych praw
ruchu planet stanowiacych trwaly wklad w rozwój nowozytnej astronomii.

Jednak poza tymi niewatpliwymi zaslugami ma Kepler na swoim koncie osiagniecie o wartosci,
powiedzmy, dyskusyjnej. Chodzi tu o próbe znalezienia prawa rzadzacego odleglosciami
(znanych wówczas) planet od Slonca, a okreslonymi po raz pierwszy prawidlowo przez
Kopernika. Kepier, przepojony mistyka pitagorejska, doszukujacy sie wszedzie "kosmicznej
harmonii", doszedl do nastepujacego wyniku opublikowanego w dziele "Mysterium

cosmographicum" (1596). Na kuli o rozmiarach orbity Merkurego opisujemy foremny
osmioscian. Okazuje sie wtedy, ze kula opisana na tym osmioscianie ma rozmiary orbity Wenus.
Na tej drugiej kuli opisujemy dwudziestoscian foremny, wtedy trzecia kula opisana na nim ma
rozmiary orbity Ziemi.

Analogicznie dalej konstruujemy kolejno foremny dwunastoscian, czworoscian
i szescian, a kule przedzielajace te wielosciany okazuja sie miec rozmiary orbit Marsa
i Jowisza, wreszcie ostatnia kula opisana na szescianie bedzie miala rozmiar orbity Saturna,
szóstej - ostatniej planety znanej Keplerowi. W ten sposób piec wieloscianów foremnych
przeplata sie z szescioma sferami planetarnymi tworzac zaiste zadziwiajaca harmonie. Latwo
zauwazyc, ze "empiryczny model" KepIera musial sie zalamac w przypadku odkrycia nastepnej
planety - istnieje wszak tylko piec wieloscianów foremnych. Tak tez stalo sie, gdy F. W. Herschel
odkryl Urana (1781). Nikt jednak nie odebral tego faktu jako upadku powaznej teorii, gdyz
konstrukcja KepIera nigdy nie byla brana calkiem powaznie, a ponadto juz wczesniej w 1766 r.
J. D. Titius przedstawi! inna zaleznosc okreslajaca promienie r. orbit planet, mianowicie

r. = 0,4+0,3' 2"-1

(w jednostkach astronomicznych). Merkuremu odpowiada tu n = -co, zas pozostalym (znanym
Keplerowi) planetom kolejno 1~2, 3, 5, 6. Wzór ten rozpowszechniony pod koniec XVIII w.
przez J. E. Bodego (zwany dlatego regula lub prawem Titiusa-Bodego) zostal po raz pierwszy
znakomicie potwierdzony wlasnie przez odkrycie Urana, którego orbita okazala sie miec
rozmiary zgodne z regula Titiusa-Bodego dla n = 7. Drugi sukces nastapi! w 1801 r., gdy
G. Piazzi odkryl pierwsza najwieksza planetoide, nazwana Ceres, w odleglosci od Slonca
odpowiadajacej n = 4, gdzie do tego czasu byla luka. Jeszcze pózniej okazalo sie, ze wprawdzie
otbita Neptuna do tej reguly nie pasuje, ale orbicie Plutona dobrze odpowiada n = 8. Fakt ten
stal sie zreszta powodem spekulacji na temat, czy aby Pluton nie byl kiedys satelita Neptuna
i rozerwanie ich ukladu wytracilo Neptuna z jego poprzedniej orbity. Wreszcie w czasach juz
calkiem niedawnych znalezione zostaly w wyniku amatorskich rozrywek umyslowych analogiczne
wzory okreslajace odleglosci niektórych satelitów Jowisza, Saturna i Neptuna od ich
macierzystych planet. Wszystkie te wzory maja postac r. = a' b·, a wiec bardzo podobna do
prawa Titiusa-Bodego.

Nieodparcie narzuca sie pytanie, czy te wszystkie empiryczne formuly pasuja do rzeczywistosci
przypadkowo, czy tez odzwierciedlaja jakies nie znane nam jeszcze prawa przyrody. Oczywiscie,
wielosciany KepIera to tylk.Ociekawostka, ale prawo Titiusa-Bodego spelniaja przeciez nawet
obiekty odkryte po jego sformulowaniu! Z jednej strony, zdajemy sobie sprawe, ze do kilku
obserwacji zawsze mozna dopasowac jakas formule (zwlaszcza gdy obserwacje te sa w pewnym
sensie wybrane - jak w przypadku satelitów Jowisza i Saturna), ale z drugiej - prostota tych
formul jest zastanawiajaca. Krótko mówiac - w obecnej chwili astronomia po prostu nie wie,
jak sie do tych faktów ustosunkowac. Prawo Titiusa-Bodego istnieje i zaprzeczyc temu
niepodobna, ale wytlumaczyc go obecnie równiez nie jestesmy w stanie.
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Twierdzenie Holditcha

Pro! dr Petar KENDEROW, mgr Krasimir KOLAROW
(Bulgaria)

W roku 1858 wielebny Hamnet Holditch, rektor Cajus College w Cambridge,
opublikowal ciekawe twierdzenie nazwane pózniej twierdzeniem Holditcha.

Rozpatrzmy plaska krzywa zamknieta L i odcinek 1.111.12 o dlugosci
a+b(a >0, b > O), którego konce leza na krzywej L (rys. 1). Niech M bedzie
takim punktem odcinka 1.111.12, ze 1.11.11= a i 1.11.12 = b. Jesli bedziemy
przemieszczac odcinek 1.111.12 tak, by oba jego konce lezaly caly czas na krzywej
L, a punkt MI obiegal te krzywa w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek
zegara, to punkt M zakresli pewna krzywa zamknieta LI (zaznaczona linia
przerywana). Twierdzenie Holditcha mówi, ze -róznica pól figur ograniczonych
krzywymi L i LI równa jest nab. Nie zalezy wiec ona ani od ksztaltu, ani
wielkosci wyjsciowej krzywej.

Czytelnik z latwoscia sprawdzi prawdziwosc tego twierdzenia dla szczególn'ego
przypadku, gdy krzywa L jest okrag (rys. 2).

Dowód twierdzenia podany przez Holditcha nie byl zupelnie scisly, nie obejmowal
poza tym pewnych przypadków (na przyklad takich krzywych jak brzeg kwadratu).
Scisly dowód przedstawil w 1978 roku szwedzki matematyk Arne Broman
dotyczyl on krzywych ograniczajacych zbiory wypukle. W roku 1981 Broman
uzywajac rachunku calkowego udowodnil twierdzenie dla szerszej klasy
krzywych - w szczególnosci dla lamanych zamknietych. Rozpatrzymy teraz
kilka ciekawych przypadków.

Jesli przemieszczamy odcinek 1.111.12 po krzywej L bedacej brzegiem prostokata o
bokach dluzszych od 1.111.12, to punkt M bedzie przebiegal po krzywej zaznaczonej
na rys. 3. Aby udowodnic twierdzenie Holditcha, musimy pokazac, ze suma pól
zakreskowanych figur równa jest nab. Ale kazda z tych figur to cwiartka elipsy.
Aby to wykazac, umiescmy prostokat tak, by jego wierzcholek znalazl sie
w poczatku ukladu wspólrzednych, a boki lezaly na osiach (rys. 4). Z
podobienstwa trójkatów PMM1 i 01.121.11 oraz trójkatów MNM2 i 1.1(01.12
manty

Ml(O'Yl)

P(O,y~__ ~M(X,y)

y

o

Rys.4

N(x,O)

b

x PM _ O1vf2 . Y _ MN _ 01.11--------- l ~-----_--_
a - 1.11.11 1.111.12' b 1.11.12 1.111.12 •

Podnoszac do kwadratu i sumujac otrzymujemy

x2 y2 OMi+OMi
a2 + -lJ2 = 1.11Mi = l.

Tak wiec wspólrzedne punktu M spelniaja równanie elipsy o pólosiach a i b.
Mix2,o) x Wiadomo zas, ze pole takiej elipsy jest równe nab. Tak wiec dowód twierdzenia

w tym szczególnym przypadku zostal zakonczony.

Rys.5

Trudniejszy jest nieco bardziej ogólny przypadek, gdy krzywa L jest brzegi«m
wielokata wypuklego; Zakladamy, ze a+b jest mniejsze od dlUgosci najkrótszego
boku tego wielokata (rys. 5). Figura, której pole mamy obliczyc, jest suma
zakreskowanych figur. Mozna wykazac, ze kazda z tych figur jest kawalkiem
elipsy, ale tym razem sa to rózne elipsy i nie mozemy z nich zlozyc jednej. Za
pomoca rachunku calkowego da sie jednak udowodnic, iz pole czesci elipsy

lezacej kolo wierzcholka Ai jest równe a: (n- IX;), gdzie IXijest miara lukowa
kata o wierzcholku Ai• Ale IX1+ ...+ IXn= (n - 2)n, a wiec suma pól Jest

s= ~ ((n-IX1)+ ... +(n-IX/I)) = ~~(nn-(IXI+'" +CXn)) =nab.

&



Rys. 6

c

Ten ostatni wynik, jak i pewne inne uogólnienia twierdzenia Holditcha
zostaly podane w pracy dyplomowej K. Kolarowa.

Jesli pozbedziemy sie warunku, by dlugosc odcinka MI M2 byla mniejsza od
dlugosci najkrótszego boku wielokata, to ksztalt krzywej LI bardzo sie
komplikuje. Na rysunku 6 pokazano kilka takich krzywych. Dla prostoty punkt
M lezy za kazdym razem w srodku odcinka MI M2•

Przy pewnych krzywych L i odpowiednio dobranych dlugosciach a+b powstaje
watpliwosc, czy twierdzenie Holditcha jest prawdziwe. Tak jest na przyklad, gdy
L jest brzegiem trójkata Reuleaux, tzn. suma trzech hlków Be, CA, Ali
o srodkach w wierzcholkach trójkata równobocznego ABC i promieniach
równych bokowi tego trójkata (rys. 7).

Niech odcinek MI M2 ma dlugosc równa bokowi trójkata. Jesli punkt M2 lezy
na luku Ali (bez konców), to punkt MI musi pokrywac sie z C. Nie moze on,
oczywiscie, lezec na luku Xli. ZalÓZmy,ze lezy na luku AC (rys. 8). Trójkaty
M2BMI i M2BC maja wspólny bok M2B oraz BC = BMI = MIM2 = CM2,
Zatem sa one przystajace i MI = C.

A

c
Rozpatrzmy przypad~k, gdy punkt M jest srodkiem odcinka MI M2 (rys. 9).
Przypuscmy, ze w chwiJi poczatkowej MI = C i M2 = A. Gdy punkt M2

przebiega luk AB, punkt M zakresla luk QN o srodku C i promieniu równym
polowie boku trójkata. Nastepnie punkt M2 pokrywa sie z B, a MI przebiega luk
CA-- punkt M zakresli luk iiP. Dalej punkt MI jest nieruchomy w A, M2 zas
porusza sie po BE-otrzymujemy luk PQ. W tym momencie punkt M powrócil
do punktu Q i odcinek MI M2 zajal poprzednie polozenie, ale punkty MI i M2
zamienily sie miejscami. Aby przywrócic polozenie poczatkowe, musimy caly cykl
powtórzyc jeszcze raz.

Rys. ts

Rys. 9

Rys 10

Rys. 11

Pole S trójkata Reuleaux jest równe róznicy potrojonego pola wycinka kolowego

(dla kata ~) i podwojonego pola trójkata równobocznego. Jesli bok trójkata
jest równy 2, to S = 2n - 2 V3. Pole Sl figury F ograniczonej lukami QN, Ni,
PQ otrzymamy odejmujac od pola trójkata pole trzech wycinków kolowych.

Tak wiec Sl = )/) - ; . Pole to musimy odjac od S dwukrotnie. Mamy

S-2S1 = 3n-4y) '" n.

Spróbujmy wyjasnic powstala watpliwosc. Zauwazmy, ze dla okregu, prostokata
i wielokata punkt M poruszal sie po krzywej LI w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazówek zegara, natomiast w ostatnim przykladzie punkt M obchodzil
figure F dwukrotnie w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek zegara. Aby
rozróznic te dwa przypadki, w matematyce wprowadza sie pojecie pola
powierzchni zorientowanej. Przyjmuje sie je za ujemne, gdy punkt M porusza sie
ruchem zgodnym ze wskazówkami zegara i za dodatnie - gdy w przeciwnym.
A wiec w ostatnim przykladzie musimy obliczyc wielkosc

Teraz sie zgadza, otrzymalismy n.

Jesli punkt M nie lezy w srodku odcinka MI Mz, to moze powstac jeszcze
ciekawsza sytuacja (rys. 10). Tu odleglosc CM spelnia nierównosc

O ~ CM ~ ~ (3 - Y3). Punkt M obchodzi cztery zbiory, przy czym zbiór I ma
powierzchnie dodatnia, a II, III i IV ujemna. Czytelnik latwo sprawdzi, ze
twierdzenie Holditcha pozostaje prawdziwe. Jest tak równiez w sytuacji z rys. 11.

Tu dlugosc CM spelnia nierównosci ~ (3 - y3) ~ CM ~ :3'
Czytelnik z pewnoscia zgodzi sie z Bromanem, który powiedzial: "twierdzenie
Holditcha jest znacznie glebsze niz myslal sam Holditch w roku 1858".



maladella

Wspólrzedne barycentryczne

W trzech wybranych punktach A l , A 2, A 3 (niewazkiej)
plaszczyzny umieszczamy ciezarki mI, m2, m3' Tym
samym wyrózniamy pewien jej punkt P 
barycentrum, czyli po polsku - srodek ciezkosci. O ile
ciezarki dobrane sa tak, ze mI +m2 +m3 = l, to trójke
(mI' m2, m3) nazywamy wspólrzednymi '
barycentrycznymi punktu P. Zmieniajac ciezarki na
inne uzyskujemy inne srodki ciezkosci. Wszelkim
mozliwym ukladom ciezarków odpowiadaja
poszczególne punkty plaszczyzny. Kazdemu zas
punktowi ... nie, nie calej plaszczyzny, tylko' trójkata
Al A2 A3 odpowiada pewien uklad ciezarków
pewne wspólrzedne barycentryczne. Aby miec
wspólrzedne barycentryczne dla wszystkich punktów
plaszczyzny, musielibysmy uzywac równiez "ujemnych
ciezarków" - np. baloników napelnionych lekkim
gazem, ciagnacych plaszczyzne do góry. Oczywiscie,
uzycie trzech baloników jest wykluczone - musi byc
przeciez mI +m2 +m3 = l.
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"Kolorowy" sygnal telewizyjny

nie jest wcale kolorowy. Sa to trzy "zwykle" sygnaly
mówiac.e jak silnie ma sie swiecic czerwony, zólty
i niebieski punkt luminoforu w kineskopie. Te trzy
sygnaly to wspólrzedne barycentryczne jakiegos punktu
opracowanego eksperymentalnie diagramu naszego
widzenia. Stwierdzono mianowicie, ze jesli barwa
czerwona ma intensywnosc swiecenia mI, zólta ---'m2,
a niebieska - m3 (przy czym mI +m2 +m3 = l), to
zobaczymy kolor punktu o wspólrzedn'ych

B

barycentrycznych (mI' m2, m3) z pierwszej strony
okladki Delty. W szczególnosci gdy

mI = m}. = m3 = ~, zobaczymy kolor bialy.

Poniewaz nie ma "ujemnych" sygnalów swietlnych
(przynajmniej w telewizorze), wiec nie wszystkie kolory
mozna w nim pokazac, a tylko mieszczace sie
w zaznaczonym trójkacie. Stad sztucznosc kolorystyki
telewizyjnej.

Nasz okladkowy diagram otoczony jest szaroscia.
Odpowiada ona tym obszarom widma, których wzrok
nie rejestruje.



Jak to jest zrobione?

Spójrzcie przez silnie powiekszajace szklo na ekran
wlacZonego telewizora. Okazuje sie, ze w duzym
powiekszeniu trudno rozpoznac wyrazny z daleka
obraz. Widac tylko gesto ulozone jasniejsze
i ciemniejsze plamki. To swieci luminofor, pokrywajacy
od wewnatrz telewizyjny ekran. Pobudza go do
swiecenia waski strumien elektronów wyrzucany ze
specjalnego "dziala" umieszczonego za ekranem. Im
gesciej padaja elektrony na warstewke luminoforu,
tym jasniej swieci plamka, na która padly. Aby
elektrony bez przeszkód docieraly do ekranu, ich
wyrzutnia oraz powierzchnia pokryta luminoforem
zamkniete sa w opróznionej z gazów bance szklanej,
zwanej kineskopem.

Spójrzcie jeszcze raz, przez silna lupe, na ekran
kineskopu. Swiecace plamki ukladaja sie w wyrazne
poziome linie. To wyrzucany z dziala strumien
elektronów wedruje z lewej strony na prawa, aby od
góry do dolu - wiersz po wierszu - zarysowac caly

ekran. W ten sposób 25 razy na sekunde na ekranie
telewizora pojawia sie nowy obraz.

Ale na naszych ekranach widac zupelnie co innego!
Wykrzykna zapewne posiadacze telewizorów
kolorowych. I beda mieli racje ... choc nie calkiem.
Na ekranie telewizora kolorowego obraz tez sklada
sie z plamek i tez rysowany jest przez strumien
elektronów. Tylko ze tam, gdzie w telewizorze
czarno-bialym swieci jedna plamka - w telewizorze
kolorowym swieci "triada", trzy plamki w kolorze
czerwonym, zóltym i niebieskim. Ekran telewizora
kolorowego jest nakrapiany tr.zema róznymi typa.ni
luminoforu tak, jak to pokazuje rysunek.

Ale jak strumien elektroriów moze sobie poradzic,
zeby naraz zapalic wszystkie trzy plamki triady i to
na dodatek kazda z inna jasnoscia? Jeden strumien
pewnie by sobie nie poradzil. Stad w telewizorze
kolorowym obraz rysowany jest jednoczesnie przez
trzy strumienie. Peczek taki obiega ekran telewizyjny
w ten sam sposób jak w telewizorze czarno-bialym.
Kazdy strumien odpowiada za jasnosc swiecenia
plamki w danym kolorze.

.;

Wspanialy pomysl, ale jezeli plamki ulozone sa na
ekranie tak, jak to pokazuje rysunek, to kazdy ze
strumieni musi sie porzadnie "naskakac", aby padac
tylko na swoje plamki. Otóz wymyslono i na to sposób.
Na drodze peczka strumieni ustawiono dziurkowana
przeslone. Dziurki tej przeslony wypadaja akurat na
wprost centrum kazdej triady. Jednoczesnie
strumienie elektronów nie biegna równolegle, lecz
zbiegaja sie tak, ze przecinaja sie dokladnie
w otworkach przeslony. Taki peczek strumieni
oswietla juz tylko triady i to tak, ze kazdy strumien·
nie ma klopotu z wyborem odpowiedniej plamki na
ekranie.

9

Aby nawet z calkiem bliska obraz na ekranie byl
wyrazny, musi go lworzyc bardzo duzo malych plamek
luminoforu; Triad na ekranie kolorowym jest tyle, z ilu
plamek sklada sie obraz na telewizorze czarno-bialym.
A ten wyswietlany jest wokolo 500 liniach, z których
kazda tworzy 800, punktów. Jest wiec triad 400 000
i tyle samo otworków w przeslonie. Jezeli jeszcze
zauwazycie, ze plamek luminoforu jest trzy razy wiecej,
to widac j~k precyzyjnie m'tlsi byc wykonany kineskop
kolorowy. Jego konstrukcje mozna nieco uproscic
zastepujac dziurkowana przeslone przeslona
z pionowymi szczelinami. Pozostana jednak jeszcze
problemy z bardzo precyzyjnym jej umieszczeniem
wzgledem ekranu i dokladnym sterowaniem
wszystkimi trzema strumieniami elektronów, by
przecinaly sie one dokladnie w otworkach przeslony.

Skoro juz wiecie teraz, na jakiej zasadzie dziala
telewizor kolorowy, pomyslcie, dlaczego mozna na nim
ogladac programy czarno-biale.

Mala Delte przygotowali Krzysztof BIESAGA
i Marek KORDOS



/..'!"'\aa- Program Leibniza i system Bachmanna

Rozwiazanie zadania M 372. Niech a i b

beda wektorami jednostkowymi/lezacymi na '
pólprostych Op i Oq, odpowiednio. Wówczas
srodkiem odcinka o koncach A = ta + ma,
R = tb jest punkt

I I m
C = 2'(A+B) = 2't(a+b)+ T a, skad
widac. ze przy zmieniajacym sie t punkt C
lezy na p6lprosteJ równoleglej do
dwusiecznej kata miedzy danymi pólprostymi

. In
i wychodzacej z punktu T a.

Gdy Kartezjusz stworzyl geometrie analitycznajtj. sposób uprawiania geometrii za pomoca
rachunków na wspólrzednych punktów), sprowadzajac ja tym samym do pozycji jednego
z dzialów arytmetyki, wybuchl wielki entuzjazm. Okazaló sie, ze caly szereg nie rozwiazanych
problemów udalo sie tymi nowymi metodami rozwiazac. A przeciez w nauce nie chodzi o to,
jakich (byle oczywiscie poprawnych) metod uzywamy, tylko o rezultaty.

Nie wszyscy jednak byli tego zdania. Gottfried Wilhelm Leibniz mial powazne obawy, czy
arytmetyzacja geometrii nie spowoduje, ze bedzie sie w niej rozpatrywac przewaznie, a moze
jedynie, te tylko problemy, które dobrze poddaja sie arytmetyzacji. Dzis, po uplywie ponad trzech
stuleci, wielu sadzi, ze tak wlasnie sie stalo, jak to "wykrakal" Leibniz, ze szkoda dla naj starszej
galezi nauki - geometr.ii~ Leibniz nie mial nic przeciwko rachunkom, twierdzil jednak, ze jesli
chcemy w geometrii rachowac, to rachujmy na obiektach geometrycznych: Zdanie to, zwane
programem Leibniza, uznano jednak za przesadny puryzm metodologiczny po pierwsze dlategó,
ze geometria analityczna swiecila triumfy, po drugie dlatego, ze nikt nie wiedzial, o jakie to
geometryczne rachunki mogloby chodzic.

A'B=D'C,

A·B·C·C=D·C,

a poniewaz C· C to identycznosc (C jest przeciez inwolucja), wiec

bilk·l=!·k

Czytelnik zechce sam sprawdzic, ze

co oznacza, ze AB = De.

Pod koniec XIX wieku idea Leibniza ozyla. Dunski matematyk Hjelmslev wskazal obiekty
geometryczne, na których mozna bylo rachowac. Zauwazyl mianowicie, ze punkty stale
inwolucji bedacych podobienstwami W przestrzeni, np. euklidesowej, tworza pod przestrzenie tej
przestrzeni (wyjasnienie: inwolucja to przeksztalcenie odwrotne do samego siebie).
Istotnie: jedyne inwolucje (co latwo stwierdzic przez przeglad wszystkich podobienstw) to
symetrie srodkowe (jeden punkt staly), symetrie osiowe (prosta punktów stalych) i symetrie
plaszczyznowe (plaszczyzna punktów stalych). Jak rachowac na przeksztalceniach - wiadomo
mozna je skladac (wykonywac kilka po kolei).

Stworzona przez Hjelmsleva mozliwosc podchwycil Kurt Reidemeister wskazujac, jak pieknie
i prosto mozna opisac szereg faktów geometrycznych za pomoca takich rachunków. Traktujmy
punkt A jako to samo, co symetria srodkowa o srodku w A, prosta k - jako to samo, co
symetria osiowa o osi k (ograniczymy sie dalej do geometrii plaszczyzny). Zatem A . B to zlozenie
symetrii wzgledem A i wzgledem B, czyli przesuniecie o wektor 2· AB. Wszelkie zas równosci to
juz fakty geometryczne. Na przyklad A . B = C· D mówi, ze AB = cD.
Podobnie A . B· C = D oznacza, ze ABCD jest równoleglobokiem: istotnie mamy

y

k·/.m=n oznacza, ze k i l sa prostopadle, oraz ze

Prosta n mozna znalezc odkladajac od
prostej m kat II.:. Dlaczego?

n m

A·k=k·A

mówi, iz punkt A lezy na prostej' k.

Geometria daje sie wiec opisac Zgodnie z programem Leibniza, choc Reidemeister nie umial
jeszcze tego w pelni zrealizowac. Umial natomiast zapalic do tej idei swoich licznych uczniów.
Ich prace dostarczaly coraz to nowych regul hjelmslevowskich rachunków. Punktem
przelomowym byly tu dwa twierdzenia udowodnione w 1941 roku przez Arnolda Schmidta:

dla dowolnych trzech prostych k, l, m majacych wspólny punkt (wspólna prostopadla) istnieje
p taka prosta n, ze k . l· m = n,

co formalnie mozna zapisac tak:

A Vk'P=P'k/'d'P=P'IAm'P=P'm~k'l'm=n,
k,J,m,P n

k·/·m=n A V k· p = p . k A l· p = p . lA m . p = p . mA #- (k, l, m, p) ~ k . l· m = n.
I.:,Lm,p n

Prosta n mozna znalez.c odkladajac od
prostej m wektor Ik. Dlaczego?

Polskiego tlumaczenia tej ksiazki dotad nie
ma. Jest natomiast dostepne w bibliotekach
tlumaczenie rosyjskie:
TIocTpoeHHe reOMeTpHH na OCHOBe ilOHHTHH

CHMMeTpHH.

I dalej juz poszlo szybko. W 1959 roku Friedrich Bachmann opublikowal piekna i bogata
monografie"Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff", w której przedstawil geometrie
wylozona wlasnie w sposób wymarzony przez Leibniza - jako opisane wyzej geometryczne
rachunki. W Niemczech ten sposób do tego stopnia stal sie popularny, ze chyba niedaleka jest
chwila, gdy stanie sie on tam sposobem nauczania geometrii w szkolach.

M.K.
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Rys. la. Cialo spadajace w kierunku Ziemi.

Sila grawitacyjna Ziemi (podwójna strzalka)

powoduje przyspieszenie ciala (pojedyncza
strzalka) zgodnie l drugim prawem ruchu.

o't

Rys. Ib. Cialo spoczywa w ukladzie O2, Sila

grawitacyjna Ziemi nie wywojuje przyspieszenia
ci.lla.

Rys. 2a. Ruch wokól Slonca. Pr~dkosc Ziemi

zaznaczono gruba strzalka. Przyspieszenie
Ziemi (pojedyncza strzalka) jest skierowane w
strone Slonca zgoanie z kierunkiem sily
grawitacyjnej Slonca.

o'2

Zasada Macha

Dr Andrzej KRÓ LAK

Austriacki filo,zo(Ernst Mach (1836-1916) jako pierwszy dokonal konstruktywnego ataku na
mechanike Newtona. Twierdzil on, ze bezwladnosc ciala jest calkowicie wyznaczona przez
otaczajacy je Wszechswiat, a nie jak to zakladal Newton, jest jego wewnetrzna niezalezna cecha.

Pojecie bezwladnosci (iner<iji) ciala po raz pierwszy wprowadzil Galileusz. Znalazlo ono swoje
matematyczne ujecie w prawach ruchu Newtona. Zgodnie z drugim prawem sila dzialajaca na
cialo jest proporcjonalna do przyspieszenia tego ciala. Stala proporcjonalnosci jest miara
bezwladnosci ciala i jest nazywana masa inercjalna. Wedlug Newtona masa inercjalna jest
wlasnoscia ciala zupelnie niezalezna od innych otiiczajacych je cial. Tak wiec jezeli F - sila,
a - przyspieszenie, a m -- masa, to drugie prawo ruchu ma postac

F= ma.

_Przyspieszenie ciala nm ten sam kierunek i zwrot, co dzialajaca na nie sila.

Powyzsze równanie nie jest jednak prawdziwe we wszystkich ukladach odniesienia. Rozwazmy
dwa przyklady. Najpierw przypuscmy, ze cialo o masie m spada swobodnie na Ziemie. Na cialo
to dziala sila grawitacyjna F przyciagania ziemskiego. W ukladzie wspólrzednych Ol (rys. la)
zwiazanym z Ziemia zgodnie z drugim prawem Newtona mamy

F= mg,

gdzie g - przyspieszenie grawitacyjne Ziemi.

Natomiast w ukladzie wspólrzednych 01" w którym cialo spoczywa, przyspieszenie ciala jest
równe zeru, mimo ze w dalszym ciagu dziala na nie sila przyciagania ziemskiego (rys. lb). Tak
wiec w ukladzie wspólrzednych 01' drugie prawo ruchu nie obowiazuje. Jako drugi przyklad
rozwazmy ruch Ziemi wokól Slonca. Niech Oz bedzie ukladem odniesienia, w którym Slonce
spoczywa, a Ziemia je obiega. W ukladzie tym przyspieszenie Ziemi jest zawsze skierowane
w kierunku Slonca, a wiec zgodnie z kierunkiem sily grawitacyjnej wywieranej przez Slonce na
Ziemie (rys. 2a). Drugie prawo Newtona jest spelnione. Weimy teraz uklad odniesienia Oz',
w którym Ziemia spoczywa. W ukladzie tym drugie prawo ruchu nie obowiazuje, poniewaz sila
grawitacyjna Slonca nie wywoluje zadnego przyspieszenia Ziemi (rys. 2b). Tak wiec nie mozna
stosowac drugiego prawa ruchu we wszystkich ukladach odniesienia. Uklady, w których prawo
to obowiazuje, nazywamy inercjalnymi.

Aby móc stosowac swoje prawo równiez w nieinercjalnych ukladach odniesienia, Newton zalozyl
istnienie dodatkowych sil, zwanych silami pozornymi lub inercjalnymi, nie pochodzacych od
obiektów materialnych. W nieinercjalnym ukladzie odniesienia obowiazuje zmodyfikowane prawo
ruchu Newtona

Rys. 2b. Ruch Slonca wzgledem Ziemi. Sila
grawitacyjna Slonca nie wywoluje

przyspieszeni •• Ziemi.

Rys. 3a

//1/1/
I

Rys. 3b

F+P = ma,

gdzie P jest suma sil pozornych.

W ukladzie 01' (w przykladzie powyzej) P jest sila co do wartosci równa sile przyciagania
ziemskiego, ale skierowana do niej ptzeciwnie. W ukladzie Oz' sila pozorna jest dobrze znana
sila odsrodkowa.

Powstaje pytanie, jak odróznic uklady inercjalne od nieinercjalnych ? Aby odpowiedziec na to
pytanie, Newton zalozyl istnienie przestrzeni absolutnej i okreslil inercjalne uklady odniesienia
jako takie, które nie maja przyspieszen wzgledem przestrzeni absolutnej. Zaproponowal szereg
doswiadczen, za pomoca których mozna wyznaczyc przyspieszenie wzgledem przestrzeni
absolutnej. Najbardziej znane jest doswiadczenie z obracajacym sie wiadrem wody.

Wezmy wiadro zawieszone na linie i wypelnione woda. Obracajac wiadro skrecamy line. Gdy
lina jest dostatecznie skrecona, puszczamy wiadro. Przed puszczeniem wiadra powierzchnia wody
jest plaska (rys. 3a). Po puszczeniu wiadro jest obracane przez line. W miare jak lina rozkreca
sie (predkosc katowa wiadra jest coraz wieksza woda unosi sie na brzegach wiadra i jej

powierzchnia przybiera ksztalt paraboloidalny (rys. 3b). Po calkowitym rozkreceniu sie liny
nastepuja drgania tlumione i w koncu wiadro nieruchomieje. Newton interpretowal swoje
doswiadczenie w sposób nastepujacy. Krzywizna powierzchni wody w wiadrze jest miara jego
predkosci katowej wzgledem przestrzeni absolutnej. Ten absolutny obrót nie ma nic wspólnego
z obrotami wzglednymi. Na przyklad zakrzy..wienie powierzchni wody nie zalezy od predkosci

katowej OJ wiadra wzgledem wody. Gdy wiadro jest w spoczynku i powierzchnia wody jest plaska,
to OJ jest równa zeru. Predkosc katowa OJ jest równiez równa zeru, gdy wiadro obraca sie
i powierzchnia wody jest zakrzywiona.
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Rozwiazanie zadania F 157, W<taw.enie
kondensatora do puszki powoduje
przegrupowanie ladunku Vi obrehie jej
sc!anek oraz w samych okladkach
kondensatora. W wyniku tworzy sie uklad
pla.kich, naladowanych przewodników
równowatny ukladowi kondensatorów
pokazanemu na rysunku. Gdy zaniedba sie
ofekty brz.egoweprzy obliczaniu pojemnosci
kondensatorów, mamy Cj '" C, '" Co
i pojemnosc zastepcza wzrasta do:

C Co 3 C C ....
u,.. T ="2 o· o -Jest pO]emnO<Cla

kondensatora przed wsunieciem do puszki:

•
Co = 41tkd'

.+

~TI
I Ji6~

Co-pojemnosc kondensatora
utworzonego z plyt A iB

C,-pojemnosc kondensatora
z plyt AA'

C2,-pojemnosc kondensatora
z plyt BB'

Jednym z pierwszych, który poddal I<rytyce idee przestrzeni absolutnej, byl irlandzki filozof
biskup George Berkeley (1685 -1753). Odrzucil on istnienie przestrzeni absolutnej na podstawie
tego, ze jest ona riieobserwowalna. Twierdzil on, ze jest sens mówic o ruchu ciala tylko
wzgledem innych cial materialnych. W przypadku doswiadczenia,z wiadrem za istotny element
uwazal ruch wzgledem reszty Wszechswiata, a w szczególnosci gwiazd stalych.

Ernst Mach poszerzyl i poglebil krytyke Berkeleya. Wedlug niego doswiadczenie Newtona
z obracajacym sie wiadrem mówi nam, ze , ,obrót wody wzgledem brzegu wiadra nie wywoluje
zauwazalnych sil odsrodkowych, ale ze takie sily sa wywolyWane przez jej obrót wzgledem masy
Ziemi i innych cial niebieskich. Nikt nie moze powiedziec, jaki bylby wynik eksperymentu, gdyby
wiadro mialo taka mase, ze jego grubosc wynosilaby kilka mil".

Wedlug Macha woda w wiadrze w doswiadczeniu Newtona nie unosilaby sie, gdyby nie bylo
Ziemi i innych cial niebieskich. Wiadro z woda nie mialoby wzgledem czego sie obracac. Wedlug
niego zakrzywienie powierzchni wody w wiadrze mierzy jego predkosc katowa wzgledem dalekich
gwiazd, a nie wzgledem przestrzeni absolutnej. W jego pojeciu przestrzen absolutna w ogóle nie
istnieje. Jest sens mówic tylko o ruchu jednych cial wzgledem drugich.

Te rozwazania doprowadzily Macha do definicji ukladu inercjalnego jako takiego, który
pozostaje w ruchu jednostajnym wzgledem odleglej materii we Wszechswiecie. Twierdzil on, ze
gdyby Wszechswiat byl pusty, nie mozna by bylo wprowadzic ukladów inercjalnych. Ruch
czastki próbnej w takim Wszechswiecie bylby nieokreslony.

Mach w swojej krytyce mechaniki Newtona poszedl nawet dalej. Przypuscmy, ze w calym
Wszechswiecie istnieje tyl!<ojedna czastka i nie dzialaja na nia zadne sily. W tym przypadku
zgodnie z drugim prawem Newtona mamy

ma = O.

Jezeli przyjac punkt widzenia Newtona, to a = O, co oznacza, ze czastka porusza sie ze stala
predkoscia. Natomiast zgodnie z punktem widzenia Macha, poniewaz Wszechswiat jest pusty,
czastka nie ma wzgledem czego sie poruszac. W zwiazku z tym ruch jej nie moze byc okreslony.
Mozna to uzyskac przyjmujac alternatywne rozwiazanie p6wyzszego równania m = O. Oznacza
to, ze w pustym Wszechswiecie cialo moze nie miec masy. Wnioskiem Macha jest uznanie, ze
masa ciala jest calkowicie wyznaczona przez materie we Wszechswiecie. Jako zasade Macha
przyjmiemy twierdzenie, ze bezwladnosc ciala jest calkowicie wyznaczona przez otaczajacy je
Wszechswiat. Idee Macha zostaly przyjete ze znacznym sceptycyzmem. Utrzymywano, ze prawa
ruchu powinny byc takie same dla wszystkich mozliwych rozkladów materii i istnienie sily
odsrodkowej nie powinno zalezec od tego czy istnieje, czy tez nie materia na zewnatrz
rozwazanego ukladu. Zarzucano Machowi, ze nie dal zadnej wskazówki co do postaci
oddzialywania miedzy dalekimi gwiazdami a lokalna materia.

Mimo to konctlpcje Macha wywarly duzy wplyw na Einsteina, gdy budowal on swoja ogólna
teorie wzglednosci (szczególnie krytyka Macha przestrzeni absolutnej). Wlasnie Einstein
wprowadzil nazwe zasada Macha. Einstein jednak nieco inaczej rozwiazal problem istnienia
ukladów inercjalnych. Zaobserwowal on, ze lokalnie nie mozna odróznic sil grawitacyjnych od
pozornych Gest to tzw. zasada równowaznosci). W szczególnosci spadajacy swobodnie,
nieobracajacy sie obserwator nie zauwazy pola grawitacyjnego w swoim bezposrednim sasiedztwie.
Sugeruje to utozsamienie ukladu inercjalnego ze swobodnie spadajacym nieobracajacym sie
obserwatorem.

Jest rzecza zastanawiajaca, ze sily pozorne tak dokladnie nasladuja sily grawitacyjne. Prostym
wyjasnieniem zasugerowanym przez Einsteina jest, ze sily pozorne sa równiez pochodzenia

grawitacyjnego. Odpowiedz na pytanie, jakie sa zródla tych sil grawitacyjnych, narzucaly
Einsteinowi idee Macha. Sily te sa wyznaczone przez rozklad materii w calym Wszechswiecie.
Einstein mial nadzieje, ze zasada Macha jest zawarta w ogólnej teorii wzglednosci. Okazalo' sie
jednak, ze chociaz sa rozwiazania równan Einsteina zgodne z zasada Macha, to istnieja równiez
rozwiazania calkowicie z nia sprzeczne. Podjeto wiele prób skonstruowania teorii grawitacji,
w której zasada Macha bylaby spelniona. Jednym z pomyslów bylo znalezienie pewnych
warunków na rozwiazania równan Einsteina (na przyklad w postaci warunków brzegowych),
które eliminowalyby rozwiazania niezgodne z zasada Macha. Jak dotad próby te nie doprowadzily
do zadowalajacej teorii.

Zasade Macha mozna równiez spróbowac potwierdzic doswiadczalnie. Chodzi tu
o zweryfikowanie jak dobrze nieobracajacy sie uklad odniesienia wyznaczony przez daleka
materie we Wszechswiecie jest zgodny z nieobracajacym sie ukladem wyznaczonym za pomoca
metod lokalnych (w przypadku wiadra byl to pomiar zakrzywienia powierzchni wody). W tym
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celu mozna posluzyc sie odkrytym w 1965 roku przez Penziasa i Wilsona promieniowaniem
mikrofalowym tla (nagroda Nobla w 1978 roku). Promieniowanie to powstalo we wczesnym

etapie rozwoju Wszechswiata i mozna przyjac, ze uklad odniesienia zwiazany z tym
promieniowaniem jest wyznaczony przez daleka materie we Wszechswiecie. Pomiary zmian

natezenia promieniowania !la w okresie 24 godzin pozwalaja na pomiar predkosci Ukladu
Slonecznego wzgledem tego promieniowania. Obserwacje wykazaly, ze predkosc ta wynosi okolo
350 km/s.

Z drugiej strony mozemy obliczyc predkosc Slonca wynikajaca z rotacji Galaktyki za pomoca
obserwacji astronomicznych. Predkosc ta jest równa okolo 250 km/s. Aby móc porównac obie
otrzymane predkosci, nalezy jeszcze uwzglednic predkosci liniowe Slonca i samej Galaktyki, jak
równiez udzial Galaktyki w obrocie wiekszych skupisk materii we Wszechswiecie. Po
uwzglednieniu tych efektów otrzymujemy znacznie lepsza zgodnosc obu pomiarów obrotu.

Punkt widzenia Macha nie jest przyjety przez wszystkich fizyków ani nawet przez ich wiekszosc.
Problem zródel bezwladnosci jest ciagle jeszcze otwarty.

Nasz Czytelnik S. Lukinski pyta, na czym polegaja trudnosci w rozszyfrowaniu tzw. szyfru
optymalnego. Nie wchodzac w szczególy szyfru (patrz Delta 1/1980) przypomnijmy, ze do
zaszyfrowania informacji wystarczy znajomosc iloczynu dwóch liczb pierwszych - ten iloczyn
jest powszechnie znany i kazdy moze wiadomosc zaszyfrowac - natomiast do rozszyfrowania
konieczna jest znajomosc obu czynników - zna je tylko adresat.

Czytelnik pisze: Skad szyfrant wezmie te dwie bardzo duze liczby pierwsze? Ja na przyklad
musialbym zajrzec do katalogu opublikowanych liczb pierwszych. Deszyfrant zajrzy do tego samego
katalogu i sprawdzi wszystkie iloczyny. To, rzecz jasna, jest cos, co mi sie tylko "wydaje", bo
nie znam ilosci "odkrytych" liczb pierwszych.

W opublikowanym katalogu liczb pierwszych jest ponad 6 milionów liczb. Ale szyfrujacemu nie
oplaca sie korzystac z tego katalogu - jest za maly. Wystarczy bowiem wykonac tyle dzielen,
ile liczb jest w tym katalogu, aby rozlozyc na czynniki iloczyn dwu liczb pierwszych (tez z tego
katalogu). A z takim zadaniem naj szybsze komputery uporaja sie w kilka minut. Nie warto
natomiast sprawdzac wszystkich iloczynów - aby je obliczyc, trzeba zamiast 6 . 106 wykonac
(6' 106)2 dzialan.

Wsród liczb mniejszych od N jest okolo N/lnN liczb pierwszych. Aby na pewno znalezc jakis
czynnik pierwszy N, nalezy wykonac y'N/ln VN dzielen - mniej - jesli szczesliwie trafimy na
czynnik liczby N. Gdy N jest iloczynem dwu liczb pierwszych, da to juz nam rozklad N na
czynniki pierwsze. Gdyby N mialo (jak zaproponowano w artykule) okolo stu cyfr, to
y'N/lny'N> VN/3oo > 1050/300> 1047• Jesli nawet jestesmy szczesciarzami i wystarczy nam
1/1000000 czesc maksymalnej liczby dzielen, to i tak najszybszy komputer bedzie dzielil przez
ponad 1020 lat (bardzo "grube" oszacowanie z dolu).
Szyfrujacy musi znalezc dwie liczby pierwsze okolo piecdziesieciocyfrowe, powiedzmy, mniejsze
niz 1060. Przecietnie wsród In 1060 takich liczb znajduje sie liczba pierwsza. Ale In 1060 < 200,
tak wiec prawdopodobienstwo, ze wsród 2000 kolejnych liczb (mniejszych niz 1060) jest liczbal
pierwsza, jest wieksze od 1- -- > 0,999999. Zwazywszy, ze mozemy od razu odrzucic liczby

220

parzyste oraz podzielne przez 3 j 5, wystarczy zbadac mniej niz 600 liczb. W artykule
A. Kreczmara (Delta 6/1979) podany jest algorytm sprawdzajacy, czy liczba jest pierwsza.
'Komputer stosujac ten algorytm w 10 minut sprawdzil, które z liczb postaci 2P -1 (p .;; 500) sa
pierwsze. Ale ponad 300 sposród tych liczb jest wiekszych od 1060. Tak wiec uzywajac tego
samego komputera i algorytmu szyfrujacy ma bardzo duza szanse, ze juz po 40 minutach stanie
sie posiadaczem dwu "wlasnych" liczb pierwszych. Wazne jest przy tym to, iz algorytm moze
tylko sprawdzic, czy liczba jest pierwsza, natomiast nie poda czynnika liczby zlozonej, jest wiec
bezuzyteczny dla deszyfranta.

J.R.
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Ziemi

Rys. I. Konfiguracje planety dolnej: a
naj\o\ieksza elongacja wschodnia, b
zlaczenie dolne, c - najwieksza elongacja
zachodnia, d - zlaczenie górne.

Rys. 2. Objasnienie róznych wartosci k'lta
maksymalnej elongacji dla Merkurelo. P
peryhelium, A - aphelium orbity Merkurego.

-
Rozwiazanie zadania M 373. Mamy

(.7sin(cosx) = -cos "2

wiec cos(sinx) - sin~~osx) =

= COS(SinX)+co"(~- +cosx) =
" .

"'2 +COSX+SInX
= 2cos -- -.---- x

Patrz w niebo

Obserwujmy planety - to haslo, które proponujemy na coraz dluzsze wieczory i noce konczacego
sie lata. Sledzenie torów planet przez dluzszy czas (np. kilka miesiecy) moze byc bardzo ciekawe,
gdyz obiekty te dosc szybko zmieniaja swe polozenie na tle gwiazd, zakreslajac przy tym zawile
luki i petle.

Ze wzgledu na polozenia orbit planet wzgledem orbity Ziemi planety dzielimy na dolne i górne.
Dzis zamieszczamy pare wskazówek ulatwiajacych odnalezienie planet dolnych, tj. Merkurego
i Wenus.

Planety dolne w zaleznosci od swego pozornego polozenia wzgledem Slonca moga tworzyc
nastepujace szczególne konfiguracje (rys. 1): koniunkcje dolna (zlaczeni€' doJlIe) -- planeta
znajduje sie miedzy Ziemia i Sloncem i wszystkie trzy ciala leza niemal w linii prostej, koniunkcje
górna (zlaczenie górne) - sytuacja analogiczna do poprzedniej, z tym ze planeta znajduje sie
poza Sloncem, wreszcie wschodnia lub zachodnia elongacje, podczas której planeta ogladana
z Ziemi znajduje sie w najwiekszej odleglosci od Slonca. Oczywiscie najbardziej dogodne warunki
do obserwacji planet dolnych wystepuja wtedy, gdy znajduja sie one w maksymalnej elongacji
wschodniej badz zachodniej.

Sposród planet widocznych golym okiem naj trudniej jest sledzic Merkurego. Przemieszcza sie on
bardzo szybko na tle gwiazd i zwykle jest slabo widoczny, pozostajac nieustannie w stosunkowo
bliskim sasiedztwie Slonca. W zwiazku z tym jedynie okresy w poblizu najwiekszych odchylen
(elongacji) nadaja sie do poszukiwan. W tym czasie obserwowany za pomoca nawet niewielkich
instrumentów widoczny jest w fazach podobnych do pierwszej i ostatniej kwadry Ksie~yca.
Sposóbnosc zaobserwowania Merkurego zdarza sie srednio dwa nuy na 116 dni, tj. dwukrotnie
w czasie jego okresu synodycznego (odstepu miedzy dwoma jednakowymi polozeniami na niebie
wzgledem Slonca). W czasie elongacji wschodniej Merkury widoczny jest o zmierzchu w zachodniej
stronie nieba, zas w czasie elongacji zachodniej moze byc obserwowany o brzasku we wschodniej
stronie nieba.

Z powodu silnego splaszczenia orbity Merkurego planeta ta nie zawsze jest jednakowo oddalona
od Slonca podczas maksymalnych elongacji. Kat najwiekszej elongacji zalezy od wzajemnego
polozenia orbity Merkurego i Ziemi i waha sie w granicach od 17° do 28° (rys. 2).

31lipca Merkury byl w najwiekszej elongacji wschodniej (27°). Teraz wiec kolej na elongacje

zac.hodnia - zjawisko to nastapi 14 wrzesnia i planeta bedzie widoczna nad ranem we wschodniej
stronie nieba tuz przed wschodem Slonca. Nastepna elongacja wschodnia Merkurego (22°) bedzie
miala miejsce 25 listopada. Godne zaobserwowania jest równiez zjawisko przejscia Merkurego
w bliskim sasiedztwie (1~5) najjasniejszej gwiazdy w konstelacji Lwa - Regulusa, co nastapi 9
wrzesnia.

Wenus jest dla obserwacji obiektem znacznie wdzieczniejszym niz Merkury. Jej orbita znajduje
sie w wiekszej odleglosci od Slonca i· stad w maksymalnych elongacjach katowa odleglosc planety
od naszej gwiazdy dziennej moze osiagac 48° - a wiec okresy jej widzialnosci w ciagu jednej
nocy moga osiagac 4\ podczas gdy dla Merkurego górna granica czasu, w jakim moze on byc
widoczny, wynosi 1,5h• W czasie elongacji wschodniej, gdy Wenus w zachodniej stronie nieba
pojawia sie wkrótce po zniknieciu Slonca za horyzontem, zwana jest Gwiazda Wieczorna, zas
w czasie elongacji zachodniej widoczna przed switem zwana jest Gwiazda Poranna lub Jutrzenka.
W okresach tych bez trudu mozna odnalezc ja na niebie - jest wówczas najjasniejszym cialem
niebieskim po Sloncu i Ksiezycu. Przy sprzyjajacych warunkach moze byc widoczna nawet
w dzien bez uzycia instrumentów astronomicznych. Podobnie. jak Ksiezyc i Merkury, Wenus
przechodzi rózne fazy - tj. rózne obszary jej tarczy sa niejednakowo oswietlone przez Slonce.

15 czerwca Wenus przeszla zlaczenie górne i od tego czasu zmierza ku coraz korzystniejszej
pozycji do obserwacji. Jej okres synodyczny trwa 584 doby, a wiec do konca roku nie osiagnie
ona maksymalnej elongacji wschodniej. Jednak im blizej konca Toku, tym lepiej widoczna bedzie
prawdziwa czdoba nieba - Gwiazda Wieczorna. 27 pazdziernika Wenus zblizy sie na odleglosc
katowa 3~2 do najjasniejszej gwiazdy konstelacji Skorpiona - Antaresa.

mgr Joanna Filipowjcz
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SkrótreguJaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z nU!TI~ru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan

zamieszcLamy w nr n+ 4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce).
mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od O do I z dokladnoscia do 0,1.
Ocene mnozymy przez

4 _ 3. s_u_m__a_o_ce_n_z_a_r__o_z_w_ia~_a.n.._ia_d_an_e_g__o_z_ad_a_n_i_a _
liczba osób, które nadesIaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje on czlonkiem Klubu.
a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr I/l984.

Zadania nr 88, 89, 90
Termin nadsylania rozwiazan: 31 X 1984

88. Jeden z katów trójkata T ma miar~ 120°. Niech T' bedzie trójkatem. którego wierzcholkami sa
punkty przeciecia dwusiecznych katów trójkata T z przeciwleglymi bokami. Dowiesc. ze trójkat
T' jest prostokatny.

89. Który z plaskich przekrojów szescianu ma najwieksze pole?

90. Znalezc wszystkie rozwiazania równania xZ +yZ +ZZ = xZyZ w liczbach calkowitych.

Zadanie 90 przyslal pan Jaroslaw Cel z Konskich.

Czolówka ligi z~daniowej Hhlub ~411

po uwzglednieniu ocen rozwi.qzóii:

zadan z numeru 2/1984

1;Jlodzimierz Szymczyk-Zielonka 43,74pkt
Jerzy I1alopolski - Kraków 42,83pkt
Dariusz Sowizdrzal - Szczecin 41,81pkt

Jerzy ~dlczarek - Gorzów Wkp 41,62pkt

Wojciech Olszewski - Brwinów 40,35pkt

Krzysztof Jedziniak- Katowice 39,54pkt

Edward Orzechowski - Warszawa 38,06pk~

Harek Galecki - Milanówek 36,80pkt

';ispólczynniki trudnosci zada!. 76, 77, 78:

Rozwiazania zadan z numeru 4/1984

Przypominamy tresc zadan:

82. Po krawedziach szescianu pelza zuk. Na przejscie jednej krawedzi zuzywa minute. Znalazlszy
sie w wierzcholku wchodzi na jedna z trzech krawedzi wychodzacych z tego wierzcholka,
z równym prawdopodobienstwem wyboru. Niech A i Z beda przeciwleglymi wierzcholkami
szescianu. W chwili t = O zuk znajduje sie w wierzcholku A. Czas, po którym zuk po raz
pierwszy znajdzie sie w wierzcholku Z, jest zmienna losowa. Obliczyc jej wartosc oczekiwana.

83. Kazdy z wierzcholków r9wnolegloboku o danym polu S polaczono odcinkami ze srodkami
boków wychodzacych z przeciwleglego wierzcholka. W srodku równolegloboku odcinki te tworza
osmiokat. Obliczyc jego pole.

84. Czy istnieje liczba naturalna, której' kazda wielokrotnosc ma albo wszystkie cyfry parzyste,
albo wszystkie cyfry nieparzyste?

82. Oznaczmy wierzcholki sasiadujace z A przez Bl' Bz, B3' a wierzcholki sasiadujace z Z 
przez Cl> Cz, C3• Zauwazmy, ze po dowolnej parzystej liczbie ruchów zuk znajduje sie w jednym
z wierzcholków CI lub A, zas po nieparzystej liczbie ruchów - w Bt lub Z. Zatem czas, po
którym zuk po raz pierwszy dotrze do wierzcholka Z, wyraza sie liczba nieparzysta. Niech P.
oznacza prawdopodobienstwo, ze czas ten bedzie równy 2n+ 1 (minut), a wiec, ze w momentach
t = 1,3,5, ... , 2n-1 zuk bedzie sie znajdowal w pozycji B (tj. w jednym z wierzcholków Bt),
a w momencie t = 2n+1 - w pozycji Z. Zatemp. = p.-l(l_p), gdzie p jest .
prawdopodobieilstwem tego, ze zuk, bedac w pozycji B, po dwóch ruchach znów bedzie
w pozycji B; podany wzór nap. wynika stad, ze w chwili t = 1 zuk jest na pewno w pozycji B,
przez dalszych n-l par ruchów powraca do B, a w kolejnej parze ruchów przechodzi do Z.
Obliczymy p. Z pozycji B zuk moze z prawdopodobienstwem 1/3 przejsc do A i nastepnie
z prawdopodobienstwem l do B, lub tez z prawdopodobienstwem 2/3 przejsc do C i nastepnie
z prawdopodobienstwem 2/3 znów do B. Stad p = (l/3)' 1+ (2/3)' (2/3) = 7/9, czyli
p. = (7/9)·-1(2/9). Rozwazana zmienna losowa przyjmuje wartosc 2n+ 1

00

z prawdopodobienstwem p., a zatem jej wartosc oczekiwana równa sie E = L (2n+l)p •. Przy
. n=1

sumowaniu tego szeregu korzystamy z wzorów LX'-l = (l-X)-l i Lnx·-l = (l-x)-" dla
Ix! < l; tu x = 7/9. Wynik obliczen: E = 10.

83. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Zachodza nastepujace proporcje: AK:AF = 2:5,
AP:AF = 1:2 (a stad KP:AP = l :5); HQ:HB = 1:3, HP:HB = 1:2 (a stad QP:HP = 1:3);
SKPQ: SAPH = (KP:AP) (QP:HP) = l: 15, SAPH = SABFH/4 = S/8, wiec SKPQ = S/120. Dalej,
SABL:SABF = AL:AF = 4:5, SABF = S/4, wiec SABL = S/5 i analogicznie SBCM = SCf)!'I =
= SDAK = SABL = S/5. Zatem równoleglobok KLMN, powstaly z ABCD przez odciecie tych
czterech trójkatów opolach S/5, ma takze pole S/5. Z kolei osmiokat, o którym mowa
w zadaniu, powstaje z równolegloboku KLMN przez odciecie czterech malych trójkatów, z których
kazdy, tak jak KPQ, ma pole S/120. Ostatecznie pole tego osmiokata równa sie S/5-4(S/120) =
= S/6 ..

84. Liczba o tej wlasnosci nie istnieje. Dowód. Przypuscmy, ze k jest taka liczba. Wówczas 2k
ma same cyfry parzyste. Niechj bedzie ostatnia niezerowa cyfra liczby 2k. Gdy j = 2 lubj = 8,
mnozymy 2k przez 7; gdy j = 4 lub j = 6, mnozymy 2k przez 3. W kazdym przypadku
otrzymana wielokrotnosc k jest liczba, której ostatnia niezerowa cyfra jest parzysta, a
przedostatnia - nieparzysta.

1,323,063,62
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4; Spontaniczne lamanie symetrii

Rys. l

Rys. 4

Z czego smieje sie redakcja

M.J.

Wiele teorii fizycznych ogranicza sie do rozwazania niewielkIch odchylen od
stanu równowagi. Równania opIsujace ruch sa w takim przyblizeniu liniowe
i najczesciej Jatwe do rozwiazania. 'feoria transportu, na przyklad, opisuje
niewielkie-odchylenia od stanu równowagi termodynamicznej, a kwantowa teoria
pola procesy zachodzace miedzy czastkami elementarnymi, czyli niewielkimi
zaburzeniami stanu o najnizszej energii, zwanego próznia. Wydawac by sie moglo,
ze stan równowagi jest prosty i symetryczny, a w szczególnosci ma wszystkie
symetrie ukladu fizycznego. I rzeczywiscie na ogól tak jest. Istnieje jednak wiele
ciekawych wyjatków.

Dla przykladu rozwazmy prosty uklad mechaniczny (rys. 1). Kulka na
sprezynie, zamocowanej w punkcie A, moze poruszac sie tylko po prostej Ox.
Sprezyna moze byc rozciagana lub sciskana. Czytelnik z latwoscia wyznaczy
zaleznosc energii potencjalnej sprezyny od polozenia kulki x = OC i odleglosci
AO = d (rys. 2). Dla d > lo (lo dlugosc swobodnej sprezyny) sprezyna jest
rozciagana i energia ma minimum dla minimalnej odleglosci AC. Stan
równowagi x = O jest w tym przypadku, podobnie jak caly uklad, symetryczny
wzgledem prostej AO. Dla d < lo minimum energii potencjalnej odpowiada
oczywiscie warunkowi AC = lo, czyli pojawiaja sie dwa minima o tej samej
"glebokosci". Przy przejsciu przez taki punkt A, ze d = lo stan równowagi traci
"spontanicznie", fj. bez ingerencji zewnetrznych sil, symetrie wzgledem odbic.

Opisana wlasnosc ma stan podstawowy wielu ukladów fizycznych. Przy przejsciu
magnetyka ze stanu paramagnetycznego, w którym elementarne momenty
magnetyczne ulozone sa chaotycznie, a wiec zaden kierunek w przestrzeni nie jest
wyrózniony, do stanu ferromagnetycznego, pojawia sie spontanicznie
makroskopowe namagnesowanie, a wiec ginie symetria sferyczna. Uklad
przechodzi w jeden z nieskonczenie wielu równowaznych stanów podstawowych.
Zaleznosc energii swobodnej od magnetyzacji dla dwuwymiar.owego magnetyka
przedstawiona jest na rys. 3a. Warto dodac, ze ferromagnetyk podzielony jest
na makroskopowe obszary (domeny) i w kazdym z nich symetria jest lamana
w inny sposób, tzn. inny jest wyrózniony kierunek magnetyzacji (rys. 4).
Usredniona po wielu domenach magnetyzacja jest wiec równa zeru. Jesli
ferromagnetyk znajdllje sie w zewnetrznym polu magnetycznym, to energia
swobodna ma przebieg przedstawiony na rys. 3b. Magnetyzacja w domenach
ma teraz kierunek zewnetrznego pola.

Spontanicznie zlamana symetria moze byc przywrócona przez efekty kwantowe.
Atom azotu w czasteczce amoniaku (NH3) ma dwa mozliwe (klasyczne) stany
równowagi (rys. 5), podobnie jak opisana wyzej kulka na sprezynie. Tym razem
jednak mozliwe jest przejscie z prawego minimum do lewego w wyniku
kwantowego tunelowania, które dopuszcza przenikanie czastek przez
nieprzenikliwe z punktu widzenia mechaniki klasycznej bariery. Powoduje to, ze
stan, w którym atom azotu zlokalizowany jest w poblizu jednego z minimów, nie
tylko nie jest stanem podstawowym, ale jego energia nie jest nawet okreslona.
W stanie podstawowym atom srednio tyle samo czasu przebywa po prawej i po
lewej stronie plaszczyzny wyznaczonej przez atomy wodoru. W ten sposób
kwantowe tunelowanie powo,duje, ze stan podstawowy jest równie symetryczny,
jak caly uklad.

Istnieja jednak uklady kwantowe ze spontanicznym lamaniem symetrii. Jednym
z nich jest stan podstawowy w teorii czastek elementarnych, czyli próznia.
Próznia oznacza tutaj brak wzbudzen pola kwantowego, czyli brak czastek. Przy
skomplikowanym (nieliniowym) oddzialywaniu miedzy polami moze sie zdarzyc
sytuacja analogiczna do poprzednio opisanych, tj. pole moze miec wiele stanów
podstawowych o tej samej gestosci energii. Spontaniczny wybór jednego z nich
lamie niektóre symetrie ukladu. Przywrócenie wyjsciowej symetrii nie jest w tym
przypadku mozliwe, bo dla ukladów o nieskonczonej objetosci bariera energetyczna
dzielaca oba stany podstawowe jest nieskonczenie wysoka i tunelowe przejscie
miedzy prózniami nie wystepuje. W zasadzie próznia moglaby miec, podobnie
jak ferromagnetyk, strukture domenowa. Wydaje sie jednak, ze w rzeczywistosci
tak nie jest. Sciany miedzy domenami mialyby bowiem wielka mase, wiele razy
wieksza od masy wszystkich obserwowanych cial niebieskich. Wystarczylaby
jedna taka sciana przecinajaca Wszechswiat,1:tby istotnie zaburzyc obserwowana
izotropowosc promieniowania reliktowego ..

c X

Niesiony do karetki pogotowia motocyklisla.
który kilkanascie minut temu rozbil sie

o drzewo, jeknal: "Jak to dobrze, ze dzieli
sie przez dwa" i strac)l przytomnoSC. Wstrzas
mózgu - orzekl lekarz. I to powazoy
stwierdzil, gdy po odzyskaniu przytomnosci
chory z maniackim uporem wciaz powtarzal
swoje: uJak to dobrze, ze dzieli sie przez
dwa". Po dwóch dniacb sprawa stala sie
naprawde niepokojaca. Wreszcie kierujacy
zebranym przy lózku konsylium docent
zaryzykowal pytanie: ••Co sie dzieli?".
.. mv2U - brzmiala odpowiedz.

Opowiedzial nam Jerzy Bednarczuk
(Waruawa).

(.

Rozwiazanie zadania M 371. Rozpatrzmy
równanie ogólniejsze x2 +y:Z + Z2 = 2ct xyz,

gdzie IX jest liczba naturalna. Oczywiscie
mozemy ograniczyc sie do fzukania rozwiazan
tego równania w liczbach calkowitych
nieujemnych (pozostale rozwiaza nla
otrzymamy przez zmiane znaku dwóch
niewiadomych). Jest oczywiste, ze wsród
liczb x, y, z spelniajacych to równanie albo

wszystkie, albo dokladnie jedna sa parzyste.
Ten drugi przypadek jest jednak niemozliwy,
gdyz kwadrat liczby nieparzystej daje przy
dz.eleniu przez 4 reszte l
«20+ I)' = 40(0+ 1)+ l), a wiec lewa stron.
dawalaby 2, prawa zas O. Tak wiec wszystkie
liczby x. y. z sa parzyste: x = 2XI, y = 2yt.

z = 2Zt t i podstawiajac do równania
otrzymujemyx!+Yt+z? = 2lX+1XtYIZ1'

Podobnie wykazujemy~ ze Xl' Y1..1 Zt sa
parzyste itd. Tak wiec x, y, z sa podzielne
przez dowolna potege liczby 2, a zatem
x = y = z = O.

t&



Rys.2

Rys.3a

17

Rys. 5

Rys.3b


