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Rys. I. Teleskop Galileusza .

Rys. 2. Teleskop Kepiera.

Historia teleskopu

Mgr Jadwiga BIALA

Wynalazek teleskopu nazwac mozemy wynalazkiem spóznionym, bowiem juz w starozytnosci
znane byly metody produkcji szkla, podstawowe prawa optyki oraz wlasnosci prostych ukladó~
optycznych, a wiec wszystkie niezbedne wiadomosci, umozliwiajace skonstruowanie teleskopu.
Przegladajac dziela Arystotelesa, Euklidesa i Ptolemeusza poswiecone optyce i naturze swiatla
przekonujemy sie, ze znali oni wlasnosci zwierciadel, prostoliniowe rozchodzenie sie swiatla oraz
zjawisko zalamania swiatla na granicy dwóch osródków.

W sredniowieczu badania ukladów optycznych, zlozonych z soczewek lub zwierciadel,
kontynuowali uczeni franciszkanscy: Robert Grossetest i jego uczen Roger Bacon. Jednak nie
zajmowali sie oni praktycznymi zastosowaniami tych ukladów. W XII wieku nastapilo
odrodzenie i udoskonalenie wyrobu szkla, co w posredni sposób przyczynilo sie do wynalezienia
okularów. Wynalazku tego dokonali wloscy dominikanie z Pizy: Aleksander della Spina
i Salvina degl' Armati w ostatnim dziesiecioleciu XIII wieku. Wydawac sie moze, ze od
okularów do teleskopu jest juz tylko jeden krok, tymczasem uplynac musialy az trzy wieki, nim
go skonstruowano.

Trudno ustalic, kto pierwszy zbudowal teleskop. Wymienia sie Wlocha Gianbaptiste della Porte,

który w 1580 roku w dziele"Magia: Naturalis" opisal sposób ogladania odleglych przedmiotów
za pomoca ukladu dwóch soczewek: zbierajacej i rozpraszajacej. Nastepnie optyków holenderskich:
Zachariasza Janssena, Hansa Lippersheya oraz Jakuba Metiusa, konstruujacych okolo roku 1608
lunety sluzace do ogladania odleglych przedmiotów i krajobrazów - najczesciej wybrzezy
w czasie zeglugi czy ruchów wojsk nieprzyjacielskich w czasie wojny.

Powszechnie za twórce teleskopu uchodzi jednak Galileusz, niezaleznie od tego, ze pierwszy
teleskop skonstruowal dopiero w roku 1609, wczesniej slyszal o teleskopach Holendrów, a byc
moze znal równiez dzielo della Porty. Jego niewatpliwa zasluga bylo wiec nie samo
skonstruowanie teleskopu, lecz wykorzystanie go do obserwacji astronomicznych. Pierwszy
teleskop Galileusza (rys. 1) skladal sie z dwuwypuklego obiektywu oraz dwuwkleslego okularu
i dawal trzykrotne powiekszenie. Potem powstaly kolejne teleskopy o wiekszych powiekszeniach.
Jeden znajduje sie w muzeum we Florencji - srednica obiektywu wynosi 53,5 mm, dlugosc
1245 mm, a powiekszenie 30 razy. Dzieki lunecie Galileusz zobaczyl góry na Ksiezycu, odkryl
cztery najjasniejsze ksiezyce Jowisza i fazy Wenus, ujrzal ogromne ilosci gwiazd skladajacych sie

na Droge Mleczna oraz plamy na Sloncu. Odkrycia Galileusza, opisywane przez niego
w "Gwiezdnym zwiastunie", wywarly ogromne wrazenie. Stal sie on jednym z najbardziej
znanych uczonych i otrzymal tytul pierwszego matematyka ksiecia Toskanii wraz z dozywotnia

. pensja. Trzeba bylo geniuszu Galileusza oraz nowego spojrzenia na role doswiadczenia
i obserwacji w nauce, aby wykorzystac teleskop w astronomii. I trzeba bylo wybitnej intuicji, aby
skierowac teleskop w niebo, na którym nie spodziewano sie znalezc niczego, co nie byloby
widoczne nieuzbrojonym okiem.

Inny typ lunety opisal w 1611 roku Johann Kepier. Sklada sie ona z dwóch dwuwypuklych
soczewek (rys. 2). Ten typ teleskopu okolo roku 1640 prawie calkowicie wyparl z uzycia
teleskop Galileusza.

Bardzo trudne zadanie f

A

Dany jest czworokat ABCD, w którym AB+BC = AD+DC. Proste, na których
leza jego przeciwlegle boki, przecinaja sie odpowiednio w punktach B' i D'.
Wykazac, ze AB' +B'C = AD' +D'C.

Jak widac, tresc zadania jest bardzo prosta ..Rozwiazanie jednak moze nastreczyc
wiele trudnosci. Prosze spróbowac. Gdyby trudnosci okazaly sie zbyt wielkie, na
stronie 3 mozna znalezc wskazówke. W przeciwnym razie - nowe-zadanie na
stronie 14.
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Rys. 3. Teleskop Cassegraina.

:'~
Rys. 4. Teleskop Newtona.

--
Rozwiazanie zadania M 3S0. Zauwazmy, ze

(I) S(a+b) " S(a)+S(b) (dodawanie
"pisemne"),
(2) S(a, + ... + a.) " S(a,)+ .,. +S(a.l
(indukcyjne z (I» i
(3) S(k' a) " k· S(a) «2), zastosowane dla

al = ... = an).

(4) S(a' b)'" S(a)' S(bl (mnozenie

"pisemne", (3) i (2».
Mamy teraz:

S(n) = S(lOOO 'n) = S(l25 'Sn) "

" S(l25) . S(Sn) = S' S(Sn),

czyli S(Sn) '" {s(n).

--
Rozwiazallie zadania F 161. Przedstawiony

paradoks pokazuje, ze sila odsrodkowa nie

moze byc jedyna sila bezwladnosci.

Pozorne sily bezwladnosci wprowadza sie tak,

aby II zasada dynamiki Newtona mogla
obowiazywac takze w ukladach

tlieinercjalnych. Lampa, gdy obserwujemy ja

z wirujacej tarczy, porusza sie po okregu
o promieniu e z predkoscia katowa w, czyli

ma przyspieszenie ar = - W2(].

Aby utrzym"c w mocy wzór Newtona F =
= ma, trzeba oprócz sily odsrodkowej Fo =
= mw'e wprowadzic dodatkowa sile
bezwladnosci Fe taka, ze

Fo+F~ = -mw'o,
stad

Fe = -2mw'e.

Jesli przez v' o~aczymy predkosc lampy
wzgledem wirujacego ukladu odniesienia, to

tl = (oC!

i wartosc wprowaozonej sily bezwladnosci

Fe = 2mwv' .

Stosunkowo szybko teleskop dotarl do Polski. W 1613 roku jezuita belgijski Karol Malapert
przywiózl teleskop do kolegium w Kaliszu i przez wiele lat obserwowal przez niego plamy na
Sloncu. Instrumenty konstruowal w Kaliszu Polak Aleksy Sylvius. Miedzy innymi zastosowal on
swobodne zawieszenie z przeciwwaga, co umozliwilo konstruowanie lunet o dlugich tubusach.
W takich dlugich instrumentach mniejsza byla aberracja sferyczna i chromatyczna, które sa
odwrotnie proporcjonalne do dlugosci ogniskowej podzielonej przez srednice obiektywu.
Przykladem takiej ogromnej lunety byl 45-metrowy instrument Jana Heweliusza, który umozliwil
wykonanie bardzo dokladnych obserwacji Ksiezyca zebranych w dziele "Selenografia" (1647).

Teleskopy soczewkowe, zwane refraktorami, mialy wady optyczne - aberracje sferyczna
i chromatyczna oraz wady technologiczne - zla jakosc i niejednorodnosci szkla oraz
niedokladnosci w szlifowaniu powierzchni soczewek. Znacznie latwiejsze bylo wykonywanie

zwierciadel i z czasem teleskopy zwierciadlane - reflektory zaczely odgrywac decydujaca role
w astronomii. Pierwszy reflektor wykonal w roku 1619 jezuita Zucchius - niestety, nie
zachowaly sie dokladniejsze informacje o tym teleskopie.

W 16§3 roku szkocki astronom James Gregory przedstawil projekt teleskopu, w którym glówne
zwierciadlo paraboloidalne kierowalo promienie swietlne do zwierciadla elipsoidalnego, a to
z kolei do okularu umieszczonego za centralnym otworem w zwierciadle glównym. Pierwszy
teleskop wedlug tego projektu wykonal fizyk angielski Robert Hooke. Podobny typ teleskopu
przeds,tawil w 1672'roku we Francji GuiIlaume Cassegrain. Róznica polegala na tym, ze wtórne
zwierciadlo mialo ksztalt hiperboloidalny (rys. 3). Ten typ teleskopu uzywany jest do tej pory.

Obecnie uzywany jest równiez, szczególnie w instrumentach amatorskich, typ reflektora
zaprojektowanego przez Izaaka Newtona w roku 1668. W tym teleskopie na drodze promieni
odbitych od glównego zwierciadla wkleslego ustawione jest pod katem 45 stopni plaskie
zwierciadlo odbijajace promienie prostopadle do osi teleskopu w kierunku okularu, znajdujacego
sie z boku tubusa (rys. 4). Newton dokonal ~a pomoca pryzmatu rozszczepienia swiatla bialego
na barwna wstege widma i wykazal, ze promienie swiatla o róznej dlugosci zalamane sa pod
róznymi katami. W ten sposób wyjasnil zjawisko aberracji chromatycznej soczewek. Blednie
jednak sadzil, ze aberracji tej nie da sie usunac, a jego autorytet spowodowal utrzymanie sie tego
blednego pogladu przez kilkadziesiat lat. .

Jednym z pierwszych zadan, jakie starano sie rozwiazac za pomoca teleskopów, bylo
wyznaczenie dokladnych pozycji gwiazd i planet. W tym celu wprowadzono mikrometry
z ruchoma nicia (astronom wloski Gascoigne w 1640 roku oraz astronomowie francuscy,

inicjatorzy zbudowania w 1671 roku w Paryzu pierwszego o.bserwatorium panstwowego
w Europie: Jean Picard i Adrian Auzout). Nastepnie zas skonstruowano specjalistyczne
instrumenty sluzace do wyznaczania dokladnych pozycji gwiazd - instrument przejsciowy (1689)
oraz kolo poludnikowe (1690). Konstruktorem tych instrumentów byl astronom dunski Olaf
Romer, znany 2ie,pierwszegopomiaru predkosci swiatla na, podstawie obsetwacji zacmien
w ukladzie ksiezyców Jowisza.

Powazny postep w optyce teleskopowej nastapil po wynalezieniu obiektywu wolnego od
aberracji chromatycznej, zlozonego z soczewek 'wykonanych z róznych gatunków szkla: flintu
i kronu. Pierwszy obiektyw achromatyczny zbudowal adwokat angielski Chester Moor Hall

w roku 1729. Niestety, nie oglosil on swego wynalazku i za konstruktora obiektywu
achroqlatycL;nego uwaza sie powszechnie angielskiego optyka Johna Dollonda, który wykonal
swój obiektyw w roku 1757.

Kolejne instrumenty astrometryczne - heliometr i kolo wertykalne wprowadzono w XIX wieku.
W 1826 roku Joseph von Fraunhofer, twórca spektroskopii i odkrywca linii w widmie Slonca,
zbudowal heliometr - lunete o przepolowionym obiektywie soczewkowym: Instrument ten
sluzyl do precyzyjnego mierzenia odleglosci miedzy gwiazdami. Za jego pomoca Friedrich

Bessel wyznaczyl w 1838 roku parala~se gwiazdy 61 Cygni. Kolo wertykalne skonstruowal
w 1839 roku Wasyl Struwe. W odróznieniu od kola poludnikowego kolo wertykalne ma pionowa
os obrotu. oraz pionowe kolo z podzialka i sluzy jedynie do wyznaczania deklinacji gwiazd.

Do polowy XIX wieku zwierciadla do teleskopów wykonywane byly ze stopów metali,
najczesciej z brazu. Zaleta tych stopów bylo to, ze mozna je bylo latwo polerowac. Niestety,

zwierciadla metalowe mialy powazne wady: ogromna wage i wysoka cene.
Najwiekszy teleskop z metalowym zwierciadlem wykonal astronom irlandzki William Parsons
(Lord Rosse) w roku 1'845. Zwierciadlo mialo srednice 182 cm, a ogniskowa 17 m. Teleskop ten
byl najwiekszy na swiecie az do roku 1917, kiedy ustawiono teleskop ze zwierciadlem szklanym
o srednicy 254 cm w Obserwatorium Mount Wilson w Stanach Zjednoczonych.

W 1856 roku fizyk francuski Jean Foucault (znany z eksperymentu z wahadlem, który
potwierdzil ruch wirowy Ziemi) zastosowal metode osadzenia cienkiej warstwy srebra na szkle,
wynaleziona przez Justusa Liebiga, do wykonywania zwierciadel szklanych powlekanych srebrem.
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S wiadosila jest slosunkieq> srednicy obiektywu

do efektywnej dlugosci ogniskowej.

Zwierciadla posrebrzane znacznie lepiej odbijaly swiatlo niz zwierciadla metalowe. Mialy jednak
te wade, ze warstwa srebra bylll nietrwala i posrebrzanie nalezalo powtarzac nawet dwa razy
w roku.

Istotnym postepem w konstrukcji teleskopów bylo zbudbwanie teleskopu o stalym polozeniu I
ogniska. Od francuskiego slowa coude, co znaczy zgiecie, nazwano ten typ konstrukcji ukladem
coudc. Jako twórców ukladu wymienia sie Francuza Ranyarda oraz Niemców: Forstera

i Fritscha, którzy swoja konstrukcje przedstawili w 1876 roku. Uklad coude przypomina uklad
Cassegraina, z tym ze swiatlo odbite od zwierciadla wtórnego jest odprowadzone przez uklad
zwierciadel plaskich do ogniska znajdujacego sie na osi biegunowej teleskopu. W ten sposób,
niezaleznie od ustawienia teleskopu, ognisko jest w stalym miejscu i jest nieruchome (rys. 5 i 6).
Uklad coudc stosowany jest w spektroskopii i fotometrii, gdzie ciezkie spektrografy, fotometry
i inne urzadzenia mozna zamontowac na stale nie obciazajac tubusa teleskopu.

Znany amerykanski fizyk, laur.eat nagrody Nobla, Albert Abraham Micheison, razem ze swym
rodakiem Francisem Pease, wykonal w roku 1919 interferometr gwiazdowy (rys. 7), który
zainstalowano na 2,5-metrowym teleskopie na Mount Wilson w Kalifornii. Interferometr ten

zbudowano w celu wyznaczenia srednic najwiekszych i stosunkowo bliskich gwiazd.
W przyrzadzie interferuja promienie, odbite od dwóch zwierciadel A i B, znajdujacych sie
w odleglosci d. Odleglosc d zmienia sie, az do zaobserwowania maksimum interferencji
w plaszczyznie ogniskowej. Mierzac odleglosc d oraz odleglosc prazków interferencyjnych mozna
wyliczyc srednice gwiazdy. Pierwszymi gwiazdami, którym zmierzono srednice, byly: Betelgeuse
z Oriona - srednica 0,045 sekundy luku i Antares ze Skorpiona :- 0,04 sekundy luku.

W latach 1922-1924 amerykanski astronom i konstmktor teleskopów Georg Ritchey oraz
francuski matematyk i astronom Andre Chrctien opracowali nowe rozwiazanie teleskopu
o duzym powiekszeniu i duzym polu uzytecznym, nie obarczonym aberracjami. Uklad

Ritchey-Chretiena jest modyfikiicja ukladu Cassegraina (rys. 8). Zwierciadla glówne 1~tórne sa
hiperboloidalne.

W roku 1932 doszlo do kolejnego ulepszenia technologii wykonywania zwierciadel. Zamiast

nietrwalego posrebrzania Strong wprowadzil powlekanie powierzchni szklanej cienka warstwa
aluminium przez rozpylanie aluminium 'w prózni. Powloka aluminiowa nie ulega zniszczeniu
przez okolo 5 lat.

Duzym osiagnIeciem optyki teleskopowej bylo skonstruowanie w 1930 roku przez Bernharda
Schmidta, optyka w obserwatorium w Hamburgu, teleskopu zwierciadlanego z plyta1corekcyjna,
charakteryzujacego sie duza swiatlosila oraz duzym polem widzenia (rys. 10). Teleskop ten wolny
jest od wszystkich aberracji z wyjatkiem krzywizny pola. W teleskopie Schmidta zwierciadlo jest
sferyczne i w celu skompensowania aberracji wprowadza sie plyte korekcyjna o bardzo
skomplikowanym ksztalcie oraz srednicy mniejszej od srednicy zwierciadla. Poniewaz

powierzchnia ogniskowa nie jest plaska, do fotografowania uzywa sie klisz odpowiednio
wygietych.

Koronograf, czyli teleskop do obserwacji protuberancji i korony slonecznej poza calkowitymi
zacmieniami Slonca, skonstruowal w 1930 roku astronom francuski Bernard Lyot.
Koronograf jest teleskopem sOCzewkowym (rys. 9), wewnatrz którego umieszczona jest
przeslona (sztuczny Ksiezyc) przymocowana do soczewki polowej oraz przeslona irysowa

i obiektyw obrazowy. Sztuczny Ksiezyc przeslania tarcze Slonca, a przeslona irysowa i soczewka
polowa usuwaja rozproszenie swiatla slonecznego wewnatrz teleskopu.

-,Jd

Ry,. 6. Przyklad ukladu cOlldc.

Rys. 8. Teleskop Ritchey-Chrctiena

I. hiperboloidalne zwierciadlo glówne,
2. hiperboloidalne zwierciadlo wtórne.

Rys. 7. Interferometr gwiazdowy.

Rys. 5. Przyklad ukladu couJc

Rys. 9. Koronograf
1. obiektyw,

2. sztuczny ksiezyc,
3. przeslona,

4. plaszczyzna ogniskowa.

l 2
Rys. 10. Teleskop Schmidta
1. plyta korekcyjna,

2. "plaszczyzna" ogniskowa,
3. sferoida.

Zupelnie inny, ale równowazny problem

Mówimy, ze okrag jest dopisany do czworokata, gdy jest styczny da wszystkich prostych

zawierajacych boki czworokata i nie jest wpisany w czworokat. Na. rysunku sa dwa przyklady.
Mozna udowodnic, ze okrag dopisany do czworokata ABCD wewnatrz kata BAD istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy AB+BC = AD+DC.

Gdyby sie to udalo udowodnic i nam, mielibysmy rozwiazanie zadania ze strony l, bo z zalozenia
istnialby okrag dopisany do czworokata ABCD, który bylby równiez dopisany do czworokata
AB'CD', a wiec mielibysmy AB' +B'C = AD' + D'C.

Gdyby sie komus to nie udalo, moze znalezc na stronach 5, 7, 11 pewne informacje przydatne do
przeprowadzonego na stronie 12 dowodu.
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Rys. 1I. Teleskop Bakera-Schmidta

l. plyta korekcyjn~,

2. zwierciadlo pomocnicze,

3. plaszczyzna ogniskowa,

4. zwierciadlo glówne.

3 4

Modyfikacje systemu Schmidta zmierzaly do uzyskania'plaskiej plaszczyzny ogniskowej, aby nie
trzeba bylo deformowac klisz fotograficznych. W teleskopie Jamesa Gilberta Bakera,
skonstruowanym w 1940 roku, wyprostowan,ie plaszczyzny ogniskowej uzyskuje sie przez

wprowadzenie miedzy plyte korekcyjna i zwierciadlo glówne dodatkowego zwierciadla wypuklego
(rys. 11). Baker skonstruowal tez uklad zwany Super-Schmidtem, sluzacy do obserwacji meteorów
i sztucznych satelitów, o polu widzenia ponad 50 stopni (rys, 12). Zwierciadlo glówne jest w tym
ukladzie sferyczne, a uklad kompensujacy sklada sie z dwóch menisków i plyty korekcyjnej
miedzy nimi.

Rys. 12. Teleskop Super-Schmidt

l. warstwy sferyczne - meniski,

2. plyta korekcyjna,

3 . .,plaszczyzna" ogniskowa,

4 4. zwierciadlo sferyczne.

Kraj
Refraktory

ObserwatoriumSrednica

Konczac te, z koniecznosci krótka, historie teleskopu, warto przedstawic zestawienie kilku
najwiekszych pracujacych na swiecie teleskopów:

Reflektor~
Obserwatorium KrajSrednica

Wprowadzenie ukladów meniskowych wiazalo sie z trudnosciami w wykonywaniu plyt
korekcyjnych o skomplikowanej powierzchni w ukladach Schmidta. Uklady JIleniskowe bylY
zaprojektowane i zbudowane w 1941 roku niezaleznie przez astronoma radzieckiego Maksutowa,
Holendra Bouwersa, Niemca Penninga i Anglika Gabora. Teleskopy meniskowe maja dwa razy

mniejsza dlugosc niz teleskopy Schmidta, o porównywalnych "Parametrach, a dodatkowo latwiej
jest wykonac menisk (plyte szklana o obu powierzchniach sferycznych) niz plyte korekcyjna.
Teleskopy meniskowe moga byc realizowane w róznych' ukladach, np. Newtona, Cassegraina
(rys. 13 i 14).

Rys. 13. Meniskowy teleskop Newtona
l. zwierciadlo glówne,
2. 7.wierciadlo pomocnicl.e,

3. plyta korekcyjna.

2 3
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Rys. 14. Meniskowy teleskop Cassegraina
l. zwierciadlo glówne,

2. zwierciadlo pomocnicze,

3. plyta korekcyjna,

--

1111111111 t
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Zadania
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W'Polsce najwiekszy refraktor, o srednicy soczewkowego obiektywu 30 cm, znajduje sie
w Planetarium i Obserwatorium Astronomicznym w Chorzowie, najwiekszy zas reflektor,
o srednicy zwierciadla 90 cm, w Obserwatorium Astronomicznym Uniwersytetu Mikolaja
Kopernika w Piwnicach pod Toruniem.

Redaguje dr Krzysztof S. NOWfNSKl

M 380. Oznaczmy prza Sen) sume cyfr dziesietnego zapisu liczby n. Wykazac, ze
1

S(8n) ~ - Sen).
8

Rozwiazanie na str. 2
M 381. Punkty P i Q leza na obwodzie wielokata opisanego na okregu o srodku' O. Prosta PQ

dzieli zarówno pole, jak i obwód wielokata na równe czesci. Wykazac1 ze punkt O lezy na tej
prostej.
Rozwiazanie na str. 15
M 382. Wykazac, ze kazda liczbe calkowita nieujemna mozna przedstawic w postaci n =

(x+y)2+3x+y ( lk'" ) . I' b' k'l' d .---2--- x, y ca oWIte rueuJemne oraz ze tCZ y x, y sa o res one Je noznaczme

przez liczbe n.
Rozwiazanie na str. 15

..

Redaguje mgr ·Tomasz TRAT KfEW feZ

F 161. Nad wirujaca ze stala predkoscia katowa tarcza wisi nieruchoma wzgledem ziemi lampa
(rys. 1). W ukladzie odniesienia zwiazanym z ziemia sila ciezkosci lampy równowazona jest przez
sile naciagu linki, na której wisi lampa. W nieinercjalnym ukladzie odniesienia zwiazanym
z tarcza na lampe dziala dodatkowo "sila" odsrodkowa. Dlaczego lampa nie odchyla sie od
pionu?
Rozwiatanie na str. 2
F 162. Druciana ramka (rys. 2) wiruje ze stala predkoscia katowa w. Wzdluz boków AB i Be
slizgaja sie, ze stalymi predkosciami Vi wzgledem ramki, koraliki. Wyznaczyc sily reakcji
dzialajace na kazdy z koralikctw ze strony ramki. Jakie sily bezwladnosci dzialaja na koraliki
w wirujacym wraz z ramka ukladzie odniesienia?
Rozwiazanie na str. 14
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o ankiecie

/

Odpowiedz na zadanie z artykulu "Trzeci
problem Hilberta".

Pokazemy przez indukcje, ze cos kC(= ~k
y'3

gdzie ak jest calkowita liczba niepodzielna
prZez 3. Istotnie, jest tak dla k = 1 i k = 2.

Skorzystamy ze wzoru

cos(k+ 1)0<-cos(k-1)0< = 2 coso<'cosko<

i z zalozenia indukcyjnego

(ak ak_1 )
cosko< = -- cos(k-l)1X = -_.-- ,

_ yIk ' yIk-1
Mamy

cos(k+I)1X = ~+2,_1_.~ =
y'Ik-1 y'i y'Jk

3a'_1 +2ak O " '
y'jk + 1 . CZYWISCle

3a'_1 + 2a. nie jest podzielne przez 3 (bo a.

nie bylo podzielne). Wystarczy teraz zauwazyc,

ze j~sli et: = ~ n, to 2mx = 21:-e, wiec cos 2n~ ='n

== l "czyli Q2n = 3".

W dzisiejszych czasach ankiety proponowane przez czasopisma w Polsce nie ciesza sie
popularnoscia. Tak bylo i z nasza ankieta opublikowana w styczniowym numerze Delty.

Otrzymalismy 166 odpowiedzi. Oczywiscie, nie ma sposobu na stwierdzenie, w jakim stopniu
jest to próbka reprezentatywna dla ogólu naszych Czyte'lmków. Jedna z przeslanek swiadczaca
o reprezentatywnoscl moze byc liczebriosc grupy Respond~ntów prenumerujacych Delte. '

Stanowi ona bardzo podobna czesc jak WSE.ódwszystkich Czytelników: okolo 16%.
Zbiór osób, które zareagowaly na nasza ankiete, rozbija sie dosc wyraznie na dwie grupy:
mlodziezy do lat 19 (w tym 63% chlopców) czytajacych Delte od stosunkowo niedawna (5 lat)
i mezczyzn (stanowiacych 96%) w grupie wiekowej ponad 19 lat, wsród nich wielu czytajacych
Delte od pierwszego numeru.

Jedna z wielkosci charakteryzujacych pewne rozklady jest mediana - parametr dzielacy dany
zbiór uporzadkowany na dwa równoliczne podzbiory. Ciekawe wartosci ma mediana dla dwóch
plci: 14 lat (kobiety) i 18 lat (mezczyzni). 30% odpowiedzi pochodzi od uczniów szkól
podstawowych, ponad 30% to uczniowie szkól srednich.
Pokrótce o pozostalych wynikach: z uzyskanych odpowiedzi wynika, ze Delta reklamuje sie sama,
swoja dostepnoscia w kioskach i atrakcyjna okladka. Proporcje poszczególnych dzialów
odpowiadaja Czytelnikom, moze z pewnym niedoborem astronomii. Matematyka w Delcie
zostala uznana za zbyt trudna przez polowe Respondentów, fizyka - przez co czwartego. Taka
sama czesc el 6) Czytelników uznala astronomie w Delcie za zbyt latwa, jak za zbyt trudna.
Wiekszosc odpowiadajacych na ankiete preferuje róznorodne artyk uly w Delcie oceniajac'
jednoczesnie stale dzialy (zadania, Patrz w niebo) na czwórke.
Chyba najwieksza korzyscia z ankiety byly odpowiedzi'na pytania dotyczace zainteresowan

Czytelników i oczekiwan w stosunku do Delty. Najbardziej podobaly sie naszym Respondentom
takie artykuly, jak m.in. "Opowiesc wigilijna", "Czy Ziemia jest stara czy mloda", "Ruchy
Browna", "Narodziny teorii kwantów", "Atomy rydbergowskie", "Inwersja, stozkowe i inni".
Otrzymalismy ponad 100 propozycji artykulów, kilkadziesiat propozycji otworzenia nowych
stalych dzialów, przede wszystkim poswieconych chemii, biologii, informatyce i historii nauki.
Rozwazamy te propozycje.

Niestety, ni~ mozemy w najblizszym czasie obiecac zwiekszenia objetoscn;b czestotliwosci
ukazywania sie Delty. Podobnie wnetrza Delty pewnie nie beda bardziej kolorowe, nie poprawi

sie tez jakosc papieru, mimo ze redakcja Delty pragnelaby tych zmian równie goraco jak nasi
Czytelnicy.
Wiele zyczen wyrazonych przez Uczestników ankiety pokrywa sie z naszymi zamierzeniami
Dotyczy to przede wszystkim zwiekszenia liczby zdjec, ilosci humoru. Wprowadzilismy juz
stereoskopie, uprzystepnilismy czesciowo material reaktywujac Mala Delte w postaci stalego
dzialu w Delcie. Inne ciekawe propozycje rozwazamy (dotyczy to m.in. wprowadzenia
bibliografii, zwiekszenia udzialu dyscyplin pokrewnych itd.).
Sposród wszystkich Uczestników ankiety 142 osoby podpisaly swoje ~ypowiedzi i wsród Nich
rozlosowalismy nagrody rzeczowe:
1. Elzbieta Chudy, Borowice 51, 58-564 Sosnówka,

2: Waldemar Przekop, ul. Kosciuszki 36/27,11-220 Górow<il I1aweckie,
3. Malgorzata Niemiec, Stary Wolów 59,56-100 Wolów,
4. Andrzej Banachowicz, ul. Plk. Dabka 63/III/llO, 81-107 Gdynia,

5. Józef Ryszar~ Wieteska, ul. Pirenejska 18 m. l, 01-493 Warszawa.

Potega punktu wzgledem okregu

Jesli ktos wie co to takiego, niech zajrzy od razu na strone 7. Dla tych co nie wied?a
definicja. Potega punktu P wzgledem okregu o nazywamy iloczyn Ap, liP, gdzie AB jest
dowolna cieciwa o taka, ze prosta AB przechodzi przez P. Aby poprzednie zdanie moglo byc
definicja, trzeba wykazac, ze wynik nie zalezy od wyboru przechodzacej przez P siecznej. A nie
zalezy, bo trójkaty PAB' i PA'B maja wszystkie odpowiednie katy równe, a,wiec sa podobne i

AP A'P- -
B'P BP

W przypadku, gdy punkt P lezy na zewnatrz okregu, zamiast siecznej mozna wziac takze styczna
(dlaczego?) i wówczas potege punktu P mozna obliczyc jako PCz, czyli d2 _,2, gdzie, jest
promieniem okregu o, a d - odlegloscia punktu P od jego srodka. Wzór d2 _,2 na potege
punktu P powstaje w mocy równiez dla punktów wewnatrz okregu (dlaczego?).

Tym, którzy nie lubia wektorów, wyjasniamy, ze potege mozna obliczyc jako iloczyn dlugosci
AP, BP wziety ze znakiem +, gdy P lezy na zewnatrz i ze znakiem -, gdy lezy wewnatrz
okregu o.,
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.. , obu za slowo lija.lem.

Iz beda strzelali sie przez niedzwiedzia· skóre.

Szlachta w krzyk: "To smierc pewna! prawie
fura w rurell ~

A ja w smiech, bo mnie uczyl mój przyjaciel
Maro,

Ze skóra zwierza nie jest ladajaka miara

Wszak wiecie Wacpanowie, jak królowa Dydo

Przeplynela do Libów i tam z wielka bieda

Wytargowala sobie taki ziemi kawal,
Któryhy sie wolowa skóra nakryc dawal;

Na tym kawalku ziemi stanela Kartago!

Wiec ja to sobie w nocy rozbieram z uwaga.
"Ledwie dnialo, juz z jednej strony taradejka

Jedzie Doweyko, z drugiej na koniu Domeyko.

Patrza, az tu przez rzeke lezy most kosmaty,

Pas ze skóry niedzwiedziej, porznietej na
szmaty.

Postawilem Doweyke na zwierza ogonie

Z jednej strony, Domeyke zas po drugiejI stronie.

"Pukajcie teraz, r...zeklem,choc przez cale
zycie,

Lecz póty was nie spuszcze, az sie pogodzicie".
Oni w zlosc; a tu szlachta kladnie sie na

ziemi

Od smiechu, ...

Adam Mickiewicz, Pan Tadeusz,

ksiega IV - Dyplomatyka i lo wy, ww. 974
-994

o koniecznosci 'uzasadnienia tego
, ,oczywistego" faktu swiadczy rozwiazanie

zadania przypominajacego zagadnienie
izoperymetryczne:
Wsród wszystkich figur wypuklych

o obwodzie mniejszym od L > O znaJezc

figure o naj mniejszym polu.
Niech. > O bedzie dowolnie mala liczba

rzeczywista. Dla kazdej figury wypuklej
o obwodzie Li = L- e mozna znalezc

figure wypukla podobna do wyjsciowej

o obwodzie L. = L-!... > L" której pole2

jest wieksze od pola figury poprzedniej.
Zatem tak postawione zagadnienie nie ma

rozwiazania ...

Termin izoperymetryczny jest pochodzenia

greckiego - od slów isos' (jednakowo)
i p""imetro (mierze dookola). Wprowadwny

zostal przez greclciego filowfa Synezjusza.
Wspólczesnie wyraz ten jest synonimem
stwierdzenia .,przy ustalonym obwodzie".

M

o

Rys. J /'

Mitologia i twierdzenie izoperyn1etryczne

Mgr Jaroslaw GÓRNICKI

Przeniesmy sie na chwile w swiat mitologii. Okolo roku 814 p.n.e. Dydona - córka królewska,
ratujac swoje zycie ucieka z fenickiego miasta Tyru do Afryki (nie zapominajac zabrac
kosztownosci). Tam na pólnocnym brzegu Afryki od Jarba - króla Numidii - kupuje -"tyte
ziemi, ile mozna opasac skóra zdjeta z wolu". Ku zdumieniu Jarba tnie skóre wolu na waskie
paski i opasuje nimi obszar ziemi w ksztalcie pólkola przyleglego do brzegu morskiego.
W miejscu tym za.1dada miasto Kartagine. Tyle mitologia. Powstaje pytanie: czy Dydona
wybierajac takie rozwiazanie zagarnela mozliwie najwiekszy obszar? (Dla uproszczenia
przyjmijmy brzeg morski za linie prosta).

Zasadniczym etapem naszych rozwazan bedzie rozwiazanie tzw. problemu izoperymetrycznego:
która wsród wszystkich figur plaskich o danym obwodzie ma najwieksze pole powierzchni?
Proste jest stwierdzenie: figura bedaca rozwiazaniem problemu izoperymetrycznego jest wypukla.
Po tej uwadze problem izoperymetryczny formulujemy tak: wsród wszystkich figur wypuklych
o danym obwodzie znalezc te, która ma najwieksze pole powierzchni.

Odpowiedz - kolo - znana byla juz w starozytnej Grecji (Archimedes i Zenodorus),
a prawdopodobnie wczesniej w Babilonii. Jednak historia swiadczy, ze matematyk szwajcarski
Jakub BernouIli w roku 1697 jako pierwszy rozwiazal ten problem i to w ogólniejszym
przypadku. W ponad sto Jat pÓzniej geometra szwajcarski Jakub Steiner podal az piet róznych'
rozwiazan. Podobnie jak jego wielki poprzednik popelnil on jednak pewna niescislosc
przyjmujac za oczywisty fakt istnienie figury o najwiekszym polu powierzchni (w zbiorze figur
o ustalonym obwodzie). Uzupelnienie dowodu we wskazanym kierunku podal w 1882 r. F. Edler.

Dowód tego, iz rozwiazaniem problemu izoperymetrycznego jest kolo, rozbijemy na dwa etapy.
Najpierw korzystajac z twierdzen o ciagach figur wypuklych (patrz np. I. M. Jaglom
iW. G. Boltianski "Figury wypukle") udowodnimy,ze w zbiorze figur wypuklych o ustalonym
obwodzie istnieje figura o najwiekszym polu. Nastepnie wiedzac juz o istnieniu takiej figury
pokazemy, ze musi nia byc kolo.

Rozwazmy rodzine $> wszystkich figur wypuklych o obwodzie L zawartych w ustalonym kole
o promieniu L (kazda figure wypukla o obwodzie L mozemy tak przesunac, by znalazla sie
w tym kole). Niech P bedzie zbiorem liczb - pól powierzchni figur z rodziny :F.

P = {p(tP) : tP E $>},

gdzie p (C/J) oznacza pole figury C/J.Zbiór P jest oczywiscie ograniczony z góry (np. przez 'JtL2).

Oznaczmy przez M kres górny zbioru P. Mamy znalei,C figure·C/J E $> o polu równym M.
, 1

Wybierzmy figury C/Jn E $> o polach p(C/Jn) ;;;. M- -.
n

Zachodzi

Twierdzenie. Z ciagu krzywych ograniczajacych figury wypukle i zawartych w ustalonym kole
mozna wybrac podciag zbiezny. Granica jest punktem, odcinkiem lub ogranicza obszar wypukly.
Dlugosc krzywej granicznej jest granica dlugosci krzywych, a pole figury przez nia ograniczanej
jest granica pól odpowiednich figur.

Z. naszego ciagu C/Jn wybieramy podciag zbiezny do pewnej figury tPo. Obwód tej figury jest równy
L, a pole M.
Tak wiec kazda (niekoniecznie wypukla) figura o obwodzie L ma pole nie wieksze od figury C/Jo.
Pokazemy teraz, ze figura C/Jomusi byc kolem. Dowód rozbijemy na kilka lematów.

Lemat l. Kazda cieciwa polowiaca obwód figury C/Jopolowi jej pole.

Zalózmy, ze krzywa ANBMA ogranicza figure C/Joi ze cieciwa AB (rys. l) dzieli te krzywa na
dwie c~sci o jednakowej dlugosci. Jezeli powierzchnia P ograniczona krzywa AMBA jest
wieksz~ od powierzchni S ograniczonej konturem ABNA, to wówczas zastepujac krzywa ANB

przez krzywa AOB symetryczna do krzywej AMB wzgledem cieciwy AB otrzymujemy nowa
figure AMBOA o obwodzie L, lecz o polu powierzchni wiekszym od M (bo 2P > P+S = M), co
jest sprzeczne z zalozeniem. Zatem musi byc P = S.

Lemat 2_ Sposród wszystkich trójkatów o danych dwóch bokach najwieksza powierzchnie ma

trójkat, w którym boki te sa prostopadle;

l
Lemat wynika ze wzoru na pole powierzchni trójkata M(y) = -' a' b' sin y, gdzie O < Y < 'Jt2..
jest miara lukowa kata zawartego miedzy bokami a i b.



D
Rys. 2

B'

Rys. 3

Rys.4

Lemat 3. Kazda cieciwa polowiaca obwód figury 110 jest widziana z kazdego punktu lezacego na
brzegu (róznego od konców cieciwy) pod katem prostym.

Zalózmy, ze AB jest cieciwa figury ([>0 (ograniczonej krzywa AECBD - rys. 2), która polowi jej
obwód i która widac z punktu'C (nalezacego do brzegu) pod katem róznym od prostego.
Zbudujmy taki trójkat prostokatny A' B' C', ze AC= A' C' i BC = B' C', C' jest wierzcholkiem

kata prostego (rys. 3). Punkty A' i C' oraz B' i C' laczymy odpowiednio krzywymi przystajacymi
do krzywych AC i Bf$.. Z lematu 2 pole powierzchni trójkata A' B' C' jest wieksze Qd pola
powierzchni trójkata ABC, wobec czego pole powie~zchni figury ograniczonej konturem
A' B' Ct A' jest wieksze od pola powierzchni ograniczonej konturem ABCEA. Jezeli teraz do figury
A' B' C' A' dodamy figure symetryczna wzgledem A' B', to otrzymamy figure A' C' B' D' A'
o tym samym obwodzie co figura wyjsciowa, ale o wiekszej powierzchni, co jest sprzeczne
z zalozeniem o ([>0,

Z lematu 3 wynika, ze brzeg figury ([>0 jest miejscem geometrycznym punktów, z których widac
dany odcinek (cieciwe polowiaca obwód ([>0) pod katem prostym, a wiec, ze figura ([>0 jest kolem

L
o promieniu r = --o

2n

Rozwia~anie'problemu izoperymetrycznego na plaszczyznie daje nam odpowiedz na pytanie
I postawione we wstepie. Wezmy pod uwage pólkole o luku dlugosci L i dowolna figure V

ograniczona odcinkiem prostej i lukiem o dlugosci L (rys. 4). Przeksztalcmy te figury przez
symetrie wzgledem prostoliniowych odcinków, które je ograniczaja. Otrzymujemy wówczas
kolo K i figure V', której pole powierzchni jest dwa razy wieksze od pola powierzchni figury V.
Figury K i V' sa izoperymetryczne, a wiec na pod~tawie wykazanego twierdzenia pole
powierzchni figury V' jest mniejsze niz pole powierzchni kola K, a zatem i pole powierzchni
figury V jest mniejsze od,pola powierzchni pólkola.

Na zakonczenie uwaga. Proble,m izoperymetryczny mozna równiez postawic w przestrzeni
trójwymiarowej: wsród wszystkich bryl ograniczonych powierzchniami o ustalonym polu T

znalezc bryle o najwiekszej objetosci. Jego rozwiazanie -.kula o promieniu R = ~...•/ T - podal. 2 V n
w 1890 roku matematyk niemiecki Hermann Schwarz (1843-1921).

Prosta potegowa

Zbiór punktów majacych taka sama potege wzgledem dwóch okregów tworzy prosta, która
nazywamy potegowa, lub jest pusty.
Oto dowód: I
Oznaczmy promienie okregów przez rl, r2 i odleglosc ich srodków Ol i O2 przez p. Wykazemy,
ze rzut prostokatny P' dowolnego punktu P o jednakowych potegach wzgledem obu okregów na
Ol O2 nie zalezy od wyboru punktu P. To \\" '<qrczy (prawda ?). Oznaczmy jeszcze odleglosci P
od Ol i O2 przez dl i d2•

Mamy wiec

d;-d = di-ri.

Obliczmy na dwa sposoby odleglosc PP':

d;-(01P')2 = (PP')2= di-(02P')2.
Mamy stad

i dalej

,

(P-(0IP'»'2-(01P')2 = d-d,
p(p~-2(0,P'» = ri-d,

l ( r2_r2)01P'=2' P-7'
Zatem polozenie punktu P' zalezy tylko od rl, ;, i p, a wiec nie zalezy od wyboru punktu P, co
konczy dowód (bo zbiór pusty otrzymamy dla p 2 - d +d < O - jak to wyglada na rysunku ?).

Prosta potegowa dzieli kazda wspólna styczna okregów na polowy - Czytelnik moze to latwo
sam sprawdzic (mim ta informacja nie jest dalej potrzebna).
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Rozpatrzony przyklad ulamka + pokazuje, ze

maksymalna dlugosc okresu jest czasami osiagana.

Czasami, bo np. + ma okres krótszy od •

maksymalnego (maksimum wynosiloby tutaj 2). CoI

wiecej, kazdy ulamek o mianowniku 7 ma okres
szesciomiejscowy i to wybrany z ciagu

... 142857142857142857142 ...

I drugie pytanie: jakie liczby maja rozwiniecie o okresie

maksymalnej dlugosci?

Czy umiecie wykryc odpowiednie twierdzenia?

Czy umiecie wykryc twierdzenie?

Dowodzi sie, ze liczba wymierna ma rozwiniecie

dziesietne okresowe (moze tez miec rozwiniecie

skonczone, ale formalnie rzecz biorac mozna je
traktowac jako okresowe - zero w okresie). Dowód
jest taki:

Rozwiniede dziesietne uzyskujemy przez dzielenie

licznika przez mianownik. Po wyczerpaniu cyfr
znaczacych licznika nastepny krok dzielenia przebiega
tak

«reszta z poprzedniego kroku) . 10) : (mianownik) =
= (cos) i zostaje (nastepna reszta).

Poniewaz kazda (rózna od zera) reszta jest mniejsza od

mianownika, wiec co najwyzej po «mianownik)-l)

krokach reszta sie powtórzy i bedzie sie od tego

momentu powtarzalo dzielenie - wynik bedzie wiec
okresowy.

(latwo to stwierdzic przygladajac sie dzieleniu l : 7).

Z kolei kazdy ulamek o mianowniku 3 ma okres

jednomiejscowy - tym razem j~st to zawsze (3) lub (6).

~owstaje pytanie: czy kazdy ulamek nieskracalny

postaci L ma okres tej samej dlugosci co ~ ?
q q
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Ciazenie .przeciw ciazeniu
Gdy nie bylo jeszcze mechanizacji, szyny przenoszono
za pomoca specjalnych obcegów. Koniecznosc uzycia
narzedzia brala sie nie z checi zmniejszenia potrzebnej
do podniesienia sily, a z trudnosci w uchwyceniu szyn
rekami,

W samym pomysle nie jest istotne, ze oba wymienione
urzadzenia mialy zab czy hak. Takich samych prawie
obcegów jak do szyn uzywano do przenoszenia cegiel
w szczesliwych czasach,' gdy duze domy jeszcze
z malych cegiel budowano. Kazdy chyba umie
uzasadnic, dlaczego cegly z narysowanego urzadzenia
nie wypadna.

T T T

000000

T

Zastosowane obcegi maja, jak latwo zauwazyc, te
wlasnosc, ze im ciezsza jest podnoszona szyna, tym
mocniej sie na niej zaciskaja. Sila ciezkosci wyrywajaca
szyne z obcegów pracuje przeciw sobie i'uniemozliwia
wyrwame.
Pomysl nie byl nowy. Juz dawno podobny pomysl byl
wykorzystywany do wozenia beczek (np. z piwem) pod
wozem za pomoca luzno zamocowanych haków.

''''-

Jeszcze dawniej Natura wyposazyla w podobne
urzadzenia ptaki. Chodzilo mianowicie o to, by
siedzacy na galezi ptak nie musial ani kontrolowac sily
uchwytu, ani zuzywac na ten chwyt energii miesni.
By siedzial na galezi "automatycznie", nawet podczas
snu. Jak widac, zadanie udalo sie swietnie rozwiazac.

Mala Delte przygotowal Marek KORDOS



lak wygladaja
szybko poruszajace sie ciala~

Artur Konrad EKERT

Poruszajacy sie szescian

v a-
gdzie p = -, a promienie z krawedzi DH startuja - wczesniej niz promienie ze sciany ABFE.c c·
Rysunek 2b przedstawia fotografie spoczywajacego szescianu· w przypadku, gdy os obiektywu
tworzy kat tp z normalna do ABFE. Mamy

a
A' D' = -' v = a' p,

c

l
A'B' = a'-,

y

Szescian o boku a porusza sie wzdluz prostej ze stala predkoscia v. Zdjecie wykonane jest
w chwili, gdy szescian mija os obiektywu (os obiektywu jest prostopadla do jednej ze scian 
rysunek 1). Zaniedbujemy rozmiary katowe obiektu (np. szescian jest bardzo daleko). Ksztalt
zarejestrowany na kliszy bedzie wynikiem wspólistnienia dwóch efektów: skrócenia szescianu
w kierunku ruchu o czynnik I' = 1/V1- (V/C)2 (skrócenie Lorentza) i zjawiska pozwalajacego
zarejestrowac na kliszy sciane ADHE ("efekt.optyczny"). Promienie z tej sciany musza

wystartowac wczesniej, by dotrzec do kliszy razem z promieniami ze scia~ ABFE Uest to
warunek powstania obrazu). Daje to szescianowi czas na "usuniecie sie z drogi" promieniom
z ADHE. Otrzymany obraz przedstawia rysunek 2a. Mozemy obliczyc dlugosc zaznaczonych
odcinków.

Problem sformulowany w tytule nalezy nieco uscislic. Zalózmy, ze fotografujemy obiekty
poruszajace sie po linii prostej ze stala predkoscia v, porównywalna z predkoscia swiatla c,
interesuje nas odpowiedz na pytanie - jaki ksztalt obiektu ujrzymy na fotografii. Zacznijmy od
stosunkowo prostego przykladu, który wprowadzi nas w istote tematu i, byc moze, zrewiduje
nasza intuicje.

v

e"" A"

B

Rys.2b

Rys. I

Rys.2a

[J:]
A"B" = a cos tp, A"D" = a sin tp.

I

Ze wzgledu na podobienstwo 2a i 2b szukamy zwiazku miedzy nimi. Chcielibysmy, aby A' B' =- l
= Ali B" i A' D' = A" D" - jest to mozliwe, gdy sin tp = P i cos tp == -.

y

Mozemy juz sformulowac nieco zaskakujacy wniosek, ze (przy przyjetych zalozeniach) fotografia

szescianu poruszajacego sie z predkoscia v = p. c jest identyczna z fotografia sz~scianu
spoczywajacego, fotografowanego pod katem tp takim, ze sin tp = p.

Male uogólnienie
Poprzedni wniosek mozna uogólnic na obiekty dowolnego ksztaltu. Mozna pokazac (np.

poslugujac sie regula dodawania predkosci zgodna ze szczególna teoria wzglednosci), ze promien
swietlny wyslany w ukladzie obiektu pod katem e' (kat mierzymy teraz od kierunku predkosci
ruchu) bedzie zaobserwowany przez spoczywajacego obserwatora pod katem e takim, ze

sine'
sine = ----,-

CI +P cos e')

Zale~nosc miedzy e i e' przedstawia wykres na rysunku 3. Tak wiec przy przyjetych na wstel'Jie
zalozeniach fotografia np. szybko jadacego porsche fotografowanego pod katem e jest
identyczna z fotografia stojacego porsche zrobiona pod katem e'. Gdybysmy filmowali jazde
naszego samochodu, wydawaloby sie nam, ze w trakcie jazdy obraca sie on o kat e' -e(e' i e
zalezalyby od czasu). Rysunek 4 pokazuje, jak to wyglada w przypadku szescianu ABCDEFGH

(prawa czesc rysunku odpowiada mniejszej predkosci). ~auwazmy przy okazji, ze dlan
e = -mamy

2

&

n
sin

2

sin e' = n)Y(I-PCOS2'

y
sin rp = sin (e' - e) = p,

Rys. 3 co zgadza sie z naszymi wczesniejszymi obliczeniami.
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Duze uogólnienie
Chcielibysmy teraz opuscic poczynione na wstepie zalozenia. W tym celu rozwazmy dwa inercjalne

I uklady K' i K. Uklad K porusza sie z predkoscia -;-v wzgledem K'. Zdarzenia (O, O, O, O) w obu
ukladach pokrywaja sie: Obserwatorzy rejestruja (np. na sferycznej kliszy) w chwili t = O = t'
obraz otoczenia, a obie klisze umieszczone sa w poczatkach ukladów Ki K'. Zdarzenie
p = (t', x', y'. z') zostanie zarejestrowane na kliszy obserwatora K' tylko wtedy, gdy

, yx'2+y'2+Z"t = ---.----
c

(promienie padaja na klisze w chwili t = O), co jest równowazne w,arunkowi
S2 = (ct')2 - X'2 - y'2 - Z'2 = O i odpowiada rejestracji zdarzen ze stozka przeszlosci. Warunek

S2 = O jest niezmiennikiem transformacji Lorentza, a wiec jesli zdarzenie pjest zarejestrowane
na kliszy K', to równiez jest zarejestrowane na kliszy K. Korzystajac ze wzorów opisujacych
transformacje Lorentza

x = y(x'+vt'), y = y', z = z' i t = r(t'+ J x')•
oraz warunku 'rejestracji zdarzenct' = - yx'2 +y'2 + i'z budujemy transformacje (x', y', z') <->

<-> (x, y, z). Otrzymujemy zwiazki

y = y', z = z'.

To w zasadzie cala wiedza o zmianie ksztaltu fotografowanych obiektów poruszajacych sie
z duzymi predkosciami. Sposób postepowania jest taki: obiekty w ukladzie K' skladajace sie
z punktów (x', y', z') po zrzutowaniu na klisze daja jakis obraz, jesli chcemy wiedziec, jaki
bedzie obraz na kliszy K, to transformujemy (x', y', z') <-> (x, y, z) i otrzymamy obiekty
w ukladzie K zlozone z punktów (x, y, z), nastepnie rzutujemy je na klisze K i to wszystko!

Zauwazmy, ze nasza transformacja mówi wiecej o ksztalcie obiektu niz obl\az fotograficzny .
w wyniku rzutowania na klisze zaniedbujemy czesc informacji dotyczaca tylnej strony obiektu.

Rys,4
Aby "poczuc", jak dziala transformacja obrazu, dokonajmy transformacji prostych figur.
a) Plaszczyzna x' = a

, ttLeTue

a wiec B ma te sama potege wzgledem Ol' i 02, tak samo E.

Przekatne szesciokata opisanego na okregu przecinaja sie w jednym punkcie. W istocie jest tak
równiez dla elips, ale my poprzestaniemy na okregach.

Analogicznie stwierdzamy, ze CF jest prosta potegowa okregów 02 i o" oraz ze AD jest prosta
potegowa okregów o i i O,. Punkt K przeciecia BE i CF ma taka sama potege wzgledem o I i 02

oraz wzgledem 02 i o" a wiec taka sama wzgledemol i o,. Musi wiec lezec na AD.

ES = ET

ES' = ET',

BP = BQ

BP' = BQ'

mamy

Najpierw spostrzezenie: Jesli na dwóch stycznych do okregu odlozymy (od punktów stycznosci

i po tej samej stronie laczacej je cieciwy) taki'sam odcinek, to bedzie istnial okrag styczny do ,
tych stycznych w otrzymanych punktach. Istotnie - narysowana figura ma os symetrii 
prowadzac z konca odlozonego odcinka prostopadla do stycznej otrzymujemy w jej przecieciu

z osia symetrii srodek poszukiwaneg~ okregu (dlaczego?).

A teraz dowód twierdzenia Brianchona. Niech szesciokat ABCDEF bedzie opisany na okregu
i styczny do niego w punktach P, Q, R, S, T, U. Odlózmy (jak na rysunku) jednakowe odcinki
PP', QQ', RR', SS', TT' i UU'. Narysujmy teraz okregi 01,02 i o, takie, o jakich byla mowa
w podanym wyzej spostrzezeniu. Prosta BE jest prosta potegowa okregów o l i 02, gdyz wobec

R'

U' ,

11



(a' = l)t' < O

(a-,Bya2+I) = ctge,

r' = ct'

a = ctg e',

r'a' = r' cos (X',

otrzymamy

(a~y-,By cos O(')x+a;y+a;z = -ct(y cos 0(' -a~,By),

a wiec równiez stoj:ek w ukladzie K. Stozek ten ma nieco inne parametry. Tak wiec na kliszy
o.bsendtora K ujrzymy tez kolo, ale na ogól o innej srednicy.

Rysunek 7 przedstawia, jak wyglada nasz szescian, jesli uwzgledniamy jego rozmiary katowe.

Poruszajaca sie stera

, sin e'
mozemy wiec wyznaczyc tg e = -----

y(cos e' -,8)
Jest to wzór opisujacy aberracje promieni swietlnych - juz przez nas rozwazany.y

(; -ar = tF(a2+y2+z2)

opisujace hiperboloide dwupowlokowa (tylko jedna powloka ma znaczenie fizyczne) lub stozek,
gdy a = O. Wynik transformacji przedstawia rysunek 5.

b) Pólprosta x' = ay' z = z' = O

x=y(ay'_pya2y'2+y'2), y=y',
""

stad x = y(a-,B y a2+ l)y' i obrazem jest pólprosta,
Analizujac zmiane wspólczynnika kier.unkowego zauwazmy, ze

Otrzymujemy wiec równanie

Wplyw "efektu optycznego" na wyglad szybko poruszajacych sie cial zauwazyl R. Penrose.

Udowodnil on w 1959 r, ze szybko poruszajaca sie sfera zachowuje ksztalt sfery. Wprawdzie
transformacja obrazu nie przeksztalca sfery w sfere,·ale po uwzglednieniu rzutowania na klisze
otrzymujemy przeksztalcenie przeprowadzajace kola na kliszy K' w kola na kliszy K. Oto chyba

.naj prostszy dowód (podany przez M. ,L. Boes w American Journal of Physics, 29 (1961), str. 283).

Sfera spoczywa w ukladzie K. Promienie padajace na klisze tworza stoze~ (rysUJ1ek6), którego
wierzcholkiem jest klisza - poczatek ukladu. Stosujac bezposrednio transformacje Lorentza do
równania stozka

x

a

afJ(

I
I
I
I
I-----1---
1

1I

Rys. 6

Rys. 5

Rys. 7

Rozwiazanie zadania ze strony 1

A

A

Jak wiemy, wystarczy udowodnic twierdzenie ze strony 3. Zalózmy wiec, ze do czworokata
ABCD mozna wewnatrz kata BAD dopisac okrag. Oznaczmy punkty stycznosci przez P, Q,
R i S.
Mamy

AP = AS, BP = BR, CQ = CR, DQ = DS,
skad

AB+BC = AP-BP+BR-CR = AP-CR = AS-CQ =. AS-DS+DQ-CQ = AD+DC
lub

AB+BC = AP-BP+BR+CR = AP+CR = AS+CQ = AS-DS+DQ+CQ = AD+De.

Zalózmy z kolei, ze jest AB + BC = AD + DC i dla ustalenia uwagi A B > Be. Poprowadzimy
przez B równolegla do CD i przez D równolegla do Be. Oznaczmy ich punkt przeciecia przez CI'
Z zalozenia mamy wiec AB+C,D = AD+C,B, a wiec w czworokat ABC,D mozna wpisac
okrag·

Rozpatrzmy teraz dwa przypadki. Prostszy z nich to ten, gdy czworokat ABCD ma kat BCD
wklesly. Wówczas czworokat ABC,D jest wy\?ukly. Poprowadzmy do wpisanego w ten
czworokat okregu jeszcze dwie styczne równolegle odpowiednio do' BC i CD. Oznaczmy ich
przeciecia odpowiednio z AB przez D' i z AD przez B' oraz punkt' ich przeciecia przez C'.
Przekatne szesciokata B' C' D' BC D na mocy twierdzenia Brianchona przecinaja sie w jednym
punkcie K. Z podobienstwa trójkatów B'C' K i BC,K oraz C'D'K i C,DK mamy

B'C' C'K C'D'

BC, = CK = C,D'

B'C' BC,
skad. --=--

C'D' C,D

CD

BC

12



!=44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Klub 44

Mechaniki

Skrót regulaminu

Czolówka ligi zadaniowej "Klub 4411

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan z numeru 4/1984

Tomasz Komorowski - ~widnik 50,09pkt

Marek Gal"cki - Milanówek 49,68pkt

Pawel K.minski - Warszawa 48, 74pkt

Edward Orzechowski - Warszawa 47,71pkt

Józef Siwy - Laziska Grn45,96pkt

Krzysztof Jedziniak- Katowice 45,74pkt

Wojciech Olszewski - Brwinów 45,49pkt

Wspólczynniki trudnosci zadan 82, 83, 84:

2,90 1,80 1,86

Cala siedmiooBobowa czol6wka sklada sie

tym razem z uczestników przekraczaj~cych

linie 44: panowie Galecki i Kaminski

juz po raz trzeci /zostajac Weteranami/,

pan Orzechowski po raz drugi, pozostali

po raz pierwszy, powiekszajac tym samym

liczbe czlonków Klubu do 24.

Redaguje dr Marcin E. KUCZ MA

./
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nr n +4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego

zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic 'co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1'. Ocene mnozymy przez

suma ocen za rozwiazania danego zadania4-3' •

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje

on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana do po~ownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 1/1984.

Zadania nr 97,' 98, 99

Termin nadsylania rozwiazan: 31 I 1985
97: Niech n bedzie ustalona liczba naturalna. Dowiesc, ze kazda liczba x z przedzialu O < x < 1
ma calkowita wielokrotnosc kx spelniajaca warJJnek: n2 (n + l )-1 ~ kx < n.

98. Ciag (xn) dany jest wzorem rekurencyjnym x l = I,
xn+ I = (y' l + x; - 1)Ixn• Uzasadnic istnienie i znalezc wartosc granicy lim 2n Xn•

n~co

99. Na plaszczyznie dany jest odcinek AB o dlugosci c. Wyznaczyc wszystkie tIlo7J.iwepolozeniapunktu C, przy których odcinek AB jest naj dluzszym bokiem trójkata ABC oraz ~elni1)ne sa

nierównosci ha ~ a, hb ~ b, he ~ C (jak zwykle, ha oznacza dlugosc wysokosct opuszczonej, na
bok a itd.)
Zadanie 99 przyslal pan Jerzy Milczarek z Gorzowa Wielkopolskiego.

'/

Teraz z twierdzenia Talesa mamy wspólliniowosc punktów A, C,
C, a jednokladnosc o srodku A i stosunku AC : AC
przeprowadza okrag wpisany w czworokat ABCID na okrag
dopisany do czworokata ABCD.

A teraz przypadek, gdy czworokatABCD jest wypukly.
Wprowadzajac dodatkpwe oznaczenia, jak na rysunku,
uzyskujemy jak poprzednio

B'C C'D'

nie mozna jednak tak prosto uzyskac wspólliniowosci punktów A,

C', C. Ale mozna. Z twierdzenia Talesa m~my bowiem

a wiec B"lY' i BIDI sa równolegle i trójkaty B"CID" i DICBI
sa podobne. Mamy wiec

i (znów z Talesa) punkty A, C, C sa wspólliniowe. A koniec
dowodu jak w poprzednim przypadku.

B'C'

CD'

AD"

AD

AB" ABI-----
AD" ADI

AB" AD

skad
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- Patrz w niebo

dr Tomasz CHLEBOWSKI

W ukladzie meinercjalnym koraliki poruszaja
sie ruchem jednostajnym prostoliniowym

i konieczne jest wprowadzenie sily

bezwladnosci o wartosci (rys. 2)

Fc = 2mcov'.

Zwrócmy uwage, ze sila ta nie pojawia sie

(gdy v~11 OJ) lub jest prostopadla do '" iv'.
. Sugeruje to ogólna postac

Fe = -2mwxv'.

Wprowadwna sila bezwlad.noSci nazywana
jest sila Coriolisa. Wplywa ona na przebieg

wielu zjawisk na obracajacej sie Ziemi.

d
dl (mOJQ) = O,

Rn = 2mwv',

R~ = ma, = ,"co2/.

Pózna jesien jest okresem wyjatkowo korzystnym do obserwacji meteorów. Nie tylko dlatego, ze
wieczory sa coraz dluzsze, ale równiez z tego powodu, ze w ciagu ostatnich trzech. miesiecy roku
obserwuje sie mniej wiecej polowe stalych, silnych rojów meteorów. Przykladowo - dluzsza
obserwacja nieba (powiedzmy, godzinna) na przelomie listopada i grudnia doprowadzi do
zauwazenia kilku, kilkudziesieciu sladów meteorów, z których wiekszosc rozchodzi sie z jednego
(w przyblizeniu) punktu. Ten punkt nazywamy radiantem. Fakt rozbiegania sie torów jest
odbiciem rzutowania prawdziwych trajektorii meteorów na sfere niebieska. Obserwowany w tym

czasie rój to Geminidy. Rózne roje charakteryzuja sie róznymi obfitosciami, co wiecej ten sam
rój moze byc bardziej liczny jednego roku, a mniej - innego. Jednym z najbardziej obfitych
rojów byl rój Leonidów. 17 listopada 1966 roku obserwowano prawie 40 meteorów na sekunde.
Jednak znacznie bardziej typowymi wartosciami sa obfitosci rzedu kilku na godzine.
Opracowano wiele metod obserwacji i wyznaczania torów meteorów. Jednym z ciekawych

rozwiazan pozwalajacych na wyznaczenie predkosci katowej spadajacej gwiazdy jest kamera
fotograficzna z okresowo przeslanianym obiektywem. Na zdjeciu wykonanym taka kamera slad

meteoru jest linia przerywana. Znajac parametry kamery i przyslony latwo wyznaczamy predkosc
katowa ciala, Aby odtworzyc rzeczywista trajektorie, potrzebne sa albo dwie obserwacje tego
samego meteoru z dwóch róznych miejsc, albo obsenyacje radiolokacyjne (rejestracja echa
radiowego od zjonizowanego sladu meteoru, który trwa krócej niz 10 sekund). Ta ostatnia
metoda odkryto równiez kilka nowych strumieni przypadajacych na dzien. Wyznaczenie
prawdziwych wektorów predkosci pozwolilo na potwierdzenie przypuszczenia, ze meteory
powstaly w Ukladzie Slonecznym, a nie przybyly z przestrzeni miedzygwiazdowej.
Wiekszosc meteorów zwiazana jest genetycznie z ro~padajacymi sie kometami, pochodzenie
innych jest nieznane, jeszcze inne zwiazane sa z ... Ziemia. Odkryto dotychczas kilkadziesiat
meteorów, których orbity byly prawie identyczne z orbita Ziemi. Tworza one jakby chmure,
wewnatrz której porusza sie nasza planeta.
Typowe masy meteorów wynosza od kilku gramów do tysiecznych czesci grama, ich predkosci sa
rzedu kilkunastu, kilkudziesieciu kilometrów na sekunde. Jasnosc. i barwa rozblysku
towarzyszacego wejsciu takiego ciala w atmosfere ziemska zalezy od jego masy i predkosci.
Meteory biegnace naprzeciw poruszajacej sie Ziemi zapalaja sie bardzo wczesnie, sa jasniejsze
i bielsze od tych, które doganiaja Ziemie.
Oczywiscie obserwujemy jedynie znikoma czesc meteorów spadajacych na Ziemie. Ogólna masa
~padajaca do atmosfery ziemskiej oceniana jest na kilkadziesiat ton na dobe, z tego odnajduje
sie zaledwie kilka sztuk rocznie. Trzeba znalezc sie w wyjatkowo nietypowych warunkach, by tak
jak Antoine de Saint-Exupery zbierac meteoryty jak jablka lezace pod jablonia (Ziemia, planeta
ludzi, Samolot iplaneta, 3)

Rp = Q = mg.

Dla koralika K':

Dla koralika K:
'"

F; Rne = ~- (mOJe') = 2mwQ .dQ = 2mwQV'
dl dt'

f'

:c
I
I
I

:aI

l~

9

K:

K'

c

R~ lor

ysRp

"9

~

A~8

RnLU

f9"

~

~~

z

Rozwiazanie zadania P 162. W Inercjalnym

ukladzie odnie<ienia na koraliki dzialaja sily
pokazane na rys. 1:

Rys. l

Rys. 2.

Q, Q' - sily ciezkosci,

TI T' - sily za~wniaj~ce starosc
predkosci v',
R~ -reakcja pionowa ramienia AB;
R", R~ - poszukiwane sily reakcji.

Prawo ruchu koralików ma postac

Mw = dLdl •

adzie Mw - wypadkowy moment sil wzaledem
osi obrotu ramki.
L - moment pedu koralika.

Zadanie ze strony I mozna sformulowac tak, by dotyczylo elipsy. W tym celu definicja:

Zbiór punktów, których suma odleglosci od dwóch danych punktów O, i O2 jest stala,
nazywamy elipsa, a punkty O, i O2 - jej ogniskami. Zadanie mozna wiec sformulowac tak:

Jesli istnieje elipsa o ogniskach A i C przechodzaca przez B i D, to istnieje (inna) elipsa o tych
samych ogniskach przechodzaca przez B' i D'.

Z naszego rozwiazania mamy jednak jeszcze dodatkowa informacje: styczne do elips w punktach

B, D, B', D' przecinaja sie w jednym punkcie - mianowic~e w srodku okregu dopisanego do
ABCD (dlaczego?). Moze da sie z tego spostrzezenia zrobic jakies ciekawe twierdzenie o stycznych
do elipsy. Warto spróbowac.
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ROZPOCZNIJ CZYTANIE OD SZESNASTEJ STRONY

Twierdzenie Hadwigera wynika Z lematu 2° Ogniwo w moze lezec na scianie W (ale nie krawedzi).
Wtedy (rys. 11) .

(**) mf(y,) + ... + mf(y,) = m(f(y,) + ... + f(y.».

Lemat. Jesli wieloscian W daje sie rozlozyc na wielosciany
w" ... , W.; M jest zbiorem zawierajacym liczbe n i wszystkie
katy dwuscienne wieloscianów W, w" ... , W.;f jest taka
addytywna funkcja okreslona na M, zef(n) = O, to

f(YI) + ... +f(y.) = o.y, + ... +y, = n

J.R.
f(W) =f(V).

Musimy jeszcze wiedziec, ze funkcje addytywna na zbiorze
skonczonym mozna tak rozszeJ:zyc do wiekszego zbioru
skonczonego, by byla nadal addytywna. Oczywiscie wystarczy
wiedziec, jak rozszerzac na zbiór, który ma jeden element wiecej.
PrzypuSCmy, ze funkcja f jest addytywna na zbiorze M i a l M.
Jesli dla zadnej róznej od zera liczby calkowitej k oraz dla
zadnych al> .•. , a. E M i k" ... , k. E Z nie zachodzi

to mozemy jako f(a) wziac dowolna liczbe rzeczywista. Jesli
natomiast (***) zachodzi, to okreslamy

1
f(a) = - (k,J(a,)+ ... +k.f(u.».

k

A oto dowód twierdzenia. PrzypuSCmy, ze W daje sie rozlozyc na
W" ... , W.; V na V" ... , V. oraz" wielosciany
WJ i V} (j = 1, ... , n) sa przystajace. Funkcje addytywna f
na zbiorze M (patrz sformulowanie twierdzenia) rozszerzamy
do funkcji addytywnej f* okreslonej na zbiorze M* zawierajacym
zbiór M i wielkosci wszystkich katów dwusciennych
wieloscianów W" ... , W. (a wiec i V" ... , V.). Z lematu

Liczba f (a) jest dobrze okreslona. Jesli
la=/,b,+ ... +/mbm·(/,/,; ... ,/mEZ; b" .. :,bmEM, I#O),to
k(/,b, + ... +/mbm) = I(k,a, + ... +k.a.),

wiec k(l,J(6,H '" +/mf(bm» = l(k,J(a,H ... +k.f(a.»,
gdyz funkcja f jest addytywna na M. Zatem

l l
-(k,f(a,H ... +k.f(a.» = -(/,J(b,)+ ... +/mf(bm».k I

f(W) = r*(W) =f*(W,H +f*(W.),

f(V) =f*(V) =f*(V,)+ +f*(V.),

ale oczywiscie r*(V,) = f*(W,), tak wiec

Zarówno w przypadku 1°, jak i 2° (**) jest równe zeru.

"]0 Jesli nie zachodzi zaden z poprzednich przypadków, to
ogniwo w lezy na krawedzi W. Teraz y, + ... +Y. jest równe

. albo oc, albo n - oc, gdzie oc jest odpowiednim katem dwusciennym
W (rys. 12). W obu przypadkachf(y,H ... +f(y.) = f(oc)
i (**) jest równe wadze ogniwa w w wieloscianie W. Tak wiec
suma po prawej stronie równa jest niezmiennikowi Dehna
wieloscianu W.

f(y,H ... +f(y.) =f(71:) = O.

f(W) = f(W,) + ... +f(W.).

l ° Moze sie zdarzyc, ze ogniwo w jest zawarte we wnetrzu
wieloscianu W (nie biorac pod uwage konców w). Jesli kazdy
z wieloscianów W" ... , W. zawierajacy ogniwo w zawiera je
w pewnej krawedzi, to suma katów y, tworzy Kat pelny (rys. 9)
i y, + ... +y.-2:n = O.

Punkcja f jest addytywna, wiecf(y,) + ... + f(y,) = 2f(n) = O.

Jesli jeden z wieloscianów WH I, ... , W.zawiera w we wnetrzu
pewnej sciany, to (rys. 10)

Podobnie dla innych krawedzi. Sumujac otrzymujemy zadana
równosc. Analogicznie niezmiennik Dehna wieloscianu W, jest

równy sumie wag (w W,) ogniw lezacych na jego krawedziach.
Tak wiec dla obliczenia prawej strony (*) trzeba zsumowac wagi
wszystkich ogniw we wszystkich wieloscianach W" ... , W•.

Obliczmy, z jakim wspólczynnikiem wchodzi do·tej sumy
dlugosc m pewnego ogniwa w.

Oznaczmy przez y" , y. katy dwuscienne (przy w) ~ych
z wieloscianów W,s W., w których krawedzi zawarte jest
ogniwo w. Dla wygody zalózmy, ze sa to wielosciany W, , ..., W,.
Oczywiscie suma wag ogniwa w w wieloscianach W" ... , W. jest
równa

Na krawedziach wieloscianu W oraz wieloscianów W" ... \, W.

zaznaczmy wszystkie wierzcholki tych wieloscianów oraz punkty,
w których przecinaja sie krawedzie (rys. 8). Kazda krawedz
zostanie podzielona na drobniejsze odcinki, Nazwijmy je
ogniwami. Tak wiec kazda krawedz kazdego z wieloscianów
sklada sie z jednego lub wiecej ogniw. Dla ogniwa zawartego
w krawedzi wieloscianu W okreslamy jego wagl<wzorem m .f(oc),

gdzie m jest dlugoscia ogniwa i oc wielkoscia k4ta dwusciennego
(wieloscianu W) przy krawedzi zawierajacej to ogniwo. Podobnie
okreslamy wagi ogniw w wieloscianach W" ... , W•.

(*)

Latwo zauwazyc, ze suma wag (w wieloscianie W) wszystkich
ogniw lezacych na krawedziach W jest równa niezmiennikowi
Dehnaf(W). Istotnie, jesli np. krawedz wieloscianu W
o dlugosci l, sklada sie z ogniwo dlugosciach m" mz, m3
(rys. 8), a kat dwusCienny (wieloscianu W) przy niej jest równy
OC" to 1,J(oc,) = m,J(oc,) + md(ocz) + m3 f(rx.3)'

(Jesli dwa wielosciany zawieraja w we wnetrzach scian, to w

nie moze byc ogniwem).
(Na podstawie ksiazki W. G. Boltianskiego "Trzeci problem
Hilberta")

Roxwiaz&Die zadania M 382. Oznaczmy
x+ y = 5.

(x+ y)' + 3x+ y s'+s
Mamy n = --2- --- = --2- +x,
a warunki O ::s;x. O ~ y, x, y calkowite

mozemy zapisac Vi formie :e, s calkowite.
O ., x ., s. Wynika stad; ze dla ustalonego

. { S2+ S $2 + ss:xe(O,I, ... ,s}lne -2-' --2+
S2 +5 }+1, "--2--+s.

Z .. s' .•.s l (s+ 1)2 + (s + I)
auwazmy. ze -2- +5+ =.

0'+0
oraz -2- = -O.

Tak wiec kazda liczba naturalna n nalei:y do
dokladnie jednego z przedzialów domknietych

[ 52 + s 51 + s ] .-2-' -2-: + s. ' wyznaczajac w ten

sposób s(n), a jej9'iejsce w tym przedziafe
wyznacza x(n). Wystarczy teraz polozyc

y(n) = s(n) - x(n), by uzyskac pare (x, »

k. (x+y)2+3x+y
ta a, ze n = ---2---

Rozwiazanie zadania M 381. Zauwazmy. ze
lamana POQ dzieli wielokat na dwa wielokaty
o równych polach. (Aby sie o tym przekonac,

wystarczy polaczyc O z wierzcholkami tych

wielokatów i zauwazyc, ze w ten sposób
podzielilismy je na trójkaty o wysokosci

równej promieniowi okregu wpisanego).
Poniewaz jednak, zgodnie z zalozeniem .
prosta PQ polowi pole naszego wiel0kata.

trójkat POQ musi miec pole równe O, a wiec
O lezy naprostej PQ.
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niz

Rys. 1. Bok AB jest najdluzszym bokiem
trójkata ABC (wtedy spodek wysokosci

spuszcwnej z C lety wewnatrz odcinka AB).
Trójkaty I i l' oraz 2 i 2' sa przystajace.

c

D

B

c

E

E'

A

A

Rys. 3

Iim (n+I)(2n+1) 'S'h=~S'h
n-+oo 6n2 3'

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie
dla graniastoslupów zawartych w
czworoscianie otrzymamy nierównosc
przeciwna. Tak wiec objetosc czworoscianu

ABCD musi byc równa + S· h.

Rys. 2. AF· AB = AG' AC, czyli _A~ _
• AC

= AG . Tak wiec BG iI CF i, podobnie,
AB .

DE II BG. Trójkaty GHF i BCl sa zatem
przystajace (GF = Bl) -- podobnie trójkaty
EF/ i DHC. JeSli odcinek FC przecina
odcinek GK (tzn. jesli 2' AB > AC), to
podzial jest zakoncwny (ACDG = AGHIB u
v DHC v BCl: ABEF = AGHlB u EFl u
u GHF). Jesli 2· AB .; AC, to zamiast
prostokata ABEF rozpatrujemy równowazny
przez podzial prostokat A' B' E' F', dla
którego 2 . A' B' > AC (rys. 3).

Oznaczmy: S - pole powierzchni podstawy
czworoscianu ABCD, h - jego wysokosc.
Obliczamy sume objetosci n (podobnych)

graniastoslupów o wysokosciach !!..., których. n

suma teoriomnogosciowa zawiera czworoscian

ABCD (na rys. 5 n = 5). Graniastoslup

k-ty od góry ma pole podstawy (~r·S.
Tak wiec szukana suma objetosci jest równa

~'h'S'(P+2'+ +n') =3 ...n

= (n+I)(2n+I) 'S./r
6n' '

czyli objetosc czworoscianu nie jest wieksza

F.---,E

l
A

F

nazywamy niezmiennikiem Dehna wieloscianu W.

Twierdzenie (Hadwiger). Niech ~I, ••• , etp beda katami dwusciennymi Wieloscianu W, a PI, ... , P.

katami wieloscianu V. Jesli istnieje taka funkcja addytywna na zbiorze M zawierajacym

n, a:I, ... , a:p, PI, ... , P., ze I( W) -# I( V), to W i V ~e sa równowazne przez podzial.

Tak wiec dla kazdego szescianu Q : I (Q) -# f(Hl) i, na podstawie twierdzenia, Q i Hl (czyli
równiez HI i Hl) nie sa równowazne przez podzial.

W szkole wzoru na objetosc czworoscianu C (+ . pole podstawy . WYSOkOSC)uczono mnie tak:
dzielóno pewien graniastoslup o tej samej podstawie i wysokosci co czworoscian C na takie
trzy czworosciany C., Cl, C3 (rys. 4), ze C, i Cl, a takze Cl i C3 mialy takie same podstawy
i wysokosci, a ponadto CI byl przystajacy do C. Tak wiec objetosc C byla trzy razy mniejsza od
objetosci graniastoslupa.
Ale skad wiadomo, ze czworosciany o takich ~amych podstawach i wysokosciach maja równe
objetosci?
W plaskim przypadku latwo podzielic trójkat na dwa trójkaty i trapez tak, llby dal sie z nich
zlozyc prostokat (rys. 1) o tej samej podstawie i dwa razy krótszej wysokosci. Tak wiec dwa
trójkaty o równych podstawach i równych wysokosciach maja równe pola. Co wiecej, mozna
pokazac, ze jesli dwa prostokaty maja równe pola (iloczyny boków), to jeden z nich daje sie
podzielic na skonczona liczbe wielokatów, z których da sie zlozyc drugi (rys. 2 i 3).
Moze to samo uda sie z czworoscianami? Nazwijmy równowaznymi przez podzial (w skrócie

rpp) dwa wielosciany, z których pierws'zy da sie tak podzielic na skonczona liczbe wieloscianów,
by z otrzymanych kawalków mozna bylo zlozyc drugi. Czy kazde dwa czworosciany o równych

podstawach i równych wysokosciach sa rpp? Pytanie powyzsze nazywane jest trzecim problemem
Hilberta. Negatywna odpowiedz podal w roku 1900 M. Dehn. Autorem innego - prostszego
dowodu jest H. Hadwiger (1954 r.). Tak wiec, aby uzupelnic dowód podany na poczatku artykulu,
trzeba korzystac z przejscia granicznego (rys. 5), jak np. uzasadnia sie regule Cavalieriego.
Pokazemy, ze ,.zla", tzn. nie rpp, para czworoscianów sa czworosciany HI i Hl (rys. 6).
Zauwazmy, ze relacja rpp jest relacja równowaznosci. Latwo pokazac (rys. 7), iz HI jest rpp
z graniastoslupem o podstawie trójkatnej. Przeksztalcajac podstawe tego graniastoslupa
w prostokat (tak jak na rys. l) stwierdzamy, ze HI jest rpp z pewnym prostopadloscianem.
Kazde dwa prostopadlosciany o równych objetosciach sa rpp (wystarczy dwukrotnie zastosowac
dla ich podstaw podzial z rys. 2 i 3f Tak wiec ostatecznie HI jest rpp z pewnym szescianem.
Pokazemy, ze Hl nie jest rpp z zadnym szescianem (nawet o. równej mu objetosci). Znajdziemy
mianowicie pewien niezmiennik równowaznosci przez podzial (czyli "cos", co jest takie samo
dla wieloscianów równowaznych przez podzial), który jest rózny dla Hl i szescianu.
Funkcje rzeczywista I okreslona na podzbiorze M liczb rzeczywistych nazywamy addytywna,
jesli dla kazdych a., ... , an E M i k!, ... , kn E Z (Z oznacza zbiór liczb calkowitych) spelniajacych
warunek k,al + ... +knan = O mamy kd(al)+ ... +kn/(an) = O.

Niech W bedzie wieloscianem, M zbiorem liczb rzeczywistych zawierajacym wartosci a:I, .•. , a:p

wszystkich katów dwusciennych W (w radianach), II, ... , lp dlugosciami odpowiednich krawedzi,
a I funkcja addytywna na M. Liczbe

I(W) = ld(a:I)+ ... +lpl(a:p)

Jako wniosek z twierdzenia otrzymujemy, ze Hl i zaden szescian nie sa rpp. Katami dwusciennymi

HI sa n2 i a: (rys. 6). Oczywiscie, cos a: = ~. Z równosci tej wynika, iz ~ nie jest liczba
V3 n

wymierna (dowód w numerze). Na zbiorze M = {n, ;, a:} okreslamy funkcje I
I( ;) = I(n) = oJCa:) = 1. Funkcja I jest addytywna, gdyz jesli elementy zbioru M

spelniaja warunek kI!!.. +kln+k3a: = O, to k3 = O (inaCZej ~ = __2_k_1+_kl_)2 n k3

i kd(;)+ kd(n)+ k3!(a:) = O.

Obliczmy I (Hl) i I (Q) (Q - szescian o krawedzi l).

I(Hl) = 3/(;) + 3 yZI(a:) = 3 yz.

!(Q) = 12([( ~) = o.

Trzeci problem Hilberta
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