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Zjawisko zwilzania

Mgr Andrzej LUSAKOWSKI

Rzecz bedzie o zjawiskach zwilzania, które kazdy z nas zna z codziennego
doswiadczenia. Zjawiska te decyduja o skutecznosci dzialania mydla, proszków
do prania i róznych detergentów. Sa one intensywnie badane, gdyz odgrywaja
miedzy innymi duza role przy wymywaniu ropy z szybów naftowych. Sa równiez
interesujace z teoretycznego punktu widzenia.

Zanim przejde do wlasciwego tematu, powinienem podac kilka faktów i definicji
z dziedziny zjawisk krytycznych. Artykul M. Napiórkowskiego na temat zjawisk
krytycznych w Delcie 8/1983 dotyczyl glównie magnetyków, my zajmiemy sie
ukladami ciecz-gaz i mieszaninami podwójnymi. Rozpatrzmy na poczatek typowy
diagram fazowy np. dla wody (rys. l). Bedziemy zajmowac sie zjawiskami
zachodzacymi przy temperaturach i cisnieniach odpowiadajacych okolicom
punktu C. Punkt ten nazywany jest punktem krytycznym, a odpowiadajaca mu
temperatura - temperatura krytyczna. Istnienie punktu krytycznego ma ciekawe
konsekwencje, jezeli chodzi o przejscia fazowe gaz-ciecz. W zyciu codziennym
bardl:o czesto obserwujemy taka przemiane, a mianowicie skraplanie pary wodnej.
Dokonuje sie to jednak jedynie poprzez zmiane temperatury, przy ustalonym
(atmosferycznym) cisnieniu. Ta droga odpowiada linii kropkowanej na wykresie
fazowym (rys. 2). W momencie przeciecia linii wspólistnienia faz (linia Te)
nastepuje skokowa zmiana gestosci wody od gestosci pary do gestosci cieczy.
Dzieki istnieniu punktu krytycznego mozemy, sterujac odpowiednio cisnieniem
i temperatura, przeprowadzic wode od stanu gazowego do stanu cieklego
poruszajac sie po drodze reprezentowanej przez linie przerywana na rysunku 2.
Wówczas gestosc wody bedzie zmieniala sie w sposób ciagly i nie ma metody na
okreslenie tego, w którym miejscu przestajemy miec do czynienia z gazem,
a zaczynamy z ciecza. Takiego eksperymentu, niestety, nie da sie wykonac w domu.
Ale wyobrazmy sobie, ze mamy dostep do odpowiednich urzadzen i mozemy
przeprowadzic to i inne doswiadczenia. Zamknijmy zatem w szklanej ampule
wode w taki sposób, aby ciecz nie zajmowala calej objetosci naczynia, a jedynie
jego czesc. Wówczas pozostala czesc zapelni para i otrzymamy uklad, w którym
wspólistnieja dwie fazy - ciekla i gazowa. Oznacza to, ze na diagramie fazowym
znajdujemy sie gdzies na linii Te. Zacznijmy teraz podgrzewac ampule. Poniewaz
jest ona zamknieta, wiec bedziemy posuwac sie caly czas po linii wspólistnienia
faz. W niskich temperaturach obie fazy - ciekla i gazowa beda przezroczyste:
Dzieki istnieniu menisku pomiedzy nimi latwo mozna obserwowac rozdzielajaca
je granice. W temperaturze bliskiej Te menisk nagle zniknie, a w miejsce
przezroczystej cieczy i gazu pojawi sie jednorodny, metny osrodek. Przy dalszym
podgrzewaniu, powyzej Te, substancja wewnatrz ampuly stanie sie znów
przezroczysta, jednak bedzie to juz jedna faza. Opisane zjawisko nosi nazwe
opalescencji krytycznej.

Powrócmy jednak w opisanym eksperymencie znowu do temperatury ponizej
krytycznej. Tym razem przystapmy do pomiarów róznicy gestosci ile i napiecia
powierzchniowego (leg pomiedzy ciecza a gazem, w zaleznosci od temperatury.
W temperaturach bliskich Te

Lle"'" (Te-T)fJ, a (leg"'" (Te-TY'.

gdzie fJ i f-l sa tzw. wykladnikami krytycznymi. Okazuje sie, ze wykladniki
kryty~zne praktycznie nie zaleza od substancji uzytej w doswiadczeniu. Obojetne,
czy nasz eksperyment przeprowadzamy z CO2, czy Z H20, czy z jakakolwiek
substancja majaca punkt krytyczny na swoim wykresie fazowym, to fJ ;:::: 0,33,
a f-l ;:::: 1,3. Stalo sie to podstawa dla sformulowania hipotezy uniwersalnosci,
która jest jednym z najwazniejszych zalozen wspólczesnej teorii zjawisk
krytycznych.
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Przejde teraz do opisu zjawisk w mieszaninach podwójnych. Sa to mieszaniny
dwóch cieczy, które w wysokich temperaturach doskonale mieszaja sie ze soba
stanowiac jedna faze, a ponizej pewnej temperatury rozdzielaja sie na dwie fazy
rózniace sie stezeniem jednego ze skladników. Przykladem moze byc mieszanina
metanolu i cykloheksanu. Obok przedstawiony jest typowy dtagram fazowy dla
mieszanin podwójnych (rys. 3). Na osi poziomej jest zaznaczone stezenie jednego
ze skladników, a na pionowt{j temperatura. Ce i Te nazywane sa stezeniem
krytycznym i temperatura krytyczna. Sens tego diagramu jest nastepujacy.
Przygotujmy mieszanine substancji A i B w temperaturze T1• Niech stezenie
substancji A bedzie równe C l' Przy obnizaniu temperatury poczynajac od
temperatury T2 zaobserwujemy powstawanie nowej fazy. Na poczatku objetosc
nowej fazy bedzie bardzo mala, a stezenie skladnika A bedzie w niej wynosilo C2•
W miare dalszego obnizania temperatury objetosc nowej fazy bedzie rosla,
a stezenie substancji A w kazdej z faz mozemy odczytac za pomoca konstrukcji
pokazanej na rysunku 3. Na przyklad w temperaturze T; stezenia beda
odpowiednio równe C~ i C~.

cc, C;CcCl~

T

Rys. 3

T, 1--' ------------T
Te

T2

Ti

gaz
~ .8Ul

~Ie'
ciecz

RlS.4

6sg ,

Najciekawszy wynik eksperymentu otrzymamy wówczas, gdy poczatkowe stezenie
mieszaniny bedzie równe stezeniu krytycznemu. Wówczas po pierwsze, przy
dochodzeniu z temperatura do Te zaobserwujemy opalescencje krytyczna,
oczywiscie pod warunkiem, ze poczatkowo nasza mieszanina byla przezroczysta.
Po drugie, w odróznieniu od poprzednio rozpatrywanego przykladu, objetosci faz
beda porównywalne od samego poczatku. Mozna to udowodnic przyjmujac, ze
krzywa na wykresie jest w przyblizeniu parabola (rys. 3). Zjawisko separacji

. mieszaniny podwójnej na dwie fazy mozna wyjasnic jakosciowo w nastepujacy
sposób. Czasteczki wchodzace w sklad mieszaniny oddzialuja ze soba róznymi
silami w zaleznosci od tego, czy bedzie to para czasteczek typu A, typu B, czy tez
para AB. Dla wielu substancji okazuje sie, ze przyciaganie pomiedzy czasteczkami
tego samego rodzaju jest wieksze niz miedzy czasteczkami róznych typów.
Mieszanina takich czasteczek dazy do rozdzielenia sie na dwie fazy ..Separacji tej
przeszkadzaja jednak ruchy cieplne. Dlatego w wysokich temperaturach
mieszanina podwójna pozostaje jednorodna. Wraz z obnizaniem temperatury
dochodzimy do momentu, w którym oddzialywania miedzyczasteczkowe
"przezwyciezaja" chaos ruchu cieplnego i rozpoczyna sie separacja na dwie fazy.
W jednej z nich jest wiecej czasteczek typu A, a w drugiej typu B. Powrócmy do
eksperymentu. Przygotujmy mieszanine podwójna o stezeniu krytycznym
i przeprowadzmy pomiary róznicy stezen LIC i miedzyfazowego napiecia
pow'ierzchniowego (J w zaleznosci od temperatury w obszarze dwufazowym. I tu)
znowu czeka nas niespodzianka. Okaze sie bowiem, ze LIC ,...,(Te - Tl, a (J ,...,
,...,(Te- TY'. Wykladniki krytyczne fi i /J nie dosc, ze beda prawie takie same dla
wS2;ystkich mieszanin podwójnych, to ponadto nie beda sie róznily od
poprzednich wykladników krytycznych dla ukladu ciecz-gaz. Znówdaje o sobie
znac hipoteza uniwersalnosci.

Przejdzmy teraz do zjawiska zwilzania. Mysle, ze znane jest Czytelnikowi pojecie
kata zwilzania. Jego definicje przypomina rysunek 4. Zwiazek kata zwilzania e
z napieciami powierzchniowymi miedzy ciecza a gazem (Jeg, ciecza a cialem
stalym (Jes i gazem a cialem stalym(Jsg zwany jest prawem Thomasa-Younga
i jest niczym innym jak prawem równowagi sil dzialajacych na czasteczki osrodka
w punkcie P, w którym stykaja sie trzy fazy (rys. 5). Równanie równowagi sil
w kierunku równoleglym do sciany naczynia ma postac

a stad cos e = «(Jsg - (Jes)/ (JegoJezeli jedna z faz jest cialo stale, to zwiazek ten
jest stosunkowo prosty, w ogólnym przypadku, np. dla trzech nie mieszajacych
sie cieczy nalezaloby rozwiazac równanie wektorowe 0'12+0'13+0'23 = O (rys. 6).
Jezeli (Jsg-(Jse = (Jeg, to e = O. Oznacza to, ze miedzy scianke naczynia a faze
gazowa wchodzi bardzo cienka (z naszego, tj. makroskopowego. punktu widzenia)
warstewka cieczy. W tym przypadku mówimy~ ze mamy do czynienia
z doskonalym zwilzaniem fazy stalej przez ciecz .

Teraz moge juz przystapic do opisu odkrycia, którego dokonal John W. Cahn
w 1977 roku. Otóz zauwazyl on, ze jezeli zamkniete w naczyniu dwie fazy maja
punkt krytyczny - moze to byc na przyklad ciekly i gazowy dwutlenek wegla 
to zawsze istnieje temperatura nizsza od Te, w której zachodzi doskonale zwilzanie
scianek naczynia przez jedna z faz. Dokonajmy za Cahnem analizy wzoru (*) dla
temperatur bliskich temperaturze krytycznej. Wiemy juz, ze dla tych temperatur
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(]eg '" (Te- TY'. Intuicyjnie wydaje sie, ze (]sg-(]se musi byc zwiazane z jakas
wielkoscia charakteryzujaca róznice pomiedzy faza ciekla i gazowa. Narzucajaca
sie wielkoscia jest tu róznica gestosci i Cahn przyjal, ze (]sg-(]se '" L1e, co z kolei,
jak juz wiemy, jest proporcjonalne do (Te- T)P. Zatem w okolicach temperatury
krytycznej cos e zachowuje sie jak (Te- T)p-p. Poniewaz p, > p, wielkosc ta dazy
do nieskonczonosci, gdy T dazy do Te, a stad juz wyciagamy wniosek, ze bez
wzgledu na wspólczynnik proporcjonalnosci zawsze istnieje temperatura, w której
kat e staje sie równy zero i nastepuje doskonale zwilzanie. Temperatura ta
zostala nazwana temperatura zwilzania i zwykle oznacza sie ja przez Tw. Powyzsza
analiza stosuje sie nie tylko do ukladów ciecz-gaz, ale równiez do mieszanin
podwójnych. Jedyna róznica polega na zastapieniu L1e przez L1C- róznice stezen
jednego ze skladników. Opisane zjawisko nosi nazwe zwilzania krytycznego.
Jego istnienie zostalo potwierdzone doswiadczalnie przez Mike'a Moldovera
i Johna Cahna w nastepujacym eksperymencie. Moldover i Cahn zamkneli
w naczyniu mieszanine metanolu i cykloheksanu w temperaturze odpowiadajacej
istnieniu dwu faz - fazy A bogatej w D,letanoli fazy B bogatej w cykloheksan
(rys. 7a). Faza A jako ciezsza zajela dolna czesc naczynia, a górna wypelnila

. mieszanina par metanolu i cykloheksanu - faza C. Nastepnie na powierzchni
fazy B zostala umieszczona kropla fazy A (rys. 7b) i caly uklad zaczeto podgrzewac
mierzac jednoczesnie zaleznosc zaznaczonego na rysunku kata od temperatury.
Kat ten zmniejszal sie wraz ze wzrostem temperatury i w pewnym momencie
Moldover i Cahn zaobserwowali, ze kropla znikla, a na jej miejscu pojawila sie
cienka warstwa fazy A. która oddzielila faze B od fazy gazowej (rys. 7c).
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Praca Cahna dala poc~atek calej serii publikacji poswieconych zjawisku zwilzania.
W wiekszosci tych prac analize rozpoczyna sie od sytuacji, która obrazuje
rysunek 8. Na rysunku tym przedstawiony jest gaz w obecnosci sciany. Czasteczki
gazu oddzialuja zarówno ze soba, jak i ze sciana. Ze wzgledu na przyciaganie
c~steczek gazu przez, sciane gestosc gazu w poblizu sciany bedzie wieksza niz
w duzych od niej odleglosciach. Przykladowy wykres gestosci przedstawia
rysunek 9; z jest tutaj odlegloscia od sciany, a ee i eg sa odpowiednio gestósciami
cieczy i gazu. Zastanówmy sie, co bedzie sie dzialo w tym ukladzie, jezeli
znajdziemy sie w punkcie P diagramu fazowego (rys. 1(}). Punkt ten znajduje sie

. w obszarze odpowiadajacym fazie gazowej, ale bardzo blisko linii wspólistnienia
faz. Gdybysmy nieco zwiekszyli cisnienie lub zmniejszyli temperature, to
rozpoczalby sie proces powstawania nowej fazy - cieczy. Kondensacja gazu jest
mozliwa dzieki istnieniu sil przyciagania miedzy czasteczkami. Dla ukladu
o cisnieniu i temperaturze odpowiadajacym punktowi P sa one jednak zbyt male,
aby "pokonac" ruchy cieplne i uklad pozostaje w fazie gazowej. W poblizu sciany
nalezy uwzglednic dodatkowy czynnik, a mianowicie wspomniane wczesniej
oddzialywania miedzy sciana ~zasteczkami osrodka. Ta dodatkowa sila moze
w pewnych warunkach spowodowac kondensacje gazu w bezposrednim
sasiedztwie sciany, czyli zwilzanie jej przez ciecz (rys. 9). Autorzy wielu prac
zastanawiaja sie nad opisem takiego .zjawiska, a wiec badaja na przyklad wplyw
sil miedzyczasteczkowych na temperature, w której powstaje warstwa cieczy na
scianie, czy tez obliczaja grubosc tej warstwy w zaleznosci od temperatury.
Istnienie sciany moze równiez przyspieszyc proces separacji w mieszaninach
podwójnych. Mozna to zrozumiec dodajac do tego, co napisalem wczesniej o tym
zjawisku, fakt, ze sciana w rózny sposób oddzialuje na poszczególne skladniki
mieszaniny. Ciekawym przykladem jest tutaj ciekla mieszanina izotopówHe3
i He4• Otóz jezeli stezenie He4 przewyzszy pewna wartosc, która zalezy od
temperatury, to cala ciecz przejdzie w stan nadciekly. Doswiadczalnie stwierdzono
istnienie cienkiej warstwy nadcieklej w poblizu scianek naczynia, podczas gdy
ciecz jako calosc byla w fazie normalnej. Oznacza to zwilzanie scianek naczynia
przez faze bogata w He4• Na tym przykladzie zakoncze omawianie zjawiska
zwilzania. Nalezy ono do tych zjawisk, w których bardzo wazna role odgrywaja
rózne efekty brzegowe, czyli to, co sie dzieje na granicach miedzyfazowych.
Badanie takich zjawisk stanowi obecnie jeden z najszybciej rozwijajacych sie
kierunków fizyki.



Co udowodnil
Jerrold B.

Tunnel1?

Dóc. dr Jerzy

Twierdzenie Pitagorasa mówi, ze jezeli X i Y sa dlugosciami przyprostokatnych trójkata
prostokatnego, a Z - dlugoscia jego przeciwprostokatnej, to

(1) Xz+ yz = Zz.

l
Oczywiscie, pole tego trójkata jest równe - XY. W dalszym ciagu ograniczymy sie do

2 .

rozpatrywania trójkatów prostokatnych, których dlugosci boków sa liczbami wymiernymi, tzn.
bedziemy rozpatrywac rozwiazania równania (1) w liczbach wymiernych dodatnich X, Y, z.

BRO W KI N Juz w starozytnosci zajmowano sie zagadnieniem: Czy pole takiego trójkata moze byc równe
danej liczbie naturainejn? To znaczy, 'chodzi o znalezienie takich liczb wymiernych X, Y, Zl
spelniajacych (1), ze - XY = n. Liczby n o tej wlasnosci nazywamy liczbami kongruentnymi.

2 .

l
Na przyklad liczby X = 3, Y = 4, Z = 5 spelniaja (1) oraz - XY = 6. To znaczy liczba 6 jest

2 .I

kongruentna. Podobnie, liczby X = 6~, Y = l~, Z = 6~ spelniaja (1) (Czytelnik zechce to
, l
sprawdzic) oraz - XY = 5. Zatem 5 jest liczba kongruentna.

2
Z drugiej strony, gdyby liczba 2 byla kongruentna, to dla pewnych liczb wymiernych X, Y, Zl
spelniajacych (1) mielibysmy -XY == 2, tzn. Xy = 4. Wtedy

2

.X4+24 = X4.+(XY)Z = XZ. (xz+YZ) = (XZ)z.

Wiadomo jednak, ze równanie a4+b4 = CZ nie ma rozwiazan w liczbach wymiernych (l,. b, c
róznych od zera. Zatem liczba 2 nie jest kongruentna.

Zauwazmy jeszcze, ze liczba n jest kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby
naturalnej m liczba mZn jest kongruentna. Jezeli bowiem pole trójkata prostokatnego o bokach
dlugosci X, Y, Z jest równe n, to pole trójkata don podobnego o bokach dlugosci mX, mY, mZ
jest równe mZn. Wobec tego przy badaniu liczb kongruentnych wystarczy ograniczyc sie do liczb
bezkwadratowych, tzn. niepodzielnych przez zaden kwadrat liczby naturalnej wiekszej od l. Tak
wiec z tego, ze liczba 2 nie jest kongruentna, wynika, ze liczba 8 nie jest kongruentna itp.

.-/ Zagadnienie wyznaczenia wszystkich liczb kongruentnych lub chociazby podania efektywnej
metody zbadania, czy dana liczba naturalna n jest kongruentna - okazalo sie trudne i do dzis
nie zostalo w pelni rozwiazane. Uzyskiwano jedynie wyniki czesciowe dotyczace tylko pewnych

liczb naturalnych n./

mozna sprowadzic do badania rozwiazan w liczbach wymiernych U, W róznych od zera jednego
tylko równania

UZ = W3-nZW.

XZ+YZ = Zz,

(3)

(2)

W tym artykule omówimy pewien wynik uzyskany ostatnio, który niemal calkowicie rozstrzyga
problem wyznaczania liczb kongruentnych.

Badanie rozwiazan w liczbach wymiernych X; Y, Z ukladu równan

1-XY= n
2-

Rozwiazanie zadania F 193. Po oswietleniu
kulki w wyniku zjawiska fotoelektrycznego
zaczna ja opuszczac elektrony i bedzie sie ona
ladowac dodatnio. Pod wplywem pola
elektrostatycznego kulki coraz wiecej
elektronów bedzie do niej wracac. Ladunek
kulki u.tali sie, gdy w wyniku przyciagania
przez kulke wszystkie elektrony opuszczajace
ja beda do niej wracac. Wystapi wówczas
stan równowagi dynamicznej. Maksymalna
energia kinetyczna e~ktronów opuszczajacych
kulke wynosi E. = hp- W, gdzie p jest
czestoscia padajacego swiatla, a h stala
Planeka.

1
Mianowicie, jezeli liczby wymierne X, Y, Z spelniaja uklad (2), to liczby U = - Z(XZ - YZ) oraz

fr 8
l

W = "4 Zz sa wymierne, rózne od zera i spelniaja równanie (3). Mamy bowiem

l 1
UZ = _ZZ(XZ_ yZ)Z = _ZZ«Xz+ yZ)Z_4XzyZ) =64 64

= ~ ZZ((~Zzr-O XYf) = W(WZ-nZ) = W3_nZW.

Na odwrót, jezeli liczby wymierne U, W, rózne od zera, spelniaja równanie (3), to przyjmujac

otrzymamy, jak latwo sprawdzic, rozwiazanie ukladu równan (2) w liczbach wymiernych.
Badanie rozwiazan równania (3) w liczbach wymiernych jest o tyle latwiejsze, ze równanie to
opisuje tzw. krzywa eliptyczna, a teoria krzywych eliptycznych jest bardzo rozwinieta i dostarcza
róznych silnych metod do badania punktów o wspólrzednych wymiernych na tych krzywych.
Poslugujac sie wlasnie takimi zaawansowanymi metodami, omawianie których wykracza znacznie

Tuz przy powierzchni kulki elektron ma
energie E = E. - (1/4 ,tEo) • eq Ir = hp-
- W- (l/4"'0)eqfr, gdzie e - ladunek
elementarny, q - ladunek kulki. Jezeli
wszystkie elektrony opuszczajace kulke maja
na nia wrócic, to ich maksymalna energia
w nieskonczonosci jest równa zeru. Calkowita
energia elektronu po opuszczeniu kulki nic
ulega 7.mianic.Stad hp- W- (1/4 '''o)eqlr =
= Oiq = 4""or(hp- Wl/e .

X = WZ:"-nz
U

Y= 2Wn
U '

Z = WZ+nz
U

••



RozwiaZlloie zadania M 427. Niech P,h qrr i rn

oznaczaja prawdopodobienstwa znalezienia
pionka w wierzcholku p. Q i R po n krokach.
Jedyna trudnosc to pokazanie, ze ciagi Pn.

qn, i r" sa zbiezne. Przy lalozeniu zbieznosci

równosc grani<:jest oczywista. Zatem Po = l,
qo ~ O, ro ~ O. Otóz

)

Pn+l = 2 qn+ 2 Tn·

Istotnie, pionek moze trafic do P z Q lub R.
jesli na przyklad by) w Q, to

z prawdopodobienstwem ~ trafia do P.
Podobnie

l l I)
qn+l = I Pn+ 2: Tn. 'n+t = 2" Pn+ 2" q •.

l
Stad Pn+l-Q"+l :2 (p,,-qn), zatem

l
IPn+l-q,,+d ~ 2"+1' co oznacza, ze

Pn - q" -+ O. Podobnie p,. - T" -. O.

Mamy wiec Pn+q"+T,,

Pn -qn --+ O

Pn-'n -+ O.

l
Stad 3p. - ) wiec P. -, J'

poza ramy tego artykulu, J. Tunnell w 1983 roku udowodnil twierdzenie pozwalajace rozstrzygnac
w skonczonej liczbie kroków, czy dana liczba naturalna jest kongru::ntna, czy nie. Niestety,
pewien fragment dowodu tego twierdzenia jest oparty na nieudowodnionej dotad hipotezie
dotyczacej krzywych eliptycznych (tzw. hipoteza B-SD, Bircha i Swinnertona-Dyera). Hipoteza

ta zostala sprawdzona w wielu szczególnych przypadkach i wydaje sie bardzo prawdopodobna.

Twierdzenie TunnelIa brzmi, jak nastepuje: Niech n bedzie liczba naturalna nieparzysta
i bezkwadratowa. Badamy liczbe rozwiazan w liczbach calkowitych x, y, z kazdego z równan

(4) n = 2x2+y2+32z2 i n = 2x2+y2+8z2.

Jezeli liczba n jest kongruentna, to drugie równanie (4) ma dwa razy wiecej rozwiazan niz
pierwsze. Na odwrót, jezeli drugie z tych równan ma dwa razy wiecej rozwiazan niz pierwsze, to
liczba n jest kongruentna, o ile wspomniana wyzej hipoteza B-SD zachodzi dla krzywej opisanej
równaniem (3).
Analogiczne twierdzenie ma miejsce dla liczb n bezkwadratowych parzystych. Trzeba tylko
równania (4) zastapic przez

n = 8x2+2y2+64z2 i n = 8x2+2y2+16z2.

Tak wiec korzystajac z twierdzenia Tunnella mozna dowodzic, ze pewne liczby naturalne n nie sa
kongruentne. Natomiast dowód, ze liczba n jest kongruentna, powolujacy sie na to twierdzenie,
wymaga jeszcze wykazania, ze hipoteza B-SD zachodzi dla odpowiedniej krzywej eliptycznej.

Podamy kilka przykladów. Liczba 3 nie jest kongruentna, poniewaz przy n = 3 kazde z równan
(4) ma cztery rozwiazania w liczbach calkowitych: x = ± l, y = ± l, z = O i oczywiscie 4 # 2·4.
Rozumujac podobnie mozna udowodnic, ze równiez zadna liczba pierwsza postaci 8t + 3 nie jest
kongruentna.
Niech liczba n daje przy dzieleniu przez 8 reszte 5 lub 7. Wtedy zadne z równan (4) nie ma
rozwiazan w liczbach calkowitych. Kwadrat dowolnej liczby calkowitej przy dzieleniu przez 8
daje bowiem reszte O, l lub 4. Poniewaz n jest liczba nieparzysta, wiec y jest liczba nieparzysta
i prawa strona kazdego z równan (4) przy dzieleniu przez 8 daje reszte l lub 3. Mamy tez

O = 2· O. Wobec tego, jezeli przyjmiemy hipoteze B-SD, to z twierdzenia Tunnella wynika, ze
kazda liczba naturalna n dajaca przy dzieleniu przez 8 reszte 5 lub 7 jest kongruentna.
Analogicznie z hipotezy B-SD mozna wyprowadzic, ze kazda liczba n dajaca przy dzieleniu
przez 8 reszte 6 jest kongruentna.
To, ze np. liczba 7 jest kongruentna, mozna udowodnic bez jakiejkolwiek hipotezy. Wystarczy

24 . 35 337 l
stwierdzic, ze liczby X = -, y = -, Z = -- spelniaja równanie (I) oraz 7 = -XY.

5 12 60 2
Nie znamy jednak ogólnej metody znajdywania takich liczb X, Y, Z, np. dla liczb n dajacych
reszte 7 przy dzieleniu przez 8.
Podobnie z twierdzenia TunnelIa przy zalozeniu hipotezy B-SD wynika, ze liczba 65 jest
kongruentna, mimo ze daje ona reszte l przy dzieleniu przez 8. Wystarczy mianowicie znalezc
wszystkie rozwiazania kazdego z równan (4) przy n = 65 i porównac ich liczby. Nie przedstawia
to wiekszych trudnosci - wyznaczenie tych rozwiazan pozostawiamy Czytelnikowi jako latwe
cwiczenie. Natomiast znalezienie trójkata prostokatnego o dlugosciach boków wymiernych
i polu 65 jest zadaniem nieco trudniejszym. Mamy nadzieje jednak, ze Czytelnik z nim sobie
równiez poradzi. Udowodni w ten sposób, ze liczba 65 jest kongruentna. Fakt ten byl znany
matematykom arabskim juz w X wieku.

Zauwazmy na zakonczenie, ze liczacy sobie ponad 1000 lat i majacy calkiem elementarne
sformulowanie problem znajdywania liczb kongruentnych stanowi drobna ciekawostke i jest
zagadnieniem bez wiekszego znaczenia. Mimo to jego prawie kompletne rozwiazanie wymagalo
uzycia bardzo zaawansowanych metod z róznych dzialów matematyki wyzszej, rozwinietych
dopiero w XX wieku.

Rozwiazanie zadania P ]92. Gdy clastka znajduje sie w srodku kuli. nosniki
ladunku w przewodnIku rozmieszcza sie tak, b)' natezenie pola eJektr)iczuego
Vi Jego wnetrzu bylo\rówre 7Cru. Musi byc przy tym spelniona zasada
zachowania ladunku. Oznacza to. ze na powierzchni wydraz.enia wyindukuje sie
ladunek - Q, a na zewnelrwej powierzchni kuli - ladunek q. Mozna przyjac, ze
otwór w kuli jest na tyle w:;: k . ze ..ego ohecnosc nie ma wplywu n<1

rozmieszczenie ladunku w przewodniku. Wowczas z symetrii ukladu w}o"I1.1ka

równomierny rozklad ladunku na obu powierzchniach. Energia potencja1na
czastki w polu wytworzonym przez nosniKi ladunku przewodnika wynosi
wówczas E" (I14·.,'0)q'(r-R)IRr.

Jednoczesnie energia potencjalna zwiazana z oddzialywaniem na siebie
nosników ladunku w przewodnik" wynosi E" ~ (l Ig""o)(R - r)q'/Rr (porównaj
z identyczna sytuacja w kondensatorze sferycznym). Calkowita energia

s

potencjalna ukladu w~nosl wiec Ep (l18''''0)q'(r- RllrR. Jezeli czastce
nadamy predko":: l' to w chwili poczqtJwweJ energia ••kladu zlozonego
z czastki, kc' bedzie wynOSilaf. ~ m.'12+ (I/S".,)q'(r- R)/rR Gdy clastka
zacznie sie poruszac, równi~z nosniki ladurku w kuli zaczna sie przegrupowywac.
C'laslka po opuszczeniu kuli bedzie przez nia przyciagana dzieki odpowiedniemu
rozkladowi nosników ladunku. Jez~1i predkosc na~ana cza";tcc jest minim3 na,

to w meskoóczcnosci hedzi4~ on" mi2Ja &:,flrdkosc równa zeru. Równoczesnie

kula stanie sie neutralna w kazdym punkcie

Energia calkowIta ukladu zlozonego z kult i clastki wyniesie wiec wówczas zero.
Jei'.eli zaniedbamy straty energii zwiazane z wydzielanjem sie ciepla podczas
przegrupowywania sie nosników ladunku w kuh. to energia ukladu nie ulega
zmianie. Zatem m.'/2 t- (1/8 ::'olq'(r- R)/rR ,..,O.

Stad mintmalna predkosc jest równa • ~ J' (I-'41l'o)(R-r)q' IrRm.



Cudowna wlasnosc liczby
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Rozwiazanie zadania 1\1428. Rozpatrzm)
ostroslup o wierzcholku w srodku kuli
;podstawie bedacej sciana wieloscianu. Jesh

pole poWIerzchni sciany wynosi P, to objetoS<'
. l .

ostroslupa wynosI ~frP. W takim raZIe
wieloscian. skladajacy si~ z takich wlasnie

ostroslupów, ma objetosc + rS.

Literatura:

l. Euklides, Elementy, Aleksandria, 300 r. p.n.e.,
2. Trygonometria, dowolny podrecznik.

dr Michal SZUREK

W jednym ze starszych numerów American Mathematical Monthly (tom 44,1937, str. 579-583)
znalezlismy ciekawe twierdzenie Williamsa. Warto je chyba przedstawic w Delcie.

W kazdym trójkacie zachodzi nierównosc

sin~ sin~siny "" _1_ (2 YI3-5) Y2 y13+222 2 54

i oszacowania nie da sie poprawic, tj. istnieje trójkat, w którym powyzsza nierównosc staje sie
równoscia·

Dla dowodu oznaczmy sin ~ sin ~ sin y przez R. Poniewaz y = 1t - (oc + P) (zob. [l J w spisie2 2

(OC-p oc+P) oc+P oc+P
literatury), wiec (zob. [2]): R = cos---cos-- sin--cos--.

2 2 2 2

Polózmy teraz oc = x+d, P = x-d, y = cos x, k = I-cos d, i po prostych przeksztalceniach

otrzymujemy R = Y Y -:Y+2y3_2y+ 1 -kyyl- y2.

Chcemy znalezc najwieksza wartosc funkcji R na zbiorze {(k, y) : O"" Y "" 1, O"" k "" l}.
Standardowe metody (zrózniczkowac i przyrównac do zera ... ) raczej zawodza. Chyba, ze ktos
z Czytelników ... My skorzystamy z tozsamosci, prawdziwej dla kazdego a:

(y2-2oy+a2)(y4+2(a_l)y3 +a(3a-4)y2+2(a-I)2(2o+ l)y+a(a-l)2(2o+ l» =
= y6-2y5+2y3-(3a4-5a3+3a)y2+a3(a_I)2(2o+ l).

W dalszym ciagu bedziemy zainteresowani wyborem a tak, by wspólczynnik przy y2 byl równy-I, tj.

3a4-5a3+3a-l = O,

tzn. (a2-2o+1)(3a2+a-l) = O, skad

1

a = 1 lub a = 6(-1± Ym.

W dalszym ciagu za a przyjmiemy wartosc ~ ( -1 + ym ~ 0,4343 < ~.6 2

Oznaczajac znów c = 2(a-l)2(2o+ 1), h = a(a-l)2(2o+ l) mamy po niekrótkich acz
zrozumialych przeksztalceniach

R = Ya2h-(y-a)2(y+2(a-l)y3+a(3a-4)y2+cy+h)-ky yr'_y2

i zadanie prawie rozwiazane: jezeli wielomian czwartego stopnia widoczny pod pierwiastkiem
powyzej jest dodatni dla O "" Y "" 1, to w punkcie y = a, k = O mamy, oczywiSCie, szukana
najwieksza wartosc wynoszaca wlasnie tyle, ile twierdzimy. Sprawdzenie, ze wielomian
y4+2(a-l)y3+a(3a-4)y2+2(a-l)2(2o+ 1)y+a(a-l)2(2o+ 1) przyjmuje w przedziale (0,1)
wartosci dodatnie, jest moze latwe dla posiadaczy kalkulatorów elektronicznych. K. P. Williams
o takim przyrzadzie nie slyszal, wiec uzyl prawie zapomnianej dzis metody zwanej lancuchem
Sturma. Przedstawimy te rachunki. Oznaczmy

f(a, y) = y4+2(a-l)y3 +a(3a-4)y2+2(a-l)2(2o+ 1)y+ala-l)2(2o+ 1).

MamYf(~,y)=y4_y3- ~y2+y+ ~ = (y-l)(y+1) (y2_y_ :»0,
gdy O < y < 1,

f{1, y) = y_y2 = y2(y2_l) < O dla O < y < 1,

f(:,y)=y4+2(: -1)y3+2(: -1)'(: -1)Y+ :(: -1)'(: +l»Odlay>o.
Porzadkujac terazf(a, y) wzgledem poteg a mamy
f(a, y) = 204+ (4y-3)a3 + 3y(y-2)a2 + (2y3_4y2+ l)a+ (y4_2y3+ 2y)

l 3
i widzimy, ze wspólczynnik przy a przyjmuje wartosc zero miedzy - a - i miedzy 1 i 2,·24
a "wyraz wolny" y-2y3+2y jest dodatni przy y> O. Zatem w równaniuf(a, y) = O sa dwie
zmiany znaku dla y < 1, a wiec nie wiecej niz dwa pierwiastki przy y < 1. Ale, jak zauwazylismy,

dla y < 1 f( ~ ' y) > O, f{1, y) < O, f( : ' y) > O, tak ze dla y < 1 jest jeden pierwiastek
1 4 1 .

miedzy - i l i jeden miedzy l a -. Zatem gdy a < -, nasze równanie nie ma pierwiastków
2 3 2

wzgledem y mniejszych od jednosci (a jak widzielismy, : (-1 + y 13) ~ 0,4343 < ~).

Po prostych obliczeniach okazuje sie, ze trójkat, \v którym powyzsze maksimum (~ 0,2213) jest
osiagane, ma katy oc = P = 64°15'30", Y = 51°29'. I kto by to pomyslal?

&



Czy jednak rzeczywiscie gwiazdy tego gwiazdozbioru ukladaja sie w ksztalt krzyza?
Trudno w zasadzie orzec, dlaczego tak go nazwano, skoro brakuje jasnej gwiazdy lezacej na
skrzyzowaniu ramion o koncach wyznaczonych przez cztery najjasniejsze gwiazdy. Przypomina
on raczej pochylony latawiec, a jesli juz chcemy doszukac sie ksztaltu krzyza, to mozna to zrobic
na rózne sposoby, co ilustruja rysunki.

Patrz w niebo

Praktycznie trudno w niewielkim obszarze nieba znalezc równie piekne" charakterystyczne
zgrupowanie jasnych gwiazd, jak to, które tworza cztery najjasniejsze gwiazdy Krzyza Poludnia
(o:, p, y i o) oraz lezace w poblizu o: i p Centaura (niemal na przedluzeniu linii op Krzyza 
zdjecie).

Po czasach swej swietnosci na "perskim niebie" Krzyz przez dlugi czas, obserwowany z rzadka
i przez nielicznych ludzi ze "Starego Swiata", nie stanowil oddzielnego, nazwanego gwiazdozbioru.

Zaliczano ~o wówczas do rozleglego sasiedztwa konstelacji Centaura. Dopiero w XVII wieku
zostala nadana mu nazwa. Jest ona pozostaloscia po istniejacej wówczas tendencji do deateizacji
nazw konstelacji. Przykladem realizacji tych dazen jest atlas Juliusa Schillera, w którym
starozytne nazwy gwiazdozbiorów zastapiono przez postacie biblijne. Krzyz zostal nazwany przez
francuskiego astronoma Augustina Royera, pozostajacego prawdopodobnie pod wplywem
badaczy poludniowego nieba, którzy dopatrywali sie w ukladzie tych gwiazd symbolu ich
religii. Mial on sluzyc za amulet ochraniajacy przed licznymi niebezpieczenstwami grozacymi
w nieznanych zakatkach swiata.

Tak jest obecnie, ale wiele wieków temu, w czasach potegi panstwa perskiego, Krzyz byl widoczny
z obszarów tego kraju (okolo 40° szerokosci geograficznej pólnocnej). Wspanialy ten
gwiazdozbiór pozostawal przez dlugi czas obiektem szczególnego zainteresowania, a nawet
kultu, w starozytnej Persji. Z czasem, wskutek zjawiska precesji osi ziemskiej, przesuwal sie
w kierunku poludniowego horyzontu, by wreszcie za nim zniknac dla perskich obserwatorów.

Zastapiony zostal wtedy przez inny gwiazdozbiór o podobnym ksztalcie - przez Delfina,
swiecacego wówczas co prawda WYSOkO na "perskim niebie", nie dorównujacego jednak
rozmiarem ani efektownoscia Krzyzowi.

Tym razem proponujemy wyprawe na poludniowa pólkule Ziemi, aby przyjrzec sie pewnemu
ciekawemu obszarowi nieba poludniowego. W zasadzie cala poludniowa pólkula nieba (pólnocna
oczywiscie tez) widoczna jest juz z równika, a gwiazdozbiór, o którym bedzie mowa - Krzyz
Poludnia - moze byc zaobserwowany w calosci na poludnie od szerokosci geograficznej 25°,
a wiec juz z terenuw lezacych w poblizu Zwrotnika Raka. Jednak w pelnej krasie podziwiac go
mozna dopiero z pólkuli poludniowej.
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Krzyz Poludnia czesto utozsamiany jest ze "wskaznikiem" poludnia, analogicznym jak Gwiazda
Polarna dla pólnocy. Jednak, o ile Gwiazda Polarna znajduje sie tuz (w odleglosci okolo 1°)
kolo pólnocnego bieguna nieba i pra"tycznie w kazdym momencie nocy wskazuje kierunek
pólnocny, o tyle w poblizu poludniowego bieguna nieba brak jasnej gwiazdy, która moglaby
spelniac podobna role. Krzyz oddalony jest od poludniowego bieguna nieba o okolo 30° i w ciagu

nocy dosc znacznie zmienia swe polozenie na niebie. Jesli jednak przedluzymy odcinek laczacy
dwie jego gwiazdy - y i o:okolo 4 razy w kierunku od y ku 0:, to otrzymamy polozenie
poludniowego bieguna sfery niebieskiej. W ten sposób zeglarze i podróznicy wyznaczali dawniej
kierunek poludniowy.

Gwiazdozbiór Krzyza lezy na Drodze Mlecznej. Jest to stosunkowo jasny obszar nieba, totez
na jego tle szczególnie efektownie wyglada ciemna mglawica pylowa, zwana Workiem Wegla.
Wyrazna, ciemna plama na Drodze Mlecznej, utworzona wskutek przeslaniania slabych gwiazd
przez pyl jest doskonale widoczna golym okiem. Uwazny Czytelnik, byc moze, dostrzeze ja na
naszym zdjeciu - na lewo od gwiazd o: i p Krzyza.

lnnym, ciekawym obiektem tego gwiazdozbioru jest gromada otwarta zwana Kappa Krzyza
(x Krzyza to najjasniejsza gwiazda tej gromady), nie bez powodu okreslana tez mianem
szkatulki klejnotów. Jej prawdziwa ozdoba jest silnie czerwona gwiazda, o której John Herschel
pisal: "Najczerwiensza, najbardziej krwisto-szkarlatna ze wszystkich gwiazd, jakie kiedykolwiek

,widzialem. W porównaniu z bialoscia p Krzyza wyglada ona jak kropelka krwi".

Osobom, które zapragna obejrzec ten piekny gwiazdozbiór nieba poludniowego i w tym celu
wybiora sie w dluga podróz, radzimy wyprawe odbyc wiosna (tzn. gdy wiosna bedzie panowac
na naszej pólkuli). Jest to bowiem okres jego najlepszej widocznosci.

mgr Joanna UDALSKA
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Umiejetnosc okreslania kierunku pólnocnego w terenie
na podstawie gwiazd (rys. l) jest dla przecietnego
czlówieka wlasciwie zupelnie nieprzydatna, a dla
kapitana statku plynacego przez ocean to za malo.
Kapitan musi znac wlasne wspólrzedne geograficzne.
Okazuje sie, ze mozna to latwo osiagnac równiez przez
obserwacje gwiazd.

Rys. l. Charakterystyczne gwiazdozbiory umozliwiajace
odszukanie Gwiazdy Polarnej. Lezy ona w kierunku pólnocnym
z dokladnoscia ± 1°.

rzut potudnM
Greenwlclv
na niebo

Gwiazdy na sferze niebieskiej maja swoje wspólrzedne
okreslone analogicznie jak wspólrzedne geograficzne na
kuli ziemskiej. Osie obu tych ukladów wspólrzednych
pokrywaja sie (tworzac tzw. os swiata), dzieki czemu od
razu widac, ze gwiazda o deklinacji tJ zawsze znajduje
sie nad równoleznikiem o szerokosci geograficznej
q; = tJ. Druga wspólrzedna punktu pod gwiazda jest
nieco trudniej okreslic. Umówmy sie, ze gdy niebieski
poludnik zerowy znajduje sie nad ziemskim
poludnikiem zerowym, to mamy godzine zero (czasu
gwiazdowego). Po uplywie czasu T niebieski poludnik
zerowy znajdzie sie nad poludnikiem ziemskim
o dlugosci geograficznej T (jednej godzinie odpowiada
15°), a gwiazda o rektascensji oc nad poludnikiem
o dlugosci A = T-oc.

Rys. 2. Sfera niebieska z kula ziemska vi srodku. Wspólrzedne
niebieskie - rektascensja i deklinacja (ex, <5)- sa okreslone
analogicznie jak ziemskie dlugoSC i szerokosc geograficzna
0, Ip). Niebo obraca sie pozornie wokól osi swiata w tempie
l obrót na dobe gwiazdowa (doba gwiazdowa jest o okolo 4 min.
kr6tsza od sredniej slonecznej). Kat T jest miara uplywu czasu
gwiazdowego.
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Z powyzszego rozumowania wynika juz metoda
wyznaczania polozenia. W kazdej chwili potrafimy
mianowicie okreslic wspólrzedne (A., lp) punktu na
Ziemi polozonego akurat pod gwiazda o wspólrzednych
(o:, <5),jezeli wiec ze statku widac te gwiazde o z
stopni od zenitu, to oznacza, ze znajduje sie on
o tylez stopni od punktu (A.,lp). Na globusie mozna
wtedy narysowac kolo, na którym gdzies statek sie
znajduje, bo wiadomo, gdzie lezy srodek tego kola

. i jaki jest jego promien (rys. 3). Wystarczy te sama
procedure powtórzyc dla drugiej gwiazdy, by dostac
drugie kolo,_które z pierwszym musi sie przeciac.
Jeden z punktów przeciecia sie tych kól (a zazwyczaj
latwo rozstrzygnac który) to polozenie statku (rys. 4).

Rys. 4. Dwa kola pozycyjne - w jednym z punktów ich przeciecia
sie jest statek. Jezeli jedna z obserwowanych gwiazd jest Gwiazda
Polarna, to od razu q; ::::; 90° - z.

Lw;terko potaaone
z yamLen.iem

l

Rys. 5. Sekstans. Obracajac ramie sprowadza sie obraz gwiazdy
na obraz horyzontu. Na skali odczytuje sie wtedy wysokosc h
gwiazdy nad horyzontem, równa oczywiscie 90° - z.

Mala Delte przygotowal Tomasz KW ASr
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Rys. 3. Jezeli mamy narysowac na globusie kolo oparte na kacie
srodkowym z, to rozwarcie s;yrkla latwo okreslic wbijajac ostrze
w biegun, a drugie ramie opierajac na równolezniku o szerokosci
geograficmej 90° - z.

Pozostaje wyjasnic, w jaki sposób mierzy sie na statku
kat (luk) miedzy gwiazda a zenitem. Pomiar ten
wykonuje sie za pomoca sekstansu (rys. 5) - przyrzadu
genialnego przez to, ze umozliwia wykonanie pomiaru
z dowolnie kolyszacego sie statku. Jest to mozliwe
dlatego, ze dzieki ukladowi dwóch lusterek nawigator
widzi.w lunetce zarówno horyzont, jak i gwiazde
i jezeli te dwa obrazy drgaja w polu widzenia, to
w kazdym razie drgaja jednakowo i " sprowadzenie
gwiazdy na horyzont" nie przedstawia trudnosci.

Tak wiec na statku musi znajdowac sie sekstans i zegar
(gwiazdowy), no i oczywiscie katalog gwiazd. W dzien
wykorzystuje sie pomiar z dla Slonca, a poniewaz
potrzebne sa dwie takie obserwacje, to obserwuje sie
Slonce dwukrotnie - nalezy przy tym uwzglednic, ze
w czasie miedzy obserwacjami statek przebedzie
okreslona droge. Niezbedne wykresy wykonuje sie
oczywiscie nie na globusie, lecz na mapach, ale to juz
sa szczególy techniczne.

Rys. 6. Zegarem gwiazdowym moze byc dowolny zegar
(pokazujacy normalnie czas sloneczny) spieszacy sie o okolo
4 min. na dobe.



Na poczatku skladniki ukladu ewoluuja tak, jakby byly
gwiazdami pojedynczymi (rys. 4a). Gwiazda bardziej masywna
szybko wypala wodór w centrum i staje sie czerwonym
olbrzymem (gwiazda o malym helowym jadrze i ogromnej,
majacej wiele jednostek astronomicznych, otoczce). Natomiast
mniej masywny skladnik ukladu podwójnego wypala tylko
niewielka ilosc wodoru tak, ze niewiele sie zmienia. Przykladem
ukladu podwójnego w tej fazie ewolucji moze byc HD 200428/9.
Obie gwiazdy znajduja sie wewnatrz swoich powierzchni Roche'a,
a okres ich obiegu wynosi 113 dni. Ten etap rozwoju, trwajacy
od kilku milionów do miliardów lat, konczy sie w momencie, gdy
bardziej masywna gwiazda; czerwony olbrzym, zwiekszy promien

Pierwszych europejskich obserwacji pojawienia sie zupelnie
nowych gwiaz~ na sferze gwiazd stalych dokonal Tycho Brahe.
Podobne obserwaCje gwiazdy z 1054 r., wykonane w Chinach,
nie byly znane w Europie. Zaobserwowane wtedy gwiazdy
okresla sie mianem supernowych, gdyz pojawialy sie tam, gdzie
nie bylo widac zadnej gwiazdy i zwiekszaly swa jasnosc dziesiatki
tysiecy razy. Pojawialy sie tez nieco slabiej rozblyskujace gwiazdy,
które nazwano nowymi (rys. l).

Obserwacje gwiazd nowych zaczely rozwijac sie pod koniec
ubieglego wieku, analiza tych danych pozwolila Otto Struvemu
postawic hipoteze, ze wszystkie nowe sa ukladami dwóch
fizycznie zwiazanych gwiazd (tzw. uklady podwójne). Lata
szescdziesiate przyniosly prace obserwacyjne (m.in. astronomów
polskich: Wojciecha Krzeminskiego i Józefa Smaka)
potwierdzajace hipoteze Struvego, a jednoczesnie dostarczyly
ogromu danych o fizycznych wlasnosciach tych ukladów. Okazalo
sie, ze jedna z gwiazd ukladu jest bialym karlem, druga zas 
gwiazda o malej masie palaca wodór w centrum. Ten drugi
skladnik ma rozmiary na tyle duze, ze czesc swojej masy
przekazuje w kierunku bialego karla. Opadajaca materia
w zaleznosci od natezenia pola magnetycznego bialego karla
(rys. 2) tworzy wokól niego dysk lub kolumny akrecyjne (przy
duzym natezeniu). W ukladzie takim moze nastepowac wybuch
i zwiazane z tym pojasnienie. Z obserwacji znamy szereg cech
gwiazd nowych, i tak:
- podczas wybuchu uklad zwieksza swoja jasnoSC o 3 do
13 mag (czyli od 16 do 16000 razy);
- ilosc energii wypromieniowanej w czasie calego wybuchu
w widzialnej czesci widma waha sie w granicach 1038 do 1Q4s
ergów, to jest tyle, ile Slonce wypromieniowuje w ciagu od 7
godzin do 8100 lat;
- w zaleznosci od rodzaju gwiazdy wybuchowej wybuchy
powtarzaja sie w okresach od 10 dni do 100 lat, przy czym im
czestsze wybuchy, tym mniejsza ich jasnoSC;
- w czasie wybuchów ubytki masy z ukladu zamykaja sie w dosc
szerokich granicach od dziesiatych czesci do kilkuset mas Ziemi;
- czasy obiegu gwiazd ukladu (czyli okres orbitalny) wynosza od
kilkudziesieciu minut do kilkunastu godzin.

Dla dalszego opisu powstawania gwiazdy nowej niezbedne jest
wyobrazenie o polu grawitacyjnym wokól obu gwiazd. Na
rysunku 3a przedstawione sa powierzchnie stalego potencjalu
grawitacyjnego. Ponad powierzchnia oznaczona Co czastki
utrzymywane sa w ukladzie przez sumaryczne przyciaganie obu
gwiazd. Ponizej tej powierzchni, zwanej wewnetrzna krytyczna
powierzchnia Roche'a, na czastki materii oddzi~.luje praktycznie
tylko jedna z gwiazd. Na rysunku 3a zaznaczono równiez punkty
Lagrange'a (L,-Ls). Najwieksze znaczenie dla ewolucji ukladu
podwójnego maja punkty L" L2, L3 (patrz Delta 2/1985). Przez
punkt L, moze nastepowac wymiana masy miedzy skladnikami,
zas przez L2 i L3 - jej odplyw z ukladu (rys. 3b).

Chcac przedstawic ciag modeli prowadzacy do powstania
typowego ukladu wybuchowego jestesmy w rozterce! Z jednej
strony dzieki temu, ze znane gwiazdy i uklady maja rózne masy,
wiek itd. (sa róznie zaawansowane ewolucyjnie), jestesmy
w stanie zaobserwowac kazde ze stadiów rozwoju, z drugiej 
róznorodnosc wsród obserwowanych ukladów podwójnych jest
tak duza, ze szalenie trudno jest je ulozyc w jeden ciag. Co wiec
robia astronomowie? - Konstruuja taki ciag modeli, który
oprócz tego, ze daje dobry model koncowy, ma w punktach
posrednich swoje obserwacyjne odpowiedniki.

Od czego wiec zaczynamy? - Od zalozen! Podstawowym
zalozeniem jest, ze gwiazda nowa powstala z ukladu podwójnego,
o skladnikach dosc znacznie rózniacych sie masa (rys. 4a). Na
poczatku odleglosc miedzy gwiazdami wynosila kilkaset promieni
slonecznych, odpowiada to okresowi orbitalnemu od 100 do 300
dni. Na wszystkich rysunkach 4 (a do g) linia przerywana
zaznaczona jest wewnetrzna powierzchnia Roche'a z punktem L"
zwana linia predkosci zerowej.

-;

~
I

-i

a

~-~",. "',~,, ~

~:' /"-~'\\ /--'''',
,. I I r' ,.--, \

.., f I I \ "-, I ,

..•.•• t l, '-,1 I I J'\ '_"'" _/ I J
", / \ / J

~--"71'..._/ /
- \ I\ "'--"'

KOLUMNA AKRECYJNA

b

>-

I-

_f-

"'f-

y t

Skad sie \vziely gwiazdy n owe?

'...

l

"Z

O"-.,;:~~~~-~~~~~{I,-----7'~
OORt>{:j,•. PLAMAl

M2 M,

Rys. 1. Przebieg zmian jasnosci podczas wybuchu typowej gwiazdy nowej.

Mgr Marek J. SARNA

Rys. 2. Uklady wybuchowe pokazane w plaszczyznie orbitalnej:
arobraz \V przypadku braku pola magnetycznego; l oznacza bialego karla,

a 2 czerwonego karla. _
b) obraz z polem magnetycznym - obecnosc pola obrazuja linie przerywane,
znaczenie l i 2 tak jak w a).

Rys. 3a). Na rysunku pokazane sa krytyczne powierzchnie Roche'a
w plaszczyznie orbity ukladu podwójnego. Zaznaczone sa punkty Lagrange'a.
Jednostka na osi X i Y odpowiada odleglosci miedzy masami MI i M,.

0+++

Rys. 3b). Strzalki pokazuja mozliwe kierunki przeplywu materii. Rysunek b
jest przekrojem plaszczyzna prostopadla do plaszczyzny rysunku a
przechodzaca przez punkty L•• L,. L,.
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b). P = 200 dni, A = 260 RO' CLaS przelewania sie materii okolo 1()4 lat.
Przyklad: SS Lep.

1M0 0.6 Mo
,...- --/ " /' "

( . "/.'" /L ", /'--_/ , --_/
f). P = 0,5 dnia, A = 3,23 RO' utrata momentu pedu poprzez
promieniowanie grawitacyjne lub aktywnosc atmosferyczna - czasy

zachodzenia tych procesów lO' do 10" 'at. Przyklad: V411 Tau.
1Mo U6Mo

-- .
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g). P = 0,285 dnia, A = 22 RO' czas przelewania malerii okolo lO' lat.
Przyklad: Z Cam.

..;~ 0.6M0/.. , /---"
I G '\(ei\ /, "
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........- --"

e). P = 0,5 dnia, A = 3,23 RO' czas dopalania wodoru i helu w warstwowych
ZTódlach energii okolo 10' lat.

Przyklad: AA Dor.

~~\\'\.\\(\\~~~~\SKALA 1mm=02Ro

,.,-'~.,/~~~.I (8 "/e\ III, · /~'")
\~~'--~/ \\~ .::,\,\\,\\1

d). Faza mglawicy planetarnej. P = 0,5 dnia, A = 3,23 RO' czas rozprasz.nia
mglawicy do lO' lat.

Przyklad: UU·Sge.

Konwekcja jest to przenoszenie ,,- - - -.. .•.......

ciepla razem z materia. 1/ ",I . \ ...--"
I SM", \ /'O.6M", \I • x· l
\ / " I

\ / LI ' •.•••_/,. //, /
.•..•.. ./---

Rys. 4a). Okres orbilalny P = 200 dni, odlegloSc miedzy gwiazdami

A = 260 RO' czas zycia na tym elapie 6,5 . lO' lat.
Przyklad: HO 200428/9.

o Biare korty '\ Io
o •

Rys. S. Diagram H·R z pOkazana ewolucja gwiazdy o masie okolo 1 MO'
Rózne wielkosci kól obrazuja, jak zmienia Si" promien poczas ewolucji.

na tyle (przyklad SS Leporis, rys. 4b), ze nadmiar materii zacznie
przelewac sie na druga gwiazde przez punkt LI (rys. 4b i rys. 3b).
W przypadku duzej róznicy mas i konwektywnej otoczki
czerwonego olbrzyma po krótkim czasie przeplyw przez LI
zmienia sie w prawdziwy kataklizm. Rozmiary drugiego,
malomasywnego skladnika ukladu (czerwonego karla 
malomasywnej gwiazdy ciagu glównego) rosna bardzo szybko.
Nie jest ona jednak w stanie przyswoic sobie tak wielkich ilosci
materii. Materia wylewa sie na zewnatrz. Oba skladniki ukladu
znajda sie w rzadkiej i nieprzezroczystej chmurze gazu. Teraz
zmiany zachodza bardzo szybko. W ciagu kilkudziesieciu tysiecy
lat obie gwiazdy - czerwony karzel i olbrzym (o helowym lub
weglowym jadrze) - zblizaja sie do siebie. Faza ta nosi nazwe
wspólnej otoczki. W pewnym momencie zblizanie. ustaje,
a otoczka rozprasza sie w przestrzeni (rys. 4c). To, co ukazuje
sie naszym ~om po rozdmuchaniu wspólnej otoczki, jest
ciasnym ukladem podwójnym (odleglosc skladników zmniejszyla
sie kilkadziesiat razy - zwróccie uwage na zmiane skali rysunku
pomiedzy rys. 4c a 4d), zlozonym z czerwonego karla i gwiazdy
palacej wodór (lub wodór i hel) w cienkiej zewnetrznej
warstwie (z gwiazdy tej w dalszej ewolucji powstanie bialy karzel),
zanurzonym w mglawicy planetarnej (rys. 4d). Przyklaaem
takiego ukladu jest UU Sagittae. Jest to mglawica planetarna,
w której centrum znajduje sie uklad podwójny zlozony z bialego
karla i gwiazdy ciagu glównego o masach 1,1 i 0,6 MO i okresie
okolo 11 godzin. Gdy mglawica rozprasza sie i przestaje byc
widoczna, a dzieje sie to dosc szybko, bo w czasie od 104 do 105
lat, pozostaje (rys. 4e) uklad podwójny, np. AA ,Doradus,
w którym jedna z gwiazd dopala resztki wodoru i helu w cienkiej
warstewce na powierzchni, druga zas jest czerwonym karlem.
Obie znajduja sie wewnatrz swoich powierzchni Roche'a, a okres
ukladu wynosi kilka godzin. Dalsze zmiany sa nieznaczne (rys. 4f):
pierwszy skladnik po wypaleniu paliwa jadrowego kurczy sie
i staje sie bialym karlem, drugi zas nie ulega zmianie. Najbardziej
znanym ukladem tego typu jest V471 Tauri. Ma on okres okolo
12,5 godziny, a masy bialego karla i czerwonego karla sa równe
i wynosza okolo 0,8 MO.

A co dzieje sie dalej? Wydawaloby sie, ze nastapil impas, bo
jesli drugi skladnik ma mase mniejsza niz 0,8 MO, to aby na
skutek ewolucji zwiekszyl swój promien do powierzchni Roche'a,
musialby uplynac czas dluzszy od wieku Wszechswiata. Jakie
wiec mechanizmy fizyczne moga "zblizyc do siebie" dwie
gwiazdy (spowodowac utrate momentu pedu z ukladu) tak, aby
czerwony karzel wypelnil swoja powierzchnie Roche'a i zaczal
przelewac materie na bialego karla?

Zaproponowano dwa sposoby utraty momentu pedu z ukladu:
- na skutek aktywnosci atmosferycznej czerwonego karla,
analogicznej do wiatru slonecznego, tylko na znacznie wieksza
skale,
- przez promieniowanie grawitacyjne - trzeba tu nadmienic, ze
istnienie fal grawitacyjnych nie zostalo doswiadczalnie
potwierdzone.

Pierwszy mechanizm funkcjonuje wydajnie tam, gdzie okresy 
obiegów wynosza kilka godzin; dla okresów dluzszych decyduje
ewolucja nuklearna. Charakterystyczne czasy skracania okresu
wahaja sie od 10 do 100 mln lat. Promieniowanie grawitacyjne
jest dominujace przy niewielkich odleglosciach gwiazd (male
okresy). Przykladowo: czas spadku na siebie dwu gwiazd
o masach l MO i 0,8 MO i o okresie poczatkowym 1,5 godziny
wynosi 44 mln lat, a dla okresu 12 godzin - 11 mld lat.
O ewolucji decyduje ten mechanizm, który w danych warunkach
dziala szybciej.
W ten sposób udalo sie nam zamknac caly lancuch modeli, który
prowadzi do powstania ukladu wybuchowego (rys. 4g).

TEMPERATURA K)
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Piotr HAJLASZ

Praca nadeslana na Konkurs dotyczy nowej metody dowodzenili pewnych nierównosci.
W niniejszym skrócie umieszczam jedynie wazniejsze twierdzenia (bez dowodów) i niektóre ich
~tosowania. Oto glówna idea mojej metody.
Chcac udowodnic nierównosc postaci

f(Xlo X2, ... , x.) ~ g(Xlo X2, •.. , x.)

postepujemy w nastepujacy sposób: Rozpatrujemy jedna strone nierównosci, np. g(x 1, ... , x.),

i dokonujemy kolejnych zmian wartosci zmiennych (za kazdym razem zmieniamy wartosci tylko
dwóch zmiennych). Ten proces zmian kontynuujemy w nieskonczonosc, przy czym zmiany te sa
tak dobrane, ze za kazdym razem funkcja f nie zmienia swojej wartosci, funkcja g zas przyjmuje
coraz mniejsze wartosci i ten malejacy ciag wartosci funkcji g jest zbiezny do wartosci funkcji f.
Przystapmy teraz do precyzyjnego przedstawienia tej metody. Na wstepie podamy kilka pojec
o charakterze ogólnym.

Jest to skrót pracy nagrodzonej zlotym
medalem w Konkursie Uczniowskich Prac

z Matematyki w 1985 r.

Definicja. Wezmy pod uwage ciagla funkcje rp: p -+ R, gdzie P jest podzbiorem plaszczyzny R2•

a) Jezeli dla kazdego punktu (x, y) E P liczba rp(x, y) lezy w przedziale domknietym o koncach x
i y, to funkcje rp nazywamy mediana.

b) Jezeli dla kazdego punktu (x, y) E P, gdzie x op y, liczba rp(x, y) lezy w przedziale otwartym
o koncach x i y, to funkcje rp nazywamy mediana wlasciwa (zalozenie x # y jest tutaj konieczne).

Nastepujace funkcje

rp(x, y) = x+y2

tp(x, y) = YxY

1)(x, y) = (XI':rJ/I'

x,yER.

x.y~ O.

x,y ~ O,p > O

sa medianami. Funkcje rp i. 1) sa medianami wlasciwymi. Jezeli dziedzine funkcji tp ograniczymy do
zbioru {(x, y) : x, y> O}, to tp tez bedzie mediana wlasciwa.

Niech rp : A -+ R bedzie mediana, a punkt (x~, ... , x~) E R' bedzie taki, ze kwadrat
o wierzcholkach (m, m), (m, d), (d, m), (d, d), gdzie m = min {xt ... , x~}, d = max {x~, ... , x~},
jest zawarty w A.

Projekcja punktu (x~, ... , x~) wzgledem mediany rp nazywamy dowolny ciag punktów
Xk = (X\k>, ... , X~k» E R· spelniajacy warunek:

Teraz juz mozemy przystapic do dowodzenia nierównosci.

W pracy udowodnilem m.in. twierdzenia:

Twierdzenie 1. Projekcja ekstremalna jest zbiezna w R' do punktu postaci (xo, Xo, ... , xo) ER'.

(xtt .~.+x~rl'.

gdyi#ropj.

al+ ... +a,

n

../f Xl .. o XII'

'./Jlal ... an~

X~k+l> = x~t>

Xl+ ... +X,

n

oraz

dla kazdego k = O, l, 2, ... istnieje taka para indeksów i, j, gdzie l ~ i ~ j ~ n, ze

X}k+l> = XJk+l> = rp(X}k>,xjk»

Twierdzenie 2. Projekcja normalna wzgledem mediany wlasciwej jest zbiezna w R' do punktu
postaci (xo, Xo, ... , xo) ER'.

Tak wiec Xk+ 1 powstaje z Xk przez "usrednienie" wspólrzednych xlk> i xjk>
za pomoca mediany rp.

Jezeli za kazdym razem usredniamy najmniejsza i najwieksza wspólrzedna,
to projekcje nazywamy ekstremalna.

Jezeli dla dowolnego podzialu zbioru {l, 2, ... , n} na niepuste podzbiory A, B i kazdej liczby

naturalnej ko istnieje taka liczba k > ko, ze Xk+l powstaje z Xk przez usrednienie xlk> i XJk>,
gdzie i E A, j E B, to projekcje nazywamy normalna.

Latwo wykazac, ze liczba Xo wystepujaca w obu twierdzeniach ma dla podanych poprzednio
funkcji rp, tp, 1) nastepujace wartosci:

Zadanie 1. Udowodnic, ze jezeli al, ... , a, ~ O, to

~~~~

~~

~~~J

J~~J~

12



czyli to, co mielismy udowodnic.

dla k = 0, 1,2, ...

·y'XI· ... ·X,· XJ· .... x.~

~ ,'r' XI ••... q>(x" xJ)' q>(x" xJ)' ... ·X•.

(1)

Niech (At)~o bedzie projekcja ekstremalna punktu (alt ... , a.) wzgledem mediany '11. Oznaczajac
. ·.1j(XI, ... , x.) = •.XI ••••• x. mamy na mocy (1)

. . . al + ... +a•.....
Pomewaz At •..• (ao, ... , ao), gdZie ao = -----, Wiec na mocy CiaglOSCIfunkCji 1mamyn

, X+y , (x+y)2Dowód. Niech q>(X, y) = -2-' Jak wiadomo, xY'~ -2- = q>(x, y). q>(x, y).

Stad dla dowolnych Xlt ••• , X. ~ 0, l ~ i < j ~ n, jest

Zadanie 2. Udowodnic, ze jezeli ° ~ X, ~ l dla i = 1,2, ... , n, to

n l n

V' ~ ~ -----;;-;==~ l +Xl 1+ .y' XI' •••• x.;=1

Dowód. Niech q>(x, y) = y' xy. Otóz, jezeli x, y E [0, l], to

l 1 l l
-- + -- ~ ---- + ---
l+x l+y l+q>(x,y) l+q>(x,y)

Nierównosc ta wynika dosc prosto z nierównosci

(2)

(y'X_y'Y)2 (l-y'xy) ~ O.

Stad dla dowolnych YI, .•. , Y. E [0, 1] i l ~ i < j ~ n jest

l 111
--+ ... +--+ ... +--+ ... +--~
I+YI I+Y1 I+YJ l+y.

l l 1 1
~ -'-+ ... +----+ ... + ---- + ... + --o

I+YI ,1+q>(y"YJ) l+q>(y"YJ) l+y.

Niech (Xt):; o bedzie projekcja ekstremalna punktu (xI, ..., x.) wzgledem mediany '11.

l 1
Przyjmujac, ze I(Ylt ... , y.) = --- + ... + --- mamy na mocy (2)

l+YI l+y.

n l ,n

V' -- = I(X o) ~ I(Xt) ~ lim I(Xt) = I(xo ... xo) = -~ l +X, k_oo 1+xoi= 1

czyli to, co mielismy udowodnic.

I(Xt) ~ I(Xt+ I)

Podobnie jak w zadaniu l mamy

dla k = 0, 1,2, ...

n

'.1-- -,1+ •.XI .•• X.

Zadanie 3 (nierównosc Holdera). Udowodnic, ze jezeli a" b, > O dla i = 1,2, ... , n oraz liczby
l 1

dodatnie p i q spelniaja równosc - +.- = 1, to
P q

Rozwiazanie zadania M 429. Mamy

k<+3k2+ 1 = (k'+2k}k+ (k2+ I),

k'+2k = (k2+I)k+k,

k2+I=k·k+l.

Dowód (czesciowy). Niech

(XP+yP)I/P
q>(x, y) = --- ,

2 'P(X,y) = (x·;YT'··
Zauwazmy, ze kazdy wspólny dzielnik liczb

k<+ 3k2 + 1 i k' + 2k jest dzielnikiem k2 + l,
oraz ze kazdy wspólny dzielnik liezb k' +2k
i k2 + l jest dzielnikiem k<+ 3k2 + l. Tak wiec

NWD(k<+3k2+ l, k'+2k) = NWD(k3+2k,
k2+1).

Podobnie otrzymujemy

NWD(k'+2k,k,2+1) = NWD(k2+I,k) =
~ NWD(k, 1).
Ale NWD(k, l) = l, czyli liczby k'+ 3k2+ 1

i k' + 2k sa wzglednie pierwsze.

Wówczas mozna wykazac (dowód pomijam; w przypadku p = q = 2 jest on szczególnie prosty
- w tym szczególnym' przypadku dowodzona przez nas nierównosc nosi nazwe nierównosci
Schwarza), ze jesli cx•• CX2,{lI, {l2 > O, to
CXI{lI+CX2{l2 ~ q>(CXI,C(2)'P ({lI, {l2)+q>(CXI,C(2)'P ({lI, {l2)'

Stad dla dowolnych CXlt... , CX.,{lI, , {l. > O i dowolnych l ~ i < j ~ njest

(3) CXI{l1+ +cx,{l,+ ... +cxJ{lJ+ ... +cx.{l. ~

~ CXI{l1+ ... +q>(cx" CXJ)'P({lI,{lJH ... +q>(cx" cxJ)'P({l" {lJH ... +cx.{l•.

13



Niech (Ak)~O bedzie projekcja normalna punktu (at. ... , a.) wzgledem mediany rp. Konstruujemy
teraz projekcje (Bk)f>:o punktu (bt. ... , b.) wzgledem mediany fil: jesli Ak+' powstal z Ak przez

usrednienie wspólrzednych alk) oraz ajk), to Bk+l powstaje z Bk przez usrednienie wspólrzednych
bjk) orazbjk). Oczywiscie, projek~ja (Bk) tez jest normalna.
Wówczas

f(Ak; Bk) ~f(Ak+'; Bk+')

Stad i z ciaglosci funkcji f mamy

f(oc" ... , oc.; {31' ... , {3.) = oc,{3,+ ... +oc.{3.

dla k = O, l, 2, ...

_(ar+ ... +a:)l/p
ao- ----

n '

bo = (b1+ .~. +b:rq.

Ak -> (ao ... , ao),

Bk -> (bo ... , bo),

mamy zgodnie z (3)

Oznaczajac

n

:L alb, =f(Ao; BoJ~ lim f(Ak; Bk) =f(ao, ... , ao; bo•... , bo) =
;= l k-+oo

(p +-")l/P(bq+ +bq)llq n n=n al+'" uit l ,.. • =(:Laf),!P(:Lbf)l/q.
n n ;=1 ;=1

Przy dowodzeniu róznych nierównosci stosowalismy rózne mediany. Skad wiadomo, jaka
mediane zastosowac przy dowodzie konkretnej nierównosci? Nierównosci dowodzone
w zadaniach 1 i 2 sa postaci

(4) !.(a" .. " a.) ~ g.(al, .. " a.) nO::' 1,2,3, .. ,

( Otóz mozna uzasadnic, Ze jezeli taka nierównosc da sie udowodnic wyzej prezentowana metoda,
to mediana q; musi spelniac warunek

(5) "
f2(rp(X, y), rp(x, y» = g2(X, y)

(w przypadku zadan 1 i 2 mediana rp rzeczywiscie spelnia ten warunek), Tak wiec chcac
udowodnic nierównosc (4) wpierw wyznaczamy mediane z warunku (5).
Nie zawsze jednak nierównosc (4) daje sie udowodnic wyzej opisana metoda.

W przypadku zadania 3 sytuacja jest troche inna, gdyz wystepujaca tam nierównosc nie jest
nierównoscia typu (4). Mozna sie jednak dopatrzyc duzych podobienstw i uogólnic
warunek (5) na inne rodzaje nierównosci.

. _ Zadania

Prezentowana metoda dowodzenia nierównosci nadaje sie do dowodzenia nierównosci innych
typów (oczywiscie nie wszystkich), mozna bowiem z powodzeniem znajdowac jej modyfikacje .

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 427. W wierzcholku trójkata stoi pionek. Przestawiamy go do losowo wybranego jednego
z pozostalych wierzcholków (szanse wyboru kazdego sposród dwóch sasiednich wierzcholków sa
równe). Niech P. oznacza prawdopodobienstwo tego, ze po n krokach pionek stoi w wyjsciowym
wierzcholku. Znalezc lim P•.

n->oo

Rozwiazanie na str. 5

M 428. Na/kuli o promieniu r opisano wieloscian o polu powierzchni S. Znalezc jego objetosc.
Rozwiazanie na str. 6

M 429. Wykazac, ze dla dowolnej liczby calkowitej k liczby op + 2k i k4 + 3P + 1 sa wzglednie
pierwsze.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguja mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 192. Wewnatrz umocowanej,przewodzacej, nie naladowanej kuli o promieniu R znajduje sie
kuliste wydra'zenie o promieniu r, którego srodek pokrywa sie ze srodkiem kuli. Jaka minimalna
predkosc nalezy nadac znajdujacej sie w srodku kuli czastce o masie m i ladunku q, aby po
przejsciu przez waski otwór w kuli odleciala w nieskonczonosc?
Razwiazanie na str. 5

F 193. Kulke metalowa oswietlono swiatlem o czestosci v wiekszej od czestosci granicznej dla
zjawiska fotoelektrycznego. Kulka znajduje sie w prózni, a jej promien wynosi r. Jaki ladunek
ustali sie na kulce, jezeli praca wyjscia dla metalu, z którego jest ona wykonana, wynosi W?
Rozwiazanie na str. 4 ,,,'
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Kacik olimpijski

Bardzo duze zastosowanie w dowodzenilJ nierównosci ma nierównosc Cauchy' ego miedzy
srednia arytmetyczna i geometryczna:

... ',1 al + ... +a. o ••Jezeh al •...• a. ~ O. to •. al' .... a. ~ -----, przy czym równosc zachodZI wtedyn

i tylko wtedy. gdy al = az = ... = a•.

Ponizsze nierównosci mozna udowodnic wykorzystujac te nierównosc.

Zadanie. Dowiesc. ze dla dowolnych liczb rzeczywistych Xl> Xz •... , x. prawdziwa jest nierównosc

X~ x1 xg x;' 1
X1'XZ'X3' ... ·X. ~ -+-+-+ ...+-+- .. 2 4 8 2' 2'

(zadanie 2 z zawodów II stopnia XXXI Olimpiady)

Dowód. Zalózmy najpierw. ze Xb "C' X. ~ O. Rozwazmy liczby

Brzydki blad

Pan mgr Adam Kle lner z Krakowa zwróc il
nam uwage, te w nr 12/1985 zle
narysowalismy cien linii srubowej.

R.eczy~wiscie. Linia srubowa powstaje
• ullwiniecia walca trójkatem
prostokatnym, a wiec na cieniu daje

linie bedaoa sinusoida, a nie lamana.
co ilustruje rysunek.

Srednia arytmetyczna tych liczb wynosi

. Z ZZ 2' l1 '-1 Z .-z ZZ 1 z.-l Z' Xl Xz x •
-(2 X1+2 Xz + ...+2X._1 +x. +1)= +-z-+ ... +-+-.2' - 2 2 2' 2'

Srednia geometryczna tych liczb wynosi

Jesli teraz nie wszystkie liczby Xb ...• X, sa nieujemne. to wobec

Zadanie l. Niech n ~ 2 i niech a. Xl> ••• , x. beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Dowiesc. ze

2"/ 2". 2" •. 2ft. _ ...l Xl Xz "0 x. 1 - Xl X2 "0 X",

Stad na mocy nierównosci Cauchy'ego otrzymujemy zadana nierównosc.

Ixfl = ~fXl' .... X. ~ IX11. o •• : Ix.l,

i na mocy juz udowodnionego tez spelniaja nierównosc ..

Oczywiscie równiez zly jest cien
helikoidy, bo jego brzeg jest wlasnie
linia srubowa.

Bardzo dziekujemy p. Kleinerowi
i przepraszamy Czytelników.

a%I-%2 a%2-%3 aXli-Xl n2--- +--- + ...+ --- ~ -----
X1+XZ XZ+X3 X,+X1 2(X1+ ... +x.)

wskazac. w jakim przypadku zachodzi równosc.

(zadanie 3 z VII Austriacko·Polskich Zawodów Matematycznych)

Zadanie 2. Dowiesc, ze jesli suma liczb dodatnicha. b, c jest równa l, to

'I l l-+-+-~ 9.
a b c

(zadanie 6 z zawodów I stopnia IIOlimpiady)

Zadanie 3. Udowodnic. ze dla kazdego naturalnego n i dowolnych liczb nieujemnych al' a2, ...
...,a. spelniona jest nierównosc

n nII(l+a,)~ L (a1+aZ+'" +a.)k
1=1 k=O k! o

(zadanie przygotowawcze z XXVI Olimpiady)

Zadanie 4. Dowiesc. ze jesli a. b, c, d sa liczbami dodatnimi, to zachodzi nierównosc

l l l l 16---+---+---+ ~-----
a+b+c a+b+d a+c+d b+c+d 3(a+b+c+d)

(zadanie 9 z zawodów I stopnia IX Olimpiady)

Piotr HAJLA SZ
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Klub 44,
Termin nadsylania rozwiazan: 31 V 1986

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty". -

p~ Pawlowski po raz trzeci przekracza

aume 44.

R}s. I

P
• ..l.. 5

Zadania z matematyki nr 127, 128

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

127. Czy istnieje w przestrzeni euklidesowej trójwymiarowej zbiór majacy dokladnie 6 osi
symetrii?

26. Czy pocisk wystrzelony z powierzchni Ksiezyca z predkoscia
-li, gdzie li jest chwilowa predkoscia Ksiezyca w jego ruchu
wokól Ziemi: (a) spadnie na Ksiezyc, (b) spadnie na Ziemie, czy
tez (c) wejdzie na orbite dookola któregos z tych cial (którego)?
Odpowiedz uzasadnic. Niezbedne dane nalezy wziac z tablic.

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+ 2. Szkice rozwiazan
Lamieszczamy w numerze n+ 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania
(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan
L matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do I z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik

trudnosci danego zadania: WT =; 4- 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N-
liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
\ M lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy, Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub Fl, zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest
Laliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1986.

128. Niech K bedzie zbiorem punktów plaszczyzny (x, y) o wspólrzednych x, y E {l, ...• p}.
gdzie p jest ustalona liczba pierwsza, p ;;. 3. Udowodnic, ze w zbiorze K mozna znalezc
p punktów, wsród których nie ma trzech punktów wspólliniowych.
Zadanie 128 przyslal pan Jaroslaw Cel z Lodzi

Zadania z fizyki nr 25, 26

Redaguje dr Andrzej NA DOLNY

25. Rysunek I przedstawia uklad optyczny, w którym dwa
zwierciadla plaskie Zl i Z2' prostopadle do siebie, tworza dwie
sciany graniastoslupa o podstawie trójkata równoramiennego.
W trzeciej scianie (nieprzezroczystej) tego graniastoslupa
umieszczono soczewke skupiajaca S o ogniskowej Jw taki sposób,
ze jej os optyczna przecina prostopadle krawedz styku
z~ierciadel, a jedno z ognisk soczewki lezy na tej krawedzi.
Znalezc polozenie i powiekszenie wytworzonego przez ten uklad
obrazu malego przedmiotu P, znajdujacego sie w poblizu· osi
optycznej soczewki w odleglosci 1,5 J od niej.

30.99pkt
20.49pkt

, I , I- _., ,

- Zabrze 45.10pkt
_ Bolealawiec43.27pkt
- Elk 43.09pkt
- Lublin 42.93pkt
- NowySacz 41.68pkt
- Kraków 39.93pkt
- Jelenia G. 38.48pkt
_ Zarazyn 36.22pkt

!=44

piotr Bala .- !orun
TomasE Rawlik - Gliwice

\
Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44 FIl

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 13 /~-2.06/ i 14 /WT.2.99/

CEolówka ligi zadaniowej ·Klub 44 M"

po uwzglednieniu ocen rozwiar:an
Eadan 115 /WTa1.46/ i 116 /WT-2.59/

AndrEej Pawlowoki
Jerzy Janowicz

Marian Roman
Jacek Mandziuk
Andrze j Sudol
Grzegorz Kus
Zbigniew Koza
DariuoE Kurpiel

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/1985

Przypominamy tresc zadan:

119. Dany ciag liczb dodatnich (a.), a. < a•• J +a~ (n = O, 1,2, ... l.
Czy szereg 1:a. musi byc rozbiezny?
120. Kolejne boki czworokata maja dlugosci a, b, c, d, a przekatne maja
dluaosci e i f. 'Suma miar katów przeciwleglych wynosi w. Dowiesc, ze
(acl' + (bdp - 'UJbcdCOS "J = (efl'.

119. Tak. Przypuscmy, ze ~an < 00. Wówczas an .s; 1/2 dla
n;;' no. Niech c = 1/20no; c ;;. l. Udowodnimy, ze dla k =
= O, 1,2, ... zachodzi nierównosc (*) ano+k ~ (2c+2k)-1. Dla
k = O mamy równosc. Zalózmy prawdziwosc (*) dla pewnego k.
FunkcjaJ(x) = x-x2 jest rosnaca w przedziale [0,1/2], a zatem
ano+k+l ;;. ano+k-a~o+k = f(anoH) ;;. f«2c+2k)-1) =
= (2c+2k)-1_(2c+2k)-2 i dowód (indukcyjny) nierównosci (*)
bedzie zakonczony, jesli pokazemy, ze ostatnie wyrazenie jest
;;. (2c+ 2(k+ 1))-1; to
zas jest kwestia elementarnego rachunku. Z nierównosci (*)
wynika rozbieznosc szeregu ~an. wbrew uprzedniemu
przypuszczeniu.

120. Niech w czworokacie ABCD (rysunek) AB = G, BC = b,
CD = c. DA = d, AC = e, BD = f Na bokach AB i AD, na
zewnatrz czworokata, zbudujmy trójkaty ABK i ADM podobne,

odpowiednio, do trójkatów CAD i CAB, tak, ze I~ ABKI =
= I~ CADI, I~ KABI = I~ DCA/, I~ ADMI = I~ CABI.
I~ MADI = /~ BCAI. Wówczas AK = ac/e, AM = bd/e, BK =
= ad/e = DM. Ponadto I~ KBDI+ I~ BDMI = I~ KBAI +
+ I~ ABDI + I~ BDAI + I~ ADMI = I~ DACI + I~ ABDI +
+ I~ BDAI + I~ CABI = 180°, a wiec czworokat KBDM jest
równoleglobokiem. Zatem KM = BD = f Miara kata KAM
(wypuklego lub wkleslego) równa jest I~ DABI + I~ BCDI,
czyli w lub 360° - w. Z twierdzenia cosinusów dla trójkata KAM
dostajemy KM2 = AK2 +AM2 - 2AK· AM cos w, co po
podstawieniu AK = ac/e, AM = bd/e i pomnozeniu stronami
przez e2 daje teze zadania.
Uwaga. Udowodniona równosc nosi nazwe twierdzenia
Bretsch.neidera lub twierdzenia cosinusów dla czworokata.
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Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11/1985

Przypominamy tresc zadan:

17. Jednorodny. sztywny, cienki pret o masie m, którego górny koniec jest
zamocowany przegubowo w taki sposób, ze moze sie poruszac (bez tarcia)
tylko po poziomej prostej p, spoczywa swym dolnym koncem na plaskim,
sztywnym,poziomym podlozu s - jak na rysunku 2. Pret lezy w plaszczyznie
pionowej przechodzacej przez prosta p i jest nilchylony pod katem :xwzgledem
podloza. Wspólczynnik tarcia statycznego preta o podloze wynosi f.
Obliczyc,z jaka sila F skierowana wzdluz prostej p nalezy dzialac na górny
koniec preta, aby przesunac go po podlozu. Odleglosc p-s pozostaje stala,
niezaJeznie od wartosci sily F.

18. Przed aparatem fotograficznym nastawionym "na nieskonczonosc"
umieszczono w odleglosci dwóch ogniskowych od obiektywu cienki, czarny
krazek o srednicy D. Plaszczyzna krazka jest prostopadla do osi optycznej
obiektywu, a jego srodek lezy na tej osi. Obliczyc srednice obszarów na blonie
fotograficznej, które po wykonaniu zdjecia beda (a) calkowicie i (b) czesciowo
zakryte przez obraz krazka. Srednica otworu obiektywu wynosi d < D. Obiektyw
traktujemy jako soczewke cienka. a dyfrakcje zaniedbujemy.

Rys. 2,

c'

18. Jak widac z rysunku 4, do punktów polozonych na odcinku
AB promienie swietlne spoza krazka nie docieraja w ogóle (cien
calkowity), do punktów polozonych na odcinku BC docieraja
promienie przechodzace tylko przez czesc soczewki (pólcien).
Cien krazka obejmuje wiec obszar kola o promieniu r = AB,
pólcien - obszar pierscienia o promieniach R = AC i r = AB.
Z prostych rozwazan geometrycznych wyznaczamy obie srednice:
2r = (D-d)/2 oraz 2R = (D+d)/2.

17, W celu przesuniecia preta po podlozu trzeba pokonac sile
tarcia, równa T = fN, gdzie T - maksymalna wartosc sily tarcia
statycznego, N - sila nacisku preta na podloze. Musi wiec
zachodzic F = T. W przypadku, gdy sila F "popycha" pret
(rys. 3a), mamy N = mg/2+Ftg exi z powyzszych zwiazków

. fmg
otrzymujemy F = -----

2(1- ftgex)
Przesuniecie preta jest mozliwe tylko przy spelnionym warunku
ftgrf: < 1, w przeciwnym razie nastepuje "zaklinowanie" preta.
W przypadku ciagniecia preta przez sile F (rys. 3b) sila nacisku
jest równa N = mg/2 - F tgexi w konsekwencji

fmg
F = ...,-:-:---:---,-.

2(1+ ftgex)
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Rys. 4

Jak obserwowac plamy
sloneczne?

Beata GALECKA
Autorka jest uczennica III klasy XIX Liceum Ogólnoksztalcacego im.
Powstanc6w Warszawy w Warszawie.

Jak wiadomo z przekazów historycznych i obserwacji
wspólczesnych, plamy na Sloncu mozna dostrzec nawet golym
okiem. Jednak tak sprzyjajace okolicznosci zdarzaja sie nieczesto.

W szkole do obserwowania plam slonecznych uzywamy lunetki
o ogniskowej obiektywu!.b ~ 22 cm, okularu -.fok ~ 2,2 cm,
czyli o powiekszeniu okolo 10 razy. Srednica obiektywu lunetki
wynosi 45 mm.

Lunetke zamocowana na stelazu z pretów laboratoryjnych
ustawiamy w oknie i kierujemy na Slonce. Sale zaciemniamy
zaslonami laboratoryjnymi. Mozna dodatkowo zaciemnic miejsca
wokól lunetki, przez które przenika swiatlo, zaslona z ciemnego
materialu, kocem itp.

Obraz Slonca rzucamy na ekran ustawiony prostopadle do osi
lunety, w niewielkiej na razie odleglosci od okularu. Ekranem
moze byc arkusz gladkiego, bialego papieru nalozony na sztywna
tekture lub sklejke. Ostrosc obrazu uzyskujemy przez obrót
okularu o pewien kat, a takze przez zblizenie lub oddalenie
ekranu od okularu lunetki. W moich obserwacjach,
przeprowadzanych wielokrotnie, przyjelam, ze ekran bedzie
ustawiony w takiej odleglosci od okularu, aby srednica tarczy
slonecznej na ekranie wynosila 10 cm. Jezeli w dniu obserwacji
na powierzchni Slonca sa plamy, to mi ekranie sa widoczne
w poblizu pasa równikowego Slonca jako ciemne plamki o róznych
ksztaltach. Mozna równiez przeprowadzic obliczenia wielkosci
plam.

Jesli na przyklad zaobserwowalismy plame o rozmiarze 0,4 cm,
a srednica obrazu Slonca wynosila 10 cm, to na rozmiar plamy

04
otrzymujemy -' - . srednica Slonca (= 1,4' 106 km), czyli

10
56000 km.

17

ekran

zblizanie lub
oddalanie

parapet okna

Uwaga: przez lunetke nie wolno patrzec na Slonce, grozi oslepienie!

Rozmiar plamki na ekranie zalezy od jakosci uzytego sprzetu
optycznego. W wyniku róznych deformacji obraz moze byc
rozmyty iwtedy podobne rachunki prowadza do zawyzenia
rozmiarów plamy. Otrzymany wynik mozna sprawdzic: otóz
plamy sloneczne o srednicy wiekszej niz 38 000 km sa doskonale
widoczne golym okiem (nalezy uwazac, aby nie narazic oka na
olsnienie).

Serdecznie zachecam do obserwacji, a tych, którzy chca sie
dowiedziec czegos o plamach slonecznych, odsylam do ksiazki:
H. Newton, Oblicze Slonca, PWN, Warszawa 1961.

Oprócz pomiarów wielkosci plam mozecie spróbowac
zaobserwowac zmiany polozenia plam na powierzchni Slonca.
Obserwujac plamy sloneczne przez kilkanascie dni zauwazycie,
ze niektóre z nich znikaja w poblizu brzegu tarczy, a po
przeciwnej stronie pojawiaja sie nowe. Spróbujcie co dwa, trzy
dni rysowac polozenia plam na tarczy Slonca. Po okolo dwóch
tygodniach obserwacji zauwazycie, ze grupy plam przesuwaja sie
w podobny sposób. Jest to spowodowane przede wszystkim
obrotem Slonca - plamy poruszaja sie wzdluz równolezników
na Sloncu - mozecie w ten sposób wyznaczyc okres obrotu
i polozenie osi obrotu Slonca. Kierunek poruszania sie plam po
powierzchni Slonca zalezy ód pory roku. Dzieje sie tak dlatego,
ze os obrotu Slonca jest nachylona do orbity Ziemi, zatem
w miare przesuwania sie Ziemi po orbicie widzimy obracajaca sie
tarcze Slonca pod róznymi katami. Spróbujcie okreslic, jak
zmienia sie polozenie osi obrotu Slonca w kolejnych porach roku.


