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WARUNKI PRENUMERATY

Cena prenumeraty kwartalnej zl 105,- pólrocznej zl 2/0,- rocznej zI420,
I. dla osób prawnych - instytucji i zakladów pracy:
- instytucje i zaklady pracy zlokalizowane w miastach wojewódzkich i pozostalych miastach,

w których znajduja sie siedziby oddzialów RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch", zamawiaja prenumerate
w tych oddzialach,

- instytucje i zaklady pracy zlokalizowane w miejscowosciach, gdzie nie ma oddzialów RSW
"Prasa-Ksiazka-Ruchtt i na terenach wiejskich oplacaja prenumerate w urzedach pocztowych
i u doreczycieli.

2. dla osób fizycznych - indywidualnych prenumeratorów:
- osoby fizyczne zamieszkale na wsi iw miejscowosciach, gdzie nie ma oddzialów RSW

"Prasa-Ksiazka-Ruch", oplacaja prenumerate w urzedach pocztowych i u doreczycieli,
- osoby fizyczne zamieszkale w miastach - siedzibach oddzialów RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch"

oplacaja prenumerate wylacznie w urzedach pocztowych nadawczo-oddawczych wlasciwych
dla miejsca zamieszkania prenumeratora. Wplaty dokonuja uzywajac "blankietu wplaty"
na rachunek bankowy miejscowego oddzialu RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch".

3. Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice przyjmuje RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch", Centrala
Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto NBP XV Oddzial
w W-wie Nr 1153-201045-139-1I. Prenumerata ze zleceniem wysylki za granice poczta zwykla jest
drozsza od prenumeraty krajowej o 50% dla zleconiodawców indywidualnych i o 100% dla
zlecajacych instytucji i zakladów pracy.
Terminy przyjmowania prenumeraty na kraj i za granice:
- do dnia 10 listopada na I kwartal, I pólrocze roku nastepnego oraz caly rok nastepny,
- do dnia l-go kazdego miesiaca poprzedzajacego okres prenumeraty roku biezacego.

Cena I egzemplarza zl 35,-

Ker •••pondsncyjny Kurs Przygotowawczy z Matematyki

dla kandyd~t6w na wytsze etudia techniczne

Ir=- trwa do kwietnia 1987r. wlacznie. Polega on na rozwiazywaniu prac
kontrolnych. Xatda praca kontrolna sklada sie z 8 zadan, kt6rych etopi ••n
trudnosci odpowiada wymaganiom na egzaminie wetepnym. Tematy prac kontrolnych
drukowan~ sa v "Glosie Wybrzeta", "SEtandarze Mlodych" i "Trybunie Robotnicz.j"
Ipierwezy wtorek mi ••siacal oraz w "Gaz ••cie RObotniczej" i "Zyciu Warszawy"
Ipierwszy czwartek mi ••siaca/. Tam tst j&Ot podany adres i spos6b prz&Sylan1a

rozwiazan, by otrzymac je z powrotem poprawione i ocenions Wraz z pieemna
konsul t.acja.

Xorespondencyjny Kurs Przygotowawczy z Matematyki jest eorganizowany w oparciu

o kilkunastoletnie dosw1adcz ••nia. Z tej powszechnie dostepnej ~ormy aut ••ntycanejpomocy dla kandyaat6w na studia skorzystalo jut v lat.ach ubieglych li:ilkadziosiAlt
tysiecy oe6b.



Mgr Winfried JUST

P(n,k) = (n+k-l)k-l .(2)

(1)
n

pen, k) = L pen-l, k-l).
[=0

Zaleznosc tego typu nazywa sie zaleznoscia rekurencyjna. Pozwala ona na obliczenie Pen, k),

jesli znamy P(m, k-l) dla wszystkich m "" n. Zatem mozemy Pen, k) obliczyc w nastepujacy
sposób:

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, kiedy nam nikt nie pozyczy, ale te drazliwa kwestie
zostawmy ekonomistom. Nas bardziej interesuje pytanie, w czym ostatnie rozwiazanie jest lepsze
od poprzedniego. Mozna oczywiscie powiedziec, ze otrzymalismy elegancki wzór, który wyraza
pen, k) w sposób jawny, ale elegancja jest kwestia gustu i "jawnosc" wzoru pojeciem nader

umownym, pamietajmy wsz~kze, iz symbol (:) równiez moze byc zdefiniowany w sposób
rekurencyjny:

Najpierw zauwazmy, ze P(m, 1) = 1 dla wszystkich m ;. l. Obliczamy P(m, 2) ze wzoru (1) za
pomoca m dodawan dla wszystkich m "" n, potem kolejno P(m, 3), P(m, 4), ... , P(m, k-l) dla

wszystkich m "" n. W ostatnim kroku obliczamy Pen, k) z~ wzoru (1) za pomoca n dodawan.
\

Przy takim sposobie obliczania pen, k) musimy dokonac lacznie (k-2)· n(n+ l) +n dodawan.
2

Spróbujmy, czy nie mozna tego zrobic jeszcze prosciej.
Obliczmy najpierw liczbe takich podzialów, nazwijmy je "sprawiedliwymi", przy których kazda
osoba otrzymuje co najmniej jedna zlotówke. Oznaczmy przez lj sume pieniedzy, która lacznie
otrzyma pierwszej osób, czyli.

Wyznaczyc liczbe elementów danego skonczonego zbioru X - oto najbardziej elementarne
zadanie matematyki. Wszyscy pamietamy z pierwszej klasy szkoly podstawowej niezawodna
metode rozwiazywania tego problemu i na tym mozna by ten artykul zakonczyc, gdyby nie to, ze
kazdy czlowiek dysponuje tylko ograniczona liczba palców i ograniczonym czasem.

Zauwazmy przede wszystkim, ze jesli pierwsza osoba otrzymala l zlot.Ych;·to mamy jeszcze n-l
zlotych do podzialu miedzy k - 1 osób. Zapisujac te obserwacje formalnie otrzymujemy

Jasne, ze II < ... < 1',-1 < l. = n, o ile tylkó podzial jest "sprawiedliwy". W ten sposób
przyporzadkowalismy kazdemu podzialowi "sprawiedliwemu" (k-l)-elementowy podzbiór

. (n-l)
{II, ... , 1._ I } zbioru {l, ... , n-l}, i to w sposób wzajemnie jednoznaczny. Czy li jest k-l
takich podzialów. Ale nie wszystkie podzialy sa "sprawiedliwe", eo gorsza, moze w ogóle nie byc
takich, mianowicie wtedy, kiedy k > n. Stosujemy tu trik: Pozyczymy k zlotych, podzielimy n+k

zlotych "sprawiedliwie" miedzy k osób, a potem szybciutko zabierzemy kazdej osobie po
zlotówce. Pozostale n zlotych jest juz podzielone w sposób dowolny, wiec otrzymalismy wzór

Rozwazmy dla przykladu nastepujacy problem: Na ile sposobów mozna n zlotych podzielic

mi~dzy k osób? Zeby to zadanie przetlumaczyc na jezyk matematyki, oznaczmy przez Pen, k)
k

liczbe k-elementowych ciagów liczb naturalnych (m')~=l takich, ze L m, = n. Zadaniem naszym
;=1

jest wyznaczenie pen, k). "Liczeniu na palcach" odpowiada tu nastepujace rozumowanie: mi

moze przybierac dowolna wartosc od O do n; przy zalozeniu, ze mi = l mozemy wartosc m2

ustalic na n-l sposobów; jesli wiadomo, ze mi = l\, m2 ;, 12, to m, moze przyjac jedna
z n-II-12 wartosci, itd. Przy takim postepowaniu musielibysmy rozpatrywac Pen, k) przypadków.
Na razie jeszcze nie wiemy, jak dlugo by to trwalo, ale na wszelki wypadek rozejrzyjmy sie za
efektywniejszym sposobem obliczenia Pen, k).

Najprostsze zadanie matematyki

'I



Z drugiej strony zachodzi zadziwiajaca zaleznosc:

Czyli otrzymujemy wzór

Mamy n róznych prezentów i chcemy nimi obdarowac naszych k przyjaciól, przy czym kazdy
z nich ma otrzymac przynajmniej jeden prezent. Oznaczmy przez F(n, k) liczbe sposobów, na
które mozna tego dokonac. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnych n, k ;;;.1 zachodzi:

xn+m = xn.~.

F(n,k) = k(F(n-l,k-I)+F(n-l,k»).

F(n, k) = «e' _l)k)<n)(o) (f(n) oznacza n-ta pochodna funkcji}).

F(n, O) = O, jesli n '10 oraz F(n, k) = O, jesli k > n.

(6)

(7)

(5)

(4)

k k

F(n,k) = 2: (-IY' (.). (k_j)n.
1=0 1

Teraz widac, dlaczego bezposrednie obliczanie F(n, k) z (5) trwa dlugo - rózniczkujac bowiem
n-krotnie obliczamy kazda potege (k_j)n przez n kolejnych mnozen, nie mówiac juz
o wykonywanych po drodze operacjach rózniczkowania i dodawania powstajacych przy tym
skladników. Mozemy natomiast obliczyc (k - j)n macznie szybciej korzystajac z zaleznosci:

(3)

Ale spróbujmy obliczyc P(100,5). Stosujac wzór (1) musielibysmy w tym celu wykonac

100·101 "d d' (2)3, ---- + 100 = 15250 operaCji o awarna, a ze wzoru otrzymujemy wynik za pomoca
2 .

pieciu mnozen i jednego dzielenia:

(104) 104· 103, 102· 101
P(IOO 5) = = . = 4598 126', 4. - - . ,

{ k (k))(n) { k { ·(k))(n))«et _l)kyn)(o) = j~O (-I)J· et(k-J) j (O) = j~O (_IYet(k-J). j (O) =

= (~ (-1)1· e) (k_j)ne'(k-J» (O).

Przyjmujac dodatkowo, ze F(O, O) = 1, mozemy ze wzorów (3) i (4) obliczyc kolejno:
F(l, 1), F(2, 1), F(2, 2), F(3, 1), ... , F(k, k), F(k+ 1,1), ... , F(k+ 1, k), F(k+2, 1), ... , F(n, k) .

. " k k(k-l) .. , l' d d •
"KosztuJe nas to n- --2-- mnozen I ty ez o awan.

:Zeby udowodnic wzór (3), zalózmy, iz jeden sposród tych n prezentów jest najnowszym numerem
Delty. Jesli juz podjelismy decyzje, który z naszych k przyjaciól ma zostac jego szczesliw)m
posiadaczem, mozemy albo uznac, ze naj nowszy numer Delty jest tak ciekawy, iz osoba nim
obdarowana juz nie.bedzie zwracac uwagi na ewentualne dalsze prezenty, a zate-m nalezy
pozostale n-l prezentów podzielic miedzy pozostalych k - 1 osób, co mozemy uczynic na
F(n-l, k- I) sposobów; albo mozemy uznac, ze nasz przyjaciel powinien jeszcze cos oprócz

Delty dostac, a wtedy mamy F(n- I, k) mozliwo~ci rozdzielenia pozostalych prezentów. Stad
otrzymujemy wzór (3).
Zauwazmy jeszcze, ze

ta ostatnia liczba pokazuje, ile palców musielibysmy miec, zeby policzyc na nich P(100,5).

Wzór (2) jest wiec nie tylko ladny, lecz daje równoczesnie szybki sposób obliczenia P(n, k). Nie
wszystkie eleganckie wzory jednak maja te przyjemna wlasnosc. Dla przykladu rozplftrzmy
nastepujace zagadnienie:

Powyzszy wzór mozna udowodnic przez indukcje:
Skoro (e' _1)° == l, to otrzymujemy:

«et_I)O)(n) = {l dla n = OO dla n> O.

Jesli zas k > O, to «e' -1)k)(O)(O) = «et -1)k)(O) = O, czyli udowodnilismy wzór (5) dla
przypadków, kiedy n = O lub k = O.
Zalózmy teraz, ze (5) zachodzi dla F(n-l, k) i F(n-I, k-l). Wtedy
«e' -It)(n)(o) = «(e' _1)k}')(n-l)(O) = (k(e' -lt-1e')(n-l)(0) = k«e' _I)k-l . (e' -1 + 1»(n-l)(O)

= k«(et _1)k)(n-l)(O)+ «et -lt-1)(n>-1)(O» = k(F(n-l, k)+F(n-l, k~ 1» = F(n, k), co konczy
dowód wzoru (5).

Udowodniony przed chwila wzór jest niewatpliwie bardzo elegancki, ale gdybysmy chcieli
obliczyc F(n, k) rózniczkujac funkcje (et _l)k n-krotnie, a potem obliczajac wartosc otrzymanej

"n-tej pochodnej w zerze, zajeloby to nam wiecej czasu niz obliczanie F(n, k) ze wzorów (3) i (4).
Ale ze wzoru (5) mozna wyprowadzic jeszcze jedno wyrazenie dla F(n, k):

2



(gdzie oczywiscie p(x) = O dla x < O).

Wzór (9) bynajmniej nie jest oczywisty i jego dowód wymaga trudnych srodków analitycznych.
Problemowi wyznaczenia p(n) poswiecono dziesiatki rozpraw matematycznych, a w dwudziestym
wieku znaleziono wzór wyrazajacy p(n) przez calke pewnej funkcji analitycznej po konturze
zamknietym w dziedzinie liczb zespolonych! .

l v'
'd- 2G(M+m)

x=

_ .• / 2G(M+m}-v. - V d

mv' G mM _ (m+M)V' G mM-2- - -'r - --2--- - -;-,
gdzie x jest szukana maksymalna odlegloscia.
Z dwóch ostatnich równan wynika, ze

Zasada zachowania energii daje

Predkosc ucieczki otrzymujemy z warunku
x -. co. Jest ona równa

idla m <{ M praktycznie nie zalezYod masy
mniejszego ciala.

(9)

Szwajcarski matematyk Leonhard Euler, który jako pierwszy rozwazal ten problem, znalazl
nastepujacy wzór rekurencyjny:

p(n) = to (-I).,+1(p(n- ~ m(3m-l))+p(n- ~ ";(3m+l)))

Pl = mv.

Równiez obliczenie G) we wzorze (6) mozna uproscic: skoro mamy znalezc wszystkie

k)wspólczynniki C po kolei, naj wygodniej bedzie korzystac z zaleznosci:

( k) (k) k-j(8) j + I = j . j+ l .
Zastanówmy sie na przyklad, ile trzeba wykonac operacji, zeby otrzymac F(64,5) ze wzoru (6).
Skoro 64 = 26, mozemy obliczyc (5 - j)64 korzystajac z (7) za pomoca szesciu mnozen. Obliczenie

zas wartosci kolejnego wspólczynnika G) kosztuje nas jedno dzielenie i jedno mnozenie, a G)
trzeba jeszcze pomnozyc przez (5 - j)64. Skoro nie ma potrzeby obliczenia wartosci (5 - 5)64

oraz (5 - 4)64, musimy w sumie dokonac 35 mqozen, 5 dzielen i 5 dodawan.
W obu rozwazanych przez nas przykladach mielismy nastepujacy schemat: Dana jest rodzina
zbiorów skonczonych {X•. t: n, k E N} oraz znamy oczywista zaleznosc rekurencyjna, która
pozwala na obliczenie mocy zbioru X •. t, jesli znamy moce zbiorów Xm:J dla m < n, l < k.

Naszym zadaniem bylo znalezienie mniej oczywistego, lecz korzystniejszego z rachunkowego
punktu widzenia wyrazenia na liczbe elementów X •. t.

mv = (m+M}V.

p, = (m+M}V.

Istnienie tak prostych zaleznosci jak (1) albo (3) nalezy jednak do wyjatków. Moze takich
zwiazków w ogóle nie byc, albo moga byc bardzo skomplikowane.

Dla przykladu powrócmy jeszcze raz do podzialów pieniedzy. Niech p(n) oznacza liczbe mozliwych

sposobów rozdzialu n zlotych miedzy n osób tak, aby i-ta osoba otrzymala nie mniejsza kwote niz
(i + 1)-sza osoba. Inaczej mówiac, p(n) oznacza ilosc nierosnacych ciagów liczb naturalnych

n

(mj)7=l takich, ze L mi = n.
i=1

Rozwiazanie zadania F 207. Potraktujmy slacje
kosmiczna i obiekt jako punkty materialne
o masach m i M. Inercjalny uklad
odniesienia umiescmy w punkcie, w którym
znajdowala sie poczatkowo masa M. Calkowity
ped jest w tym ukladzie równy

Gdy masy osiagna maksymalne oddalenie,
ich predkosc wzgledna bedzie równa zeru,
a wiec obie beda sie poruszaly w wybranym
ukladzie odniesienia l' ta sama predkoscia V.
Calkowity ped bedzie wtedy równy

Z zasady zachowania pedu otrzymujemy

3



Patrz w Slonce

Niewiele zjawisk astronomicznych moze sie szczycic wielowiekowa'
historia obserwacji. Na]eza do nich najbardziej widowiskowe
przejawy aktywnosci slonecznej - plamy. Jest to fenomen, który
w sprzyjajacych warunkach mozna dostrzec bez pomocy
jakichkolwiek instrumentów. Duze grupy plam sa widoczne
w postaci ciemnych "latek" na tarczy Slonca, gdy tylko jego
blask jest dostatecznie oslabiony, by patrzec nan bezkarnie (np.
podczas wschodu i zachodu). Nic wiec dziwnego, ze tak naprawde
nie wiadomo, kiedy po raz pierwszy czlowiek zobaczyl plamy
sloneczne.

Pierwsze w kregu kultury sródziemnomorskiej obserwacje plam
przypisuje sie uczniowi Arystotelesa, Teofrastowi z Eresos. Jego
spostrzezenia pozostaly jednak niezauwazone przez
wspólczesnych i zapomniane przez potomnych. Stalo sie tak

zaP,ewne ze wzgledu na wielki autorytet jego mistrza.
Przekon~nie Arystotelesa o absolutnej doskonalosci Slonca bylo
bezkrytycinie przyjmowane przez wiele pokolen. W niektórych
epokach niedopuszczalne byly przypuszczenia o jakiejkolwiek
skazie na tarczy naszej gwiazdy, a za gloszenie innych pogladów
ryzykowalo sie zyciem. Prawdopodobnie dlatego przez dlugie
wieki nie znajdziemy w Europie zapisków dotyczacych plam
slonecznych. W innych rejonach swiata sytuacja przedstawiala sie
inaczej (z punktu widzenia naszych zainteresowan - lepiej).

TeofraSI z Eresos (370-287 r.p.n.e.l, uczony ifilozof grecki. Rozbudowal
metode obserwacji naukowej i stosowal ja w b;ldaniach. Jego imie weszlo do
historii nauki nie z powodu przypiiywanych mu obserwacji plam slonecznych,
lecz dzieki badaniom w dziedzinie biologii. Zyskal miano ojca botaniki.

W bardz@ starych kronikach chinskich mozna znalezc zapiski
o latajacych na tle zachodzacego Slonca olbrzymich ptakach.
Wydaje sie, ze teksty te mówia o plamach, choc z drugiej strony

olbrzymia niejednoznacznosc symboliki chinskiej kaze zachowac
pewna rezerwe. Dlatego tez za pewniejsza date poczatku
obserwacji plam przyjmuje sie rok 28 p.n.e., kiedy powstal
pierwszy zapis, co do którego nie ma takich watpliwosci. Od tego

czasu w Chinach, a pózniej w Korei i Japonii prowadzone byly
systematyczne obserwacje plam na Sloncu. Niewiele wiemy na
temat ówczesnych interpretacji tego zjawiska oraz jego znaczenia
w zyciu religijnym, spolecznym czy tez politycznym. Bylo to
jednak wazne wydarzenie, gdyz starannie odnotowywano
obserwacje pojawiajacych sie na Sloncu co jakis czas ciemnych
skaz. Zapiski takie, prowadzone przez ponad póltora tysiaca lat,

stanowia spory material obserwacyjny. Do 1638 roku sporzadzono
112 zapisów, które stanowia nie tylko ciekawostke historyczna.
Okazalo sie, ze mozna je wykorzystac w badaniach
dlugookresowych zmian aktywnosci Slonca.

Dla Europy plamy nie istnialy az do XVII wieku. Od tego czasu
astronomowie, majac juz do dyspozycji lunety, coraz czesciej
obserwowali Slonce, gdzie dostrzegali ciemne plamy. Wprawdzie
akurat wtedy Slonce przechodzilo ponad siedemdziesiecioletni
okres zaniku aktywnosci (plamy pojawialy sie stosunkowo
rzadko), jednak wystepowanie plam wymagalo jakiegos
wyjasnienia. Pomyslów powstalo bardzo wiele. Mialy to byc
przejscia dotychczas nie znanych planet dolnych na tle tarczy
Slonca. Proponowano nawet dla nich nazwy.

Inna klasa hipotez wiazala obserwowane zjawisko bezposrednio
ze Sloncem. Hipotezy te powstawaly, oczywiscie, po przelamaniu
przekonania o absolutnej doskonalosci Slonca: Uwazano plamy
badz to za ciemne obloki w atmosferze, badz tez za dziury
w ognistych chmurach, poprzez które widoczna miala byc chlodna,
ciemna, stala i zamieszkana powierzchnia Slonca. Cokolwiek
bysmy pomysleli o tych pomyslach, byly z pewnoscia bardziej
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poprawne niz poprzednie. Wlasnie dlatego, ze wiazaly plamy ze
Sloncem.

Poczawszy od drugiej polowy XVIII wieku plamy sloneczne
zaczely budzic coraz wieksze zainteresowanie. Obserwowano je
czesciej i systematyczniej, co w koncu doprowadzilo do odkrycia
znanego dzisiaj wszystkim cyklu aktywnosci slonecznej. Dokonal
tego Heinrich Schwabe, który w 1843 roku zauwazyl, ze srednia
liczba plam na Sloncu zmienia sie okresowo co kilkanascie lat.
Odkrycie to jest uwazane za poczatek badan aktywnosci naszej
gwiazdy, chociaz minelo jeszcze troche czasu, zanim przekonano
sie, ze plamy sa tylko jedna z wielu cech generalnej wlasnosci
Slonca - aktywnosci magnetycznej. Rozwój wiedzy w tej
dziedzinie, jaki nastapil w latach czterdziestych biezacego
stulecia, troche jakby zmniejszyl pierwszorzedna role plam.
Fenomen obserwowany od dwóch tysiecy lat stal sie jednym ze
szczególów tajemniczego mechanizmu, który ciagle jeszcze
poznajemy.

Obok plam istnieje wiele innych zjawisk i procesów skladajacych
sie na aktywnosc Slonca. Laczy je wspólna cecha - wszystkie sa
skutkiem istnienia pola magnetycznego i jego oddzialywania
z materia. Rodzaj efektu wywolanego przez pole zalezy od stanu,
w jakim znajduje sie materia (gestosc, temperatura, predkosc).
Zanim wiec poznamy dalsze zjawiska, przyjrzyjmy sie pokrótce
budowie Slonca, w szczególnosci zas obszarom, w których
zjawiska te wystepuja.

Schematycznie struktura Slonca przedstawia sie nastepujaco.
Kula o promieniu okolo 0,25 promienia Slonca
(RO = 6,96' 10' km) stanowi jadro, w którym zachodza procesy
nuklearne bedace zródlem energii wyswiecanej przez gwiazde.
'Pokrywa je otoczka, w której w naturalny sposób mozna wyróznic
dwa obszary. W jadrze i wewnetrznej czesci otoczki, do odleglosci

okolo 0,8 RO od centrum, transport energii w kierunku
powierzchni odbywa sie przez promieniowanie. Obszar,
w którym juz nie zachodza procesy termojadrowe, lezacy
bezposrednio nad jadrem, to czesc promienista otoczki. Mozemy
Ja sobie wyobrazic jako zbiór cienkich sferycznych warstw
utworzonych przez spoczywajaca materie. Mówimy wówczas,
ze obszar taki znajduje sie w równowadze hydrostatycznej.
Energia dostarczana z jadra jest przenoszona z warstwy do
warstwy przez promieniowanie. Oczywiscie, nie narusza to
równowagi hydrostatycznej - materia pozostaje w spoczynku.

W wyzszych rejonach otoczki (powyzej 0,8RO) równowaga ta
zalamuje sie. Panujace tam warunki sprawiaja, ze
promieniowanie staje sie malo wydajnym mechanizmem
transportu energii. Jego role w duzym stopniu przejmuje burzliwa
konwekcja. Ogromna czesc energii dostarczanej z wnetrza gwiazdy
przenosza gwaltownie wznoszace sie ku powierzchni bable
goracej materii. Miejsce wznoszacych sie babli zajmuje
chlodniejsza materia splywajaca z wyzszych warstw. Opadajac
ogrzewa sie, po czym ponownie wedruje do góry, gdzie przekazuje
energie otoczeniu, itd., itd. Warstwa konwektywna otoczki,
o grubosci okolo 20% slonecznego promienia, praktycznie siega
powierzchni Slonca - fotosfery.

Fotosfera jest najnizej polozona, bardzo cienka (o grubosci

okolo 500 km), warstwa atmosfery .. Tworzy obraz swiecacej sfery
(stad jej nazwa) o wyraznej, ostro zaznaczonej krawedzi.
Wiekszosc docierajacego do nas promieniowania Slonca powstaje
wlasnie w fotosferze. Mozemy wiec powiedziec, ze stanowi ona
najglebsza warstwe, która jeszcze mozemy ogladac. Z tego
powodu, jak i ze wzgledu na niewielka grubosc, fotosfere utozsamia
sie z powierzchnia Slonca i, w ogólnosci, gwiazd.



Konwektywny ruch materii zachodzi równiez w fotosferze
nadajac jej specyficzny wyglad. Wznoszace sie gorace bable gazu
swieca oczywiscie intensywniej niz materia opadajaca
(chlodniejsza). Widzimy to na powierzchni w postaci jasnych
"latek" (gorace bable) otoczonych ciemniejszymi, nieregularnymi
pierscieniami (opadajaca materia). Takie komórki konwektywne
tworza obraz granulacji przypominajacej siec o jasnych oczkach
(fot. l). Rozmiary oczek (granul) wynosza od 100 do 1000 km.

Fot. I

Na powierzchni widoczny jest takze obraz konwekcji
wielkoskalowej, zachodzacej glebiej, gdzie rozmiary komórek sa
znacznie wieksze niz granule. Nie sa to jednak jasniejsze
i ciemniejsze obszary, lecz rejony uporzadkowanego pola
predkosci. Slad duzych komórek konwektywnych tworza
supergranule. Sa to obszary o ksztalcie nieregularnych
wielokatów, w których srodku materia wyplywa, a nastepnie
przeplywa poziomo do brzegów, gdzie opada. Rozmiary oczek
supergranulacji wynosza okolo 30000 km. Zarówno granulacja,
jak i supergranulacja maja ogromny wplyw na postac pola
magnetycznego obserwowanego w fotosferze.

Obok konwekcji wplyw na niejednorodnosc fotosfery maja takze
zjawiska zwiazane z aktywnoscia Slonca. Silnym zaburzeniem
powierzchni sa oczywiscie plamy, które wyswiecaja na jednostke
powierzchni blisko 80% energii mniej niz otoczenie. Odpowiada
temu nizsza temperatura plam. Sa o 1600--1800 K chlodniejsze
od fotosfery, której srednia temperatura (z uwzglednieniem wahan
zwiazanych z granulacja) wynosi 5800 K. Plamy powstaja na
skutek pojawienia sie silnego pola magnetycznego na powierzchni.
Wprawdzie oddzialywanie pola z materia nie ogranicza sie
wylacznie do warstw fotosferycznych, lecz tu efekt jest widoczny
najwyrazniej.

'Szczególnie waznym obszarem, z punktu widzenia badan
aktywnosci nie tylko Slonca, ale i innych gwiazd, jest chromosfera.
Stanowi ona niejednorodna warstwe gazu lezacego miedzy
fotosfera a korona. Jej podstawa jest utozsamiana z takim
obszarem ponad fotosfera, w którym temperatura po osiagnieciu
minimalnej wartosci (na Sloncu Tm1n = 4100 K) rosnie
z wysokoscia. W wiekszej czesci chromosfery slonecznej .
temperatura wynosi okolo 10000 K, by w tzw. obszarze
przejsciowym, pomiedzy chromosfera a korona, gwaltownie
wzrosnac do okolo miliona stopni.

Chromosfera sloneczna ogladana na brzegu tarczy (podczas
zacmien Slonca lub za pomoca koronografu) przypomina
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Linie widmowe wodoru serii Balmera odpowiadaja przejsciom miedzy poziomem

drugim a wyzszymi. Oznacza sie je litera H z indeksem, którym sa kolejne litery
greckiego alfabetu. I tak linie odpowiadajaca przejsciu elektronu ze stanu 2"l1a3

oznaczamy H(1.) linia Hp powstaje przy przejsciu 2 -+ ,4, Hy -2 -+ 5, itd.

postrzepiona czerwona otoczke. Swa barwe zawdziecza duzej
intensywnosci wodoro~ej linii Ha. o dlugosci fali 6562,8 A (a wiec
w czerwonej czesci widma). Natomiast postrzepienie, czyli
niejednorodnosc tej otoczki wiaze sie scisle z mechanizmem
powodujacym, ze chromosfera jest goretsza od fotosfery. Pod
powierzchnia i w fotosferze materia znajduje sie w ciaglym,
bardzo gwaltownym ruchu, który moze byc zródlem fal
mechanicznych. W efekcie czesc energii moze byc przeniesiona
spod powierzchni do atmosfery w postaci fal. Tam energia fal
jest zamieniana"na energie termiczna, co powoduje wzrost
temperatury gazu. Proces ten jest szczególnie wydajny, gdy
zachodzi w obecnosci pola magnetycznego. Generowane
wówczas tzw. fale hydromagnetyczne sa odpowiedzialne w glównej
mierze za wzrost temperatury i wystepowanie goracej chromosfery
i korony w atmosferach gwiazdowych.

soczewka

~~ $Z uczny drugi ekran
kSlezyc obiektyw

Koronograf jest przyrzadem umozliwiajacym obserwacje korony slonecznej
dzieki wyeliminowaniu swiatla tarczy slonecznej za pomoca wypolerowanego
stozka odbijajacego promieniowanie na boki (patrz rysunek). Srednica stozka,
tzw. sztucznego Ksiezyca, jest taka, ze do ekranu dociera swiatlo pochodzace
wylacznie z korony.

Warstwa lezaca jeszcze wyzej, obejmujaca równiez uklad
planetarny, jest korona zwiazana ze Sloncem przez pole
magnetyczne. Swieci ona przede wszystkim rozproszonym
promieniowaniem slonecznym. Korone tworzy niezwykle
rozrzedzony, silnie zjonizowany gaz, osiagajacy temperat~re
1-3 milionów stopni. Do czasu skonstruowania koronografu
jej obserwacje mozna bylo prowadzic wylacznie podczas
calkowitych zacmien Slonca -obecnie zas kazdego pogodnego
dnia. Bardzo bogaty material obserwacyjny dostarcza wielu
cennych wiadomosci o ksztalcie i zmianach calej korony, a takze
o procesach zachodzacych lokalnie. Grubosc tej warstwy nie jest
stale taka sama - bardzo silnie reaguje na zmiany aktywnosci
Slonca. Podczas maksimum jest najbardziej rozbudowana (patrz
fot. 2).

Fot. 2



Wiele strug bialawej na tle czarnego nieba materii,
rozciagajacych sie od powierzchni Slonca do odleglosci

0,5-10RO, tworzy strukture wysoce asymetryczna. Zwiekszone
strumienie czastek uciekaja wzdluz linii sil pola magnetycznego
tworzac wiatr sloneczny. W okresie minimum aktywnosci ilosc
strug maleje, a korona osiaga najwiekszy stopien symetrii (fot. 3).
Przypomina pierscien o niewielkiej grubosci otaczajacy Slonce.
W skrajnym przypadku moze w ogóle zanikac. Co prawda,
wspólczesnie nie zdarzalo sie to jeszcze, jednak nasi przodkowie
ogladali takie zjawisko. Z XVIII-wiecznych relacji wiadomo, ze
przez pewien czas, dzis wiemy, iz mialo to miejsce podczas
zaniku aktywnosci, Slonce nie mialo korony. Jej pozostalosc
tworzyla, widoczny podczas zacmienia, cienki pierscien wokól
Ksiezyca.

Fot. 3

Szczególnie interesujacym zjawiskiem wystepujacym w koronie
sa protuberancje. Wszyscy chyba znaja te jasne obloki gazu
wznoszace sie ponad powierzchnie Slonca. Sa przeciez bardzo
wdziecznym tematem wielu fotografii, a takze filmów popularno
naukowych przedstawiajacych ich ewolucje. Zwykle pojawiaja

sie w stosunkowo niewielkiej (w porównaniu z rozmiarami
korony) odleglosci od powierzchni Slonca. Zdarzaja sie jednak
i takie, które siegaja wysokosci porównywalnych z promieniem
naszej gwiazdy. Przykladem moze byc fotografia 4. Protuberancje
moga przybierac rózne ksztalty. Tworza jasne petle, luki czy tez
arkady. Formy, jakie przyjmuja, zaleza od ksztaltu lokalnego
pola magnetycznego przenikajacego atmosfere. Równiez pole
decyduje o powstaniu i ewolucji protuberancji.

Fol. ~

Poznalismy juz najwazniejsze przejawy slonecznej aktywnosci
oraz obszary atmosfery, w których zjawiska te wystepuja. Wiemy,
ze swe istnienie zawdzieczaja jednemu tylko czynnikowi - polu
magnetycznemu. Aby zrozumiec nature tych zjawisk i ich
róznorodnosc, musimy wiedziec cos o oddzialywaniu pola
magnetycznego z plazma: jakie efekty moze pole wywolac
w zjonizowanej materii, a takze w jaki sposób gaz wplywa na pole.
Znajomosc tych efektów pozwala nam nie tylko wyjasnic
obserwowane w atmosferze Slonca zjawiska, lecz takze wysnuc
pewne wnioski na temat przypuszczalnego zachowania sie pola
magnetycznego w glebi otoczki. Jego przeciez nie mozemy
zobaczyc, a wlasnie tam zachodza procesy decydujace o aktywnosci
magnetycznej razem ze wszystkimi jej przejawami.

-- Redaguje dr Rafal SZTENCEL

Zadania M 448. Niech k oznacza liczbe dzielników liczby n. Udowodnic, ze P < 4n.
Rozwiazanie na str. 13
M 449. Na kwadratowej tabliczce o wymiarach 25 x 25 napisano liczby naturalne: 1, 2, ... , 25

w taki sposób, ze w zadnym wierszu nie powtarza sie zadna liczba, a ponadto na polach
symetrycznych wzgledem, glównej przekatnej znajduje sie ta sama liczba. Wykazac, ze liczby na
glównej przekatnej sa rózne.
Rozwiazanie na str. 10
M 450. Dane sa pierwiastki al, a2, a3, a4, as wielomianu xS_px4+qx3-rx2+sx-t. Obliczyc
wspólczynniki p, q, r, s, t uzywajac nie wiecej niz 10 dodawan i nie wiecej niz 10 mnozen.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje mgr Rafal STARONSKI

F 206. Stacja kosmiczna ma ksztalt pierscienia o masie M = 3 . 107 kg i promieniu R = 500 m.
W srodku pierscienia znajduje sie laboratorium w ksztalcie cylindra o dlugosci l = 50 m
prostopadlego do plaszczyzny pierscienia (rysunek). Zaproponowano, by winda, która ma laczyc
poszczególne poziomy laboratorium, poruszala sie tylko pod wplywem przyciagania
grawitacyjnego pierscienia. Wyznaczyc okres ruchu takiej windy.
Rozwiazanie na str. 11

F 207. Niezidentyfikowany obiekt o masie m oddala sie od stacji kosmicznej o masie M. Gdy
odleglosc obiektu od stacji byla równa d, predkosc wzgledna miala wartosc v i skierowana byla
wzdluz prostej laczacej obiekt i stacje. Na jaka maksymalna odleglosc obiekt moze oddalic sie
od stacji? Dla jakiej predkosci v bedzie sie oddalal do nieskonczonosci? Zakladamy, ze obiekt
i stacja nie maja wlasnego napedu.
Rozwiazanie na str. 3

&



Do Redakcji

Iloczyn, który maksymalizujemy, zostal oznaczony przez R,
a nastepnie przeksztalcony. do postaci

( IX- fJ IX+ fJ). IX+ fJ IX+ fJ

R = cos---cos-- Sln--COS--
2 . 2 2· 2

i dalej, przez podstawienie IX = x+ z, fJ = x-z, y = cosx,
k= l-cosz

do postaci

Marcin E. KUCZMA

i nie da sie ukryc, ze wychodzi Liczba z Tytulu.

A potem przyszla melancholijna refleksja: pojawiajace sie
w oryginalnym rozumowaniu wielomiany czwartego stopnia
(pod pierwiastkiem) oraz lancuch Sturma to majstersztyk,
koronkowa robota, przepiekne rekodzielo. My zas "standardowa
metoda rózniczkowania" to troche jak taranem we wrota recznie
rzezbione przez dawnych snycerzy.

I jeszcze wspomnienie z mlodosci. Jako student I roku sluchalem
wykladu algebry w wykonaniu Profesora Andrzeja Mostowskiego,
wielkiego matematyka i Wielkiego Czlowieka. Lancuch Sturma
znalazl swoje miejsce w tym wykladzie. Pózniej juz nie dane mi
bylo z ta metoda sie zetknac. Ale zapamietalem! I dzieki temu
bylem w stanie zrozumiec rachunki w tym wdziecznym artykuliku.

= (l-y) (3y2+y-l);

oR oR _
- = O = --<o> Z = O, Y = (y'13-l)/6.
oz OX

Brzeg obszaru: dla x = n/2 oraz dla x = ±z mamy R = O. Stad

Rmax = (1- yo) y' 1- y& Yo [gdzie Yo = (y'IT -1)/6]

oR .
-- = sin2xcosx+(cosz-cosx)(cos2x-sin2x) = [dla z = O]
ox

= (1-cos2x)cosx+ (1~cosx) (2cos2x-' 1)=

[ozn. y = cosx (# I)J

Rozwiazania powyzszeg~ zadania z uzyciem
rachunku rózniczkowego nadeslali nam r6wniez
Mikolaj Tyszka z Krakowa,
Zygmunt Bartkowski z Warszawy,
N. Porwal z Zabrza

i Stanislaw Lanowy z Gliwic.

oR
-sinzsinxcosx; -- = 0= z = O;

oz

oR

oz

R = y y'- y4+2y3_2y+ 1-ky y'l- y2.

Nastepuje zdanie: "standardowe metody (zrózniczkowac
i przyrównac do zera ... ) raczej zawodza. Chyba ze ktos
z Czytelników ... " Potraktowalem to jako wyzwanie.
A zrózniczkuje! Oczywiscie nie w tych naj nowszych zmiennych

(y i k), a w tych "srednio nowych" (x i z). Bowiem

R =' (cosz-cosx)sinxcosx.

Obszar zmiennosci: [IX, fJ > O, IX+fJ < n] = [lzl < x < n/2].

Rachunki:

Z zapartym tchem przeczytalem w "trójce" zarcik zatytulowany 

"Cudowna wlasnosc liczby ((2 y' 13 - 5) .12 y' 13+ 22)154",
a przedstawiajacy dowód twierdzenia Williamsa (1937)

, ••• {. IX , fJ. fJ k Ó'k}mowlacego, ze max sm 2 sm 2sm y: IX, ,y - aty tr ~ ata =
Liczba z Tytulu.

Pan Jaroslaw Wróblewski z Wroclawia zwrócil mi uwage, ze rozwiazanie ~adania M 430 jest
bledne. Blad wynikl z checi uproszczenia rozwiazania. Przypominam zadanie

M 430. W punkcie O na prostej stoi pionek. Rzucamy symetryczna moneta i w zaleznosci od
wyniku przesuwamy pionek o jednostke w lewo lub w prawo. Znalezc prawdopodobienstwo tego,
ze pionek kiedys przekroczy milion.

Rozwiazanie. Niech Pk oznacza prawdopodobienstwo tego, ze pionek startujacy z punktu k
1 1

przekroczy. kiedys milion. Mamy Pk = - Pk+ l + - Pk- l dla k ~ 106, poniewaz po wykonaniu. 2 2 .
1

pierwszego ruchu z prawdopodobienstwem - znajdziemy sie w punkcie k+ 1, gdzie.szansa2
1

przekroczenia miliona wynosi Pk+ l i z prawdopodobienstwem - w punkcie k -1, gdzie szansa
2

przekroczenia miliona wynosi Pk-l. Jednoczesnie PI06+ l = 1. Ciag {pdk'; 106+ l jest ciagiem
arytmetycznym, jednak gdyby nie byl staly, pewne jego wyrazy bylyby ujemne lub wieksze od 1.
Dlatego Pk = 1 dla k ~ 106+ 1.

Uwaga. Interesujacy jest przypadek, gdy moneta nie jest symetryczna. Wtedy rozwiazanie
zamieszczone w numerze 4 daje bezsensowna odpowiedz.

R. S.
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mala delta

Elipsoida wydluzona czy splaszczona?

Trudno dociec, kiedy ludziom zaswitala mysl, ze Ziemia moze byc kulista. Na
pewno kulistosc Ziemi (traktowanej jako centralne cialo we Wszechswiecie)
glosil juz Anaksymander z Miletu (611-547 p.n.e.), po nim Pitagoras
(572-497 p.n.e.) i Arystoteles (384-322 p.n.e.). Naturalnym dalszym krokiem
musialo byc wyznaczenie jej rozmiarów. Dokonal tego po raz pierwszy
Eratostenes (275-195 p.n.e.). Stwierdzil on, ze w dniu przesilenia letniego
Slonce w poludnie widoczne ~est w Assuanie w zenicie, a w Aleksandrii 7~2 od
zenitu. Przyjawszy, ze miasta te (odlegle o 5000 stadionów) leza w przyblizeniu
na tym samym poludniku, wywnioskowal, ze odleglosc tych miast musi stanowic
7,2/360 calego obwodu Ziemi. Stad Eratostenes otrzymal promien Ziemi
R = 250000 stadionów, co jest padspodziewanie zgodne z rzeczywistoscia, jakoze l stadion = 158 m.

,\l
Nastepne wyznaczenia rozmiarów Ziemi
(Posidonius, Al Mamun, Fernel, Norwood) nie
wniosly wlasciwie nic nowego. Dopiero Snellius okolo
1610 r. zapoczatkowal nowa, znacznie dokladniejsza
metode mierzenia .odleglosci oparta na triangulacji.
Od tego czasu mozna bylo pokusic sie o zbadanie,
na ile ksztalt Ziemi odbiega od kulistego -
jesli w ogóle odbiega. W pierwszym przyblizeniu
sprowadzaloby sie to do zmierzenia wzdluz poludnika
jego luków odp<?wiadajacych róznicy szerokosci

równik

Pd
Rys. l. Na elipsoidzie jednakowym róznicom sZ,erokosci
geograficznej odpowiadaja niejednakowe luki. Na elipsoidzie
splaszczonej odpowiednie luki przy biegunie sa dluzsze.

8

geograficznych np. 1°. Gdyby jednostopniowe luki
byly dluzsze przy równiku, dowodziloby to, ze modelem
Ziemi moze byc elipsoida obrotowa wydluzona, zas
gdyby byly dluzsze w poblizu biegunów, to ziemska
elipsoida bylaby splaszczona. Sprawa nie byla tak
oczywista, jak nam sie teraz wydaje. Wprawdzie
Newton i Huygens byli przekonani, ze wskutek ruchu
obrotowego Ziemia powinna przyjac ksztalt
(w przyblizeniu) elipsoidy obrotowej splaszczonej,
jednak istnialy glosy przeciwne. Co wiecej, pomiary
triangulacyjne wykonane we Francji w XVII w.
(J. Cassini, Maraldi, Lahire) zdawaly sie swiadczyc
za wydluzonym ksztaltem Ziemi, a wiec przeciwnie do
przewidywan Newtona.

A

B

Rys. 2. Zamiast mierzyc dlugi odcinek AB mozna zmierzyc
krótszy odcinek ob oraz katy we wszystkich niezbednych
trójkatach. Na tym polega triangulacja.



Po dosc dlugim sporze (nie pierwszym i nie ostatnim
w dziejach stosunków angielsko-francuskich) Akademia
Francuska zdecydowala sie wyslac dwie ekspedycje,
jedna do Laponii i druga do Peru, w celu wykonania
Jliezbednych pomiarów. Ekspedycja w Laponii
pracowala okolo roku (1736-1737), peruwianska zas
przez lat dziesiec (1735-::1745). Jednoczesnie grupa
J. Cassiniego powtórzyla pomiary na terenie Francji.

-

- ....

- -

- -- -

Ekspedycje uzyskaly nastepujace wyniki:
stopien laponski liczy 57422 toise'ó\y (tuazów),
stopien francuski liczy 57084 toise'ów,
stopien peruwianski liczy 56748 toise'ów,
gdzie toise byl stósowana wówczas jednostka dlugosci
równa okolo 2 m. Okazalo sie wiec, ze racje mial
Newton.

-
..•. -

Cala ta sprawa stala sie impulsem do wprowadzenia
nowego wzorca dlugosci. Mianowicie francuskie
Zgromadzenie Narodowe powolalo specjalna Komisje
Miar i Wag (nalezeli do niej m.in. Monge, Lagrange,
Laplace), której zadaniem mialo byc znalezienie
jednostek dlugosci i ciezaru opartych na jakichs
naturalnych podstawach, a przez to latwo
odtwarzalnych. W 1791 r. Komisja zaproponowala,
by jednostka dlugosci stalo sie 10-7 cwiartki
poludnika ziemskiego. Propozycja zostala
zaaprobowana i - jak wiemy - powszechnie przyjeta
na calym swiecie - powiedzmy: prawie na calym
swiecie. Przeprowadzone zostaly jeszcze dodatkowe
pomiary triangulacyjne i w 1799 r. Lenoir wykonal
wzorzec nowej jednostki - metra. Jest to sztaba
z irydowo-platynowego stopu (o malej rozszerzalnosci

cieplnej) przechowywan<:l w Miedzynarodowym Biurze
Miar i Wag w Sevres pod Paryzem. Potem, po
wykonaniu jeszcze dokladniejszych pomiarów okazitlo
sie, ze wzorcowy metr nie jest równy 10-7 cwiartki /
poludnika, ale to juz inna historia. Najnowsza
definicja metra ustalona przez Generalna Konferencje
Miar i Wag w Paryzu w 1983 r. mówi, ze metr jest
dlugoscia odcinka pokonywanego przez swiatlo
w prózni w czasie 1/299 792 458 sekundy. Rozmiary
Ziemi (przyjete przez Kongres Miedzynarodowej Unii
Astronomicznej w 1976 r.) sa przy tym:
promien równikowy a = 6 378 140 m,
promien biegunowy b = 6356 760 m,
splaszczenie (a-b)/a = 1/298,257.

Mala Delte przygotowal Tomasz KW A.ST
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o polach zakreslanych przez punkty ruchomego odcinka

Dr Arkadiusz PLOSKI

B

aSI +bSz -:nabn.
S = a+b

W artykule zamieszczonym w Delcie 8/1984 P. Kenderow
i K. Kolarow przypomnieli twierdzenie· Holditcha ilustrujac je
ciekawymi przykladami. Twierdzenie to wystepuje równiez jako
cwiczenie podane wraz z rozwiazaniem w Wyk/adach rachunki..

rózniczkowego i calkowego R. Couranta. W przekladzie
rosyjskim drugiego tomu tego podrecznika (Moskwa 1970)
znajduje sie ono w serii cwiczen do rozdzialu piatego

" poswieconego calkom krzywoliniowym i powierzchniowym.
Naszym celem jest przedstawienie faktu bedacego dosc
naturalnym uogólnieniem twierdzenia Holditcha; jego dowód
przeprowadzimy wzorujac sie na cytowanej ksiazce R. Couranta.

Zalózmy, ze odcinek slizga sie po plaszczyznie w ten sposób, ze
po pewnym czasie wraca do polozenia wyjsciowego, przy czym
plaszczyzna sztywno zwiazana z odcinkiem wykonuje wzgledem
nieruchomej plaszczyzny n pelnych obrotów (n moze byc dowolna

liczba calkowita, gdyz obroty w kierunku zgodnym z ruchem
wskazówek zegara liczymy jako ujemne). W trakcie ruchu odcinka
kazdy jego punkt -zakresla krzywa ograniczajaca obszar o pewnym
polu. Pole to nalezy rozumiec jako "pole algebraiczne", a wiec
obliczone ze wspólczynnikiem uwzgledniajacym liczbe i zwrot
obiegów poruszajacego sie punktu. Dobrym przykladem jest
opisane przez P. Kenderowa i K. Kolarowa pole zakreslone przez
punkt odcinka wymiatajacego trójkat Reuleaux.

Twierdzenie. Jesli konce odci~ka zakreslaja krzywe KI i Kz ograniczajace pola SI i Sz, a punkt

lezacy w odleglosciach a > ° i b > °od jego konców zakresla krzywa K, to pole ograniczone
krzywa K jest równe

Trójkat Reuleaux jest ograniczony
trzema lukami o srodkach
w wierzcholkach

trójkata równobocznego
i promieniach równych bokowi
tego trójkata.
Jesli punkt wewnetrzny odcinka,
którego konce poruszaja sie po
trójkacie Reuleaux, zakresla
krzywa L jak na rysunku, to
pole algebraiczne obszaru
ogranicwnego przez nia jest
równe A'-.B'-.C'-.D.

Twierdzenie Holditcha:
Jesli oba konce odcinka

przemieszczaja sie po,krzywej
z~mknietej L, a punkt podzialu
odcinka w stosunku a: b
zakresla krzywa L', to róznica
pól figur ograniczonych
krzywymi L i L' jest równa
lIab.

Przy zalozeniach twierdzenia Holditcha ruchomy odcinek wykonuje jeden obrót w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazówek zegara (a wiec wtedy n = + l), przy czym oba jego konce
zakreslaja te sama krzywa ograniczajaca pole SI = S2' Stosujac nasze twierdzenie otrzymujemy
zwiazek: SI-S = :nab.

Okazuje sie, ze dowód podanego twierdzenia jest bardzo prosty, jesli tylko nalezycie okreslimy
pojecia w nim wystepujace. Aby to zrobic, musimy uzyc rachunku rózniczkowego i calkowego,
nie bedziemy jednak wykonywac zlozonych rachunków; wystarczy nam znajomosc samych pojec
pochodnej i calki. Chcac przedstawic nasze argumenty w krótki sposób posluzymy sie
rachunkiem wektorowym: punkty plaszczyzny bedziemy przedstawiac za pomoca ich wektorów
wodzacych a, b, c, ... Równoleglobok (z \vyróznionym porzadkiem ramion) jest wiec okreslony
przez podanie pary wektorów a, b, a jego pole [a, bl ma nastepujace wlasnosci:

(1) [al+a2,bl = [ab'bl+[az,bl,

(2) [ka, bl = kra, bl,

(3) [a, bL= - [b, al,

(4) istnieje para jednostkowych wzajemnie prostopadlych wektorów i, j taka, ze [i,jl = + l.

--
Rozwiazanie zadania M 449. Kazda z 25
liczb wystepuje w tabliczce 25 razy, w tym
parzysta liczbe razy poza glówna przekatna.
Wobec tego kazda liczba wystapi na glównej
przekatnej nieparzysta liczbe razy, a wiec
dokladnie raz.

Warunki (1)-(4) przyjmujemy dalej jako aksjomatyczna definicje pola równolegloboku. Pole
trójkata o ramionach a, b definiujemy jako 1/2[a, bl. Plaszczyzna, w której okreslono pole
równolegloboku, spelniajace warunki (1)-(4), nazywa sie plaszczyzna zorientowana. Mozna
sprawdzic, ze plaszczyzne da sie zorientowac dokladnie na dwa sposoby (warunki (1)-(4)
wyznaczaja pole z dokladnoscia do znaku). W dalszym ciagu zakladamy, ze plaszczyzna jest
zorientowana. Zajmiemy sie teraz formalnym opisem ruchu, przy czym ograniczymy sie do
przypadku, w którym ruchomy obiekt powraca do polozenia wyjsciowego. Wektorem ruchomym
, nazywamy gladka funkcje wektorowa okreslona w przedziale (0,2:n) i spelniajaca warunek
,(0) = ,(2:n) (przedzial (0,2:n) moze byc zastapiony przez jakikolwiek inny, nasz wybór zostal
podyktowany wygoda rachunkowa). Argument funkcji, interpretujemy jako czas: mówimy, ze
wektor ruchomy' zajmuje w chwili t E (0,2:n) polozenie ,(t). Gladkosc oznacza tutaj, ze funkcja,
ma w kazdym punkcie pochodna (oznaczana dalej n tzn. jesli ,(t) = (a (t), b(t», to ;(t) =
= (a'(t), b'(t» i ze pochodna ta jest funkcja ciagla. Zalozenia te mozna oslabic, ale nie bedziemy
sie nad tym zatrzymywali. Przypomnijmy jeszcze, ze ;(t) interpretujemy w mechanice jako
predkosc wektora ruchomego, w chwili t.
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COSCl =

Mm
F", -G~x= -kx.

Ruch windy jest w tym przyblizeniu ruchem

harmonicznym o okresie

2"

dla k = 1,2 oraz ~,[r(t), ;(t)]dt = 2S.
o

2n

~ [rk(t), ;k(t)]dt = 2Sk
o

Lemat. Jezeli wektor ruchomy r nie przechodzi przez poczatek ukladu, to

_l_r [ret), ;(1)] d =' d( O)J ---2- t m r, .
2n o r(1)

Dowód. Niech rp bedzie taka funkcja ciagla, ze r = Irl(icosrp+jsinrp). Z zalozenia, ze r jest

funkcja g~adka, wynika istnienie i ciaglosc pochodnej .p. Latwo sprawdzic, ze [r,;] = r2q;,
a wiec

l 2"
Definicja. Polem zakreslonym przez wektor ruchomy r nazywamy liczbe - ~ [ret), ;(1)]dt.

2 o

2n. 2"

1 \" [r(1), ret)] l \" o l-2n- J --r(-t)-2- dt = -2n- J rp(t)dt = -2n- (rp(2n) - rp(O) ) = ind(r, O).o o '

Mozemy teraz nadac scisly sens wypowiedzi naszego twierdzenia i udowodnic je. Odcinkiem

ruchomym o dlugosci d > °bedziemy nazywac pare '1.ektorów ruchomych r" r2 taka, ze
Ir,(t)-r2(1)1 = d dla \Vszystkich t E <0,2n>. Liczba pelnych obrotów odcinka ruchomego r" r2
nazywamy indeks ind(r2 -r" O). Aby udowodnic twierdzenie, rozwazmy odcinek ruchomy r" r2

a b
o dlugosci a+b (a > O, b > O) i oznaczmy r = -- r, + -, - r2. Jest to wiec wektor wodzacy

a+b a+b

punktu lezacego w odleglosciach a > ° i b > °od konców odcinka (Ir-r,1 = b oraz ',-r21 = a).
Zgodnie z przyjeta definicja pola mamy:

Latwo wskazac intuicje geometryczna objasniajaca przyjeta definicje: pole zakreslone przez
wektor r w malym przedziale czasu <t, t+Llt) jest w przyblizeniu równe polu trójkata o ramionach

l 1[ l ]ret), r(t+Llt), tzn. liczbie- [ret), r(1+Llt)] = - ret), -~ (r(1+Llt)-r(t)) (Llt);;;2 2 Llt .
l

;;; 2" [r(t), ; (1)] Llt. Aby znalezc pole zakreslone przez wektor r w calym przedziale czasowym

<0,2n), sumujemyPola opisanych wyzej trójkatów, a nastepnie przechodzimy do granicy.

Z drugiej strony stosujac udowodniony lemat do wektora r2-r, i uwzgledniajac fakt, ze
(r2 _r,)2 = (a+b)2, otrzymujemy ~

2"

~ [r2(t)-r,(t), ;2(t)-;,(t)]dt = 2n(a+h)2n.
o

Calkujac latwa do sprawdzenia tozsamosc

[ O] a [ O] b 1 O] ab [ o • O]r,r =-- r"r,+-- r2,r2----- r2-r"r2-r,
a+b a+b (a+b)2 -

i wstawiajac do otrzymanej równosci obliczone wyzej calki dostajemy teze twierdzenia.

Niech teraz r bedzie wektorem ruchomym nie przechodzacym przez poczatek ukladu. Zalozenie

to oznacza, ze ret) "# O dla wszystkich t E <0,2n>. Istnieje wówczas funkcja ciagla rp w przedziale
<0,2n> taka, ze r = IrIOcosrp+jsinrp). Jest ona wyznaczona jednoznacznie z dokladnoscia do

\ stalej bedacej wielokrotnoscia liczby 2n. Z warunku r(O) = r(2n) wynika, ze rp(O)= rp(2n)+2nn
dla pewnej liczby calkowitej n. Liczbe n nazywamy indeksem wektora ruchomego r (nie
przechodzacego przez poczatek ukladu) wzgledem O i oznaczamy ind(r, O). Indeks ind(r, O)

mozna opisac nieformainie jako liczbe obiegów wektora r wzgledem poczatku ukladu.

Zainteresowany tym pojeciem Czytelnik znajdzie szczególowy i przystepny wyklad podstawowych
wlasnosci indeksu w ksiazce A. BirkhoJca Analiza matematyczna dla nauczycieli.

m

Stad rzut .1F1 na os pierscienia

LlMtmx
'1Ft = - G (R2 + X2)"2 .

Wypadkowa sil pochodzacych od

wszystkich mas L1M, jest wiec równa

.•Im .•1'R>"T = 2" V ,,- = 2" V MG .

Poniewaz rozmiary pierscienia sa duzo wieksze

od dlugosci cylindra, sila przyciagajaca jest

w przyblizeniu proporcjonalna do wychylenia

Po podstawieniu danych otrzymujemy

T'" 18 dni. Jak widac, pomysl takiego
napedu windy trzeba odrzucic.

F = -G _ Mmx
(R2+X2)312 .

Rozwiazllnie zadania F 206. Po wychyleniu

z polozenia równowagi (punkt O na rysunku)

na winde zaczyna dzialac sila przyciagania
grawitacyjnego F skierowana do srodka

pierscienia. W punkcie odleglym o x od O
sila LlF przyciagania windy przez maly

element pierscienia o masie LJMi ma wartosc

LIF, = -G LlM,m
R2+X2

ijest skierowana pod katem ex do osi, przy

czym
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W artykule stosujemy nastepujace
oznaczenia:

p-proton
fi - neutron
)I-neutrino
e- -elektron
e+ - pozyton
n-mezon pi

W przypadku istnienia sily "barytropowej"
rózne jadra bylyby róznie przyciagane przez
Ziemie, poniewaz kazde jadro ma nieco
inny stosunek masy do liczby barionowej.
Jednak analiza precyzyjnych eksperymentów
badajacych pole grawitacyjne Ziemi
wykazala, ze sila przyciagania cial jest
proporcjonalna tylko do masy, a nie do ich
ladunku barionowego.

Czy proton jest czastka trwala~

Dr Danuta KIELCZEWSKA

Rozwój pogladów na temat stabilnosci protonu jest fascynujacym przykladem poszukiwania
naj glebiej ukrytych przyczyn obserwowanych zjawisk.

Jadra atomowe skladaja sie z protonów i neutronów. Swobodny neutron rozpada sie srednio
po 15 minutach na proton, elektron i antyneutrino (tzw. rozpad P). Neutron zwiazany
w stabilnym jadrze nie ulega takiemu rozpadowi. Podobnie, trwaly ze wzgledu na rozpad P jest
proton, gdyz ma mase nieco mniejsza od neutronu. Trwalosc protonu (i zwiazanego neutronu)
nie wynika jednak z zadnej z podstawowych zasad zachowania. Istnieje wiele czastek, na które
móglby sie rozpadac z zachowaniem energii, pedu, momentu pedu i ladunku. Wszystkie te
wielkosci sa zachowane na przyklad w rozpadzie protonu na dwa pozytony i elektron
(p -> e+e+e-). Podobnie dla zwiazanego neutronu do pomyslenia jest rozpad n -> e+e-v. Nigdy
jednak takich procesów nie zaobserwowano.

Nie obserwuje sie równiez rozpadów elektronów, ale elektron jest naj lzejsza czastka obdarzona
ladunkiem i nie móglby sie rozpadac bez pogwalcenia zasady zachowania energii lub ladunku.
Przez analogie przyjeto zatem, ze proton jest naj lzejsza czastka majaca ladunek barionowy
(liczbe barionowa) B = + l. Neutron ma ladunek barionowy tez równy + I, a dla antyprotonu
i antyneutronu B = -l. Postulowano dalej, ze suma liczb barionowych jest zachowywana
w reakcjach podobnie jak calkowity ladunek elektryczny.

Prawo zachowania ladunku elektrycznego jest zasadnicza cecha elektrodynamiki - teorii
opisujacej oddzialywanie czastek naladowanych. Nie istnieje natomiast podobnie ugruntowana
teoria, w która udaloby sie wbudowac zasade zachowania ladunku barionowego.
W szczególnosci nie stwierdzono przejawów sily "barytropowej", która analogicznie do sily
Coulomba bylaby proporcjonalna do calkowitego ladunku barionowego. ,
Podejrzenie co do zacho}Vania liczby barionowej nasuwa równiez fakt, ze we Wszechswiecie

obserwuje sie duzo wiecej materii (B = + l) niz antymaterii (B = -l). Jezeli odrzucimy
nieatrakcyjna hipoteze, ze obserwowana obecnie asymetria byla zadanym warunkiem
poczatkowym, to musimy przyjac, ze w pierwszych chwilach Wielkiego Wybuchu zachodzily
procesy nie zachowujace ladunku barionowego.

Procesy takie, jesli wystepuja i dzis, sa z pewnoscia niezwykle rzadkie. Mozna na przyklad
ocenic, ile nukleonów (tj. protonów i neutronów) w ciele czlowieka moze ulec rozpadowi, zanim
zostanie przekroczona dopuszczalna dawka promieniowania. Okazuje sie, ze takiej dawce
odpowiada rozpad 3 x 108 nukleonów w l kg w ciagu roku, czyli jednego nukleonu na 2 x 1018•

Przyjmujac, ze dawke 100 razy wieksza poczulibysmy juz na pewno, mozemy wnioskowac, ze
rozpady zdarzaja sie nie czesciej niz jeden na 2 x 1016 nukleonów w ciagu roku. Wynika z tego, ze
pojedynczy nukleon zyje srednio dluzej niz 2 x 1016 lat. Jest to imponujaca dlugowiecznosc, jesli
zwazyc, ze wiek Wszechswiata oceniany jest na zaledwie 1010 lat.

Od 1954 roku próbowano doswiadczalnie wyznaczac dolna granice czasu zycia protonu.
Stosowano do tego celu detektory zaprojektowane do rejestracji neutrin kosmicznych. W 1974
roku fizycy amerykanscy pod kierunkiem F. Reinesa, po przeanalizowaniu danych iebranych
w ciagu 9 lat pracy dwudzicstotonowego detektora umieszczonego w kopalni zlota w Afryce
Poludniowej, otrzymali dolna granice czasu zycia nukleonu równa 3 x 1029 lat. Ta sama grupa
fizyków wystapila wtedy z propozycja budowy wiekszego detektora, jednakze nie otrzymala
potrzebnych funduszy. Rozpad pro~onu nie wydawal sie wówczas dostatecznie waznym
zagadnieniem.

Tymczasem w fizyce czastek elementarnych uzyskano wiele nowych wyników. Opisano
w jednolity sposób oddzialywania elektromagnetyczne wiazace m.in. elektrony z jadrami
w atomach, oraz odqzialywania slabe, odpowiedzialne np. za rozpad p. W ramach tego opisu
podstawowymi skladnikami materii sa kwarki oraz leptony. Z kwarków zbudowane sa nukleony,
a takze wszystkie inne czastki oddzialujace za posrednictwem oddzialywan silnych. Do leptonów
zaliczane sa te czastki materii, które silnie nie oddzialuja, np. elektron i neutrino. Kwarki
i leptony stanowia wiec dwiexózne i niezalezne rodziny.

12



Mezony" to czastki 7 razy lzejsze od
nukleonów, zbudowane z kwarków

i antykwarków .

Rozwiazanie zadania M 450. Obliczamy kolejno

hl : = al +02.

h2:= Gt' a2.

b):= U3+04,

b4 : = a)' 04,

b, := bl +b"

b.:= b,+a, = p,

b7 := b5' as.

b,:= b,+b4,

b, := b,' b"

b10:= b8+b9•

bll:= blO+b, = q,

b1]:= blO' as.

b,,:=b,'b4,

b14 : = h2 • b3,

b15:= b13+bl4•

b16:= b12+bl~ = r.

bl1:= b15' as.

b18:= b2'b4,

b19:= b17+b18 = ~',
b20:= b1s'as = t.
A czy moze byc lacznie mniej niz 20 dLialan?

Naladowana czastka poruszajaca sie

w przezroczystym osrodku z predkoscia
wieksza od predkosci swiatla w tym osrodku

emituje swiatlo, tzw. promieniowanie

Czerenkowa. Swiatlo to wysylane jest wzdluz

stozka wokól kierunku lotu czastki,
analogicznie do fal akustycznych wysylanych

przez samoloty ponaddzwiekowe. W

odleglosci pieciu metrów od toru czastki
natezenie promie.piowania jest tak male jak
od zarówki umieszczonej w odleglosci

Ksiezyca.

Miony sa to czastki oddzialujace podobnie

jak elektrony, o masie 200 razy wiekszej od
masy elektronu.

Rozwiazanie zadania M 448. Rozpatrzmy

dzielniki liczby n, które nie przewyzszaja yn.

J ... '" k+l '.
est Ich me wiecej nlZ ~2-' pOfl1ewaz

kazdemu dzielnikowi d < yn mozna

przyporzadkowac dzielnik % > l/n-
takie przyporzadkowanie jest róznowartósciowe.

k k+l - .
Stad T < -2- .;; Vn, czyh k2 < 4n.

W 1974 roku zaproponowano teorie (oznaczona symbolem 8U(5», która do jednolitego opisu
wlaczala równiez oddzialywania silne, zachodzace miedzy kwarkami. Wymagalo to polaczenia
kwarków i leptonów w jedna rodzine, a wiec w konsekwencji dopuszczenie mozliwosci

przeksztalcen jednych w drugie. Na przyklad jeden z trzech kwarków protonu móglby przejsc
w e+, a drugi wantykwark, który z trzecim kwarkiem utworzy nienaladowany mezon n° (rys.).
Proces ten nastepowalby przez wymiane miedzy kwarkami hipotetycznej czastki (bozonu X),
której istnienie jest niezbednym elementem jednolitego opisu oddzialywan elektroslabych
i silnych.

kwark

BOZON X

pozy tan

Czas zycia protonu wyznaczony w ramach teorii 8U(5) jest krótszy niz 2 x 1031 lal. Wynik ten
jest juz w zakresie mozliwosci doswiadczalnych, bo jesli w l g materii znajduje sie okolo 6 x 1023

nukleonów (liczba Avogadra), to w 1000 tonach powinno srednio zajsc ponad 26 rozpadów
w ciagu roku. W 1979 roku eksperyment podobny do zaproponowanego 5 lat wczesniej zostal

zaakceptowany. Do jego realizacji przystapili najpierw fizycy z uniwersytetów w Irvine

(Kalifornia) i Michigan oraz z laboratorium w Brookhaven. Potem przylaczyly sie inne laboratoria
w tym równiez z Uniwersytetu Warszawskiego.

Aby uzyskac maksymalna ilosc badanej materii tanim kosztem, wypelniono detektor 8 tysiacami
ton wody. Promieniowanie Czerenkowa emitowane przez naladowane szybkie czastki przechodzace
przez detektor rejestrowane jest przez 2048 fotopowielaczy umieszczonych w scianach detektora.
Impulsy z fotopowielaczy analizowane sa nastepnie przez komputer.

Jak powinien wygladac w takim detektorze wspomniany rozpad p --> e+nO? Kazdy z produktów
rozpadu powinien'miec calkowita energie bliska polowie masy protonu. Poniewaz proton
rozpada sie niemal w spoczynku, ped pozytonu powinien byc przeciwny do pedu mezonu n°.
Pozyton wysyla stozek swiatla przebywajac droge okol,o 2,5 metra. Mezon n° rozpada sie prawie
natychmiast na dwa fotony, kt~re w przyblizeniu zachowuja jego kierunek i po przebyciu
w wodzie drogi srednio 36 cm produkuja pary e+e-. W efekcie fotopowielacze oswietlone przez
rozpadajacy sie proton powinny znajdowac sie w przyblizeniu w dwóch pierscieniach na
przeciwleglych scianach detektora.

W detektorze moga zachodzic tez inne zjawiska, które wywoluja sygnaly podobne do
oczekiwanych z rozpadów nukleonów. Najpowazniejszy problem stanowia czastki promieniowania
kosmicznego. Dlatego detektor zbudowano w kopalni soli, okolo 600 m pod jeziorem Erie. Na te
glebokosc docieraja tylko miony i neutrina.

Po dwóch latach pracy detektora zebrano dane, sposród których wybrano okolo 400 zdarzen.
Zarówno liczba zdarzen, jak i ich wlasnosci zgadzaja sie z tym, czego oczekiwalibysmy od
oddzialywan neutrin atmosferycznych. Nie mozna jednak wykluczyc, ze niektóre ze zdarzen sa
rozpadami nukleonów. Takich "kandydatów" na rózne sposoby rozpadu jest ponad 20. Na
podstawie tych przypadków obliczono górne granice prawdopodobienstw 34 sposobów rozpadu.
Odpowiadajace im dolne granice czasu zycia nukleonu wynosza od 1031 lat do 50 x 1031 lat.

Zadne z 400 zdarzen nie przypomina oczekiwanego rozpadu p --> e+n°. Jezeli wiec bylby to
glówny sposób rozpadu protonu, to jego czas zycia jest dluzszy niz 25 x 1031 lat, co ponad
dziesieciokrotnie przewyzsza przewidywania teorii 8U(5). Doswiadczenie wykazuje zatem, ze
prosty koncepcyjnie schemat ujednolicenia oddzialywan nie sprawdza sie i nalezy szukac
innych.

Nie znamy w tej chwili definitywnej odpowiedzi na pytanie, czy proton jest czastka trwala. Gdy
po raz pierwszy badano to zagadnienie doswiadczalnie, powszechna byla wiara fizyków
w trwaJ6sc protonu. Obecnie ogól fizyków sadzi, iz proton nie jest czastka trwala, mimo ze
trzydziesci lat doswiadczen obnizylo górna granice prawdopodobienstwa rozpadu az 1015 razy.
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Moment pedu pola elektromagnetycznego Mgr inz. Jerzy Dryzek

G. G. Lombardii, American Journal oj' Physics
SI( 1983)slr. 213.

(3)

(5)

dl[J.jdt dBjdt dBjdt
E. = --- = na2 --- = a ---,

2na 2na 2

dl[Jbjdt 2 dBjdt dBjdtEb = ---= nR --- =R2 .
2nb 2nb 2b

Podstawiajac te wartosci do (2) otrzymamy

(4) ILm.1= S Qa2dBj2 = Qa2Bj2, ILmbl= ~QR2dBj2 = QR2Bj2,

gdzie Lmb ma zwrot osi solenoidu Z, a Lm. - przeciwny; B jest poczatkowa wartoscia pola
magnetycznego wewnatrz solenoidu. Zatem calkowity moment pedu po wylaczeniu pradu jest
równy

W drugim tomie wykladów Feynmana w rozdziale siedemnastym autor podaje czytelnikom do
rozwiazania pewien paradoks, który pózniej zyskal miano "paradoksu dysku Feynmana".

Feynman proponuje, aby rozwazyc cienka kolista plastykowa tarcze, która moze sie swobodnie
obracac wokól osi (rys. l). Na tarczy wspólosiowo znajduje sie solenoid, przez który przeplywa
prad elektryczny czerpany z malej baterii, takze umieszczonej na tarczy. Konstrukcje uzupelnia
kilka malych metalowych kulek umieszczonych w poblizu brzegu tarczy i izolowanych od siebie
i od solenoidu. Kazda z kulek jest naladawana ladunkiem elektrycznym Q. Niech tak
skonstruowany dysk spoczywa.

Przypuscmy teraz, ze bateria zostala odlaczona od solenoidu. Przerwanie pradu w obwodzie
spowoduje zanik znajdujacego sie wewnatrz solenoidu, równoleglego do osi tarczy pola
magnetycznego. Pojawi sie zatem, zgodnie z prawem indukcji elektromagnetycznej Faradaya,
indukowane pole elektryczne. Linie sil tego pola beda okregami wspólsrodkowymi z osia tarczy.
W efekcie naladowane kulki na obwodzie tarczy doznaja dzialania pewnej sily elektrycznej,
stycznej do obwodu. Tak wiec zanik pradu w solenoidzie spowoduje obrót tarczy i pojawienie sie
momentu pedu. Przeczy to jednej z fundamentalnych zasad zachowania w fizyce, a mianowicie
zasadzie zachowania momentu pedu.

To nagle pojawienie sie momentu pedu tarczy nie jest efektem mechanicznym wynikajacym
z jakiegos szczególnego sposobu realizacji wylaczenia pradu w solenoidzie. Rozwiazanie
paradoksu lezy w stwierdzeniu, iz pole elektromagnetyczne ma swój wlasny moment pedu, który
po zaniku pradu przekazywany jest tarczy.

Moment pedu pola elektromagnetycznego wyraza sie wzorem

(1) LEM = to ~ T x (Ex B)oxdydz,

gdzie E jest natezeniem pola elektrycznego, B - indukcja pola magnetycznego w punkcie T, a to

jest przenikalnoscia dielektryczna prózni.
Przed wylaczeniem pradu mamy wewnatrz solenoidu pole magnetyczne B wytworzone przez
poruszajace sie elektrony i pole elektryczne E naladowanych kulek znajdujacych sie na obwodzie
tarczy. Zatem LEMjest rózny od zera. Przerwanie pradu w obwodzie solenoidu spowoduje zanik
pola magnetycznego, a wiec zanik LEM. Jednak calkowity moment pedu ukladu nie zmieni sie,
bo na jego miejsce pojawi sie moment pedu tarczy. Dowód tego, iz moment pedu pola
elektromagnetycznego i moment pedu tarczy sa równe, przeprowadzil przy uzyciu zlozonej
analizy wektorowej G. G. Lombardii.

Zaproponowano równiez nieco inny eksperyment, który mozna latwiej przeanalizowac.
Nieskonczenie dlugi solenoid o promieniu R, w którym plynie prad l, umieszczony jest
wspólosiowo miedzy dwiema rurami (o promieniach a i b i dlugosci l ~ b > a) naladowanymi

równomiernie ladunkami -Q i +Q (rys. 2). Rury moga sie swobodnie obracac wokól wspólnej
osi.

W chwili poczatkowej obie rury spoczywaja, czyli ich m~ent pedu jest równy zeru. Wylaczmy
w pewnym momencie prad w solenoidzie. Spowoduje to zanik równoleglego do osi pola
magnetycznego B. Powstanie indukowane pole elektryczne, które dzialajac na ladunki
umieszczone na powierzchni rur spowoduje ich obrót w przeciwne strony. Mechaniczny moment
pedu rur bedzie równy momentom sil scalkowanym po czasie

(2) ILm.1= ~aQE.dt, ILmbl= ~bQEbdt,

gdzie E. i Eb to pole elektryczne dzialajace odpowiednio na wewnetrzna i zewnetrzna rure.
Zgodnie z prawem Faradaya

QB(R2-a2) "-
Lm = Lmb-Lm. = ----- z.

2

Obliczmy teraz moment pedu pola elektromagnetycznego przed wylaczeniem pradu w
w solenoidzie. Zgodnie z przyjetymi warunkami pole magnetyczne istnialo tylko wewnatrz
solenoidu. Natomiast pole elektryczne jest równe zeru wszedzie poza obszarem miedzy rurami i,
jak wynika z prawa Gaussa, ma ono wartosc E = Qj(2ntorl) i kierunek radialny. Zatem

~
l...

l
y

""-~T)
~''''--:r~~--r,
,..."'---1....
tJ--l", I--~
1'4'--l')
,...•.._-I:c
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Rys. I. Dysk Feynmana.
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(6)

calkowanie we wzorze (1) rozciagac sie bedzie na obszar, w którym istnieja jednoczesnie pola E i B.
Wykorzystujac symetrie kolowa opisanego ukladu mozemy napisac

R

" ~ rQB(2nrl). QB(R2-a2) "LEM = ZEo ----dr = ----- z.
2nEorl 2a

Wykazalismy, iz istotnie moment pedu pola równy jest mechanicznemu momentowi pedu rur,
który pojawia sie po wylaczeniu pradu w solenoidzie. Zasada zachowania momentu pedu nie
zostala naruszona.

Istnieja inne, bardziej dostepne obserwacji zjawiska, w których ujawnia sie moment pedu pola
elektromagnetycznego. Rozwazmy na przyklad elektron w modelu atomu Bohra. Ma on
okreslony, w zaleznsci od stanu, w którym sie znajduje, moment pedu La. Jesli za pomoca
elektromagnesu wy~worzymy jednorodne pole magnetyczne B prostopadle do plaszczyzny orbity,
lo pole elektryczne elektronu i pole magnetyczne zgodnie z relacja (l) dadza moment pedu
równy LSM = -er2B/2, gdzie r jest promieniem orbity elektronu w modelu Bohra. Zatem
zgodnie z zasada zachowania momentu pedu dla zrównowazenia powstalego LE.M elektron
zyska w polu dodatkowy mechaniczny moment pedu L1Lm= -LEM. Moment magnetyczny
stowarzyszony z tym momentem pedu jest równy m = -eLJLm/(2me) = -e2r2B/(4me), a wiec
ma kierunek przeciwny do kierunku pola B. Jest to tzw. indukowany moment diamagnetyczny.
Pojawienie sie w obecnosci pola B dodatkowego momentu pedu L1Lmoznacza, ze elektron
obraca sie z dodatkowa czestoscia Wp = IL1Lml/(mr2) = eIBI/(2m) zwana czestoscia Lannora.
Tak wiec diamagnetyzm mozna uwazac za konsekwencje zasady zachowania momentu pedu.

Na zakonczenie zauwazmy, ze skoro pole elektromagnetyczne niesie pewien moment pedu,
nie powinien nikogo dziwic fakt, iz foton, który jest kwantem tego pola, ma wlasny moment
pedu (spin). Poza tym warto pamietac, ze obIekt fizyczny nie bedacy w ruchu moze miec pewien
moment pedu. "Dysk Feynmana" jest tego przykladem.

Kacik olimpijski Wezmy trzy punkty A, B, C na
sferze nie lezace na jednym kole
wielkim. Przez kazde dwa z nich

poprowadzmy kolo wielkie sfery.
Te trzy kola wielkie dziela sfere
na 8 czesci zwanych trójkatami
sferycznymi. Katy ~ A, ~ B, ~ C
miedzy stycznymi do luków kól
wielkich nazywamy katami
trójkata sferycznego, a luki

c = AB, a = Be. b = CA kól
wielkich - jego bokami
(mierzymy je w radianach).

przy takim podziale sfery j~den z trójkatów ma wszystkie boki
i katy mniejsze od n. Taki trójkat nazywamy eulerowski. Miedzy
jego bokami i katami zachodza zwiazki:

(1) b-c < a < b+e, a+b+e < 2n,

(2) n < A+B+C < 3n.
Wzór sinusów

sina sinb sine
(3) --=--=--.

sinA sinB sin C

Wzory cosinusów

(4) cosa = cosbcose+sinbsinecosA,

cosA = -cosBcosC+sinBsinCcosa.

Wzory cotangensów

(5) sinectga-sinBctgA = cosecosB,

sinectgb-sinActgB = cosecosA.

Analogiczne wzory otrzymujemy dla pozostalych boków i katów.

Rozwiazemy teraz zadanie 6 z trzeciego etapu XXXIII OM
uzywajac jednego z powyzszych wzorów.

Udowodnic, ze w dowolnym czworoscianie suma wszystkich
katów dwusciennych jest wieksza od m.

t5

Opiszemy najpierw pewna ogólna konstrukcje.

Rozpatrzmy niewielka - tzn. przecinajaca tylko trzy sciany 
sfere o srodku w wierzcholku czworoscianu. Te trzy sciany (i trzy
krawedzie) wyznaczaja na sferze boki (i wierzcholki) trójkata
sferycznego eulerowskiego. Miary jego boków to miary katów
plaskich przy wierzcholku, a miary jego katów to miary katów
dwusciennych. Stosujemy lewa czesc nierównosci (2) do
wszystkich wierzCholków czworoscianu i sumujemy stronami.
Po lewej stronie nierównosci bedzie 4n, po prawej - podwojona
suma wszystkich katów dwusciennych.

Mozna zauwazyc, ze stosujac konstrukcje opisana w rozwiazaniu
i wzory (3) - (5) dostajemy przepis na rozwiazanie dowolnego
naroza (tzn. okolic wierzcholka czworoscianu), o ile tylko mamy
wystarczajaco duzo danych poczatkowych.

Zadania

1. Wykazac, ze jesli wszystkie katy dwuscienne czworoscianu sa
ostre, to wszystkie jego sciany sa trójkatami ostrokatnymi.

(zadanie 6 z zawodów ID stopnia XXXIV Olimpiady)

2. Udowodnic, ze w kazdym czworoscianie istnieje wierzcholek,

przy którym trzy katy plaskie sa ostre:
(1O-I-XXVIII)

3. Udowodnic, ze suma szesciu katów, pod którymi widac
krawedzie dowolnego czworoscianu z dowolnego jego punktu
wewnetrznego, jest wieksza od 540°.

(zadanie 3 z III Austriacko:Polskich Zawodów Matematycznych)

4. Udowodnic, ze jezeli wszystkie sciany czworoscianu sa trójkatami
przystajacymi, to te trójkaty sa ostrokatne.

(12-I-XlI)

Marek GALECKI



Patrz w niebo

mgr Joanna UDALSKA

Przejscie planety dolnej (Merkurego lub Wenus) na tle tarczy slonecznej jest zjawiskiem
analogicznym do zacmienia Slonca przez Ksiezyc. Oczywiscie obserwowane rozmiarY katowe
obiektu zakrYwajacego sa w tym przypadku nieporównanie mniejsze i dla ziemskiego
obserwatora przebieg zjawiska jest znacznie mniej efektowny, dla wiekszosci ludzi wrecz

niezauwazal~y. Dla astronomów jest jedaak wydarzeniem waznym, dostarczajacym wielu danych
do wyznaczenia srednicy katowej planety i okreslenia jej dokladnych wspólrzednych. W bardzo
rzadkich przypadkach przejscia planety na tle plamy slonecznej nadarza sie szczególna okazja
przeprowadzenia wielu ciekawych pomiarów dotyczacych fizyki plam.

Podobnie jak zacmienia Slonca czy Ksiezyca momenty przejsc planet na tle tarczy slonecznej
potrafimy bardzo dokladnie przewidywac. Przejscia moga byc obserwowane tylko wtedy, gdy
w czasie zlaczenia dolnego Ziemia i dana planeta znajda sie na linii przeciecia plaszczyzn ich
orbit, tj. w wezle. W czasie innych zlaczen dolnych planety przechodza "powyzej" lub "ponizej"
tarczy slonecznej, poniewaz plaszczyzny ich orbit sa dosc silnie nachylone do plaszczyzny
ekliptyki (Merkury: 7°, Wenus: 3~4). Ziemia przechodzi przez wezly orbity Merkurego 7 maja
i 9 listopada, a przez wezly orbity Wenus 6 czerwca i 8 grudnia. Jesli w okolicy tych dat wypadnie
zlaczenie dolne odpowiedniej planety, to spelnione zostana wspomniane wyzej warunki wystapienia
zjawiska przejscia planety dolnej przed tarcza Slonca.

W 243-letnim cyklu przejscia Wenus wypadaja w odstepach: 105,5; 8; 121,5; 8 lat. Niestety,
zyjemy w czasach przypadajacych na naj dluzsza przerwe. Poprzednie przejscie Wenus przed
tarcza Slonca bylo obserwowane 6 grudnia 1882 roku, a najblizsze wypadnie dopierQ 8 czerwca
2004 roku. Przejscia Merkurego wystepuja czesciej. W 217-letnim cyklu jest 19 przejs'<
listopadowych (co 7 lub 13 lat) i Hl majowych (co 13 lub 33 lata).

Najblizsze przejscie Merkurego przed tarcza Slonca mamy szanse zaobserwowac 13 listopada
biezacego roku. Niestety, rozpocznie sie ono jeszcze przed wschodem Slonca w Polsce, ale warto
obejrzec chocby samo "zejscie" planety z jego tarczy. Momenty poszczególnych kontaktów podane
sa w tabelce. Osobom zainteresowanym proponujemy przeprowadzenie obserwacji przy uzyciu
niewielkiej lunetki (dziesieciokrotne powiekszenie wystarczy). Podobnie jak przy obserwacjach
plam slonecznych najlepiej dokonac projekcji tarczy slonecznej na bialy ekran (pisalismy o tym
w Delcie 3/1986). Patrzenie bezposrednio przez lunetke na Slonce jest niedopuszczalne - moze
prowadzic do bardzo powaznego uszkodzenia oka.

Rys. 2. Majowe przejscia Merkurego przed

tarcza sloneczna.

~ ih ~ ~ ~ ~ ~ ~ .~I l I l I l I

Rys. I. Listopa~owe przejscia Merkurego
przed tarcza sloneczna.

o'

W poczatku XVIII wieku Edmond Halley opracowal metode wyznaczenia wartosci jednostki
astronomicznej na podstawie pomiarów dokonywanych w czasie obserwacji przejscia Wenus
na tle tarczy slonecznej. Kolejno w latach 1761 i 1769 obserwatorzy w róznych punktach kuli
ziemskiej okreslali momenty wewnetrznych kontaktów planety z tarcza sloneczna. Jednak mimo
ogromnej skali przedsiewziecia, zaangazowania wielu uczonych, odleglosc Slonca nie zostala
wyznaczona z wieksza dokladnoscia niz ta, która uzyskano w XVII wieku na podstawie obserwacji
Marsa w opozycjach. Podstawowa przyczyna niepowodzenia bylo wlasnie istnienie "czarnej

kropli':, istotnie obnizajace dokladnosc wyznaczenia momentów odpowiednich kontaktów.

Planeta bedzie widoczna na tle tarczy slonecznej jako ciemna plamka o rozmiarach
porównywalnych z rozmiarami plam slonecznych, tak, ze trudno ja od plamy odróznic. Do
odszukania jej pomocne wieC moga byc nastepujace wskazówki: Merkury na tle tarczy slonecznej
ma bardziej regularny, okragly ksztalt, jest jednakowo ciemny na calej powierzchni i przesuwa
sie systematycznie wzdluz cieciwy w kierunku zachodnim. W czasie kontaktów wewnetrznych
(tarcza planety styczna wewnetrznie z tarcza sloneczna) wystepuje zjawisko tzw. "czarnej kropli"
Tarcza planety ulega wtedy pozornemu znieksztalceniu. Poczatkowo wyglada ona jak kropla
z dziobkiem zwróconym w kierunku brzegu tarczy slonecznej. Z czasem dziobek wyciaga sie,
zweza, az wreszcie zostaje przerwany. Wystepowanie zjawiska "czarnej kropli" utrudnia scisle

.okreslenie momentów kontaktów wewnetrznych.

Wschód Slonca w Warszawie 13 listopada:

6hS2m•

I kontakt - zewnetrzny 2h43mS45• 

II kontakt - wewnetrzny 2h4Sm495•

III kontakt - wewnetrzny 7h30m035•

IV kontakt - zewnetrzny 7hBmS85.

Srednica katowa tarczy slonecznej:
32'l9",46.

Srednica katowa tarczy Merkurego: 9",94.

1&
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Zadania z matematyki nr 137, 138

Zadania z fizyki nr 35, 36

Redaguje dr Andrzej NADO LNY

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

([x] jest najwieksza liczba calkowita ~ x),

Zadanie 138 przyslal pan Werner Mnich z Opola.

n

L [:Z] = [;4 n(n+2)(2n-1)]k=1

35. Na unieruchomionym, poziomym walcu o promieniu R

znajduje sie jednorodna, prostopadloscienna belka o dlugosci
i grubosci h, oparta na walcu w srodku swej dlugosci
i prostopadla do osi walca (patrz rysunek).
Czy takie polozenie belki jest polozeniem równowagi trwalej,
chwiejnej czy obojetnej? Czy rodzaj równowagi zalezy od
wymiarów belki, a jezeli tak, to w jaki sposób? Zakladamy,
ze miedzy belka a walcem nie ma poslizgu.

36. Jak wyglada swiat nadwodny widziany z rybiej perspektywy?
Podac rozwartosc kata, pod jakim oko umieszczone na pewnej
glebokosci pod powierzchnia wody widzi swiat nadwodny i opisac
ewentualne znieksztalcenia obrazu.

137. Na' sferze rozmieszczono w dowolny sposób miliolJ. punktów.
Udowodnic, ze mozna sposród nich wybrac trzy punkty o
nastepujacej wlasnosci: jesli x, y, z oznaczaja wzajemne odleglosci
katowe miedzy tymi punktami, to liczby cos(106X), cos(106y),

cos(106Z) sa jednakowego znaku (tzn. wszystkie trzy sa dodatnie,
ujemne lub równe zeru) oraz liczby sin(106x), sin(106y), sin(106z)
tez sa jednakowego znaku. (Przez odleglosc katowa punktów A

i B na sferze rozumiemy miare kata wypuklego ADB, gdzie D
jest srodkiem sfery).

138. Dowiesc, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi
równosc

}6,85 pkt

28,82 pkt

26,91 pkt

22,81 pkt

20,12 pkt

45,04pkt

4},09pkt

42,56pkt

42,'lpkt

41,48pkt

41,48pkt

, , , ,- -, ,

- Lublin

- Legnica

- Toru1\

- Gliwice

- Myszków

!=44

Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44 F"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 27 /WT_2,O}/ i 28 !WT-1,79/

z numeru 4/1986

po uwsgledD1en1u ocen rozwiazan

zadan 129 /WTa},18/ i nO /WT-1,71/

s numeru 4/1986

Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44 M"

'romasz Rawlik

Aleksander Surma

Dz1erzyslaw

Lipniacki

Pawel Ro/';ocz

Anna Gluza

Marcin Masur - Bialystok

Marian Reman - Elk

Andrzej ~~dol - Nowy Sacs

Zbigniew Galias - Kraków

Robert M1traszeWllki- Wroclaw

'romus Rawlik - Gliwice

Pall Mazur - juz po ras drugi.

Kazdy'moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+2. Szkice rozwiazan
zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na

oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki
nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Oceniamy zadania w skali od O do I z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 - 3SjN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwia.zania tego zadania, a N -liczbe osób, które

nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej kconkurencji (M lub F) - i tyle punktów
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkólwiek z dwóch konkurencji
(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1986


