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Rys. 1. Spektrograf do badania" idma
emisyjnego.

Rys. 2. Spektrograf do badania widma
absorpcyjnego.
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Rys. 3. Inny typ spektrografu do badania
widma absorpcyjnego.
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Spektroskopia optyczna

. Mgr Piotr MYSLINSKI

W opublikowanej w 1672 roku pracy Isaac Newton opisal wyniki swoich doswiadczen
z widmem rozszczepionego w pryzmacie swiatla bialego. Na ich podstawie wykazal, ze istnieje
zwiazek miedzy wartoscia wspólczynnika zalamania i barwa swiatla. Blisko dwiescie lat pózniej
Gustaw Robert Kirchhoff i Robert Wilhelm Bunsen obserwujac rózne substancje pobudzone do
swiecenia w plomieniu gazowym lub wyladowaniu elektrycznym ustalili, ze otrzymane widma
emisyjne skladaja sie z szeregu linii o ukladzie charakterystycznym dla kazdego z pierwiastków.
Zbadali oni i opisali widma znanych wówczas pierwiastków, dzieki czemu mozliwe stalo sie
ustalanie skladu chemicznego próbki przez porównanie jej widma z poprzednio
skatalogowanymi - odnalezienie znanych linii jakiegos pierwiastka swiadczylo o jego
obecnosci w próbce.

Teoretyczna interpretacja widm stala sie mozliwa dopiero w latach dwudziestych naszego
wieku w ramach mechaniki kwantowej. Okazalo sie, ze atomy i czasteczki moga istniec tylko
w stanach o dyskretnych wart"sciach energii. Zmianie stanu towarzyszy pochloniecie lub
wyemitowanie kwantu promieniowania o dlugosci fali odwrotnie proporcjona!I)cj do róznicy
energii stanu poczatkowego i koncowego.W czasteczce poza zmiana konfiguracji powlok
elektronowych (jak w atomie) mozliwa jest równiez zmiana stanu wzajemnego ruchu jader
skladowych atomów (oscylacje i rotacje), co powoduje, ze widma czasteczkowe maja o wiele
bogatsza strukture niz-widma atom'owe. Analiza widm atomów. i czasteczek zaczela wiec
dostarczac informacji o ich wewnetrznej budowie tworzac obszerny dzial fizyki zwany
spektroskopia·

Róznic~ cn:::rgii stanÓw oscylacyjnych i rotacyjnych czasteczki sa zwykle bardzo male i odpowiadajace im linit widmowe

znajduja sie poza obszarem widzialnym w CZeSCI podczerwonej widma. \Vidzialnym dlugosciom fal moga odpowifldac
7miany stanu elektronowego z jednoczesna zmiana stanu rotacyjnegQ. lub oscylacyjnego. Oddzialywanie elektronów

jednoczesnie l. jaqnimi kilku atom6w powoduje. ze wi~mo elektronowe. czasteczki rózni sie od widm tworzacych
ja atomów. Równiez oddzialywanie miedzy czasteczko wC?(zaniedbywalne w fazie gazowej) zmienia energie dozwolonych
przej~c i powoduje, ze ciecze i ciala stale maja widma ciagle (np. 'zarzace sie wlókno zarówki).

Prosty spektrograf do badania widm emisyjnych (podobny do takiego, jakim poslugiwali sie
Bunsen i Kirchhoff) przedstawiony jest schematycznie na rysunku l. Oswietlajac szczeline
lampa, w której badany gaz pobudzony jest do swiecenia przez wyladowanie elektryczne,
otrzymujemy na kliszy fotograficznej szereg,prazków. Odpowiadaja one wyemitowanemu przez
lampe swiatlu o róznych dlugosciach fal, a wiec róznie odchylonemu przez pryzmat.
Niedogodnoscia tego typu pomiarów jest fakt, ze nie wszystkie substancje daja sie w prosty
sposób pobudzic do swiecenia. W takich przypadkach stosuje sie spektrografy absorpcyjne.
Schemat takiego spektrografu przedstawia rysunek 2. Jak widac - uklad szczeliny, pryzmatu
i kliszy nie zmienil sie i nadal sluzy do zarejestrowania na kliszy rozszczepionego obrazu
szczeliny. Zmienil sie jedynie sposób oswietlenia szczeliny. Zródlem swiatla jest w tym
przypadku-silna zarówka emitujaca swiatlo biale. Miedzy zarówke a szczeline wstawiona
zostala badana próbka, Próbka pochlania (absorbuje) jedynie swiatlo o tych dlugosciach fal,
jakie sama by wyemitowala (prawo Kirchhoffa). Zarejestrowane na kliszy widmo jest zatel1)
negatywem widma emisyjnego. Inny typ spektrografu absorpcyjnego przedstawia rysunek 3.
Tym razem próbka oswietlana jest swiatlem monochromatycznym, czyli swiatlem o okreslonej
dlugosci fali. Jest ono wydzielone z emitowanego przez zarówke widma ciaglego dzieki znanemu
juz ukladowi pryzmatu, soczewki i szczeliny. Próbka wraz z soczewkami i elementem swiatloczulym
(zwykle fotopowielaczem) zamontowana jest na ruchómym stoliku, który moze sie przesuwac
w kierunkach zaznaczonych na rysunku, co równowazne jest oswietlaniu próbki swiatlem o coraz
to innej dlugosci fali. Wynik pomiaru natezenia $wiatla za próbka w zaleznosci od polozenia
stolika pozwala zatem zmierzyc widmo absorpcyjne równowazne uzyskanemu w spektrografie
z rysunku 2.

Widma emisyjne i absorpcyjne atomów i czasteczek skladaja sie z wielu linii. Bardzo czesto
szereg linii polozonych jest niezwykle blisko siebie, to znaczy, ze róznica odpowiadajacych im
dlugosci fal jest niewielka. Ze wzgledu na skonczona szerokosc szczeliny spektrografu oraz
wystepowanie zjawiska dyfrakcji dla kazdego spektrografu istnieje minimalna róznica dlugosci
fal dwóch linii, dla której spektrograf zmierzy te linie jako oddzielne. Wszystkie linie widmowe
znajdujace sie blizej siebie zostana zarejestrowane jako jedna linia. Zdolnoscia I;ozdzielcza
spektrografu nazywamy stosunek dlugosci fali A swiatla analizowanego do tej minimalnej róznicy
dlugosci fal .dAmin. W dalszej czesci zdolnoscia rozdzielcza bedziemy mniej precyzyjnie nazywali
bezposrednio wielkosc .dArnin. Zdolnosc rozdzielcza spektrografu zalezy przede wszystkim od
rodzaju zastosowanego pryzmatu (lub siatki dyfrakcyjnej), od szerokosci szczeliny i geometrii
ukladu óptycznego. Zwiekszenie zdolnosci rozdzielczej pozwala na uzyskiwanie bardziej
szczególowych widm. Widma takie dostarczaja wiecej informacji o budowie badanych atomów
czy czasteczek. Stosujac zamiast ukladu soczewek, pryzmatu i szczeliny zródlo swiatla'
monochromatycznego o duzym natezeniu.mozna wyeliminowac znaczna czesc czynników
pogarszajacych zdolnosc rozdzielcza spektrografu, Takim zródlem swiatla jest laser. Do
zbudowania ukladu analogicznego do przedstawionego na rysunku 3 potrzebny jest laser
,;strojony", w którym mozna zmieniac dlugosc fali emitowanego swiatla.

Osrodek aktywny lasera (np. mieszanina helu i neonu) pobudzony do swiecenia emituje spontanicznie we wszystkich
kierunkach. Gdy umiescic go miedzy dwoma zwierciadlami. to odbita od nich czesc promieniowania wraca znów do
osrodka. Jesli natezenie swiatla odbitego jest wystarczajaco duze, aby w osrodku nastepowaly akty emisji wymuszonej

(tj. emisji fotonu w obecnosci innego identycznego fotonu). to nastepuje generacja akcji laserowej w kierunku
prostopadlym do powierzchni zwierciadel.
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Akcja laserowa moze zajsc jedynie na tej dlugosci fali, na jakiej nastepuje emisja spontaniczna
w atomach czy czasteczkach osrodka aktywnego. W laserze helowo-neonowym generacje akcji
laserowej uzyskuje sie tylko w czesci czerwonej widma na dlugosci fali A = 632,8 nm
(1 nm = 10-9 m = 10 A). Inaczej wyglada sytuacja w laserze argonowym. We wzbudzonych
jonach argonu mozliwe jest uzyskanie akcji laserowej na kilku dlugosciach fal w czesci
~iebiesko-zielonej widma (rysunki 5 i 6), gdyz jony argonu charakteryzuja sie niezwykle silna
emisja spontaniczna swiatla o tych wlasnie dlugosciach fal.
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Rys. 5. Struktura energetyczna jonów argonu.
Zaznaczone sa dlugosci fal odpowiadajacycl1
mozliwym przejsciom.

Rys. 6. Widmo emisyjne argonu. Wysokosc
kreski jest proporcjonalna do natezenia
emitowanego promieniowania.
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Rys. 7. Spektrograf wykorzystujacy laser
strojony.

W laserze "strojonym" pomiedzy zwierciadlem wyjsciowym i tylnym pq'lcz osrodka aktywnego
(argonu) umieszczono pryzmat. Obrót zwierciadla tylnego wzgiedem osi prostopadlej do
plaszczyzny wyznaczonej przez promienie swietlne zmienia dlugosc fali, dla której zwierciadla
sa "równolegle". Obracajac zatem zwierciadlo tylne uzyskiwac bedziemy kolejno generacje akcji
laserowej na poszczególnych dlugosciach fal charakterystycznych dla jonów argonu.
Otrzymujemy zatem rodzaj lasera strojonego, ale, niestety, strojonego skokowo, to znaczy nie
bedziemy mogli uzyskac akcji laserowej na dlugosci fali np. miedzy 514,5 nm a 501,7 nm.
Chcac zbudowac laser strojony w sposób ciagly, czyli umozliwiajacy generacje swiatla
o dowolnej dlugosci .fali, zamiast argonu powinnismy uzyc osrodka o ciaglym widmie emisyjnym.
Doskonalymi materialami tego typu okazaly sie roztwory barwników organicznych, niezwykle
podobnych do uzywanych do barwienia tkanin. Na skutek oddzialywania z czasteczkami
rozpuszczalnika stan podstawowy oraz stany wzbudzone czasteczki barwnika nie maja juz tak
jednoznacznie okreslonej energii jak stany jonów argonu. Czasteczka moze miec energie w ramach
calego pasma energetycznego (rysunek 8). Widmo emisyjne czasteczki bedzie zatem widmem
ciaglym (rysunek 9), a zatem umozliwi generacje akcji laserowej w calym obszarze spektralnym
od dlugosci fali Al do A4'
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Rys. 8. Struktura energetyczna czasteczek
barwnika w rozpuszczalniku.

Rys. 9. Widmo emisyjne barwnika.

Rys. 10. Linie widmowe atomu europu.
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Typowa szerokosc widma emisyjnego barwnika wynosi okolo 60 nm - oznacza to, ze uzycie
pieciu róznych barwników o przesunietych wzgledem siebie widmach emisyjnych umozliwia
generacje akcji laserowej w calym obszarze widzialnym (od okolo 400 nm do okolo 700 nm).
Uklad pomiarowy z uzyciem strojonego lasera barwnikowego przedstawia rysunek 7.
Ze wzgledu na duza moc swiatla emitowanego przez laser ogniskowanie swiatla w próbce nie
jest konieczne. Wystarczy zatem zmierzyc natezenie swiatla laserowego w zaleznosci od katowego
ustawienia zwierciadla tylnego, aby uzyskac odpowiednie widmo absorpcyjne.

Zastosowanie laserów barwnikowych pozwolilo polepszyc zdolnosc rozdzielcza w spektroskopii
o kilka rzedów wielkosci. Najlepiej ilustruje ten fakt rysunek 10. W czesci b rysunku
przedstawione jest widmo atomu europu (lslEu) zmierzone za pomoca lasera barwnikowego.
Sklada sie ono z jedenastu linii widmowYch skupionych w pieciu grupach. Rozdzielenie
polozonych blisko siebie linii umozliwila wysoka zdolnosc rozdzielcza wynoszaca 0,000006 A,
uzyskana dzieki zastosowaniu lasera. Dla porównania czesc a rysunku przedstawia to samo
widmo zmierzone za pomoca klasycznego spektrografu o bardzo wysokiej zdolnosci rozdzielczej
0,02 A. Klasyczny spektrograf zmierzylby zamiast jedenastu tylko jedna linie nie pozwalajac
na szczególowe rozróznienie struktury widmowej.

Zastosowanie laserów w spektroskopii to nie tylko zwiekszenie zdolnosci rozdzielczych. Inne
parametry swiatla laserowego, takie jak spójnosc, mala rozbieznosc wiazki, duza moc
i mozliwosc generacji bardzo krótkich impulsów stworzyly nowe mozliwosci badawcze
w spektroskopii. W miejsce prostych eksperymentów absorpcyjnych opisanych w tym artykule
stosuje sie zlozone systemy doswiadczalne pozwalajace badac procesy atomowe i czasteczkowe.

Czytelnikom zainteresowanym technikami laserowymi polecamy ksiazke Arkadiusza Piekary
Nowe oblicze optyki czy tez bardziej zaawansowana Franciszka Kaczmarka Wstep do fizyki
laserów./
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Patrz w niebo

Od dawna podstawowe zjawiska na sferze niebieskiej, jak jej ruch dzienny okreslajacy dobe oraz
ruch roczny Slonca, stanowia baze, na której opiera sie rachuba czasu, Te naturalne wzorce
sprawiaja nam jednak sporo klopotów, Spróbujmy zdefiniowac dobe jako odstep czasu
wyznaczony przez obrót Ziemi wokól osi.

Przede wszystkim obrót Ziemi nie jest dokladnie jednostajny, Tarcie plywowe powoduje
spowolnienie obrotu o 0~0016 w ciagu stulecia (tzw, zwolnienie wiekowe), Przemieszczanie sie
mas powietrza i wody wywoluje tzw, zmiany sezonowe - róznica miedzy naj szybszym obrotem
w sierpniu a naj wolniejszym w marcu dochodzi do 0~0025, Ponadto zdarzaja sie nieregularne,

gwa~towne zmiany szybkosci obrotu dochodzace do 0~005, których przyczyna nie jest na razie
znana,

Obserwacja dobowego obrotu nieba gwiazdzistego, bedacego odbiciem obrotu Ziemi, prowadzi
do pojecia czasu gwiazdowego, Gdyby gwiazdy byly scisle nieruchomymi punktami sfery
niebieskiej, to za obiekt sluzacy do wyznaczania czasu moglibysmy wybrac dowolna z nich
i dobe okreslic jako odstep czasu miedzy dwoma kolejnymi jednakowymi jej polozeniami na
niebie (np, kulminacjami górnymi), Jednak ponie~az gwiazdy zmieniaja swe wzgledne polozenia,
dobe gwiazdowa definiuje sie jako odstep czasu miedzy dwiema kolejnymi kulminacjami punktu
równonocy wiosennej, Wprawdzie. on równiez nie jest nieruchomy, lecz przynajmniej wiadomo,

ze jego polozenie zmienia sie, wskutek zjawiska precesji osi ziemskiej, w sposób jednostajny,
W zwiazku z ciaglym przemieszczaniem sie punktu Barana doba gwiazdowa jest o O~003krótsza
od obrotu Ziemi wokól osi.

Inny sposób zdefiniowania doby wynika z obserwacji ruchu dziennego Slonca, Prawdziwa doba
sloneczna nazywamy odstep czasu miedzy dwiema kolejnymi górnymi kulminacjami srodka
tarczy slonecznej (zwrócmy uwage, ze takie doby zaczynaja sie w poludnie), Jest ona dluzsza
o -mniej wiecej 4 minuty od doby gwiazdowej, poniewaz wskutek rocznego ruchu Ziemi po
orbicie Slonce przemieszcza sie wsród gwiazd w kierunku przeciwnym do pozornego ruchu
dziennego sfery niebieskiej, Prawdziwe doby sloneczne sa krótsze latem j dluzsze zima (rózniCe
dochodza do 51') glównie z powodu niejednostajnosci ruchu Ziemi po orbicie, Prawdziwy czas
sloneczny wskazuja zegary sloneczne.

Zbudowanie mechanizmu zegarowego wskazujacego prawdziwy czas sloneczny byloby bardzo
trudne, wobec tego w zyciu codziennym poslugujemy sie tzw. srednim czasem slonecznym.
Cywilna rachuba czasu oparta jest na pewnym fikcyjnym Sloncu srednim, które porusza sie
równomiernie i nie po ekliptyce, a wzdluz równika niebieskiego. Tak zwane równanie czasu, tj.
róznice miedzy czasem· prawdziwym i srednim, podaja roczniki astronomiczne. Sredni czas
sloneczny (liczony od pólnocy) na poludniku przechodzacym przez Greenwich nazywa sie
czasem uniwersalnym (UT). Stad juz tylko krok do pojecia tzw. czasu strefowego
obowiazujacego na okreslonym obszarze. Nasze zegarki (w Polsce) zima wskazuja czas poludnika
15° dlugosci geograficznej wschodniej - tzw. czas zimowy - i poludnika 30° dlugosci
geograficznej wschodniej latem - tzw. czas letni. Oczywiscie mozna by korzystac z tzw. czasu
miejscowego. W praktyce jednak byloby to bardzo niewygodne ze wzgledu na koniecznosc
ciaglej zmiany czasu podczas podrózy. Aby nastawic zegarek na czas miejscowy, wystarczy do
czasu strefowego dodac poprawke wynikajaca z róznicy dlugosci geograficznej lokalnego
poludnika strefowego i danego miejsca, wyrazona w jednostkach czasu.

Znacznie trudniej nastawic zegarek na czas gwiazdowy. Przepis na wyznaczenie czasu
gwiazdowego okresla zwiazek:

czas gwiazdowy = sredni czas sloneczny w Greenwich + A+ równanie czasu -12h+0<0,

gdzie: A- dlugosc geograficzna, 0<0- rektascensja Slonca.

Rektascensja Slonca jest równa zeru w momencie równonocy wiosennej (Slonce w punkcie
Barana) i 12h w momencie równonocy jesiennej (Slonce w punkcie Wagi). Znajomosc dokladnego
czasu uniwersalnego rozpoczecia wiosny (lub jesieni) i wartosci równania czasu wystarczaja do
wyznacl!:enia czasu gwiazdowego w tym momencie. Aby jednak zegar gwiazdowy chodzil dobrze,
powinien spieszyc sie o 3m56' w ciagu kazdej doby slonecznej.

Wspomniane wczesniej nierównomiernosci w obrocie Ziemi spowodowaly, ze astronomowie
wprowadzili jeszcze jeden rodzaj czasu. Jest to równomiernie plynacy tzw. czas efemeryd. Czasu
efemeryd uzywa sie do analizy ruchu cial niebieskich i obliczania ich polozen (obliczanie efemeryd).
Aby zamienic czas efemeryd (ET) na uniwersalny (UT), nalezy uwzglednic poprawke, która
wyznacza sie na podstawie teorii ruchu Ksiezyca i dokladnych obserwacji pozycji Ksiezyca
wsród gwiazd. Obecnie (1987 r.) róznica ET i UT wynosi + 57'.

mgr Joanna UDALSKA
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Hipoteza Hadwigera o pokryciu bryl -wypuklych
zmniejszonymi obrazami jednokladnymi

Dr Marek LASSAK, dr Horst MARTINI

Chcemy przedstawic pewien problem geometryczny sformulowany
30 lat temu. Angazuje on wielu specjalistów z dziedziny
geometrii kombinatorycznej. Dzieki prostemu sformulowaniu
przyciaga takze amatorów.

Przv0uszczenie Hadwigera

Kolo K mozna pokryc suma trzech mniejszych kól (rys. 1),
podczas gdy dwa nie starczaja. Dowolny równoleglobok P daje
sie pokryc czterema swoimi zmniejszonymi obrazami
jednokladnymi (rys. 2).

Najmniejsza mozliwa liczbe zmniejszonych jednokladnych
obrazów wypuklej bryly C wystarczajaca do pokrycia C oznaczamy
przez L(C). Symbol ten jest bardzo wygodny. Mozemy krótko
napisac, ze L(K) = 3, L(P) = 4, L(S) = 8. Przypuszczenie
Hadwigera wyraza sie nierównoscia L(C) ~ 2n dla dowolnej

bryly wyp~lej C c P. Moze Czytelnik zechce odgadnac
i ewentualnie qzasadnic wartosci L( C) dla C ·bedacego
czworoscianem, ostroslupem o podstawie kwadratowej, a takze
kula w przestrzeni E" i ogólniej, przestrzeni En.

Odpowiedz dla /1 2

Jednoczesnie trzy takie zmniejszone równolegloboki nie 
wystarczaja (dlaczego?). Szescian S daje sie pokryc osmioma
swoimi zmniejszonymi obrazami jednokladnymi, siedem zas nie
starcza. W 1957 roku szwajcarski geometra Hadwiger wysunal

przypuszczenie [2], ze dowolna wypukla bryla euklidesowej
przestrzeni trójwymiarowej E3 daje sie pokryc osmioma swoimi
zmniejszonymi obrazami jednokladnymi. Problem ten pozostaje
nie rozwiazany mimo intt'nsywnych badan. Hadwiger sformulowal
swoje przypuszczenie takze dla n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej En. Mówi ono, ze dowolna bryla wypukla w En

powinna dac sie pokryc za pomoca 2n swoich zmniejszonych
jednokladnych obrazów. Prócz oczywistej odpowiedzi dla-n =
pozytywne rozwiazanie znane jest tylko dla n = 2.

Przypomnijmy, ze zbiór A c En nazywamy wypuklym, gdy wraz
z dowolna para swoich punktów zawiera caly odcinek laczacy te
punkty. Jezeli ponadto A jest domkniety, ograniczony i zawiera
punkty wewnetrzne, to nazywamy go bryja wypukla. Przy n ;. 2 
ostatni warunek oznacza, ze A nie miesci sie w przestrzeni
nizszego wymiaru. Na przyklad trójkat jest bryla wypukla w E2,

ale nie jest ~ryla wypukla w E'. -

Latwy rachunek pokazuje, ze dowolne przesuniecie
zmniejszonego jednokladnego obrazu wypuklej bryly C jest takze
zmniejszonym obrazem jednokladnym bryly C. Dlatego rozwazajac
pokrycie bryly wypuklej C jej zmniejszonymi obrazami
jednokladnymi mozna nie zwracac uwagi na polozenie srodków
jednokladnosci. Wyst(lrczy pokrywac C przesunieciami pewnego
jej zmniejszonego obrazu. /'

Twierdzenie 2. Dowolna bryla wypukla C c E2 daje sie pokryc

czterema swoimi jednokladnymi obrazami o skali Y2/2.

Kolej na obiecane twierdzenie [4]:

Lemat. W dowolna bryle wypukla C c E2 daje sie wpisac para
równolegloboków quasi-dualnych.

Dowód. Lemat pozwala znalezc takie kolejne punkty al, bl, a2,

b2, a3, b3, a4, b4 na brzegu C, ze czworokaty P = ala2a3a4 oraz
Q = b l b2 b3 b4 sa quasi-dualnymi równoleglobokami (rys. 3).
Przynajmniej jedna z liczb p, q wystepujacych w Zadaniu jest
nie wieksza niz Y2/2. Niech np. p ~ Y2/2.

Zgodnie z terminologia przyjeta dla En takze przy n = 2 bedziemy

uzywac okreslenia "bryla wypukla", mimo ze slowo "bryla"
niezbyt kojarzy sie nam ze zbiorami plaskimi. Pokryciem plaskiej
bryly wypuklej swoimi zmniejszonymi jednokladnymi obrazami
zajal sie jeszcze dwa lata przez Hadwigerem niemiecki matematyk
Levi. Udowodnil on [5] nastepujace

Twierdzenie l. Dla dowolnej bryly wypuklej C c E2 nie bedacej

równoleglobokiem zachodzi równosc L(C) = 3.

Razem z równoscia L(P) = 4 twierdzenie to dawalo dla n = 2
pozytywna odpowiedz na przypuszczenie Hadwigera jeszcze przed
jego opublikowaniem: kazda plaska bryla wypukla daje sie pokryc
czterema swoimi zmniejszonymi jednokladnymi 'obrazami. Pojawia
sie tutaj naturalne pytanie o naj mniejsza mozliwa skale tych
czterech obrazów. Odpowiemy na nie w Twierdzeniu 2. Najpierw

.jednak potrzebujemy pewnej definicji oraz dwóch wlasnosci
sformulowanych jako Zadanie i Lemat (moze Czytelnik spróbuje

rozwiazac' Zadflnie, dowód Lematu jest dosc trudny).

Rownolegloboki P, Q nazywamy quasi-dualnymi, jezeli boki P sa
równolegle do przekatnych Q oraz jezeli boki Q sa rówflolegle do
przekatnych P.

- Zadanie. Niech P, Q beda równoleglobokami quasi-dualnymi.
Uzasadnic, ze stosunki dlugosci boków P do równoleglych
przekatnych Q sa identyczne. Oznaczmy te stosunki przez p.

Wykazac, ze stosunki dlugosci boków Q do przekatnych P sa
równe i wynosza q = l/2p.

Rys. 2Rys. l
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<ys. 3

Oznaczmy przez a srodek równolegloboku P. Niech CI' Cl, C3, C4

beda punktami wspólnymi par prostych zawierajacych odpowiednio
odcinki: alb4 oraz albl, alb! oraz a3b3, a3bl oraz a4b4' a4b3
oraz al bl (zob. rys. 3). Poniewaz al, bl, al, b2, a3, b3, a4, b4
sa kolejnymi punktami brzegu bryly C, wiec C jest zawarte
w sumie czworokatów aal CI al, aal C2a3, aa3 C3a4, aa4C4al.

Niech Hl bedzie jednokladnoscia o srodku c, i skali p, gdzie
i = l, Z, 3,4. Poniewaz Hl (b4) = al, HI (b2) = al, al allb4b3

oraz a2allblb3, wiec HI (C) pokrywa trójkat aalal' Niech x E C
bedzie punktem trójkata alalCI' Poniewaz HI (C) jest wypukle
i zawiera punkty al' al, HI (x), wiec zawiera tez trójkat al a2HI (x).

W szczególnosci x EHI (C). Czyli HI (C) zawiera te czesc C,
która lezy w czworokacie aal CI 02. Analogicznie, czesci wspólne
bryly C i czworokatów oa2C203, aa3C304, aa4C4al sa
podzbiorami zbiorów H2(C), H3(C), H4(C). Tak wiec C daje sie
pokryc czterema obrazami o skali p. Tym bardziej daje sie wiec
pokryc czterema swoimi jednokladnymi obrazami o skali Y2/Z.

Przypadek n = 3

Niech C c E3 bedzie bryla wypukla, a x jej punktem brzegowym.
Mówimy, ze plaszczyzna n podpiera bryle C w punkci x, jezeli
x E n i jezeli C zawiera sie calkowicie w jednej z domknietych
pólprzestrzeni wyznaczonych przez n. Jezeli tylko jedna
plaszczyzna podpiera C w punkcie x, to nazywa sie on regularny.
Jezeli takich podpierajacych plaszczyzn jest wiecej, to x nazywamy
nieregularnym. Na przyklad wszelkie punkty krawedziowe, a w tym
wierzcholki, sa jedynymi nier.:gularnymi punktami wieloscianu
wypuklego. Wszystkie punkty brzegowe kuli sa regularne.
W 1960 roku Boltianski podal

Twierdzenie 3. Jezeli bryla wypukla C c E3 ma na brzegu tylko
punkty regularne, to L(C) = 4.

Przystepny dowód tego twierdzenia mozna znaleZC
w popularnonaukowej ksiazeczce [l] ..Okazuje sie, ze podane
twierdzenie daje sie nieznacznie ulepszyc. Udowodniono, ze brzeg
C moze miec do czterech punktów nie regularnych i nadal
L(C) = 4.

Inny kierunek badan w celu znalezienia chociazby czesciowego

rozwiazania polega na rozwazaniu tylko srodkowo-symetrycznych

bryl wypuklych. Przy n = 3 dwa oszacowania wspomniane
w ostatniej czesci tego artykulu daja L(C) ~ 148 oraz L(C) ~ 64
dla dowolnej .srodkowo-symetrycznej bryly wypuklej C c E3•

Ostatnio udalo sie uzyskac [3] ostateczny wynik w tym kierunku:

Twierdzenie 4. Dowolna srodkowo-symetryczna bryla wypukla
przestrzeni E3 daje sie pokryc osmioma swoimi jednokladnymi
obrazami.

Oczywiscie dla równolegloscianu K mamy L(K) = 8. Mozna
przypuszczac, ze dla dowolnej wypuklej bryly
srodkowo-symetrycznej C c E3 róznej od równolegloscianu
bedzie L(C) ~ 6. Nawet przy dodatkowym zalozeniu, ze C jest
wieloscianem, nie udalo sie uzyskac odpowiedzi. Natomiast jest
ona pozytywna [6], gdy zalozymy srodkowa symetrie nie tylko
dla naszego wieloscianu, ale i jego scian (zob. tw. 5). Takie
wielosciany zwane sa zonotopami. Stosuje sie je w krystalografii.
Najprostszym przykladem zonotopu jest równolegloscian. Innym
przykladem jest dwunastoscian rombowy (rys. 4).

Twierdzenie 5. Dowolny, rózny od równolegloboku zono top
Z c E3 daje sie pokryc szescioma swoimi zmniejszonymi
obrazami jednokladnymi.

Rys: 4

Co wiadomo o pokryciu w E"?

Przypuszczenie Hadwigera zostalo potwierdzone tylko dla
pewnych klas bryl wypuklych. Klase taka stanowia bryly wypukle
majace co najwyzej Z"- l punktów nieregularnych na brzegu.
Wynika to z twierdzenia Boltianskiego, Ze L(C) ~ m+ I, jezeli C
ma na brzegu co najwyzej m punktów nieregularnych (zob. [I)).
Takze L(Z) ~ Z" dla dowolnego zonotopu Z c E", co pokazali

3
Boltianski i Soltan. Co wiecej, L(Z) ~ -' Z", jezeli Z c E" jest

4

zonotopem róznym od równolegloscianu [6]. Dla dowolnej
srodkowo-symetrycznej bryly wypuklej C c E" Rogers podal
oszacowanie L(C) ~ Z" (nlnn+nlnlnn+5n), a Lewin
i Piet uch in wykazali, ze L(C) ~ (n+ I)". Dowodów tych dwóch
oszacowan nie opublikowano.
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Autor, który jest zdobywca zlotego medalu
w Konkursie Uczniowskich Prac

z Matematyki w 1986 roku, przedstawia

skrót nagrodzonej pracy.

Rozwiazanie zadania M 465. Skorzystamy

z wyniku poprzedniego zadania. Niech X i = l,
gdy i-te niemowle jest chlopcem, w przeciwnym
razie X l = - I. Mamy oszacowac

(s. ) . IP ·n'" IJ , gdzie n = 700000, IJ = "100 .

Przypomnijmy nierównosc Czebyszewa:
EX

jesliX", O, to P(X", ó)., Ó .
Zastosujemy ja do zmiennej losowej eASn,
gdzie h > O.

p( s; '" ó) = P(S. '" nó) =
EeJ.s·

= P(ehS. '" ehnó) ., ---,
chlÓ

co na mocy poprzedniego za<:Ianianie

przekracza et). 2n - i.nó.

Funkcja lU.) = ~ A'n- J.nó ma minimum

dla A = I~, i ostatecznie

p( s; '" ó)., e-ló'n.

Dla n = 700 000 i ó = ~ badane
100

prawdopodobienstwo nie przekracza

e-3S < 7' 10-16. Pouczajace jest porównanie
. l

z oszacowamem przez 560' otrzymanym

za pomoca jednej ze standardowych wersji

nierównosci Czebyszewa.

o pewnych wlasnosciachprzestrzeni
euklidesowych

Piotr JEDRZEJEWICZ

Artykul stanowi omówienie pracy poswieconej próbie aksjomatyzacji wielowymiarowej geometrii
.euklidesowej. Pomysl napisania tej pracy zrodzil sie po lekturze Geometrii elementarnej
A. W. Pogorielowa. W pracy ograniczamy sie do zbadania takich pojec, jak wymiar, równoleglosc,
prostopadlosc. Aby wskazac, ze definicje przyjete w pracy sa naturalne, ilustrujemy uzyskane
twierdzenia przykladami z trójwymiarowej geometrii euklidesowej.

Zanim wypiszemy przyjete w pracy aksjomaty, zróbmy nastepujaca uwage. Rozwazajac
trój~ymiarowa geometrie euklidesowa przyjmuje sie jako pojecia pierwotne m.in. punkty, proste
i plaszczyzny, z których kazde, jako uniwersum dla geometrii euklidesowej nizszego wymiaru
ma analogiczne wlasnosci. Mysl te rozszerzamy równiez na przypadek przestrzeni euklidesowych
wyzszych wymiarów. Symbolem E· dla n = -l, O, 1,2,3 ... (E-1 - zbiór pusty, EO - punkt,
E' - prosta, E2 - plaszczyzna euklidesowa, E3 - trójwymiarowa przestrzen euklidesowa)
bedziemy oznaczac n-wymiarowe przestrzenie euklidesowe, które zamiennie nazywac bedziemy_
n-przestrzeniami lub po prostu przestrzeniami.

Punktem wyjscia do naszych rozwazan jest nastepujacy uklad aksjomatów.

I Dla kazdej przestrzeni istnieje punkt nie nalezacy do niej.

II Czescia wspólna dwóch przestrzeni jest przestrzen.

IV Dla dowolnych n+ l punktów nie bedacych równoczesnie elementami tej samej

(n-l)-przestrzeni istnieje dokladnie jedna przestrzen zawierajaca te punkty.

V Dla dowolnej n-przestn:eni i kazdego m ~ n istnieje m-przestrzen zawierajaca te n-przestrzen.

VI Jesli E· c E·+!, to EH 1 jest suma En i dwóch, rozlacznych i rozlacznych z En,

(n+ l)-pólprzestrzeni otwartych, takich, ze odcinek o koncach nalezacych do jednej
(n+ l )-pólprzestrzeni nie ma punktów wspólnych z En, a odcinek o koncach w dwóch
(n+ l)-pólprzestrzeniach ma punkt wspólny z En(n ~ O).

Powyzszy uklad aksjomatów nie byl badany pod katem niezaleznosci. W gruncie rzeczy jego
cecha jest duza naturalnosc, zgodnosc z intuicja. W efekcie rozwazan o charakterze wylacznie
czystej dedukcji uzyskuje sie pewna liczbe twierdzen, z których przytaczamy jedynie najwazniejsze.

Uwienczeniem pierwszej czesci dotyczacej wlasnosci wymiaru jest

Twierdzenie. Jesli k-przestrzen i l-przestrzen generuja m-przestrzen, aprzekrojem ich jest

w-przestrzen (w ~ O), to m + w = k + l.

Uzyte wyzej pojecie generowania przestrze~i przez zbiór okreslamy nastepujaco.

Definicja. Zbiór X generuje przestrzen, jesli jest to n-przestrzen zawierajaca zbiór X oraz nie
istnieje (n-l)-przestrzen zawierajaca ten zbiór. Przestrzen generowana przez zbiór X oznaczamy
symbolem <X>.

W dru$iej czesci pracy omówione jest pojecie równoleglosci przestrzeni.

Definicja. k-przestrzen i l-przestrzen, gdy k .,; l, nazywamy. rozlacznie ró~noleglymi, jesli sa
rozlaczne i leza w (1+ l)-przestrzeni (k ~ O).

Definicja. k-przestrzen i l-przestrzen nazywamy równoleglymi, jesli sa rozlacznie równolegle lub

jedna zawarta jest w drugiej (k, l ~ O). Jesli Ek i El sa równolegle, to piszemy ell El.

Wiadomo, ze do kazdej plaszczyzny przez dowolny punkt mozna poprowadzic plaszczyzne

równolegla i przy tym dokladnie jedna. W naszym przypadku zachodzi twierdzenie ogólniejsze.

Twierdzenie. Do kazdej n-przestrzeni przez dowolny punkt mozna poprowadzic n-przestrzen

równolegla i przy tym dokladnie jedna (n ~ O).

Dalsze udowodnione w pracy wlasnosci relacji równoleglosci przedstawiaja sie nastepujaco.

Twierdzenie. Jesli eliEl, ElliE"', k .,; l.,; m, to EkIIE"'.
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Rozwiazanie zadania M 463. Z rozwiniecia
funkcji er w szereg potegowy mamy

el+e-l ;.2 l4.
--2-- = 1+ 2'(+ 4! + ... +

l2"

+ (2n)! + ...
zarazem

.tJ.2 _ l2 l4
e -1+~+22'2!+"'+

l2"

+ 2"'n! + ...
Dla zakonczenia dowodu wystarczy zauwazyc,

ze (2n)!;;' 2"'n l.

Rozwiazanie zadania F 217. W procesie
anihilacji musza byc spelnione m.in. zasady
-zachowania energii i pedu. Poniewaz energia
kinetyczna elektronu ipozytonu jest bardzo
mala w porównaniu z energia spoczynkowa

(m.c2 = 0,511 MeV), to mozemYla zaniedbac
(c jest predkoscia swiatla).
Calkowity ped anihilujacych czastek jest
równy zeru. Poniewaz ped musi byc zachowany,
w wyniku anihilacji nie moze powstac jeden
foton, ped fotonu jest bowiem zawsze

wiekszy od zera. Zasada zachowania pedu r
bedzie spelniona, jesli powstana dwa fotony

o przeciwnych pedach.
Zasada zachowania energii ma postac

2mec2 = 2hv.

Zatem zaden z kwantów y nic moze miec

energii wiekszej od mec2. Tymczasem na mocy
zasady zachowania energii dla procesu kreacji
par elektronowo-pozytonov.'ych mamy

E,. = 2mec2 + Ek,

gdzie Ek jest energia kinetyczna powstalych

czastek, a Ey - energia kwantu
wyt",'arzajacego pare. Poniewaz Ey jest
mniejsze od meC2, zatem kreacja pary jest
niemozliwa.

Twierdzenie. Jesli <EkuEl) = Em,EknE1 = P', w ~ O, EtIIEk, ElliEl, EtnEI '# 0, to istnieja
takie Ei i Er, ze <muE!) = Ei, EtnEI = Er, EillEm i El"I lEW.

W najprostszej swej nietrywialnej postaci k = l = 1, m = 2, w = 0, fakt ten oznacza, ze jesli
mamy pare prostych przecinajacych sie i przez punkt poprowadzimy do nich równolegle, to
wyznacza one plaszczyzne równolegla. Warunek EtnEf '# 0 mozna zastapic przez Ef, El c Em.

Twierdzenie. Jesli EklIEm, EkIIE", EmnP = El, to EkIIE'.

Wezmy prosta równolegla do dwóch przecinajacych sie plaszczyzn. Twierdzenie powyzsze
orzeka, ze prosta jest równolegla do krawedzi przeciecia tych plaszczyzn.

Twierdzenie. Jesli przestrzen przecina dwie przestrzenie równolegle, to te przekroje sa
przestrzeniami równoleglymi.

Przeciecie plaszczyzna dwóch plaszczyzn równoleglych tworzy dwie proste równolegle.

Twierdzenie. Dwie dowolne n-przestrzenie leza w równoleglych 2n-przestrzeniach (n ~ O).

Dwie dowolne proste leza w plaszczyznach równoleglych.

W trzeciej czesci pracy przedstawione sa podstawowe wlasnosci relacji prostopadlosci przestrzeni.

Definicja. Prosta i n-przestrzen nazywamy prostopadlymi, jesli ich przekrojem jest punkt i prosta
ta jest prostopadla do kazdej z n prostych przechodzacych przez ten punkt i takich, ze ich suma
generuje te n-przestrzen (n ~ 1).

Definicja. k-przestrzen i l-przestrzen, gdy k ,;;;l, nazywamy i.cisle prostopadlymi, jesli sie
przecinaja na (k-l)-przestrzeni i istnieje prosta zawarta w k-przestrzeni, prostopadla do
l-przestrzeni (k ~ 1).

Definicja. k-przestrzen i l-przestrzen nazywamy pekowo prostopadlymi, jesli ich przekrojem jest
punkt i kazda z k prostych, które generuja k-przestrzen, jest prostopadla do kazdej z l prostych,

które generuja l-przestrzen (k, l ~ 1).

Prostopadlosc scisla oznaczamy .l, a pek owa T.

Definicja ta jest poprawna, nie zalezy od wyboru ukladów prostych generujacych dane
przestrzenie, na mocy nastepujacego faktu.

Twierdzenie. Jesli prosta jest prostopadla do przestrzeni, to jest prostopadla do kazdej prostej
zawartej w tej przestrzeni i przechodzacej przez jej punkt przeciecia z ta przestrzenia.

W przypadku trójwymiarowym stwierdzenie to oznacza, ze jesli prosta jest prostopadla do dwóch
prostych zawartych w plaszczyznie i przechodzacych przez jej punkt przeciecia z ta plaszczyzna,
to jest prostopadla do kazdej prostej przechodzacej przez ten punkt i lezacej w tej plaszczyznie.

A oto wazniejsze wlasnosci prostopadlosci udowodnione w pracy.

Twierdzenie. Dla dowolnej przestrzeni Ek przez dowolny punkt A E Ek mozna w Ek+1 zawierajacej

Ek poprowadzic E' pekowo prostopadla do Ek i przy tym dokladnie jedna (k, l ~ 0).

Twierdzenie. Jesli Ek.lEI, EflIEk, EfIlE1, EfnEf '# 0, to Ef.lEL -

Twierdzenie. Jesli EkTE', milEk, EfIIE', EfnEf '# 0, to EtTEI.

Interpretacja powyzszych twierdzen w trójwymiarowej geometrii euklidesowej jest oczywista.
Zwrócmy uwage, ze ostatnia z tych wlasnosci nie ma swego odpowiednika w przypadku

prostop;ldlosci scislej (rozwazmy np. plaszczyzne i dwie przecinajace sie plaszczyzny do niej
prostopadle).

Na zakonczenie przytoczymy ostatnie (szescdziesiate czwarte) udowodnione w pracy twierdzenie.

Z kazdego punktu do kazdej przestrzeni (P, gdzie n ~ 1) nie zawierajacej tego punktu mozna·
poprowadzic prosta prostopadla i przy tym dokladnie jedna.

Fakt ten stwarza mozliwosc okreslenia odleglosci punktu od przestrzeni. Pojecie to moze
stanowic poczatek. badan wlasnosci metrycznych E".
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zostal opracowany w roku 1838 w celu przekazywania
wiadomosci telegrafem. Kazdej literze odpowiada pewna
kombinacja "kropek" i "kresek" - krótkich i dlugich
sygnalów. Co ciekawe, literom czesciej wystepujacym
w jezyku angielskim odpowiadaja krótkie kody,
a rzadziej wystepujacym - dluzsze. E, które pojawia
sie najczesciej (srednio 131 razy na 1000 liter), to
pojedyncza kropka. Z wystepuje srednio 1 raz na
1000 liter i ma kod ,,-- .. ". Nietrudno zauwazyc,
ze taki sposób kodowania jest oszczedny. Przekazanie
wiadomosci zlozonej z 1000 liter wymaga srednio 2500
znaków i 1000 odstepów miedzy kodami
poszczególnych liter (sa to odpowiedniej dlugosci
pauzy). Gdybysmy natomiast chcieli kodowac tekst
w sposób prymitywny, dla kazdej z 26 liter trzeba by
bylo pieciu znaków (dlatego, ze jest tylko 24 = 16
ciagów zlozonych z czterech znaków; dopiero 25 = 32).
Moglibysmy tu zrezygnowac z odstepów miedzy
literami, niemniej jednak 1000 liter wymagaloby 5000
znaków.

••••
Alfabet Morse'a mozna przedstawic w postaci drzewa.
W wezlach znajduja sie litery wraz z czestosciami. Krok
w lewo to kropka, w prawo - kreska. Widac tu jednak
pewne odchylenia od optymalnego wyboru kodów.
Zastanawia niska pozycja O (- - -) i wysoka M
(- -). Moze wzieto pod uwage latwosc uczenia sie
alfabetu? Z szesciu liter: E, T, I, A, N, M, których
kody skladaja sie z co najwyzej dwóch· znaków, mozna
pewnie ulozyc wiecej slów do ewentualnych "wprawek",
niz z szesciu liter najczesciej wystepujacych: E, T, I, A,
N, O. Na dodatek litery E, T, I, A, N, M stanowia i tak
prawie 50% tekstu.

B
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Co bedzie, jesli zechcemy kodowac nie pojedyncze
litery, ale pary lub trójki liter czy wreszcie cale slowa?
Okazuje sie, ze taki kod jest jeszcze bardziej oszczedny,
ma jednak powazna wade: procesowi kodowania
podolalby chyba tylko komputer. Pierwotny pomysl
Samuela Morse'a byl wlasnie taki. Kombinacje kropek
i kresek oznaczaly numery slów w ksiedze kodowej, nad
która Mórse pracowal w latach 1832-1837 .

-'

Przedstawimy teraz inny sposób kodowania, pochodzacy
od Huffmana. Dla prostoty przypuscmy, ze w
przekazywanym tekscie wystepuja symbole A, B, C, D,
E, F, G, H z czestosciami odpowiednio 300, 260, 100,
80, 70, 70, 60, 60 na 1000 znaków. Budujemy teraz
drzewo od dolu: najpierw znajdujemy dwa znaki
o najmniejszych czestosciach. Laczymy je wezlem
i piszemy w wezle sume czestosci. Zapominamy teraz
o czestosciach znaków ponizej wezla (wezlów)
i powtarzamy operacje, dopóki sie da. (Drzewo na
rysunku zostalo juz uporzadkowane.) Na galeziach
drzewa prowadzacych w lewo piszemy O, w prawo - 1.
Mozemy teraz odczytac kody: E to 0100, B-lO,
A - 00. Po chwili zastanowienia widac, ze nie potrzeba
tu dodatkowych znaków dla odstepów miedzy kodami
poszczególnych symboli. Taki kod jest
najoszczedniejszy, jesli chcemy kodowac pojedyncze
symbole.

Na zakonczenie zauwazmy, ze kodem sluzac,ym do
przekazywania wiadomosci jest jezyk naturalny.
Procesy optymalizacyjne zachodza w nim miedzy innymi
dzieki naszemu lenistwu. Oto kilka przykladów:
w sklepie mówimy raczej "kilo" zamiast "kilogram",
a "szescdziesiat" w potocznej wymowie brzmi
"szesiat". Przypomnijmy szkolne "panie psorze"
i staropolskie "W aszmosc" i "W asc", pochodzace od
"Wasza Milosc" oraz liczne zdrobnienia imion.
W rezultacie slowa czesciej uzywane sa krótsze, a uczace
sie mówic dziecko najpierw przyswaja sobie slowa
"mama", "tata" "kot" i tym podobne, zanim przyjdzie
kolej na tasiemce, takie jak "antyimperialistyczny",
"kontrpropozycja" i "rewaloryzacja".

Mala Delte przygotowal Rafal SZTENCJiL



Dr Zbigniew SA WON Pewien kontrprzyklad skonstruowany
przez Stanislawa Mazura

W listopadzie ubieglego roku minela piata rocznica §mierci Stanislawa Mazura, który byl moim
wielkim mistrzem. Pamietajac o tym pozwole sobie przypomniec jego pierwsza publikacje, która
stala sie przyczyna dlugotrwalej i owocnej wspólpracy ze Stefanem Banachem.

Zaczne od paru definicji:

Niech III = (an, O)n, o = 1, 2, ... bedzie nieskonczona macierza o wyrazach rzeczywistych
spelniajaca nastepujace warunki
1) an.o;;;: O, an,n i= O, an .• = O dla k = n+1, n+2, ... ,

2) dla kazdego k mamy lim an •• = O,
n->OO

dla k> n.

dla k = 1,2, ... ,n,

(n = 1,2, ... ).

Wówczas dla kazdego ciagu x = (to)~ 1

t1 +t2 ... +tn
An(x) = ---

n

Jednym z podstawowych problemów teorii limesowalnosci w poczatkowym stadium jej rozwoju
byl problem sformulowany przez Hugona Steinhausa:

Niech III i iB beda dwiema macierzami spelniajacymi warunki 1,2,3. Przypuscmy ponadto,
ze Ill* = iB~.Czy dla kazdego x E Ill* musi byc A(x) = B(x)? Inaczej mówiac, czy'jesli dwie
metody limesowalnosci maja jednakowe pole ("uzbiezniaja" te same ciagi), to uogólnione

granice sa takie same? Problem ten rozwiazal Stanislaw Mazur i odpowiedz jest negatywna.
Prostota podanego przez niego kontrprzykladu pozwala na przedstawienie go na lamach Delty.

n

Mówimy, ze ciag x = (tn)n"; 1 jest limesowalny macierza Ill, jesli istnieje lim L ano.t •.
n->ook=l

Zamiast wypisywac macierze III i iB wypiszmy od razu transformaty odpowiadajace tym
macierzom, proszac jednoczesnie Czytelnika, aby za autora wypelnil te luke

wyznaczonej przez macierz Ill.

n

3) lim L an •• = l.
n->ook=l

n

(i) liczbe An(x) = L Gn. O t. nazywamy n-ta transformata ciagu x wyznaczona przez macierz Ill,
k=l

(ii) liczbe A (x) = lim An(x) nazywamy uogólniona granica ciagu x wyznaczona przez macierz Ill,
n->OO

(iii) zbiór Ill* = {x = (t.)~ 1: istnieje lim An(x)} nazywamy polem metody limesowalnosci
n->OO

Wówczas

Warunki 1, 2 i 3 zapewniaja, ze wszystkie ciagi zbiezne leza w polu metody III i ze granica
uogólniona dla ciagu zbieznego jest równa jego zwyklej granicy. Aby Czytelnik mógl sie o tym
przekonac, odsylam go do mojego artykulu "Metoda wedrujacego garbu", zamieszczonego
w ósmym numerze zeszlorocznej Delty.

Przykladem metody limesowalnosci jest metoda wyznaczona przez macierz:

Al(X) = Bl(X) = t1,

1
An(x) = tn_1+-tn,

n ( (_l)n-l)' lBn(x) = 1+ ) tn_1+-tn(n-l! n
(n = 2,3, ... ).

Zatem

dla n = 2, 3, ...

dla n = 2,3, ...
( _l)n-l

Bn(x) = An(x)+ --- tn_1(n-l) !
(*)

Oznaczmy:

n ( (_1)0 )Ql = l; Qn = Il l+ ~
k=2

Czytelnik z latwoscia udowodni, ze ciag Qn jest zbiezny i ze jego granica jest liczba dodatnia.

Oczywiscie Czytelnik bez trudu zauwazy,
ze przedstawiona konstrukcje mozna

uogólnic biorac zamiast ciagu en = ~n
dowolny ciag en - O, en > O. Tak tez
wygladala w oryginale praca St. Ma·zura.
Wybralem jednak jeden konkretny ciag
oczekujac, ze uwazny Czytelnik bez trudu
uchwyci idee tego pomyslu i potrafi ja
zaadaptowac do przypadku ogólnego.
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Dla n = 2,3, ... mamy wzory

n (_l)k-l

(-1). t. = -t1- LA,(X)' '(k-l)!n! k=2 .

Nalezy teraz zauwazyc, ze gdy ciag (rh)"'; 1 jest zbiezny, to zbiezne sa tez szeregi

z tego zas wynika, ze jesli jeden z ciagów (A,(X»~l-' (B,(x)~ 1 jest zbiezny, to zbiezny jest tez

ciag ( -1)' 4) 00 . Ze wzoru (*) wynika, ze ciagi (A,(X»k"; 1 i (B,(jc»~ l sa jednoczesniek. k=2 .

zbiezne lub rozbiezne. Czyli, ze Ill* = ~*. Tymczasem dla ciagu Xo = « - 1)· n !),;x;, l mamy

Xo E ~r* A(xo) = O oraz B(xo) = 1.

Zacytowany tutaj kO:1trprzyklad zachwycic moze swoja prostota i elegancja. Nalezy tez
pamietac o tym, ze autorem jego byl dziewietnastoletni samouk. Stanislaw Mazur opublikowal
powyzszy kontrprzyklad w jednym z czasopism niemieckich. Po pewnym czasie artykul ten dotarl
do Stefana Banacha, który polecil odszukac we Lwowie autora. W ten sposób doszlo do
pierwszego spotkania dwóch gigantów polskiej matematyki. Byc moze w kolejnym artykule
napisze, w co grywali w wolnych chwilach Stanislaw Mazur i Stefan Banach.

Redaguje,dr Rafa/ SZTENCEL

... eJ.+e-J. .1.).'

M 463. Udowodmc, ze 2 .;:;e' .

Rozwiazanie na str. 7

M 464. Niech (X,)r; l bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych,
1 !:J.'n

P(X, = I) = P(X, = -1) = 2' s. = Xl +X2 ••• + X •. Pokazac, ze EeJ.S• .;:; e2 •

Rozwiazanie na str. 12

M 465. W Polsce rodzi sie rocznie 700 tysiecy niemowlat. Zalózmy dla uproszczenia rachunków,
. 1

ze prawdopodobienstwo urodzenia chlopca wynosi -. Oszacowac mozliwie najlepiej
2

prawdopodobienstwo tego, ze liczba chlopców przewyzszy liczbe dziewczat o 7 tysiecy lub
wiecej.
Rozwiazanie na str. 6

Redaguje mgr Rafa/ STARONSKI

- F 216. W wyniKU oddzialywan elektromagnetycznych czastek o.przeciwnych ladunkach
elektrycznych (np. elektronu e- i pozytonu e+ lub pionów n+ i n-) moze powstawac zwiazany
uklad tych czastek tworzac rodzaj atomu. Opierajac sie na modelu atomu Bohra znalezc:
a) Wartosc energii stanu podstawowego pozytonium, tj. atomu powstalego z e- i e+.
b) Energie kwantu y wypromieniowanego przy przejsciu pionium, tj. ukladu n- i n+, ze stanu
wzbudzonego o n = 2 do stanu podstawowego Jn = I). Oszacowac rozmiary pionium i
pozytonium w stanie podstawowym. Masa elektronu i pozytoriu jest taka sama i wynosi

m. = 9,1 . 10-21 g; masy pionów n+ i n- przyjac nalezy za równe i wynoszace m" ~ 273,1' me;
ladunek elektronu e ~ 1,6' 10-19 C.
Rozwiazanie na str. 13

F 217. Egzotyczne atomy omówione w poprzednim. zadaniu sa nietrwale. Np. pozytonium rozpada

sie po krótkim czasie na skutek anihilacji elektronu i pozytonu. Ile co najmniej kwantów y

powstanie w wyniku tego procesu? Czy energia ich bedzie wystarczajaca do kreacji nowej pary
elektron-pozyton?
Rozwiazanie na str. 7

••••
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Rozwiazanie zadania M 464. Mamy

AS - eA+e-A ...
Ee 1 - 2 . Przypuscmy, ze

( eA+e-J.)1llEeAS", = --2-- .Wtedy EeAS", •• =
= EeA(S",+X",+.) = EeAS"'e,1X",+. =

m

L eAke)·P(S,. = k,X",+. = 1)+
k=-Ill

m

+ L eAke-AP(S",=k,X"'+1= -1)=
k=-m

eA+e-A n~
= --2--' L e),kp(S", = k) =k=-m

= eA+e-A . EeAS", = (~+e-~)m+ l22'

Korzystalismy z faktu, ze zdarzenia
{S", = k} i {X",+ l = j} sa niezalezne.

. (eA+e-A )nZostalo wykazane, ze EeAS• = --2---
dla kazdego n. Na mocy poprzedniego

zadania EeAS • .; etA 'n.

Biale karly

Dr Tomasz KW AST

Kazda stabilna gwiazda zawdziecza swoje trwanie równowazeniu sie sil dzialajacych na kazdy
element jej objetosci. Sily te sa przynajmniej dwie: ciezar i parcie hydrostatyczne. Faktem jest,
ze parciu hydrostatycznemu pomaga cisnienie swiatla, nie bedziemy jednak go uwzgledniac, gdyz
w gwiazdach, o których bedzie mowa, jest ono nieistotne. Zatem W sferycznie symetrycznej
gwiezdzie element objetosci o jednostkowej podstawie i wysokosci dr w odleglosci r od srodka
gwiazdy wazy GM,edrlr2, gdzie M,jest masa gwiazdy zawarta w kuli o promieniu r,
e-gestoscia elementu, G - stala grawitacji. Ciezar ten jest równowazony przez róznice cisnien
dP na drodze dr. W rezultacie w kazdym punkcie wewnatrz gwiazdy spelnione jest równanie
(równowagi hydrostatycznej)

dP GM,e

Oczywiste jest ponadto, ze masa dM, warstewki gwiazdy o grubosci dr wynosi 4nr2edr, skad
mamy drugie równanie (ciaglosci) •

dM,
-- = 4nr2e·dr

(O innych równaniach budowy wewnetrznej gwiazd pisalismy w Delcie 12/1982.)

Z tych dwóch równan mozna od razu wyeliminowac M,.
Mianowicie: pomnozywszy pierwsze przez r2/e, zrózniczkowawszy formalnie wzgledem
r i skorzystawszy z drugiego dostajemy

_1_~(~~) = -4nGe.r2 dr e dr

Równanie to zawiera dwie funkcje niewiadome P(r) i e(r), jest wiec nierozwiazalne, dopóki nie
okreslimy jeszcze jakiegos zwiazku miedzy nimi. Narzucajace sie tu równanie stanu gazu

doskonalego jest nieprzydatne, bo wprowadza nastepna nieznana funkcje, temperature. T~k sie
jednak sklada, ze w pewnych warunkach temperatura gazu nie ma wplywu na pozostale jego
parametry. Tak jest w niskich temperaturach lub przy duzej gestosci gazu, gdy przejawia on
wlasnosci kwantowe. Jest on wtedy tzw. gazem zdegenerowanym i jego równanie stanu jest
algebraicznym zwiazkiem miedzy cisnieniem i gestoscia, zawierajacym ponadto tylko stale
fizyczne. Nie bedziemy tego równania stanu wyprowadzac - wydluzyloby to znacznie
artykul - a ponadto bardziej zalezy nam na ukazaniu dosc niezwyklych wlasnosci gwiazd
zbudowanych z materii zdegenerowanej. Przyjmijmy wiec bez dowodu, ze parametryczne
równanie stanu elektronowego gazu zdegenerowanego ma postac:

cisnienie P = A .f(x), gestosc e = Bx3,

gdzief(x) = 2x3yl+x2-3xyl+x2+3Arsinhx,

nm4c5 8nm3c3H
A = -- = 6002· 102l Pa B = -- ~-- u = 9 739, lOB u kg/m3

3h3' , 3h3 r'e, re ,

gdzie z kolei m oznacza mase elektronu, c - predkosc swiatla, h - stala Plancka, H - mase
jednostki masy atomowej, fi. jest tzw. masa atomowa przypadajaca na jeden elektron i dla helu
wynosi dokladnie 2 (kazdy atom helu ma mase atomowa 4 i 2 elektrony), natomiast dla
pierwiastków ciezszych niewiele wiecej.

Przejdzmy w ostatnim równaniu do zmiennych bezwymiarowych (1], rp)wykonujac podstawienie

r = 1:1.1],X = Y {Prp2 - I,

l ~Agdzie ex = -- __m, a sens parametru fJ wyjasni sie za chwile. Po nieco zmudnych, ale latwych
BfJ :rrG

rachunkach dostajemy równanie
'.

_1 ~(1]2~) == _ (rp2 __ l )3/21]2 d1] d1] fJ2

Od funkcji rp(1]) bedziemy zadac, by byla unormowana (rp(O) = l) oraz stosownie "gladka"
(rp' (O) = O). Poniewaz gestosc e wynosi B(fJ2rp2 - 1)3/2, a co za tym idzie - w centrum gwiazdy
mamy ec '= B(fP _1)3/2, wiec fJ jest monotoniczna funkcja gestosci centralnej i przybiera wartosci
z przedzialu (1, ex)).
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Wlasnosci bialych karlów

fJ2

eclB '7,Rlrx/l (- 1)''1/), M/Mmax,l O00 00O O

2
l'3,5332,4980,7070,350

5
83,7271,6671,2430,616

10
274,0691,2871,5190,752

20
834,4600,9971,7100,847

50
3434,9860,7051,8650,924

100
9855,3570,5361,9320,957

00

006,897O2,018l Mamy wiec pierwszy, bardzo wazny wniosek: gestosc centralna jednoznacznie okresla strukture
zdegenerowanej gwiazdy. Bowiem w równaniu (*) mamy tylko jeden dowolny parametr f3

("gestosc centralna") i ma ono, przy narzuconych warunkach poczatkowych, rozwiazanie.- ,

Tabelka podaje niektóre parametry bialych karlów w zaleznosci od f3 (dolny wskaznik" l"

oznacza wartosc danej funkcji na powierzchni gwiazdy, czyli tam, gdzie rp('Yf) przyjmuje po raz
pierwszy wartosc zero: 1jJ('Yfl) = O). ~oslugujac sie ta tabelka mozna samemu obliczyc np. mase
(M), rozmiary (R) bialego kalla o zadanej gestosci centralnej. Mamy bowiem

R ,,1)1 ( drp ) 1 (2A )31' ( drp )
M = 4:n\'er2dr = 4:ncx3Bf33 \' d _'Yf2_- = 4:n- -- • _'Yf2- •J J dIJ Bl :nG d'Yf 1

O O

Ostatni czynnik nawet dla najmasywniejszych gwiazd jest skonczony, zatem widzimy, ze istnieje
naturalne ograniczenie na mase bialego karla. Dla karla helowego byloby

1 (2A )3/1 5,826
Mmax = 4:n- - . 2,018 = --2- Mo = 1,456 MO.

Bl :nG. /l.

Jest to tzw. granica Chandrasekhara. Bialy karzel o takiej masie musialby miec rozmiary zerowe,
co wynika z faktu, ze R = lX'Yft = const· IJl/f3 ...• O, przy f3 ...• 00. W ogólnosci widac, ze im
masywniejszy bialy karzel, tym jest mniejszy.

Pytanie tylko - czy aby nie zajmujemy sie obiektami nieistniejacymi? Otóz nie. Nieustannie

przerabiajac wodór na hel kazda gwiazda wytwarza w swoim centrum helowe jadro. Jezeli masa
gwiazdy jest niewielka (ponizej 0,5 MO), to jej temperatura centralna jest zbyt niska, aby hel
mógl zaczac sie palic. Takie helowe jadro nie produkuje wiec energii, a tylko zwieksza mase
i ulega sciskaniu przez polozone wyzej warstwy gwiazdy. Owo sciskanie prowadzi do degeneracji
materii i tak w centrum gwiazdy, powstaje nowy osobliwy obiekt - kula zdegenerowanego helu.
Gdy zewnetrzne warstwy gwiazdy ulegna ewentualnie rozproszeniu (np. przechodzac przez faze
mglawicy planetarnej), helowe jadro zostaje odsloniete i oczom obserwatora ukazuje sie mala,
goraca gwiazda, swiecaca juz tylko dzieki stygnieciu, czyli helowy bialy karzel. Gwiazda
masywniejsza jest w stanie sprezyc helowe jadro do temperatury wyzszej od temperatury zaplonu

helu. Wtedy w centrum jadra zaczynaja tworzyc sie jeszcze ciezsze pierwiastki i tak dochodzi do
powstania gwiazdy o wielowarstwowej strukturze z jadrem np. weglowym. Po rozproszeniu
warstw zewnetrznych odslania sie bialy karzel o niejednorodnym skladzie chemicznym. Zauwazmy,
ze bez wzgledu na sklad chemiczny jego /l. ~ 2, wskutek czego jego maksymalna masa niewiele
rózni sie od przytoczonej juz granicy Chandrasekhara.

Dalsze losy takiej gwiazdy zaleza od tego, jak bardzo jej masa jest zblizona do granicy
Chandrasekhara. Malo masywne biale karly - jak powiedzielismy - po prostu juz tylko stygna,
natomiast w masywnych moze zmieniac sie /le. Odpowiedzialny za to jest tzw. rozpad beta plus,
czyli neutronizacja materii. Mianowicie, przy ogromnej gestosci materii wewnatrz gwiazdy
zachodzi "laczenie" protonów z elektronami. Liczba nukleonów pozostaje wtedy stala, lecz
ubywa elektronów, a wiec /l. rosnie. Obniza sie wtedy wartosc Mmax i moze sie okazac, ze od
pewnej chwili masa karla (pozostajac nie zmieniona) musialaby byc wieksza od dopuszczalnej
przez aktualne /l •. Prawdopodobnie wtedy centralne czesci karla zapadaja sie, wyzwolona- w ten
sposób ogromna energia grawitacyjna rozrywa reszte gwiazdy i obserwujemy wybuch supernowej
I typu: Pozostaje po tym, byc moze, gwiazda neutronowa, ale to juz inna historia.

Wstawiajac za !H mase elektronu
otrzymujemy ene.rgiestanu podstawowego
pozy toni um El = -6.8 eV

(I eV = 1,6' lO-l. J), Energia

wypromieniowanego kwantu y przy
przejsciu ze stanu o n = 2 do n = l
w przypadku pionium wynosi

Wstawiajac (I) do (2) otrzymujemy energie

poziomów energetycznych atomu

Na podstawie wzoru (t) otrzymujemy
promienie orbit stanu podstawowego
pOlytonium i pionium o,dpowiednio

re = 5,3'10-11 m, rn = 1,9'10-13 m.

2 e2 1
mv .~.

E = 2 ~ - 4Jl.o 2r
(2)

Z postulatu Bohra, 2rmv = nh/2Jl,
n = 1,2, ... , i z powyzszego równania
otrzymujemy

4;reo n2h2 e2;"(

(1) r = -~- 4;"(2m ' V = 4:reo -nh

Calkowita energia ukladu pozyton-elektron
wynosi

W normalnym atomie ze wzgledu na duza
mase jadra w porównaniu z masa elektronu

srodek masy praktycznie pokrywa sie ze
srodkiem jadra. Z porównania sily
odsrodkowej i przyciagania
elektrostatycznego

Rozwiazanie zadania F 216. W egzotycznym
atomie czastki kraza po orbicie kolowej

wokól srodka masy. Poniewaz masy czastek'sa
równe, wiec srodek masy znajduje sie
w jednakowej odleglosci r od kazdej z nich.
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Klub 44

!=44
Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44 M"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 135 /WT=2,27/ i 136 /WT=1,12/
z numeru 9/1986

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2~ Szkrce rozwiazan

zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch Jub jednego zadania
(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan
z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik
trudnosci danego zadania: WT = 4- 3SIN. gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N -liczbe

osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego nume-ru w danej konkurencji

(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. TrzykrQtne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1987.

Termin nadsylania rozwiazan: 31 V 1987

Zadania z matematyki nr 147, 148

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

147. Dany jest scisle rosnacy ciag (x.), którego wyrazami sa liczby naturalne. Niech z. bedzie
naj mniejsza wspólna wielokrotnoscia liczb Xl, ••• , X•• Czy szereg ~ l/z. musi byc zbiezny?

148. Niech P bedzie punktem wewnetrznym wieloscianu wypuklego W spelniajacego nastepujacy
warunek: (*) z kazdego wierzcholka wychodza dokladnie 3 krawedzie. Zalózmy, ze w szkielet
kazdego ostroslupa, którego podstawa jest dowolna sciana wieloscianu W, a pozostalym
wierzcholkiem - punkt P, mozna wpisac kule. Dowiesc, ze w szkielet wieloscianu W mozna
wpisac kule. (Kula wpisana w szkielet wieloscianu to kula styczna do wszystkich jego krawedzi.)

Zadanie 148 przyslal pan Henryk Kornacki z Augustowa stawiajac przy tym pytanie (które
przekazujemy Czytelnikom poza konkursem): czy twierdzenie jest prawdziwe bez zaloz~nia (*)?

Panowie Prauza i Mikuta - obaj juz po
raz drugi.

Marek Prauza - Poraj

Jerzy Mikuta - Zielona G.
Henryk Mikolajczak - Walbrzych
Zbigniew ZaUB - Kraków
Michal Marczak - Radom
Edward Orzechowski - Warszawa

46,74pkt
46, 17pkt
41,64pkt
38,05pkt
36,56pkt
35,43pkt

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/1986

Przypominamy tresc zadan:

139. Dane sa ciagi nieskonczone liczb naturalnych (x/), (y/), (zl)' Dowiesc, ze xp" x.,Yp" y., zp" z. dla pewnej
pary numerów p, q.

140. Dany jest trójkat ABC; SABC = S. Niech E € Be", F € CA, G € AB, AG = GB, 2BE = EC, JCF = FA;

prBFnprCG'" {K}, prCGnprAE = {L l, prAEnprBF = {M}; SKLM = S'\Obliczyc S' IS.

139. Jesli ciag o wyrazach naturalnych jest ograniczony z góry, to ma podciag staly; jesli jest
nieograniczony z góry, to ma podciag rosnacy. W kazdym przypadku ma wiec podciag

niemalejacy. Z ciagu (X/)~l wybieramy podciag niemalejacy (XI)~l' Z ciagu (YI)~l wybieramy
podciag niemalejacy (YIJ )~ 1· Z ciagu (z/J )~ 1 wybieramy podciag niemalejacy (Zl J ))";, l'

k k kI

Przyjmujac na przyklad p = iJk,' q = iJk• dostajemy zadane nierównosci.

140. Wprowadzmy na plaszczyznie ukosnokatny uklad wspólrzednych tak, by A = (10,0),
B = (0,10), C = (0,0). Wówczas K = (2,2), L = (4,4), M = (1,6) (rysunek). Zachodza proporcje
SKLM: SCGS = KL:CG = 2:5 oraz SCGM:SCGB = KM: KB = 1:2 iwreszcie SCGB:SABC = 1:2,
skad S':S = 1:10.
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Zadania z fizyki nr 45, 46

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

M
-~'W,

gdzie I = M R2 /2 jest momentem bezwladnosci tarczy wzgledem jej osi. Wynika stad

Ze wzgledu na prawo zachowania momentu pedu (wzgledem osi tarczy) mamy

mwrnR2+Iw, = O,

(1)

45. Rysunek 1 przedstawia obwód autotransformatora o bardzo duzej liczbie zwojów n
(n > 1000), w którym opornik o oporze R jest podlaczony do jednego zwoju. Obliczyc
natezenie pradu plynacego przez opornik przy zalozeniu, ze prad ten praktycznie nie wplywa na
strumien pola magnetycznego w rdzeniu autotransformatora, a opór R jest znacznie wiekszy od
oporu jednego zwoju. Jakie jest przesuniecie fazowe pradu plynacego przez opornik w stosunku
do pradu plynacego przez autotransformator? Jaka powinna byc indukcyjnosc autotransformatora,
aby przyjete zalozenie moglo byc spelnione?

46. Wyobrazmy sobie nieszczesnika, pod którym zalamal sie lód na jeziorze. Majac przy sobie
woreczek z piaskiem, uwiazany na cienkim sznurku, usiluje on rzucic go tak, by dotarl jak
najblizej brzegu. Pod jakim katem wzgledem poziomu powinien byc rzucony woreczek z dana
predkoscia, jesli wspólczynnik tarcia woreczka o lód wynosi 0,1 ? Opór powietrza zaniedbujemy.

37. Niech poszukiwana masa zuczka bedzie m. Oznaczmy predkosc katowa zuczka wzgledem
osi tarczy w inercjalnym ukladzie wspólrzednych przez Wrn, a predkosc katowa tarczy przez W,
(dodatnie wartosc.i obu predkosci odpowiadaja temu samemu kierunkowi obrotów, np.
zgodnemu z kierunkiem wedrówki zuczka). Wzgledna predkosc katowa zuczka wzgledem
tarczy jest równa

37. Jcdnorodn-a, pozioma tarcza o masie M i promieniu R moze sie obracac, praktycznie bez tarcia, wokól pionowej
osi przechodzacej przez jej srodek O (rysunek 2).

Z punktu P obwodu tej, poczatkowo nieruchomej, tarczy wyrusza zuczek (o rozmiarach znacznie mniejszych od R),

który wedruje dookola tarczy po jej obwodzie i zatrzymuje sie w punkcie P po dokonaniu okrazen~a. Znajac kat el,

o jaki obrócila sie tarcza w czasie tej wedrówki, wyznaczyc mase zuczka.

38, Znalezc wypadkowa pojemnosc nieskonczonego lancucha zlozonego z jednakowych pojemnosci C.

Rozwiazania zadan z numeru 11/1986

. Przypominamy tresc zadan:

,, , ,- -, ,

R

Rys.2

Rys. 1

~ Gl
- kierunek wedrowania zuczka

Czol6wka ligi zadaniowej 11Klub 44 Fil

po uwzgtednieniu ocen rozwiazan

zadan 33 /WTg2,40/ i 34 /WT=3,80/

z numeru 9/1986

(3)

(2)

(4)
to

~ w,dt = -ex
o

(znak minus wskazuje, ze tarcza obrócila sie w kierunku przeciwnym do kierunku wedrówki
zuczka).

M+2m
w = ------W,.

2m

Fakt obejscia przez zuczka calego obwodu tarczy zapisujemy jako

to

~ wdt = 2:n,
o

gdzie t oznacza zmienna czasowa, a to - czas wedrówki zuczka. Kat, o jaki obróci sie w tym
czasie tarcza, wyraza sie wzorem

a po uwzglednieniu zwiazku (1)

39,04pkt

36,68pkt

34,50pkt

27,03pkt

23,63pkt

20,80pkt

20,62pkt

- Lublin

- Myszków

- Torun

- Leg~ica
- Zabrze

- Torun

- GliwiceTomasz ~a1,i11ik

Dzierzyslaw
Lipniacki

Aleksander Surma

Anna Gluza

Pawel Rogacz

Jacek Stelmach

Piotr Bala

2m
Ze wzorów (2), (3), (4) wynika ex= ---2:n.

M+2m
ex M

Stad wyznaczamy m = --- -- .
2:n-ex 2

Uzyskany wynik nie zalezy od postaci funkcji wet), czyli od tego, jak zuczek zmienia w drodze
tempo marszu, a nawet od tego, czy przystaje lub chwilami sie cofa.

38. Niech wypadkowa pojemnosc lancucha wynosi CAB• Zauwazmy, ze dodanie do
nieskonczonego lancucha jeszcze jednego "ogniwa", jak na rysunku 3, nie zmieni jego
pojemnosci.

Wynika stad

Rys. 3

2=-+----.
CAB C C+CAB

Równanie to przyjmuje po przeksztalceniach postac równania kwadratowego o dwóch
pierwiastkach, z których tylko jeden - jako nieujemny - ma sens fizyczny i wyraza poszukiwana
pojemnosc:

y'3-1
CAB = --- C ~ 0,37 C.

2
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Kazdy z 20 aminokwasów odkrytych w organizmach zywych
(z wyjatkiem glicyny) moze istniec w dwóch odmianach:
prawoskretnej i lewoskretnej.

alanina prawoskretnaalanina lewoskretna

Pierwszym podwójnym laureatem nagrody Nobla jest Maria
Sklodowska-Curie. Uzyskala ona nagrode w dziedzinie fizyki
w 1903 roku i w dziedzinie chemii w 1911 roku. Oprócz niej jest
jeszcze trzech podwójnych laureatów:' Linus Carl Pauling
(1954 - chemia, 1962 - pokój), John Bardeen (1956 i 1972
fizyka) i Frederick Sanger (1958 i 1980 - chemia).
Nikt nie uzyskal trzykrotnie nagrody Nobla, mimo to jest
trzykrotny laureat - Miedzynarodowy Czerwony Krzyz (1917,
1944, 191)3).

Rysunek przedstawia dwie odmiany alaniny. Obie formy maja
ten sam/sklad chemiczny, a róznia sie jedynie rozlozeniem
atomów - jedna jest odbiciem zwierciit~lanym drugiej.
Syntetyczny aminokwas zawiera z reguly polowe odmiany
prawo- i polowe lewoskretnej. W organizmach zywych wystepuje
wylacznie odmiana lewoskretna. Prawdopodobnie ta
maksymalna asymetria powstala przypadkowo. Mozna
przypuszczac, ze bariery ewolucji latwiej mogla pokonac jedna
z równowaznych form niz dwie.Zgodnie z postanowieniami soboru nicejskiego z 325 roku

Wielkanoc wypada w pierwsza niedziele po pierwszej wiosennej
pelni Ksiezyca. Za pierwszy dzien wiosny przyjeto 21 marca.
Z postanowien tych wynika, ze naj wczesniej Wielkanoc moze
przypadac 22 marca, a to wówczas, gdy 21 marca wypada
w sobote i w tym dniu jest pelnia. Najpózniej Wielkanoc
obchodzimy, gdy pelnia wypada 20 marca i jest to sobota.
Wówczas pierwsza pelnia wiosenna jest pelnia 18 kwietnia
w niedziele, a Wielkanoc obchodzimy w nastepna niedziele, tj.
25 kwietnia. Wielkanoc moze zatem przypasc w którakolwiek
niedziele miedzy 22 marca a 25 kwietnia.

Dla kazdego zródla swiatla mozna okreslic tzw. wspólczynnik
skutecznosci wizualnej. Jest to ulamek calkowitej mocy
promieniowania, jaki przypada na promieniowanie widzialne,
przy czym definicja uwzglednia dodatkowo zaleznosc czulosci oka
od dlugosci fa-Hswiatla.
Cialo lioskonale czarne ma maksymalna skutecznosc wizualna
(14%) dla temperatury równej temperaturze powierzchniowej
Slonca (okolo 6000 K). Wynika to z przystosowania oka do
warunków oswietlenia panujacych na Ziemi. Dla 3000 K
skutecznosc wizualna jest równa skutecznosci zarówki, czyli
okolo 3%. Bardzo mala skutecznosc ma swieca - tylko 0,13%.
Duzo lepsze sa zródla swiatla, w których energia promieniowania
powstaje nie kosztem ciepla, lecz kosztem innych rodzajów energii.
Swietlówki maja skutecznosc okolo 40%, a lampy sodowe
nawet 45%.
Rewelacyjne z tego punktu widzenia sa zródla chemiczne (np.
fosfor, którego swiecenie jest wynikiem utleniania w powietrzu).
Dlatego bardzo dobra skutecznosc wizualna maja robaczki
swietojanskie. Jednak absolutnym rekordzista jest afrykanski owad
Pholuris pennsilvanica o skutecznosci swiecenia siegajacej 90%.

Do zapamietania kolejnych cyfr rozwiniecia dziesietnego :n stosuje
sie rózne teksty, w których liczby liter w kolejnych wyrazach sa
równe odpowiednim cyfrom. Ostatnio w Malhemalical
lntelligencer ukazalo sie krótkie opowiadanie umozliwiajace
zapamietanie 402 cyfr. Jest to ponoc rekord swiatowy. Autorzy
zachecajac dQ ulozenia dluzszego tekstu ostrzegaja przed miejscem
601, gdzie pojawiaja sie trzy kolejne zera (zera sa oznaczane
znakami przestankowymi róznymi od kropki) oraz przed
miejscem 772 - tam znajduje sie szesc dziewiatek i ósemka.

Punkt orbity heliocentrycznej ciala niebieskiego (np. planety,
komety), najbardziej oddalony od Slonca, w astronomii nosi
nazwe aphelium. Wyraz ten nalezy wymawiac ap-helium,
a nie - jak sie to czesto zdarza - afelium, co oznacza miejsce,
w którym nie ma kotów i z astronomia nie ma nic wspólnego.

l
Wezmy na plaszczyznie - n(n+ 3) punktów, z których zadne trzy

2
nie leza na jednej prostej i spróbujmy poprowadzic przez nie
krzywa opisana równaniem W(x, y) = O, gdzie W jest
wielomianem stopnia n. Okazuje sie, ze zawsze da sie to zrobic,
a gdy n jest wieksze od dwóch - nawet na wiele sposobów. Przez
1

-n(n+3)+ 1 punktów na ogól nie da sie poprowadzic zadnej2
krzywej opisanej wielomianem stopnia n. Fakt, ze dla n > 2 nie
istnieje liczba punktów wyznaczajaca jednoznacznie krzywa stopnia
n, nazywa sie paradoksem Cramera. Dla n = 2 mamy natomiast
twierdzenie Braikenridge'a - MacIaurina: przez kazde piec
punktów, z których zadne trzy nie leza na jednej prostej,
przechodzi dokladnie jedna stozkowa (czyli elipsa lub parabola,
lub hiperbola).

Kopalny uran zawiera przede wszystkim izotop o masie atomowej
238. Jedynie 0,7202% stanowia atomy uranu 235 uzywanego jako
material rozszczepialny w reaktorach jadrowych. Sklad izotopowy
uranu jest jednakowy wszedzie na Ziemi, a takze w calym
Ukladzie Slonecznym - w skalach ksiezycowych i meteorytach.
Procesy chemiczne, erozja i ruchy tektoniczne spowodowaly, ze
niektóre regiony sa bogate w zloza uranu, a inne ubogie. Nie ma
jednak w przyrodzie procesów, które moglyby rozdzielac izotopy.
Dlatego, gdy zauwazono w jednej z fabry~ paliwa jadrowego we
Francji, ze przetwarzany uran zawiera jedynie 0,7171 % izotopu
235, rozpoczeto systematyczne badania zloza, z którego
pochodzila ruda. Jak sie okazalo - centrum zloza, polozonego
w Gabonie, jest jeszcze ubozsze, zawiera bowiem tylko 0,44%
rozszczepialnego uranu.
Aby wyjasnic ten niezrozumialy fakt, trzeba bylo zalozyc, ze co
najmniej 200 mln lat temu w erze prekambryjskiej samorzutnie
"zapalila sie" w zlozu reakcja lancuchowa. Dalsze badania
calkowicie potwierdzily te hipoteze. W szczególnosci stwierdzono
obecnosc wielu pierwiastków bedacych typowymi produktami
reakcji lancuchowej. Ich ilosc odpowiada spaleniu 6 ton uranu 235.
Zatem w ciagu setek lat w tym naturalnym reaktorze wydzielila
sie energia równa okolo 15000 megawatolat. Jest to
w przyblizeniu energia wyprodukowana w ciagu czterech lat
przez jeden reaktor w duzej elektrowni jadrowej.

K

Oto konstrukcja stycznej z danego punktu P do danego okregu
wykonana sama linijka. 'Prowadzimy z P dwie dowolne sieczne
okregu otrZymujac w przecieciu z nim odpowiednio punkty A i B
oraz C i D. Przecinamy proste AC i BD oraz AD i BC ótrzymujac
punkty K i L. W przecieciu prostej KL z okregiem otrzymujemy
punkty Q i R. Proste PQ i PR sa styczne do okregu (ale
dlaczego ?).

8,

Ciekawe, ze sama linijka nie mozna skonstruowac srodka danego
okregu.

1&
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