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Mikroskop wykorzystujacy
zjawisko tunelowe

Jezeli musimy juz sobie to wyobrazic modelowo, co wcale nie
jest konieczne, to mozna powiedziec, ze elektron w takim 
przypadku wymknie sie tunelem w barierze. Stad powstala
nazwa - zjawisko tunelowe.

Doc. dr Tomasz HOFMOKL
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Nasz obraz elektronów w plytce w mechanice kwantowej bedzie
inny. Mozemy je sobie wyobrazac jako chmurki siegajace poza
powieq:chnie plytki. Poza plytka na odleglosci kilku angstremów
tez napotykamy elektrony. Ich liczba spada wykladniczo w miare
oddalania sie od powierzchni plytki. A wiec w obwodzie poplynie
prad malejacy wykladniczo w miare oddalania sie ostrza od
powierzchni plytki. Prad w obwodzie jest. wiec niezwykle czulym
wskaznikiem odleglosci ostrza od powierzchni plytki. Mamy wiec
sposób, aby niezwykle precyzyjnie prowadzic ostrze czujnika tuz
nad plytka stale w tej samej od niej odleglosci. Wystarczy teraz
rejestrowac polozenie czujnika, aby odtworzyc topografie badanej
powierzchni. Slowo "wystarczy" kryje w sobie caly ogrom
problemów. Przede wszystkim trzeba sobie zdac sprawe; jaki jest
rzad wielkosci przesuniec w plaszczyznie równoleglej do
powierzchni i w kierunku do niej prostopadlym.

Pierwsze próby zbudowania przyrzadu opartego na opisanej
zasadzie siegaja roku 1971. R. Young, J. Ward i F. Scire
zbudowali wtedy w National Bureau of Standards w Waszyngtonie
urzadzenie nazwane "topografinerem". Przodek mikroskopu
(nazwijmy go w skrócie mikroskopem tunelowym) nie byl zbyt
udany. Zdolnosc rozdzielcza w plaszczyznie równoleglej do

badanej powierzchni nie schodzila ponizej tysiaca angst~emów.Dopiero w 1981 r. G. Binning i H. Rohrer z laboratoriym IBM
w Zurichu zbudowali prototyp urzadzenia, które obecme osiaga
wspomniana na wstepie zdolnosc rozdzielc~ 0,1 A w kierunku
prostopadlym do badanej powierzchni i 2 A w kierunku
równoleglym. Wyniki te uzyskano rozwiazujac caly szereg
problemów technicznych ..

Ostrze musi byc rzeczywiscie bardzo ostre, promien jego
krzywizny powinien byc rzedu kilku angstremów. Hans Werner
Fink, pracujacy w tym samym laboratorium IBM, opracowal
technologie sporzadzania ostrza z monokrysztalu wolframu
z trzema tylko atomami na koncu. Atomy te tworza trójkat,
w którego srodku mozna umiescic pojedynczy atom. Uklad taki
jest trwaly przez dziesiatki godzin. Mozna wiec miec ostrze
z jednym atomem na czubku.

Bardzo wiele trudu wlozono w pozbycie sie wplywu drgan
przypadkowych. Osiagnieto to poprzez sztywna konstrukcje
mechaniczna o odpowiednio dobranych drganiach wlasnych,
które mozna potem rozpoznac elektronicznie i wyeliminowac
z analizy. Obecna wersja mikroskopu pozwolila rozwiazac ten
problem.

. System przesuwu: sklada sie on z przesuwu zgrubnego,
sterowanego silnikiem krokowym, który pozwala zblizyc próbke
do ostrza na odleglosc okolo 1 mikrona, czyli 10 tysiecy
angstremów. Dalej operuje sie juz samym ostrzem. Jest ono
osadzone na trzech wzajemnie prostopadlych ceramicznych
beleczkach piezoelektrycznych. Przypomnijmy tutaj, ze
w anizotropowych osrodkach dielektrycznych, majacych okreslona
strukture krystalograficzna, wystepuje zjawisko piezoelektryczne,
polegajace na tym, ze plasko-równolegla plytka o okreslonej
orientacji osi krystalograficznych, umieszczona w zewnetrznym
polu elektrycznym, ulega deformacji, rozciaganiu lub sciskaniu.
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Schematycznie zaznaczony
rozklad prawdopodobienstwa
znalezienia swobodnego
elektronu w poblizu
powierzchni metalu - maleniu
prawdopodobienstwa odpowiada
wzrost zaczernienia.

Mozemy dzieki niemu sporzadzac mapy rzezby badanej
powierzchni z nieprawdopodobna zdolnoscia rozdzielcza 0,1 A
(10-11 m) w glab i 2 A (2' 10-10 m) równolegle do powierzchni.
Oznacza to, ze mozna uzyskac topografie powierzchni z precyzja
pozwalajaca nie tylko rozrózniac pojedyncze atomy lezace obok
siebie, ale takze wyznaczac róznice wysokosci polozenia atomów
z dokladnoscia do malego ulamka ich srednicy.
Nieprawdopodohne, a jednak prawdziwe! Mikroskop ten dziala
wykorzystujac zjawisko tunelowe przewidziane przez mechanike
kwantowa w roku 1927 i nie majace odpowiednika w mechanice
klasycznej.

Wyobrazmy sobie plytke z substancji przewodzacej, a blisko niej
ostrze elektrody. Dla uproszczenia umieSCmy wszystko w prózni
i przylóZTnYmiedzy elektrode i plytke niewielka róznice
potencjalów. Na tyle niewielka, aby elektrony nie mogly byc
wyrwane z plytki. Co przewiduje w tym przypadku fizyka
klasyczna? Ruch swobodnych elektronów w przewodniku
ograniczony jest tylko do przewodnika. Przy niewielkiej róznicy
potencjalów elektrony nie moga nabrac dostatecznej energii, aby
wyrwac sie z metalu. Prad nie poplynie. Mechanika kwantowa
twierdzi cos przeciwnego. Nie mozemy zlokalizowac elektronu
tak, jak zwyklej pilki. Jego zachowanie opisuje funkcja falowa,
która pozwala obliczyc, jakie jest prawdopodobienstwo znalezienia
elektronu w okreslonym punkcie przestrzeni. Prawdopodobienstwo
znalezienia elektronu poza plytka jest male, ale rózne od zera
i maleje bardzo szybko z odlegloscia. Zblizenie ostrza modyfikuje
rozklad potencjalu. Pomiedzy ostrzem i plytka powstaje bariera
potencjalu. Na zdrowy rozsadek w opisanych warunkach elektron
nie ma prawa przejsc do ostrza, bo nie ma dostatecznej energii,
aby pokonac te bariere. Mechanika kwantowa twierdzi, ze
prawdopodobienstwo przenikniecia elektronu przez bariere jest
rózne od zera. Zasada zachowania energii nie sprzeciwia sie temu,
ale tez nie tlumaczy, jak to sie moze stac.
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Przylozenie do beleczek odpowiedniego napiecia powoduje
przesuwanie sie ostrza. Beleczki P" i Py sluza do przesuwania
ostrza równolegle do badanej powierzchni. Belka P. kontroluje
ruch prostopadly. Jest ona sprzezona z ukladem sterujacym, który
ustala tak polozenie ostrza, aby prad tunelowy pomiedzy badana
powierzchnia a ostrzem mial stala wartosc. Znajac napiecia
przylozone do trzech belek piezoelektrycznych znamy wspólrzedne
ostrza x, y, z. "Zamiatajac" ostrzem cala badana powierzchnie
mozemy odtworzyc jej profil.

powierzc1lnia

W opisanej metodzie pomiaru topografii powierzchni nie
wykorzystano wszystkich dostepnych potencjalnie informacji.
Ostrze sondy prowadzono tak, aby zachowac staly prad tunelowy.
A gdyby badac w kazdym punkcie powierzchni rozklad natezenia
pradu w zaleznosci od energii elektronów? Mozna by wtedy
znalezc nie tylko rozklad atomów na powierzchni,
lecz równil"z rozklad elektronów na danym poziomie
energetycznym, a to pozwala z kolei na identyfikacje atomów
i molekul. Otwiera to mozliwosci "spektroskopii tunelowej".

Mikroskop tunelowy moze wiec dostarczyc nie tylko danych
topograficznych o powierzchni, ale równiez informacji o naturze
tej powierzchni. Trudno przecenic praktyczne znaczenie tego
urzadzenia, zarówno w badaniach podstawowych, jak i w
zastosowaniach.

Za osiagniecia w budowie mikroskopu tunelowego G. Binning
i H. Rohrer otrzymali w 1986 roku nagrode Nobla z fizyki.

Oto przyklad powierzchni zlota widzianej przez mikroskop
tunelowy. Widzimy wyraznie uskoki o wymiarach jednego atomu.
Jedna podzialka na rysunku odpowiada 5 angstremom. Skala

_ w kierunku prostopadlym jest bardziej rozciagnieta.

Zadania Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 466. Udowodnic, ze kazdy wielokat o obwodzie Za mozna nakryc kolem o srednicy a.
Ponadto dla kazdego d < a istnieje wielokat o obwodzie 2a, który nie da sie nakryc kolem
o srednicy d.
Rozwiazanie na str. 13

M 467. Dwóch graczy gra w "orla i reszke". Kapitaly poczatkowe graczy wynosza m i n zlotych,
stawka - l zloty. Gra konczy sie w chwili, gdy jeden z graczy zostanie zrujnowany. Znalezc
srednia dlugosc gry.
Rozwiazanie na str. 10

M 468. Na dziesieciu drzewach, rozmieszczonych na okregu, siedzi dziesiec wiewiórek (po jednej
na kazdym drzewie). Od czasu do czasu dwie wiewiórki przeskakuja na sasiednie drzewa. Czy
wiewiórki moga zebrac sie na jednym drzewie?
Rozwiazanie na str. 12

Redaguje mgr Rafal STARONSl(I

F 218. Foton - kwant promieniowania elektromagnetycznego o energii E = hv pada prostopadle
na plaskie, doskonale zwierciadlo, poruszajace sie ze stala predkoscia v znacznie mniejsza od
predkosci swiatla. Korzystajac z prawa zachowania energii i pedu obliczyc czestotliwosc v'

odbitych fotonów.
Rozwiazanie na str. 3

F 219. Plaska fala elektromagnetyczna pada na poruszajaca sie z predkoscia v plaska metalowa
plyte ulegajac odbiciu. Przyjmujac, ze fala rozprzestrzenia sie wzdluz osi z prostokatnego ukladu
wspólrzednych i jest opisywana równaniami:

E" ~ Eocos (: Z-Wf). Ey = O, E.= O,

H" = O, Hy = HoCOS( : Z-Wf)' H. = o,

obliczyc czestotliwosc v' fali odbitej, jesli plyta porusza sie prostopadle do osi Z z predkoscia v;

El i Hl (i = x, y, Z) sa skladowymi wektorów natezenia pola elektrycznego i magnetycznego
fali elektromagnetycznej, W jej czestoscia.
Rozwiazanie na str. 13



Patrz w niebo

Zakrycia gwiazd przez Ksiezyc naleza do zjawisk typu zaCInieniówego, Zachodza one wtedy, gdy
Ksiezyc, poruszajacy sie wsród gwiazd z zachodu na wschód ze srednia predkoscia 13?2 na dobe,
przesloni dla ziemskiego obserwatora któras z nich, Szczególnym przypadkiem sa zakrycia planet
i ich satelitów, jak równiez zacmienia Slonca.

Zakryciom podlegaja wszystkie gwiazdy znajdujace sie na drodze Ksiezyca, tj. - dla obserwatora
w danym miejscu na Ziemi - w pasie o szerokosci odpowiadajacej srednicy jego tarczy.
Zastanówmy sie, w jakiej maksymalnej odleglosci od -ekliptyki powinna znajdowac sie gwiazda,
aby mogla zostac przeslonieta przez tarcze naszego satelity. Przyjmijmy na razie (potem
uwolnimy sie od tego zalozenia), ze Ziemia jest punktem. Gdyby Ksiezyc poruszal sie dokladnie
po ekliptyce, gwiaz"j zakrywane przez niego lezalyby w odleglosci nie wiekszej niz promien
jego tarczy, po obu stronach ekliptyki. Jednak orbita Ksiezyca jest nachylona pod katem 5°9' do
ekliptyki. Nie stanowiloby to zbyt powaznego utrudnienia, gdyby nie fakt, ze punkty przeciecia
orbity Ksiezyca z ekliptyka (wezly), podobnie jak punkty równonocy, nie zajmuja stalego
polozenia wsród gwiazd, ale przemieszczaja sie w kierunku przeciwnym do ruchu Ksiezyca.
W ciagu 18,6 lat, tj. w czasie gdy wezly Ksiezyca dokonuja pelnego obiegu po ekliptyce, jego
tarcza przeslania obszar nieba rozciagajacy sie na 5°25' (5°9' + 16', bo promien Ksiezyca WYnosi
16') po obu stronach ekliptyki. Pozbadzmy sie teraz upraszczajacego zalozenia, ze Ziemia jest
punktem. Obserwatorzy w róznych miejscach globu widza Ksiezyc w nieco innych polozeniach
wsród gwiazd na skutek tzw. przesuniecia paralaktycznego (patrz rysunek). Maksymalna
wartosc paralaksy Ksiezyca wynosi 63' i o tyle zwieksza sie obszar zakrywany przez jego tarcze.
Ostatecznie otrzymujemy, ze zakryciom moga podlegac wszystkie gwiazdy odlegle nie wiecej niz
6°28' na pólnoc i poludnie od ekliptyki.
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Rozwiazanie zadania F 218. Niech przed
odbiciem od zwierciadla foton ma energie
E = hp i ped p = hv!c, a po odbiciu E' =
= hv' i p' = hv'!c. Z zasady zachowania
pedu otrzymujemy

Obs'erwatorzy w róznych punktach na Ziemi widza Ksiezyc na tJe róznych gwiazd. n - paralaksa Ksiezyca, czyli kat,
pod jakim z Ksiezyca widac promien Ziemi.

Wyliczajac z równania (I) wielkosc v' - t'

i wstawiajac do (2) otrzymujemy

natomiast z zasady zachowania pedu

Stad otrzymujemy

W obszarze tym znajduja sie cztery jasne gwiazdy: Aldebaran, Antares, Regulus i Spica, oraz
gromady: Hiady i Plejady. Zakrycia tych obiektów przez Ksiezyc naleza do zjawisk szczególnie
efektownych i stosunkowo prostych do zaobserwowania. W· zasadzie obserwuje sie zakrycia
gwiazd o jasnosciach do 7 mag, gdyz slabsze nikna juz w pewnej odleglosci od Ksiezyca z powodu
jego blasku. Przy jasnym brzegu tarczy mozna obserwowac znikanie gwiazd do czwartej
wielkosci, natomiast pojawianie sie - tylko gwiazd jasniejszych (zasadniczo pierwszej
wielkosci). Znacznie latwiej i dokladniej obserwuje sie zakrycia gwiazd przez ciemny brzeg tarczy
Ksiezyca, a wiec znikanie miedzy nowiem a pelnia, zas pojawianie sie po pelni.

Znikanie i pojawianie sie gwiazdy przy brzegu Ksiezyca odbywa sie nagle, bez stopniowego
spadku lub wzrastania blasku. Swiadczy to o braku atmosfery na srebrnym globie, jak równiez
o tym, ze srednice gwiazd sa znikomo male wobec predkosci ruchu Ksiezyca wzgledem nich
(okolo 0':6 na sekunde). Wprawdzie niektórzy obserwatorzy zauwazaja jakby powtórne pojawienie
sie gwiazdy po zniknieciu na krótki czas, ale byc moze - jezeli nie zachodzi tu jakies zjawisko
fizjologiczne - jest to wynikiem nierównosci tego fragmentu brzegu Ksiezyca. Najdluzej (okoloI godziny) trwaja tzw. zakrycia centralne, gdy pozorny ruch gwiazdy wzgledem Ksiezyca odbywa
sie wzdluz jego srednicy.

Mimo wieloletnich obserwacji Ksiezyca i coraz dokladniejszej teorii jego ruchu dotychczas nie
mozna przewidziec momentów i trwania zakryc gwiazd przez jego tarcze z taka dokladnoscia,
z jaka przewiduje sie wiele innych zjawisk astronomicznych. Z tego powodu obserwacje zakryc
moga dac cenny material dla poprawienia ogromnie skomplikowanej teorii rachu Ksiezyca. Aby
wyniki obserwacji mialy wartosc naukowa, nalezy dysponowac bardzo dobrze urzadzona "sluzba
czasu" (dokladnosc wyznaczenia poszczególnych momentów powinna byc}lie mniejsza niz ~2)
oraz trzeba znac wspólrzedne geograficzne miejsca obserwacji z dokladnoscia przynajmniej 0:"1
w d/ugosci i I' w szerokosci (okolo 2 km).

W biezacym roku mozemy obserwowac serie zakryc najjasniejszej gwiazdy konstelacji Panny 
Spiki. Pierwsze z nich rozpocznie sie 14 kwietnia okolo godziny 4h30m• Niestety, w momencie
tym swiecacy w pelni Ksiezyc bedzie juz bardzo nisko nad zachodnim horyzontem. W zwiazku
z tym obserwacje moga byc trudne do przeprowadzenia. W znacznie korzystniejszych warunkach
nastapi zakrycie 7 czerwca. Rozpocznie sie ono okolo 23h35m i potrwa godzine. Ksiezyc w fazie
miedzy pierwsza kwadra a pelnia znajdowac sie bedzie wówczas nad poludniowo-zachodnim
horyzontem. Szczególnie dobrze powinno byc widoczne znikniecie Spiki za ciemnym fragmentem
jego tarczy. Ostatnie z serii tegorocznych zakryc Spiki nastapi I sierpnia okolo godziny 14. Ze
wzgledu na pore ~edzie mozliwe do zaobserwowania jedynie za pomoca lunety.

mgr Joanna UDALSKA'

v+v' 2c
v-v' - v'+v'

~ (0+ v') = M(v' - v).e

(3)

(2)

hv+ ~Mv' = hv'+ ~Mt!"
2 2'

2h(v-p')
v'-v = M(v'+t.)

Interesuje nas przypadek, kiedy zwierciadlo
nie zmieni swojej predkosci po zderzeniu

(tzn. v' = v). Ma to miejsce, gdy masa
zwierciadla jest nieskonczenie wielka (M 
.•• 00), co jest w bardzo dobrym przyblizeniu
spelnione dla wszystkich makroskopowych
zwierciadel. Wtedy z równania (3) wynika

p_v' = ~(v+"). tzn. v' = v I-v!c.
e I+v~

co opisuje efekt Dopplera dla promieniowania
elektromagnetycznego (w przyblizeniu
nierelatywistycznym, gdyz w ten sposób
traktowalismy energie zwierciadla).

hv hv'.-+Mv = - --+Mv,c c

(I) h(p-p) = ~ (v"-v'),

gdzie przez M oznaczylismy mase zwierciadla,
a przez v' jego predkosc po zderzeniu
z fotonem. Prawo zachowania energii daje
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Naprawde zabladzic mozna dopiero
w przestrzeni trójwymiarowej

Wyobrazmy sobie czastke, która moze sie poruszac tylko po
prostej tak, iz w ciagu l sekundy ruchem jednostajnym przesuwa
sie o I w lewo lub o l w prawo z takim samym

prawdopodobienstwem (równym ~). W chwili O czastka
znajdowala sie w punkcie zero. W ukladzie wspólrzednych
wykresem ruchu czastki bedzie lamana (np. taka; jak na rysunku
I). Taki ruch nazywamy bladzeniem po prostej. Pytanie, na które
chcemy znalezc odpowiedz, brzmi: Jakie jest prawdopodobienstwo
powrotu czastki do punktu zero?

CS02

~ys.l

Oznaczmy przez j~ prawdopodobienstwo powrotu czastki do zera
po raz pierwszy po 2n sekundach (powroty sa mozliwe tylko po
parzystej liczbie sekund), przez Un prawdopodobienstwo tego, ze
czastka po 2n sekundach znajduje sie w zerze. Zauwazmy, ze przy
obliczaniu powyzszych prawdopodobienstw mozemy sie ograniczyc
do trajektorii o dlugosci 2n. Przyjmijmy, iz zdarzenie czastka

powróci do zera ma pewne prawdopodobienstwo f Mamy wtedy
co

/= fi +/2+ ... +j~+ ... = .J;ln.
n=1

Zauwazmy, ze nie interesuja nas liczby .r., chcemy tylko znac ich
sume·

W zbiorze trajektorii o dlugosci 2n wyróznijmy trajektorie

czastek wracajacych po 2n sekundach do zera - zbiór An - oraz
trajektorie czastek wracajacych po raz pierwszy do zera po 2k

sekundach - zbiory B.(k = I, ... , n). Zauwazmy, ze zbiory B.
n

sa parami rozlaczne i A" c U B •. Tak wiec ze wzoru na
k=1

prawdopodobienstwo calkowite

n

peAn) = .J; P(B.)· P(AnIB.}.
k=1

Zauwazmy, ze P(A"IB.) = P(An_.). Jesli czastka po 2k sekundach
'znalazla sie w zerze, a po 2n sekundach ma tam powrócic, to jej
trajektoria w czasie ostatnich 2n-2k sekund bedzie taka jak
czastki startujacej z zera i wracajacej tam po 2(n-k) sekundach.

Tak wiec.

n n-I
Oto dowód: Pomnózmy .J; fi przez .J; u. i zgrupujmy razem

k=1 k=O

iloczyny, w których suma wskazników jest taka sama

(.fI + ... + ln)(uo+ ... +Un_l) = [.fI' UO+ (fi' Ul + 12 . Uo)+ (.fI .U2+
+12'uI+f3'uo)+", +(.fI·U"-l+'" +fn·uo)J+ ... +[.·Un-l'

Zastepujac wyrazenia w nawiasach okraglych zgodnie z (*),

pomijajac wyrazy poza nawiasem kwadratowym i pamietajac, ze
Uo = l mamy

n n n n-l n n

.J; fi' 1; U.;" ~ fi' .J; u.;" .J; u. '= .J; u. - I.
k=1 k=O k=1 k=O k=1 k=O

n

A zatem, jeslif < l (a wiec i .J; fi < l), to/
k=1

n

1- .J; fi
k=l

Ciag po prawej stronie jest zbiezny, a ciag po lewej jest
niemalejacy, a wiec musi byc tez zbiezny, czyli U < + 00.

Jesli u < + 00, to zsumujmy wyrazenia (*). Z lewej strony
otrzymujemy

00 00

.J; Un = .J; U" - I = U - l,
n=1 n=O

a z prawej

00 n CO 00

.J; .J; fi' U"_. = .J; fi' .J; u" = f' u.
n=l k=l k=l n=O

(Taka zmiana kolejnosci sumowania jest dozwolona, gdyz
wszystkie wyrazy sa nieujeqme.) Tak wiec

I
f'u=u-l, czyli f=I--. u

W szczególnosci wiec f < I.

Prawdopodobienstwo u" obliczyc jest latwo. Aby czastka po 2n

sekundach znalazla sie w zerze, musi wykonac n ruchów w lewo
i tylez w prawo - rozlozonych dowolnie w czasie. Tak wiec

li" = (2;) . 2-2". Skorzystajmy teraz ze wzoru Stirlinga
podajacego przyblizona wartosc n! i obliczmy przyblizona
wartosc u"

u" = 2-2". (2n)! _ 2-2". (2n)2". e-2" V4mt
(n!)2 - n2"'e-2"'2n:n:

n

peAn) = .J; P(B.)· P(An_.)',
k=1

Oczywiscie peAn) = Un i P(B.) = fi.
Otrzymalismy wazny dla dalszych rozwazan wzór

(*)

n

Un = .J; f.' u"~. (n;" 1).
k=1

••

Dokladniej mamy:

B"-n+ --
n! = nI'! ~ e 12n gdzie O ~ 8n ~ 1.

0,"-40" l 1
. I ~ . l - (;;; l 24nA zatem Ul'! :; --e , czyli--e ~ u" ~ -- e.

y,;;;- y,;;;- fmI
l .

u"- --

Tak wiec y,;;;- --- O.l n-OO

y;;;
Bedziemy dalej oznaczac an z'ns, gdy -mamy an- nS --- o.nS n_ 00

00

Mozna sprawdzic, ze gdy o" ::::n', to E o" < 00 wtedy i tylko wtedy, gdy
n=1

00

E n' < 00.
n=1



00 1
Trzeba jeszcze wiedziec, ze 1:-= = + 00, by stwierdzic, iz

n=t yn1lI = l, czyli ze z prawdopodobienstwem I czastka wróci do zera.

co 00 00 2" 00

J: _I ;. 2 ~;. X 2 _1_;. X 2"' -1- = + 00
n=1 yn n=1 n n=Ok=12"+k n=O 2,2"

Inna sprawa jest, jak dlugo, srednio oczywiscie, trzeba czekac na
taki powrót. W tym celu trzeba by obliczyc

00

22n·I".
n=1

1
Otóz mozna obliczyc,. iz l" ~ ~, tak wiec sredni czas

2ny;m
powrotu wynosi ... + 00 !.

W pewnym fantastyczno-naukowym opowiadaniu autor opisuje nastepujacy
sposób podrózowania w Kosmosie. Planety polacwne sa bramami (pod- czy

nad- przestrzennymi - nie pamietam dokladnie) w lancuch tak, ze wchodzac

w brame mozemy z prawdopodobienstwem 1/2 znalezc sie na jednej z dwóch

sasiednich planet. Poczatkowo ludzie zupe1nie nie wiedza, jak sobie poradzic
z takim systemem, jak wtócic. ale ktos przypomina sobie o twierdzeniu, iz
czastka bladzaca przypadkowo po prostej z prawdopodobienstwem I wraca do
punktu wyjscia i podróznicy wchodza w bramy tak dlugo, az znajda sie znów

w punkcie startowym. Autor wiedzial, ze dzwonia, ale 0.0 srednio podróznicy
wracaliby po nieskonczonym czasie.

. 1
Korzystajac ze wzoru Stirlinga mamy, iz u" ~ - i znów

1ln

00 1

z uwagi na rozbieznosc J: - mamy I = I.
n= I 1ln

A jak jest w przestrzeni? Wyliczamy u" anal?gicznie jak
poprzednio i otrzymujemy

u" = 6-2". ~ (2n)!~ (i!)2(j!)2«n-i-j)!)2
O~r+J~n

2-2" (2n) ~, [3-"~' n_l ]2= . n .~ .. i!j!(n-i-j)! .
O.;,+)<;n

n!

Wyrazenia q) = ------ sa wspólczynnikami
i! j!(n-J- j)!

w rozwi~ieciu (a+b+c)", tj.

(a+b+e)" = 2 C~}al~e"-l-}.
O~i+j~n

(Mozna to sprawdzic podobnie jak dla zwyklych wspólczynników

Newtona w rozwini'<Ciu (a4-b)".) Podstawiajac a = b = c = l
mamy

J: 3-"q).
O..,i+ j';n

Zamiast ruchu czastki na prostej mozna rozpatrywac ruch na

plaszczyznie (rys. 2) lub w przest~zeni (rys. 3). Czastka startuje
wtedy z punktu (0,0) lub (O, O, O). W ciagu sekundy przesuwa sie

z jednakowym prawdopodobienstwem (równym dla plaszczyzny

1 1 )
- , a dla przestrzeni - w lewo, w prawo, w przód lub w tyl4 6
(w przestrzeni dochodzi jeszcze w góre lub w dól) o 1. Tak wiec
z punktu (x, y) moze przejsc do punktów (x-l, y), (x+ 1, y),

(x, y+ l), (x, y-l) (a z punktu (x, y, z) do (x± 1,y, z),
(x, y ± l , z), (x, y, z ± 1». Zadajem}' to samo pytanie co
poprzednio: Z jakim prawdopodobienstwem czastka powróci do
poczatku ukladu?

Zauwazmy, ze jesli l" i u" zdefiniujeP1Y tak jak uprzednio, to
wzór (*) pozostanie prawdziwy i dla plaszczyzny, i dla przestrzeni.
Tak wiec trzeba obliczyc u". Zacznijmy od plaszczyzny. Liczba
trajektorii dlugosci 2n jest równa 42". Aby czastka znalazla sie
w zerze po 2n sekundach, musi wykonac tyle ruchów w lewo,
ile w prawo i tyle 'w przód, ile w tyl. Jesli wiec ruszyla sie w lewo
k razy, to w prawo tez k, w przód (i w tyl) n-k razy. Ruchy te
mogla wykonac w dowolnej kolejnosci, wiec liczba takich
trajektorii jest równa

(2n)! (2n) (n)2(k!)2. «n-k)!)2 = n . k •

t

Rys. 2

Tak wiec

}; [3-"q}]2 ~ max [3-"q)J.
O<i+j~n O<i+j~n

Mozna sprawdzic, ze najwieksza wartosc q} przyjmuje:
n

dla i = j = - przy n podzielnym przez 3,
3

. n-l
dla i = j = -- przy n-l podzielnym przez 3,

3
n+l

dla i = j = -- przy n+ 1 podzielnym przez 3.
3

Za kazdym razem mamy (znów ze wzoru Stirlinga)

c
max q}. 3-" ~ -,

O~i+j~n n

gdzie c jest stala. Tak wiec (c, jest znów stala)

c,

Un ~--:r'n' t' n

Rys. 3

Ale k moze przybierac wartosci 0,1, ... , n, a wiec

Wspólczynnik przy a"b" po prawej stronie równosci
n

wynosi k~O (~). (n:k)'

5

00 1

. Ale tym razem J: ---_ jest zbiezny, a wiec 1< l!
n=l n,yn

00 00 2n 00

X~<;J:J: 1_<;1:2"'~=
n=2 n·Yn n=Ok=1 (2"+k)'Y2"+k n=O 2"'Y2"

i; (_I )" < +00n=O y'2

Przy dokladniejszych rachunkach mozna pokazac, ze I~0,35.

Opracowal dr Jerzy RYLL



Rozpatrzmy uklad skladajacy sie z gwiazd

nie oddzialujacych grawitacyjnie,
o jednakowych masach M i promieniach R,
" -ruszajacych sie z predkosciami V. W ciagu
czasu I wybrana gwiazda przebywa droge VI

niatajac obszar przestrzeni o objetosci

W = V I' n(2R)2.

Czy gwiazdy sie zderzaja?

Mgr Miroslaw GIERSZ

Patrzac w pogodna noc na niebo nie mozemy oprzec sie wrazeniu mnogosci gwiazd. Po chwili
zdajemy sobie jednak sprawe, ze rozmiary gwiazd sa znacznie mniejsze od ich wzajemnych
odleglosci na sferze niebieskiej. To pierwsze wrazenie wyniesione z pobieznej obserwacji nieba
znalazlo potwierdzenie w obserwacjach astronomicznych dokonanych znacznie precyzyjniejszymi
przyrzadami niz oko ludzkie. Z obserwacji tych wynika, ze cecha charakterystyczna poznanego
Wszechswiata sa olbrzymie odleglosci miedzy obiektami astronomicznymi nalezacymi do jednej
klasy, a wiec gwiazdami, galaktykami, gromadami galaktyk itd.

l1::::--
, 4nR2Vn

Jesli przez n oznaczymy gestosc gwiazd, to

iloczyn n' W podaje srednia liczbe gwiazd
napotkanych w czasie I. Zatem srednio

zderzenie nastapi, gdy n W ::::l. Stad wynika
sredni czas miedzy zderzeniami:

VI

n )
W okolicach Slonca najblizsze gwiazdy znajduja sie w odleglosci kilku parseków. Wydaje sie wiec,
ze przy tak duzych odleglosciach zderzenia gwiazd musza byc zjawiskiem niezwykle rzadkim.
Czy istnieja zatem obiekty astronomiczne, w których zderzenia gwiazd sa znacznie czestsze?
Liczba zderzen zalezy miedzy innymi od gestosci gwiazd. Im wiecej gwiazd w stalej objetosci,
tym zderzenia sa czestsze. Wszystkie obiekty astronomiczne maja wspólna ceche wewnetrznej
budowy: gestosc ich jest najwieksza w obszarach centralnych i maleje wraz z oddalaniem sie od
centrum. A wiec musimy poszukiwac obiektów o najwiekszej gestosci gwiazd w obszarach
centralnych. Okazuje sie, ze dobrymi kandydatami sa centralne obszary jader galaktyk i gromad.
kulistych. W najgestszych obszarach tych obiektów gestosci gwiazd przekraczaja dziesiatki
milionów gwiazd na parsek szescienny. Przy tak duzych gestosciach mozemy spodziewac sie od
kilkudziesieciu (dla gromad kulistych) do kilku tysiecy (dla jader galaktyk) zderzen na miliard
lat.

::::2· 102•

( R 2 lRo) V[km/s]n [ gWiazd] [lat]..pc3

Gwiazdy znajduja sie w "nieskonczonosci",

gdy energia potencjalna ich wzajemnego

oddzialywania jest zaniedbywalnie mala
w porównaniu z energia kinetyczna ich ruchów

wlasnych.

Jezeli calkowita energia ukladu fizycznego,

bedaca suma energii kinetycznej i potencjalnej,

jest ujemna, mówimy, ze uklad jest zwiazany,

w przeciwnym przypadku uklad nie jest

zwiazany i znaczna jego czesc (lub calosc)

ulegnie rozproszeniu.

Czy zderzenia miedzy gwiazdami moga wplywac na ewolucje gromad kulistych badz jader
galaktyk? Zanim odpowiemy na to pytanie, nalezy blizej przyjrzec sie procesowi zderzenia
gwiazd. Rozwazmy w tym celu dwie identyczne gwiazdy o masie M, promieniu R, które poruszaja
sie w dostatecznie duzej odleglosci od siebie (w "nieskonczonosci") z predkoscia wzgledna V.
Zgodnie z zasada zachowania energii gwiazdy zblizajac sie pod wplywem przyciagania
grawitacyjnego zwiekszaja energie kinetyczna ruchu wzglednego. Na poczatku zderzenia, gdy
gwiazdy stykaja sie powierzchniami, ich wzgledna predkosc bedzie wieksza lub równa predkosci

ucieczki z powierzchni gwiazdy Uesc = 11 2~M . Dla Slonca predkosc ta wynosi okolo
620 km/s. Czas zderzenia jest bardzo krótki, jest on w przyblizeniu równy ilorazowi srednicy
gwiazdy i predkosci U••c - dla Slonca wynosilby okolo czterdziestu minut. Podczas zderzenia
powstaja bardzo silne fale uderzeniowe, które przekazuja swoja energie otaczajacej materii
ogrzewajac ja. Poniewaz energia potrzebna na pobudzenie fal uderzeniowych pochodzi z energii
kinetycznej gwiazd, mówimy, ze fale uderzeniowe dyssypuja energie kinetyczna. W wyniku
zderzenia gwiazdy moga utracic czesc masy, zlepic sie albo zostac calkowicie rozerwane. Jezeli
zalozymy, ze zderzenie jest niesprezyste, co oznacza, ze dyssypowana jest cala energia kinetyczna,
to mozemy otrzymac proste kryterium pozwalajace ocenic wynik zderzenia.

Energia LlEd dyssypowana podczas zderzenia czesci gwiazd o masach m (mniejszych Yb równych

M) wynosi w przyblizeniu LI Ed ~ m ( U;.c ) 2. Jezeli gwiazdy w chwili poczatkowej sa daleko,

. (V)2ich calkowita energia jest równa energii kinetycznej Ero = M "2 . i jest wieksza od zera,
czyli uklad poczatkowo nie jest zwiazany. Jezeli w wyniku zderzenia calkowita energia Ew bedzie
ujemna, to gwiazdy moga zlepic sie. Skorzystajmy teraz z zasady zachowania energii, która mówi,
ze Ero ,= LlEd -IEw/, czyli LlEd = Ero + lEwi > Ero. A wiec zlepianie gwiazd bedzie zachodzic,
jesli energia dyssypowana bedzie wieksza od poczatkowej energii kinetycznej gwiazd.
W przeciwnym przypadku mozemy spodziewac sie tylko rozproszenia nieznacznej czesci materii
gwiazd w otaczajacej przestrzeni. Aby wyznaczyc, w jakich warunkach nastapi calkowite
rozerwanie gwiazd, rozwazmy (podobnie jak wyzej) naj prostsza sytuacje, w której dwie identyczne
gwiazdy, poruszajace sie w "nieskonczonosci" z predkoscia wzgledna V, zderzaja sie centralnie.
W zderzeniu centralnym cala energia kinetyczna zamieniana jest na energie termiczna i rozerwanie
gwiazd jest mozliwe, jak to wynika z zasady zachowania energii, jezeli poczatkowa energia
kinetyczna gwiazd bedzie wieksza od ich energii wiazania. Przy pewnych upraszczajacych

GM2
zalozeniach energia wiazania gwiazdy wynosi -3 ---o Poczatkowa energia kinetyczna

R

równa jest M( ~r,zatem rozerwanie g~iazd bedzie mozliwe, gdy V> Vl2 ~M = }l6uesc.
Dla dwu identycznych gwiazd typu Slonca predkosc ta wynosi okolo 1,5 tys. km/s.

Model zderzenia omawiany powyzej jest bardzo prosty, nie uwzglednia on wielu istotnych
procesów fizycznych zachodzacych podczas zderzenia. Jednakze model ten poprawnie przewiduje,
od jakich parametrów zalezy koncowy produkt zderzenia gwiazd. Tymi parametrami sa: predkosc
gwiazd w "nieskonczonosci", odleglosc w pericentrum (najmniejsza odleglosc miedzy srodkami
gwiazd), masy i rozmiary gwiazd.

Jak juz wspomnialem na poczatku artykulu, zderzenia gwiazd zachodza dostatecznie czesto
w centralnych obszarach jader galaktyk i gromad kulistych. Gromady kuliste i jadra galaktyk
róznia sie znacznie nie tylko rozmiarami,. ale przede wszystkim srednimi predkosciami
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Na rysunkach przedstawione sa wyniki
symulacji numerycznej zderzenia centralnego
dwu identycznych gwiazd typu Slonca.
Kontury od centrum na zewnatrz odpowiadaja
gestosciom równym 1,0,5,0,1,0,01,0,001
gestosci centralnej. Obszary jasniejsze
przedstawiaja materie uciekajaca.

t = 801 s

gwiazd. Predkosci srednie w centralnych obszarach gromad kulistych wynosza kilkanascie km/s,
natomiast w jadrach galaktyk przewyzszaja prawdopodobnie tysiac km/s. W zwiazku z tym
w gromadach kulistych powinny dominowac zderzenia prowadzace do zlepiania gwiazd .
i rozproszenia w otaczajacej przestrzeni niewielkiej czesci masy gwiazd. W jadrach galaktyk
natomiast dominowac beda zderzenia prowadzace do rozerwania gwiazd albo do rozproszenia
w przestrzeni znacznej czesci ich masy.

Zarówno jadra galaktyk, jak i gromady kuliste skladaja sie z gwiazd ciagu glównego, bialych
karlów i niewielkiej ilosci gwiazd neutronowych (ewentualnie czarnych dziur powstalych w wyniku
ewolucji gwiazd). Wszystkie te rodzaje gwiazd biora udzial w zderzeniach, jednakze najbardziej
spektakularne sa zderzenia gwiazd ciagu glównego z bialymi karlami lub gwiazdami

. neutronowymi (zderzenia bialych karlów i gwiazd neutronowych sa malo prawdopodobne ze
wzgledu na ich maie rozmiary). Podczas zderzenia energia kinetyczna zamieniana jest poprzez
fale uderzeniowe na energie termiczna materii, czyli temperatura gestych obszarów zderzajacych
sie gwiazd znacznie wzrasta. Fala uderzeniowa powstajaca tuz nad powierzchnia bialego karla
powoduje wzrost temperatury otaczajacej materii do wartoSci wiekszych niz sto milionów
kelwinów. Przy tak wysokich temperaturach nastepuje bardzo gwaltowne palenie wodoru,
energia wydzielana w tym procesie jest porównywalna z energia wiazania gwiazdy, jest ona tego
samego rzedu co energia wybuchu supernowej. Tak wiec mozemy spodziewac sie jezeli nie
calkowitego rozerwania gwiazdy ciagu glównego, to przynajmniej odrzutu znacznej czesci jej
masy. W zderzeniu gwiazdy ciagu glównego i bialego karla rozerwanie gwiazdy zwiazane jest
z gwaltownym wydzielaniem energii w reakcjach termojadrowych i nie zalezy od predkosci
wzglednej w "nieskonczonosci".

Na zakonczenie zastanówmy sie, w jaki sposób zderzenia gwiazd moga wplywac na ewolucje
centralnych obszarów jader galaktyk i gromad kulistych. Przyblizona strukture duzych systemów
gwiazdowych okreslaja dwie wielkosci: calkowita energia ET i masa ukladu MT• Dodatkowo,
w przyblizeniu, w systemie spelnione jest tzw. twierdzenie o wiriale, wiazace energie potencjalna
Ep z energia calkowita: Ep = 2ET.W przyblizeniu energia potencjalna proporcjonalna jest do

GM2 .

___ T_ (RT _ jest to charakterystyczny promien systemu). W zderzeniach gwiazd tracona jest
RT

energia kinetyczna, co powoduje zmniejs'lanie sie calkowitej energii ET' Zgodnie z twierdzeniem
o wiriale reakcja systemu na zmniejszanie ET bedzie zmniejszanie sie jego rozmiarów. System
staje sie bardziej zwiazany (nalezy pamietac, ze w zwiazanych systemach gwiazdowych energie
ET i Ep sa ujemne). Z drugiej strony wiemy, ze zderzenia gwiazd zwiazane sa takze z wyrzutem
wiekszej lub mniejszej ilosci materii z predkosciami kilkudziesieciu km/s: Jezeli wyrzucona
materia bedzie miala predkosc wieksza od predkosci ucieczki z systemu gwiazdowego, to
opuszczajac system bedzie wykonywala prace pokonujac jego przyciaganie, tym samym
zwiekszajac energie systemu i jego promien. Widzimy wiec, ze zderzenia gwiazd zmieniaja energie
calkowita systemu powodujac tym samym jego ewolucje.

Jadra galaktyk sa obiektami bardzo masywnymi (M ~ 1010 MO), predkosci ucieczki wynosza
w nich kilka tysiecy km/s. Zatem materia wyrzucana podczas zderzen bedzie splywala do
obszarów centralnych tworzac masywny dysk. Jak sie przypuszcza, w dysku tym moga zachodzic
gwaltowne procesy prowadzace do tworzenia nowych gwiazd. Gromady kuliste sa obiektami
znacznie mniej masywnymi (M ~ lOS MO), dla których predkosci ucieczki sa rzedu trzydziestu
km/s. Tak wiec materia wyrzucana podczas zderzen bedzie opuszczala gromade powodujac
zwiekszenie jej energii calkowitej. Jezeli energia dostarczana do systemu przez uciekajaca materie
jest wieksza od energii traconej podczas zderzen, to jadro gromady bedzie zwiekszalo swoje
rozmiary. W przeciwnym przypadku - gdy energia dyssypowana przewaza, jadro gromady
bedzie zmniejszalo swoje rozmiary.

Poznanie budowy i ewolucji duzych systemów gwiazdowych pozwoli zapewne odpowiedziec na
wiele interesujacych pytan. A mianowicie - jakiego rodzaju obiekty znajduja sie w jadrach
duzych systemów gwiazdowych, jakie procesy prowadza do generacji lub dyssypacji energii.
W chwili obecnej jestesmy na etapie odkrywania, katalogowania i wlaczania nowych procesów
do badan e,wolucji duzych systemów gwiazdowych.

t = 1700 s

7
t = 1817 s t = 2350 s



Kompas zmierzchu

mala delia

Na duzych szerokosciach geograficznych, np. za kolem
polarnym, nie mozna polegac na kompasie. Jego
wskazania zaburza bliskie sasiedztwo bieguna
magnetycznego'. Nie zawsze tez nawigator moze
okreslic polozenie poslugujac sie Sloncem. Zdarza sie
bowiem, ze nawet w poludnie Slonce znajduje sie
ponizej horyzontu. Przed wprowadzeniem nawigacji
satelitarnej nawigatorzy samolotów uzywali w takiej
sytuacji tzw. kompasu zmierzchu, który pozwala
odnalezc polozenie Slonca ponizej horyzontu.
Wykorzystuje sie przy tym fakt, iz od kierunku
padania promieni slonecznych zalezy polaryzacja
blekitu nieba.

8

Aby· przekonac sie, ze swiatlo pochodzace z róznych
punktów nieba rózni sie nie tylko natezeniem, mozna
wykonac doswiadczenie z rysunku l. Potrzebna jest
szklana szybka, najlepiej pomalowana z jednej strony
na czarno. Obserwowac bedziemy odbite W szybce
niebo. Przy ustawieniu takim jak na rysunku odbicie
jest stosunkowo jasne. Po obróceniu szybki o 90°
(przy zachowaniu kata okolo 56° miedzy kierunkiem
padania i plaszczyzna szybki) odbity obraz staje sie
wyraznie ciemniejszy. Wygodnie jest prowadzic
obserwacje zenitu o zachodzie Slonca. Najlepsze
wyniki daje jednak zastapienie szybki polaroidem~

Polaroid wykonuje sie rozciagajac silnie w jednym
kierunku folie plastykowa, która zbudowana jest
z dlugich czasteczek organicznych. Rozciaganie
powoduje równolegle ustawienie sie czasteczek.
Nastepnie zanurza sie folie w roztw.orze zawierajacym
jod. Jod przyczepia sie do czasteczek dostarczajac
elektronów, które moga sie swobodnie poruszac, ale
tylko wzdluz czasteczek. Gotowy polaroid zachowuje
sie jak drabinka z drutów, przy czym odleglosc miedzy
drutami jest w przyblizeniu równa dlugosci fali
swietlnej. Czesc energii s~iatla padajacego na polaroid
jest pochlaniana. Zamienia sie ona na energie pradu
elektrycznego w czasteczkach. Dlatego polar.oid jest
ciemniejszy od szkla. Swiatlo przechodzace jest
spolaryzowane w kierunku, w którym prad nie moze
plynac, czyli prostopadle do czasteczek (rys. 2). Dwa
skrzyzowane polaroidy pochlaniaja swiatlo w calosci
(rys. 3).

Obserwujac niebo przez polaroid trzymany blisko oka
mozna, przy niektórych ustawieniach jego osi, zauwazyc
na niebie ciemny pas. Slonce znajduje sie w kierunku
prostopadlym do osi polaroidu i kierunku zaciemnienia
(rys. 4).



swiatto

spolaryzowane
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Niektóre krysztaly, np. turmalin czy kordieryt, maja
wlasnosci podobne do polaroidu. Krysztal kordierytu
mozna ustawic tak, ze bedzie dla swiatla
spolaryzowanego calkowicie przezroczysty (z lekkim
odci~niem zóltym), a po obróceniu o 90° stanie sie
ciemnogranatowy.

Wedlug starych sag skandynawskich Wikingowie
umieli okreslic polozenie Slonca, nawet gdy bylo pod
horyzontem lub za chmurami, za pomoca magicznych
"kamieni slonecznych". Dlugo pozostawalo zagadka,
czym byly owe "kamienie". Bardzo prawdopodobne
wyjasnienie zostalo znalezione przez dunskiego
archeologa Thorkilda Ramskou, który wiedzial cos
niecos o Wikingach i przez dziesiecioletrriego chlopca,
który wiedzial o "kompasie zmierzchu" (jego ojciec
byl glównym nawigatorem Skandynawskich Linii
Lotniczych). Ramskou napisal w pewnym
czasopismie archeologicznym o "slonecznych
kamieniach". Chlopiec to przeczytal i wpadl na pomysl,
iz moga miec one zwiazek z "kompasem zmierzchu".
Nastepnie Ramskou z jubilerem dworu królewskiego
Danii zebrali i zbadali wiele krysztalów znajdowanych
w Skandynawii. Najlepszym "kamieniem slonecznym"
okazal sie kordieryt. Mozna za jego pomoca znalezc
polozenie Slonca z dokladnoscia do ± 2~5, nawet gdy
znajduje sie 7° ponizej horyzontu.

Mala Delte przygotowal Maciej JEDRZEJCZAK



(50-20) pC = 30 pc.
Q20

4:7lEo' 0,2 m
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Rys. l

Rozwiazanie zadania M 467. Niech a = m + n

oznacza laczny kapital. Sx - srednia dlugosc
gry przy zalozeniul ze pierwszy gracz ma
kapital poczatkowy x. Wtedy Sa = SQ = O.

Rozpatrzmy sytuacje po pierwszym rzucie
moneta. Kapital pierwszego gracza

z prawdopodobienstwem ~ wzrosnie o l2
i z takim samym prawdopodobienstwem
zmaleje o l. Dlatego dla l .; x .; a - l

l l
Sx = 2" (Sx_, + 1)+ 2" (SX+1 + 1).
skad
2 Sx = Sx~. +SX+1 +2.
Niech teraz;11 = S,-SI_. dla i = 1.2 •...• a.
Mamy ;11- ;11-. = -2. czyli ;11 = c-2(i-1).
natomiast SI = ;1,+;11-,+ ... +;1, (poniewaz
Sa = O).
zatem

SI = c+c-2(i-1) 'i = (c+l-i)·i.2
Pozostaje wyznaczyc stala c. Ale SQ = (c+
+ 1- a)' a = O. stad c + l = a. Ostatecznie
SI = (a-i)' i.czyli
Sm = mon.

Proste, szkolne zadanie

Doc. dr Andrzej SZYMACHA

Jakis czas temu córka przyniosla ze szkoly nastepujace zadanie domowe:
Na dwóch izolowanych przewodzacych kulach o promieniach 10 cm i 20 cm zgromadzono
ladunJ<i -20 pC i +50 pc. Jakie ladunki Q,o i Q20 znajda sie na tych kulach po ich zetknieciu
i ponownym rozdzieleniu?

Córka szybko uporala sie z zadaniem zarabiajac nazajutrz, zawsze mile widziana, piatke. Oto
jej rozwiazanie.

I. Prawo zachowania ladunku: QIO+Q20 =

2 R· ... l' k I QIO. ownosc potencja ow u: -----
4:7lEo' 0,1 m

Odpowiedz: QIO ,,; 10 pC, Q20 = 20 pc.

Kiedy przeprowadzilem test wsród znajomych fizyków, wiekszosc ich takie wlasnie rozwiazanie,

bez namyslu, podawala. A przeciez jest to rozwiazanie calkowicie bledne. Wzór na potencjal

kuli V = -Q-- obowiazuje, gdy:
4:7lEoR

a) kula jest naladowana równomiernie,
b) nie ma w jej poblizu zadnych innych zródel pola.

W naszym zadaniu zaden z tych warunków nie jest spelniony.'Szczególnie komplikuje sprawe
fakt nierównomiernego rozkladu ladunku na powierzchniach obu kul. Zjawisko indukowania
pewnego rozkladu ladunku w przewodniku jest zawsze wspominane w elementarnych kursach

. fizyki, ale prawie nigdy nie jest badane ilosciowo ze wzgledu na powazne problemy
matematyczne, jakie sie z tym wiaza. Wyznaczanie pola elektrycznego w obecnosci
przewodników jest natomiast standardowym dzialem klasycznej fizyki teoretycznej.

W pewnych przypadkach - nasze zadanie do nich wlasnie nalezy - to trudne na ogól zagadnienie
mozna rozwiazac stosunkowo prosto. Jest tak wtedy, gdy dzialanie wyindukowanego
w przewodniku ladunku da sie zasta'pic dzialaniem jednego lub pewnej liczby fikcyjnych
ladunków punktowych. W dalszej czesci tego artykulu zbadamy oddzialywanie pojedynczego
ladunku z przewodzaca plaszczyzna, nastepnie ze sfera i wreszcie opierajac sie na uzyskanych
wynikach rozwiazemy problem podzialu ladunku miedzy dwie stykajace sie kule.

Niech pólprzestrzen x < O wypelniona bedzie przewodnikiem (rys. 1). Gdy do powierzchni
granicznej zblizymy ladunek punktowy o wartosci Q, jego pole elektryczne wywola
w przewodniku krótkotrwaly prad, który rozdzieli (dotychczas dokladnie wymieszane) ladunki
dodatnie od ujemnych. Te rozdzielone ladunki wytworza dodatkowe pole zmniejszajace plynacy

prad, az do ustalenia sie stanu równowagi, w którym prad juz nie bedzie plynal, a dodatkowe
pole elektryczne przewodnika bedzie scisle kompensowac (wewnatrz przewodnika) pole
elektryczne ladunku zewnetrznego.

Wyindukowany ladunek wystepuje wylacznie na powierzchni. Istotnie, gdybysmy przypuscili, ze
wewnatrz przewodnika jest jakis obszar o gestosci ladunku róznej od zera, to na mocy prawa
Gaussa strumien pola przez powierzchnie, otaczajaca ów obszar, musialby tez byc rózny od zera.
Jest to jednak niemozliwe, skoro pole E jest tam (tzn. wewnatrz przewodnika) równe zeru,
c.b.d.o.

Oznaczajac pole elektryczne wyindukowanego ladunku powierzchniowego E, mamy dla x < O.

np. w punkcie P:

Jest to wazny przyklad ladunku rozciaglego wytwarzajacego pole identyczne (w pólprzestrzeni
x < O) z polem ladunku punktowego - Q umieszczonego w poczatku wektora 1'. Ze wzgledu na
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symetrie jest jasne, ze pole naszego plaskiego ladunku powierzchniowego, obserwowane
w pólprzestrzeni x > O,jest tez identyczne z polem ladunku - Q, ale umieszczonego tym razem
w zwierciadlanym odbiciu punktu A. Ladunek -Q w punkcie A' nazywa sie
ladunkiem-obrazem.

Zauwazmy, ze ogromna wiekszosc substancji przewodnika, którym tak rozrzutnie wypelnilismy
cala pólprzestrzen, nie jest w istocie do niczego potrzebna. Mozna usuwac dowolnie duze kawaly
neutralnego przeciez metalu (byle nie zaczepic o powierzchnie) nie zmieniajac wartosci pola ani
dla x < O~ani dla x > O. Wystarczy, w istocie, wziac cienka przewodzaca blache i do niej
zblizyc ladunek, a wytworzone pole elektryczne bedzie takie samo jak przy pólprzestrzeni
przewodzacej. Przewodzaca plaszczyzna rozdziela przestrzen na dwa rozlaczne obszary. Jak sie
przekonalismy, pole po jednej stronie n~e zalezy zupelnie od ladunków umieszczonych po stronie
przeciwnej. Za to pole elektryczne po stronie ladunku uzupelnione jest dodatkowym polem
ladunku indukowanego. W identyczny' sposób mozna dowodzic ekranujacego dzialania
powierzchni przewodzacej obejmujacej obszar skonczony. Dla plaszczyzny wykazalismy ponadto,
ze ladunek wyindukowany równowazny jest po stronie zródla punktowemu
ladunkowi-obrazowi umieszczonemu za ekranem.

Nim przejdziemy do badania zachowania powierzchni sferycznej, przeprowadzmy pewien
eksperyment myslowy. Rozwazmy uklad dwóch identycznych ladunków przeciwnego znaku +Q
i -Q. Ladunki te wytwarzaja pole elektryczne, które ma plaszczyzne ekwipotencjalna
o potencjale zero. Zacznijmy cienka warstwe wokól tej powierzchni wypelniac przewodnikiem.
Poniewaz wprowadzony przewodnik laczy punkty o jednakowym potencjale, nie poplynie po
nim zaden prad, nie zgromadzi sie na nim zaden ladunek. Mozemy naszym plaskim
przewodnikiem rozciac przestrzen na dwie czesci nie wywolujac zadnej zmiany pola
elektrycznego (rys. 2a).

+ -

+ -+

-
+ -

1

+ -
-Q +Q-Q

1+ -I+Q. ...+ -
++

-
+ -

ObOJelnY/1
/: -

przewodnik + -aj
bJ

Rys.2

y

Sytuacja przypomina bardzo te poprzednio rozpatrywana, ale teraz oba ladunki sa rzeczywiste,
a przewodnik nie wytwarza zadnego dodatkowego pola. Jesli jednak uwzglednic pewna
skonczona grubosc przewodnika, to poniewaz jego wnetrze musi byc wolne od pola, wiec
zgodnie z wczesniejsza analiza po obu jego stronach musza wyindukowac sie odpowiednie ladunki
ekranujace (rys. 2b). W symetrycznym polozeniu zródel zewnetrznych gestosci ladunków

indukowanych po przeciwnych stronach sa równe co do wartosci bezwzglednej i dlatego ladunki
te nie wytwarzaja pola w otaczajacej przestrzeni. Jesli jednak zaczniemy przemieszczac wzgledem
przewodnika nabój.-Q, to wystapi zmiana gestosci powierzchniowej ladunku dodatniego, który
go ekranuje, ale nie spowoduje to ani zmi.any gestosci ladunku indukowanego po prawej stronie
przewodnika, ani nie zmieni to pola w prawej pólprzestrzeni. W szczególnosci, gdy ladunek - Q
doprowadzimy 40 samej powierzchni przewodzacej i pozwolimy mu zneutralizowac sie
wzajemnie z ladunkiem indukowanym - dostaniemy dokladnie sytuacje poprzednio

rozpatrywana. Zniknal ladunek rzeczywisty - Q, pozostalo jednak po prawej stronie pole
elektryczne, jakie on na poczatku wytwarzal!

b
~r

Q v
a

x

Rozpatrzmy teraz dwa ladunki przeciwnego znaku, ale o róznych wartosciach bezwzglednych,
np. Q i - AQ, gdzie O < A < l. Wyznaczmy miejsce geometryczne punktów, które sa A razy
blizej ladunku slabszego niz silniejszego. Bedzie to oczywiscie powierzchnia o potencjale zero.

Poniewaz uklad ma symetrie obrotowa, wystarczy rozpatrzyc przekrój szukanej powierzchni
plaszczyzna rysunku (rys. 3). Warunek nasz: A r2 = rl po skorzystaniu z twierdzenia Pitagorasa

przyjmie postac: y'y2+(x-a)2 = AVy2+(x-b)2.

Równanie powyzsze po podniesieniu do kwadratu przeksztalcamy do postaci:

(1_ 1.2)[X2 +y2.__ 1_(2a_ 1.2•Zb)x+ _1_ (a2_A2b2)] = O1_1.2 1-1.2 '

z której odczytujemy, ze szukana krzywa jest okrag o srodku lezacym na osi x-ów Gest to tzw.
okrag Apoloniusza). Zamiast wyznaczyc teraz promien okregu i jego polozenie w zaleznosci od A

i odleglosci miedzy ladunkami, wygodniej jest przyjac, ze znamy R i r, a szukamy r' i A (rys. 4).

Z warunku zerowania potencjalu w punktach A i B mamy

R-r' r-R
---

R+r' r+R
Qy.Q

oraz
QAQ

Q

Rys.4

Rys.3

B

R R2
Rozwiazujac ten uklad dostajemy A = - oraz r' = --o W geometrii odwzorowanie

r r

przeprowadzajace punkt odlegly o r (gdzie znajduje sie ladunek Q) w jego obraz odlegly o r'

(gdzie znajduje sie ladunek - A Q) nosi nazwe inwersji (wzgledem okregu - jesli rozwazamy
plaszczyzne, a wzgledem sfery - jesli rozwazamy przestrzen trójwymiarowa).

II



Rys.6

Rys. S

Jesli zaczniemy teraz abstrakcyjna powierzchnie ekwipotencjalna pokrywac przewodnikiem, to
podobnie jak poprzednio nie"wplynie to zupell1ie na natezenie pola elektrycznego, ani wewnatrz,
ani na zewnatrz utworzonej w ten sposób powloki sferycznej. Jedynie w samym cienkim (lecz
przeciez w praktyce nie nieskonczenie cienkim) obszarze, zajetym przez przewodnik, wystapi

R
zmiana, gdyz tam pole musi byc ekranowane i od ladunku - - Q, i od ladunku Q (rys. 5).r

Podobnie jak w przypadku plaszczyzny i teraz mozna przesuwac ladunek wewnetrzny az do jego'
zneutralizowania z ladunkiem indukowanym na powierzchni wewnetrznej, a pole elektryczne na

zewnatrz pozostanie nie zmienione. Tym samym uzyskalismy rozwiazanie problemu
elektrostatycznego kuli o calkowitym ladunku - AQ, w poblizu której znajduje sie ladunek Q.

Istnienie czy nieistnienie wewnatrz kuli miejsc nie wypelnionych przewodnikiem jestnieistotne.

Jesli na kule wprowadzimy w tej sytuacji dodatkowy ladunek, to zgodnie z z,asada superpozycji
mozemy przyjac, ze rozlozy sie on równomiernie na powierzchni kuli, a jego pole elektryczne
bedzie polem ladunku punktowego umieszczonego w srodku (tak przeciez sie dzieje, gdy

wprowadzimy ladunek na odosobniona, nie naladowana wczesniej kule). Jesli chcemy, by
R

calkowity ladunek kuli wynosil q, musimy dodac ladunek q+Q -. Prowadzi to do
r

nastepujacej konfiguracji (rys. 6): Ladunek kuli wynosi q, ladunek z~wnetrzny odlegly o r równy
jest Q - a wytworzone pole elektryczne jest polem trzech ladunków punktowych pokazanych na
rysunku. Jasne jest, ze umiesciwszy na zewnatrz kuli N ladunków punktowych, pole elektryczne
ladunku indukowanego opisalibysmy przez N+ l fikcyjnych ladunków, z których jeden bylby
w srodku, a pozostale w punktach uzyskanych przez inwersje polozen ladunków oryginalnych.
Zauwazmy ponadto, ze potencjal kuli zalezy tylko ód ladunku umieszczonego w srodku, a nie od

, l ( QR)
rzeczywistego ladunku na kuli: V = --- q+ -- .

4mioR r

.
Q

r

_ co'/kawity ladunek
/ na powierzchni

- zewnetrznej =-')..Q

I
Uzyskana sytuacja zaczyna przypominac nasz pierwotny problem. Gdyby zamiast ladunku Q
byla druga przewodzaca kula, to poddana by ona byla dzialaniu pola ladunków-obrazów
pierwszej kuli i wytwarzalyby sie w niej ladunki-obrazy, generujace z kolei nowe Obrazy
w pierwszej kuli. Ciag ladunków-obrazów opisujacy pole elektryczne kazdej z kul bedzie, rzecz
jasna, nieskonczony. Wyznaczymy polozenia i wartosci wszystkich tych ladunków.

Konstrukcje ciagu rozpoczniemy od umieszczenia w srodkach kul ladunków Q, i Q2' Do tego
musimy dodac obrazy tych ladunków, obrazy tych obrazów, obrazy obrazów tych obrazów, etc.
Sytuacja w ten sposób uzyskana (rys. 7) jest w pelnej zgodzie ze znaleziona wczesniej konfiguracja
z jednym ladunkiem zewnetrznym i z zasada superpozycji. Zauwazmy przede wszystkim, ze na
powierzchni kuli o promieniu Rt pary ladunków Q2, Q;; Q;, Q/; Q';, Q';'; daja zerowy
potencjal. Jedyny wklad do potencjalu (oznaczmy go V) da ladunek Qt'. Stad

Qt ,,;,4:IUioVR1•
Rys.7

Analogicznie

Znamy pierwsze wyrazy ciagów - reguly znalezione dla inwersji pozwola podac rekurencje
wyrazajaca wartosci dalszych wyrazów przez poprzednie. Wystarczy skupic uwage na ciagu Q, ,

,Q~, Q/" ... (ciag Q2, Q';, Q';" uzyskamy zamieniajac w rozwiazaniu dla QI' ... promienie
R, i R2 miejscami).

Oznaczmy dla wygody

Przyjmijmy, ze ladunek q. odlegly jest' od punktu stycznosci o x. (rys. 8). Mamy

R~ Rfy=---, Rt-x.+, = ----
R2+x. Rt+R2-Y

Rozwiazanie zadania M 468. Nie. Pomalujmy
drzewa na rózowo i turkusowo tak, by

sasiednie drzewa byly róznych kolorów.
Zauwazmy, ze po skoku parzystoSCliczby
wiewiórek na drzewach rózowych i parzystosc
liczby wiewiórek na drzewach turkusowych
nie ulegnie zmianie. Na poczatku liczby te to
S i S, a wiec rozklad lO i Onie moze byc
nigdy osiagniety.

Eliminujac y po prostych przeksztalceniach uzyskujemy relacje:

+1.
Xn+l

RR
Wielkosci '2 tworza ciag arytmetyczny o róznicy l, a poniewaz znamy wartosc tego

Rt+R2 x.
wyrazenia dla n = l (Xt = R,), wiec mozemy od razu napisac wyraz ogólny:

R2

Rt+Rz +n-l,

12



czyli

XII =Rozwi~zanie zadania M 466. Rozpatrzmy
punkty A i B na obwodzie wielokata wybrane
tak, by dzielily jego obwód na polowy. Niech
O bedzie srodkiem odcinka AB. Wtedy kolo
o srodku O i srednicy a pol>rywa wielokat.
Istotnie, wezmy dowolny punkt M na
obwodzie wielokata oraz punkt M' - obraz
,>;{ przy symetrii srodkowej wzgledem O.
Mamy .

OM.; ~_(M'A+AM) = {(MB+AM)'; {a,
zatem M lezy w kole.
Na zakonczenie zauwazmy, ze jesli d < Qt to

"k bok h a+d a+d d
np. troJ at o ac --2-' 2 ,a- nie
miesci sie w zadnym kole o srednicy d.

RtRz

Rz + (n-l)(Rt +Rz)

Znajac polozenie ladunku q. i stosujac dwukrotnie wzór na wartosc ladunku-obrazu mozemy
uzyskac wzór rekurencyjny (pomijam towarzyszace temu proste przeksztalcenia algebraiczne):

czyli

q.+dRz+n(Rt +Rz)] = q.[Rz +(n-l)(Rt +Rz)] ('ii') const.

Stala wyznaczamy podstawiajac n = l (bo znamy ql) i dostajemy

R1Rz
q. = 4n60V--

Rt+Rz

Ujemne ladunki-obrazy q~wynosza:

Rz RtRz
q~= - o q. = -4n60V---

Rz+x. Rl +Rz n

Oznaczajac

(Xt =
2

3

mozemy calkowite ladunki zgromadzone na kulach zapisac jako nastepujace szeregi:

zwiaza. i. ,adania F 219. Na powierzchni
przewodnika sa spelnione nastepujace warunki
dla skladowych natezenia pola elektrycznego
i magnetycznego

Uzyskane szeregi sa dosc wolno zbiezne. Nie stanowi to problemu, gdy nie zalezy nam na zbyt
wielkiej dokladnosci lub jesli dysponujemy komputerem. Jesli jednak chwilowo nie mamy go pod
reka, mozemy spróbowac zsumowac te szeregi analitycznie.

_ .IHlt! oraz J 'td~ = i :a"

z

y

Zapisujac ogólny wyraz szeregu jako calke oznaczona:

1 I I l I
----- = f x«+n-1dx_ f xndx = f xn(xCX-1-l)dx
(X+n I+n o o o

latwo wykonamy sumowanie pojawiajacego sie postepu geometrycznego ( i xn = _1_).n=O l-x
00 I

( I I) x«-I -I}; (X+n - I+n = f---dx.
n=O o

~a tej podstawie otrzymujemy

Eocos(; ZO-Wl) = -Eócos( - ~' zo-w't).
Po podstawieniu x = y3 dla wartosci (X = dostajemy po prostych przeksztalceniach

skad

v , v ,w--w= -w--w,
C C

gdzie Zo jest aktualna wspólrzedna plyty
odbijajacej. Jesli przyjmiemy, ze w chwili
poczatkowej plyta przechodzila przez poczatek
ukladu wspólrzednych, to wówczas polozenie
plyty, która porusza sie ruchem jednostajnym,

jest okreslone równaniem Zo = vt. Wstawiajac
równanie na Zo do (*) otrzymujemy

Daje to stosunek ladunków

Qzo = 23,25 p.c.Qto = 6,75 p.C,

1 1

J1x"_I-I' I y+2'±2' 3 n- dx = 3J -----dy= -ln3+Y3-·
l-x (I )Z 3 2 - 6

O o y+- +-
2 4

Qzo 3 y3ln3+n-- = ----- ~ 3,45,
QIO 3 Y31n3-n

co w polaczeniu z równaniem na sume ladunków pozwala wreszcie obliczyc Qto i Qzo:

oraz
co daje

Eo = -Eó

(-) ..!!!.-.zo-w/ = - ~zo-o/.t.
C C

, I-ufc
w = w I+ufc'

a wiec taka sama 7.miane czestotliwosci v jak
w przypadku zderzenia fotonu ze zwierciadlem
(por. zadanie F 218 w tym numerze). Ufffffff...
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Klub 44

!=44
Czolówka 11gi zadaniowej "Klub 44 M"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 137 /WT=3,26/ i 138 /WT=1,36/
z numeru 10/1986

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki~
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w numerze n+4. 'Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na·

oddzielnej ka~tce)l mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki
i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.

Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego

zadania: WT = 4- 3SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N -liczbe osób, które

. deslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów

otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji

(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne

czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1987.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 12/1986

Przypominamy treSCzadan:

Henryk Mikolajczak - Walbrzych

Zbigniew Zaua - Kraków
Michal Marczak - Radom

Miroslaw Mikucki - ~uguatów

Edward Orzechowaki - Warszawa

Rys. ~

Rys. 3

42,73pkt

39,41pkt

37,92pkt

36,20pkt

35,43pkt

Termin nadsylania rozwiazan: 30 VI 1987

Zadania z matematyki nr 149, 150

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

149. Niech b bedzie srednia arytmetyczna dlugosci wszystkich boków pewnego wielokata
wypuklego, a d - srednia arytmetyczna dlugosci wszystkich przekatnych tego wielokata. Dowiesc,
zeb<d.

150. Dane sa liczby rzeczywiste a, b, c, d, spelniajace warunki: d > O, e2+a2d < 4 bd. Wykazac,
ze wielomian f(x) = x4 + ax3 + bx2 + ex +d nie ma pierwiastków rzeczywistych.

Zadanie 150 przyslal pan Wojciech Boratynski z Warszawy.

00 7

141. Obliczyc sume szeregu E a., gdzie a. = II (n+k)-l.
n=l. k=O

142. Wyznaczyc liczby naturalne bedace polami wielokatów ograniczonxch

lamanymi zamknietymi bez samoprzeciec, o bokach dlugosci l, kolejno
prostopadlych. -

li
141. Oznaczmy b. = n (n+k)-' i zauwazmy, ze b. < n-7 oraz b.-bu,

k=O

6 ( l 1) 6
= n (n+k)-' - - -- = 7n-'( n (n+k)-'l (n+ 7)-1 = 7a•. Stad

k=1 n n+7 k=l

<Xl 1 1 1
La. = -(bl-b2+b2-b3+b3-b4+ ... ) = -bl = --Il 7 7 7·7.n=

142. Niech K oznacza krzyzyk zlozony z 5 k. j. (kwadratów jednostkowych), a L oraz T-
figury z 3 oraz 4 k. j., w ksztalcie liter L oraz T. Dla k = 1,2,3, ... mozemy z figury K oraz k-l
egzemplarzy figury L zbudowac dopuszczalny (tj. spelniajacy warunki zadania) wielokat W
o polu lWI = 3k+2 (rysunek 1). Dolaczajac do niego jeden lub dwa egzemplarze figury T
otrzymujemy wielokaty dopuszczalne o polach 3k + 6 i 3k + 10 (rysunek 2). Wyrazy tych trzech
ciagów przyjmuja wartosci 5, 8, 9 oraz wszystkie wartosci naturalne wieksze od 10. Oczywiscie
liczba 1 tez jest polem dopuszczalnego wielokata. Pokazemy, ze pozostale liczby naturalne, tj. 2,
3,4, 6, 7, 10 - nie sa. I
Wezmy dowolny wielokat dopuszczalny W. Niech n bedzie najwieksza dlugoscia prostokata P
o szerokosci jednostkowej, o bokach równoleglych do boków W, zawartego w W; nazwijmy
dluzsze boki P poziomymi. Gdy n ;. 6, W zawiera;' 3 k. j. W kazdym z dwóch rzedów
poziomych przyleglych do P (bo inaczej brzeg W mialby bok dlugosci> 1), a wiec lWI;. 12.
Gdy n = 5, w kazdym z tych rzedów W zawiera;' 2 k. j.; jesli 2, to musza one przylegac do
drugiego i czwartego segmentu prostokata P; jesli ;. 3, to w kolejnym rzedzie poziomym musza
byc dalsze fragmenty W. Zatem albo W jest wielokatem z rysunku 3, albo lWI> 5+ 2 + 3 = 10.
Gdy n = 4, W musi zawierac;' 2 k. j. w kazdym z rzedów przyleglych do P i jeszcze;' 2 k.j.
w kazdym z dwóch dalszych sasiednich rzedów, tak, ze lWI;. 12. Gdy n = 3, W musi byc
wielokatem z rysunku 1 (dla pewnego.k). Przypadek n = 2 jest niemozliwy, bo numerujac "od
dolu" kolejne rzedy kwadratów jednostkowych przecinajace W widzimy, ze w rzedzie drugim
W ma ;. 3 kolejne k. j. Ostatecznie, mozliwe wartosci IWI przebiegaja zbiór
{ 1, 5, 8, 9l v {x E N : x;. 11 l.
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Zadania z fizyki nr 47, 48

Redaguje dr Andrzej N ADO LNY

47. Wolframowe wlókno zaróweczki prózniowej ma przy nominalnym napieciu zasilajacym 3.5 V
temperature 2000 K. Jaka bedzie temperatura wlókna podczas zasilania zaróweczki napieciem
4,5 V? Przy jakim (orientacyjnie) napieciu nastapi stopienie wlókna? Mozna przyjac, ze wolfram
-w wysokiej temperaturze promieniuje jak cialo doskonale czarne. Opór wlasciwy wolframu jest
w przyblizeniu proporcjonalny do T1•2 (T - temperatura).
Temperatura topnienia wolframu wynosi 3650 K.

48. Posiadanie pary uszu ulatwia nam okreslenie kierunku, z którego dochodzi dany dzwiek.
Stwierdzono, ze dokladnosc, z jaka mozna ten kierunek wyznaczyc, zalezy od czestotliwosci
dzwieku, przy czym w przedziale czestotliwosci od 2 kHz do 5 kHz jest ona wyraznie mniejsza,
anizeli dla czestotliwosci nizszych oraz wyzszych. Jakie przyczyny fizyczne moga byc
odpowiedzialne za to zjawisko?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1986

Przypominamy tresc zadan:

39. Na srodku poziomej, podpartej na brzegach. sprezystej plyty umieszczono
silnik. Stwierdzono przy tym. ze plyta ugiela sie w tym miejscu o I cm.
Zakladajac. ze masa silnika jest duzo wieksza od masy plyty, obliczyc
przyblizona czestotliwosc drgan rezonansowych silnika na tej plycie.

40. Jak zmienia sie okres obiegu Ziemi wokól Slonca (rok gwiazdowy) na
skutek wypromieniowania ene·rgii przez Slonce? Gestosc strumienia tej energii

w odleglosci od Slonca, równej sredniemu promieniowi orbity Ziemi. wynosi
l.4· 103 W/m', pozostale dane do obliczen nalezy wziac z tablic.

Czol6wka ligi zadaniowej "Klub 44 F"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 35 /WT-~,201 i 36 /WT-2,24/
z numeru 10/1986

39. Oznaczmy mase silnika przez m. Pod wplywem sily mg (g - przyspieszenie ziemskie) nastepuje
ugiecie plyty o x = l cm. Przyjmujac proporcjonalnosc ugiecia do dzialajacej sily wyznaczamy
'odpowiednia stala sprezystosci k = mg/x. Czestotliwosc f drgan rezonansowych obliczamy tak,
jak dla ciezarkazawieszonego na sprezynie:

f=_1 ,/T =_1 ,/g2n V -;;; 2nV x

(widzimy, ze czestotliwosc ta jest taka sama, jak wahadla matematycznego o dlugosci x). Po
podstawieniu wartosci mamy

gdzie LlM jest zmiana masy Slonca w ciagu roku, Calkowita moc promieniowania slonecznego
jest równa L = 4nr2 S, gdzie S = 1,4' 103 W /m2 (stala sloneczna). Energia wypromieniowana
w ciagu roku wynosi zatem E = L T. Ze wzoru Einsteina wyznaczamy odpowiadajacy temu
ubytek masy Slonca jako ILlMf = E/c2 (c - predkosc swiatla).

LlM 4nr2ST
Wzgledna zmiana masy wynosi -- = - --.. M ~M
Po podstawieniu wartosci c = 3,0' 108 m/s, T = 3,2' 107 s, r = 1,5' IOlt m, M = 2,0' 1030 kg
uzyskujemy LlM/M = -0,65' 10,--13.Na podstawie wzoru (*) znajdujemy teraz LIT = 4, 10-6 s.
Rok gwiazdowy ulega wiec wydluzeniu o 4 /-lsrocznie.

f = _1_ JlIO S-l ~ 5 Hz.2n 0,01

40. drbite Ziemi 'traktujemy jako kolowa o promieniu r i wprowadzamy oznaczenia: M - masa
Slonca, m - masa Ziemi, G - stala grawitacji, w - predkosc katowa Ziemi, T - okres obiegu
Ziemi wokól Slonca. Poniewaz sila dosrodkowa utrzymujaca Ziemie w ruchu po okregu jest sila
przyciagania slonecznego, mamy mw2r = GMm/r2. Z drugiej strony, niezaleznie od zmian masy
Slonca, zachowany jest moment pedu Ziemi wzgledem Slonca: mwr2 = const. Z powyzszych
zwiazków wynika zaleznosc w'" M2, a stad T - I/M2• Jak wiemy, zmiana dlugosci roku jest
bardzo mala. Z ostatniej zaleznosci wynika wiec

LIT LlM--= -2--
T M'

(*)

Tomasz Rawlik - Gliwice42,59pkt
Dzierzyslaw Lipniacki

- Lublin40,68pkt
Aleksander Surma

- M,yazk6w37, 16pkt
Anna Gluza

- Torun29,27pkt
Piotr Bala

- Torun24,84pkt
Jacek Stelmach

- Zabrze24,12pkt
Robert Repucha

- GOldap23,OOpkt
Zbigniew Galias

- Krak6w20,46pkt
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Mozna przypuszczac, ze jadra wielkich planet Ukladu
Slonecznego - Jowisza i Saturna - skladaja sie glównie z helu
i wodoru. Astrofizycy konstruujacy szczególowe modele teoretyczne
tych planet napotykaja jednak powazna trudnosc - nic nie
wiadomo o oddzialywaniach miedzyczasteczkowych w warunkach,
jakie tam prawdopodobnie panuja. W centrum Jowisza cisnienie
osiaga bowiem 45 mln atmosfer przy temperaturze 20 tys. K,
a na Saturnie 10 mln atmosfer przy 14 tys. K.
Grupa fizyków z Narodowego Laboratorium im. Lawrence'a
w Livermore (USA) przeprowadzila pierwsze eksperymenty,
w których ciekly hel,zostal scisniety do gestosci pieciokrotnie
wiekszej od normalnej. Pociski zawierajace próbki helu o
poczatkowej temperaturze 4,3 K wystrzeliwano z predkoscia
3-7 km/s w kierunku przeszkody. Cisnienie w fali uderzeniowej,
jaka powstala w chwili zderzenia, osiagalo 560 tys. atmosfer,
a temperatura rosla do 21 tys. K. Dotychczas udalo sie ustalic
przyblizone równanie stanu helu (tj. zaleznosc cisnienia, objetosci
i temperatury) w tych ekstremalnych warunkach. Stwierdzono
takze wzrost znaczenia oddzialywan tra;- i wiecej czasteczkowych.

Promieniowanie, które dociera do nas od Slonca, znacznie rózni
sie od tego, które jest produkowane w jego centrum. Wewnatrz
Slonca glównym rodzajem promieniowania elektromagnetycznego
sa promienie y i X. Dopiero przy samej powierzchni, gdzie
temperatura jest znacznie nizsza, dominuje promieniowanie
widzialne. Wedrówka kwantów promieniowania we wnetrzach
gwiazd jest bardzo dluga i silnie zaklócana. Odleglosc
odpowiadajaca promieniowi Slonca swiatlo przebywa w prózni
w ciagu 2,2 s, natomiast wytworzone w centrum Slonca
wysokoenergetyczne kwanty pokonuja te droge we wnetrzu
Slonca w ciagu okolo miliona lat! Dzieje sie tak, poniewaz kazdy
pochloniety kwant jest nastepnie wy~wiecany w przypadkowym
kierunku. Oczywiscie bywa, ze zostanie przy tym "rozmieniony
na drobne", dlatego powierzchnie Slonca opuszcza juz w postaci
wiekszej liczby kwantów o odpowiednio nizszych energiach.
Tylko neutrina opuszczaja wnetrze Slonca praktycznie bez
przeszkód, nie zmieniajac swej energii i pedu. Ich badanie jest
w zasadzie jedyna metoda obserwacji wnetrza gwiazd.

Plaszczyzna przechodzaca przez wierzcholek A szescianu o boku
a i przecinajaca szescian tak, ze jej linie przeciecia ze scianami
zawierajacymi krawedz AB tworza z ta krawedzia ten sam kat IX,
odcina od szescianu bryle o objetosci

Oceny globalnej ilosci meteorytów, jaka "zbiera" Ziemia kazdej
doby z przestrzeni kosmicznej, róznia sie znacznie. Trudno wiec
przytaczac konkretne wartosci prawdopodobienstwa upadku
meteoru w dane miejsce na Ziemi, choc wiadomo, ze jest ono
bardzo male. Mimo to nie jest wykluczone, ze niektóre
z tajemniczych zaginiec statków moga byc wywolane przez
meteory. Wsród róznych niezwyklych spadków meteorów
zanotowano okolo 10 spadków na statki. Zdarzyly sie nawet
przypadki zatopienia statków przez meteory. Przed wybuchem II
wojny swiatowej omal nie zostal zatopiony w ten sposób
u pólnocno-wschodnich wybrzezy Ameryki wielki, holenderski
statek towarowy "Ocean".

Proste wyznaczone przez przeciecia kazdych dwóch sposród
trzech okregów przecinaja sie w jednym punkcie.

Predkosc liniowa punktu na równiku ziemskim, wynikajaca
z ruchu obrotowego naszej planety, jest równa okolo 0,5 km/s
i maleje wraz ze wzrostem szerokosci geograficznej (na
szerokosci geograficznej Warszawy osiaga wartosc "zaledwie"
0,3 km/s). Znacznie wieksza predkosc liniowa ma Ziemia na swej

wokólslonecznej orbicie - srednio 30 km/s, nie mówiac juzo predkosci Ukladu Slonecznego (w tym Ziemi) w ruchu
obiegowym wokól centrum Galaktyki - 250 km/s. Dany punkt
na Ziemi ma najwieksza predkosc liniowa wzgledem Slonca
podczas zimowych nocy (w pierwszych dniach stycznia).
Dlaczego?

Nie tylko Wielkie Twierdzenie Fermata jest proste
w sformulowaniu, a dowiesc sie nie daje. Nie wiadomo np. czy
kazda liczba parzysta jest suma dwóch liczb pierwszych.
Sprawdzenie dla konkretnej liczby parzystej dawalo, jak dotad,
wynik pozytywny, ale to przeciez nie dowód. Wiadomo
natomiast, ze kazda dostatecznie duza liczba nieparzysta jest
suma trzech liczb pierwszych.

Do historii astronomii przeszlo zakrycie Aldebarana (IXByka)
przez tarcze Ksiezyca bedacego w poblizu pierwszej kwadry
w dniu 9 marca 1497 roku. Zaobserwowal je Mikolaj Kopernik
wspólnie z wloskim astronomem Maria Dominikiem Novara.
Obserwacja ta wykazala zasadniczy blad w ptolemeuszowskiej
teorii ruchu Ksiezyca. Zaistniala sprzecznosc miedzy obserwacja
a teoria, fatalna w skutkach dla teorii Ptolemeusza.

Miejscem geometrycznym punktów wnetrza kwadratu, dla których
srednia geometryczna odleglosci od dwóch sasiednich boków
kwadratu jest równa odleglosci od przekatnej tego kwadratu,
sa cwiartki okregów.

gdzie

lo
p-

l-ctglX

q = {~- 2ctgIX

Warto sprawdzic.

:II:

dla IX~-,
2

:II:

.dlalX > 2'
dla IX~ arctg2,

dla IX> arctg2.
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