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Promieniowanie gamma z kosmosu

Dr hab. Tadeusz JA RZEBO WSKI

Przejdzmy teraz do omówienia wyników obserwacji.
Najpierw naj blizsza nas gwiazda.

Opisana tu pokrótce aparatura od okolo dwudziestu lat
instalowana jest na pokladach balonów, a od 1972 roku
sztucznych satelitów. Wtedy zostal wystrzelony satelita
SAS-2. Najwiecej informacji dostarczyl nastepny satelita
gamma, COS-B, który dzialal w latach 1975-1982.
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KWAZAR 3e 273

Rys. 1. !zofoty promieniowania gamma kwazara 3C 273.
Krzyzyk ukazuje jego pozycje radiowa i widzialna.

pierwotnego promieniowania. Dokladnosc, z jaka za pomoca
takiego "teleskopu" mozna okreslic polozenie zródla na
niebie, jest niewielka: sa to stopnie, w najlepszym wypadku
okolo jednego stopnia. Pozycje okresla sie wiec tu z bledem
rzedu dwóch srednic tarczy Ksiezyca! Na rysunku 1
przedstawione sa izofoty zródla promieniowania gamma,
które identyfikowane jest z kwazarem 3C 273 (krzyzyk
podaje jego pozycje optyczna i radiowa).

Dobrze jest uswiadomic sobie, ze obserwacje polegaja
tu na rejestrowaniu pojedynczych zdarzen. Mówimy
tu wiec o zliczaniu kwantów. Oto przyklad. Strumien
promieniowania gamma wspomnianego kwazara 3C 273
wynosi 10-6 fotonówjcm2 • s. Powierzchnia czynna komory
iskrowej liczy okolo 100 cm2• A zatem rejestrowany jest tu
jeden kwant na kazde 104 sekund, czyli co pare godzin.
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Podstawiaj ac tu wartosci liczbowe stwierdzamy,
ze np. promieniowanie o czestosci 1019 Hz jest emitowane
w polu magnetycznym H rzedu 1013 Gs. Pola tego rzedu
powinny wystepowac na gwiazdach neutronowych.

W dziedzinie gamma - podobnie jak i w innych zakresach
widma elektromagnetycznego - nalezy tez oczekiwac
linii widmowych, tj. promieniowania o scisle okreslonych
dlugosciach fal. Taka najbardziej oczywista jest tu linia
powstajaca w procesie anihilacji pary pozyton-elektron.
W wyniku kolizji tych czastek powstaja na ogól dwa
kwanty o energii E = mc2 = 0,511 MeV kazdy.

Tam, gdzie wystepuja silne pola magnetyczne, moze
wchodzic w gre mechanizm synchrotronowy lub
cyklotronowy. Wirujacy wokól linii pola elektron emituje
promieniowanie. Gdy jest to elektron relatywistyczny
(o energii duzo wiekszej od mc2), wystepuje emisja
ciagla w szerszym zakresie dlugosci fal, a w przypadku
nierelatywistycznym cze.stoSc emitowanego promieniowania,
nazywana cyklotronowa, zalezy tylko od natezenia pola H
i wyraza sie wzorem

Ziemska atmosfera dosc powaznie odcina nas od
promieniowania dochodzacego z kosmosu, przepuszczajac
je praktycznie tylko w dwóch zakresach: dziedzinie
widzialnej i krótszych fal radiowych. Promieniowanie
gamma, o którym chcemy dzis mówic, absorbowane jest
na wysokosci kilkunastu kilometrów. Kwanty gamma
przekazuja tam czesc swojej energii wolnym elektronom 
jest to tzw. odwrotny efekt Comptona. Promieniowanie
elektromagnetyczne zaliczamy do zakresu gamma, jezeli
jego fala jest krótsza od 10-9 cm, tj. czestosc przekracza
1019 Hz, a energia kwantu 105 eV. Te nalezace
do najbardziej energetycznych kwanty promieniowania
powstaja w trakcie procesów, w których zaangazowane
sa juz czastki o duzych energiach. Bardzo skutecznym
mechanizmem sa tu np. zderzenia wysokoenergetycznych
protonów z jadrami atomowymi gazu miedzygwiazdowego.
Powstaja wówczas mezony, które rozpadaja sie
na elektrony, neutrina i - wlasnie - kwanty gamma.

Calego szeregu linii nalezy oczekiwac w licznych procesach
jadrowych, mamy tam bowiem bardzo czesto do czynienia
z jadrami w stanach wzbudzonych. Przechodzac
nastepnie na nizsze poziomy energetyczne jadro takie
wypromieniowuje róznice energii w postaci kwantów
gamma. Wzbudzenie jadra moze tez byc skutkiem kolizji
z inna czastka. Emitowane przy tym linie zawieraja sie
w przedziale od l do 10 MeV.

Aparatura

Urzadzenie do obserwacji nadchodzacego z kosmosu
promieniowania gamma w niczym nie przypomina znanych
nam teleskopów. Kierunek, z którego promieniowanie
gamma dociera, okresla sie za pomoca tzw. komory
iskrowej, tj. detektora sladowego czastek naladowanych.
Mianowicie kwant gamma moze wytworzyc pare
pozyton-elektron i wlasnie ich slad zdradza kierunek

Slonce

W centralnych czesciach naszej gwiazdy, tam gdzie
zachodza reakcje jadrowe, produkowane jest, oczywiscie,
permanentnie promieniowanie gamma; ale ono na
zewnatrz nie wychodzi. Tak wysokoenergetycznych
kwantów nie emituje tez wzglednie chlodna fotosfera
Slonca. Mozna jednak przypuszczac, ze w goracej koronie,
w okresach silnej aktywnosci, taka emisja wystapi.
Aparatura satelitów typu OSO (Orbiting Solar Observatory)
potwierdzila to. W koronie slonetznej ujawnila sie
w szczególnosci pochodzaca z anihilacji pozytonów
i elektronów linia 0,511 MeV. Dosc intensywnie prezentuje
sie tam tez linia 2,23 MeV, powstajaca podczas reakcji
przechwycenia -neutronu przez jadro wodoru
(proton + neutron --> deuter + ')').Obserwuje sie tez kilka
inny<::hlinii, w szczególnosci linie 4,4 MeV emitowana przy
przechodzeniu do poziomu podstawowego jadra wegla 12C.
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N_asza Galaktyka
We wszystkich prawie zakresach widma
elektromagnetycznego daje sie zaobserwowac
promieniowanie ciagle tla nieba. Najba.rdziej interesujacy
jest tu niewatpliwie rejon fal milimetrowych i
centymetrowych, gdzie wystepuje tak wazne z punktu
widzenia kosmologii promieniowanie reliktowe. Na
przeciwleglym kra.ncu widma, w dziedzinie rentgenowskiej
i gamma, tez sie obserwuje swiecenie tla nieba.
Natezenie tego, przypuszczalnie równiez izotropowego,
promieniowania zmniejsza sie wraz z malejaca dlugoscia
falij niemniej udalo sie juz zarejestrowaL kwanty gamma az
do rejonu dlugosci falIO-13 cm (109 eV).

PN BIEGUN GALAKTYKI

Rys. 2. Niebo w Pl'Olld('UI;H'h galrllna. PunkfY pl'i'~edstawiaja.
zaobserwowanp doty('bcza~ zródla punktowe.

Na rysunku 2 przedstawiona jest mapka sfery niebieskiej
w tzw. wspólrzednych galaktycznych, to jest takich,
których podstawe stanowi plasz<;zyzna Galaktyki.
Zacieniowany rejon to jeszcze terra incognita - obszar nie
badany w dziedzinie gamma. -Na czesci zbadanej widzimy
25 "gwiazd gamma". Sa to wszystkie z poznanych, jak
dotad, zródel punktowych. Jak widzimy, rozmieszczone sa
one glównie w poblizu plaszczyzny tego naszego skupiska
gwiezdnego. Obiekt oddalony najbardziej od plaszczyzny
Galaktyki, usytuowany juz blisko jej pólnocnego bieguna,
to znany dobrze kwazar 3C 273 - jego obraz w promieniach
gamma przedstawial rysunek 1.

Gdybysmy zatem mieli wzrok czuly na promieniowanie
gamma (i znajdowali sie ponad absorbuja,ca warstwa
atmosfery ziemskiej), patrzac na niebo dostrzeglibysmy
owe "gwiazdy". Ale zauwazylibysmy tez, ze niezaleznie
od tych zródel punktowych promieniowanie gamma
dochodzi równiez z okalajacego cale niebo pasa równika
galaktycznegoj a zatem i w dziedzinie gamma wystepuje
cos w rodzaju Drogi Mlecznej. Jak mozna bylo
przypuszczac, naj intensywniej swieci rejon centrum tej
naszej wyspy gwiezdnej (który przypada w gwiazdozbiorze
Strzelca). Z tego tez rejonu obserwuje sie linie emisyjna
0,511 MeV (rys. 3). W centralnych czesciach Galaktyki
zachodza zatem nieustannie procesy anihilacji pozytonów
i elektronów. Z obliczen wynika, ze dla powstania linii
o takim natezeniu, jakie sie obserwuje, IN ciagu kazdej
sekundy musi ulec anihilacji 1043 pozytonów. Skad taka
ilosc pozytonów? - Odpowiedzi na razie nie ma.

Rys. 4. Obst"l'WOW<t.llt- pulsa.eje w JZll·dziu.i~ ga.lll1ua lJulsa.l'lL

radiowego PSR 0833 - 45.

Rys. 3. ;;wi(:('cI1lf: (,Clltl'Ulll (;alaktyki w l'cjoui •..· liuii 0.511 MeV.
Zacieniowane prostokaty podaja obserwowane natezenia
w danYIll zakre-sie energii.
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P=0,d89s
P = 0,033 S

P=0,006s
P = 0,112 s

1) PSR 0833 - 45 (Vela),
2) PSR 0531 + 21 (Krab),
3) PSR 1953 + 29,
4) PSR 1802 - 23,

Pulsary gamma

Pierwszy z wymienionych, wido<;zny w gwiazdozbiorze
Zagla (Vela), to gwiazda pierwszej wielkosci
na firmamencie nieba gamma, to najjasniejsze z tych
25 zródel punktówych. Jego pulsacje w dziedzinie gamma,
rejestrowane przez satelite COS-B, przedstawione sa
na rysunku 4. Pulsar ten emituje tez fale radiowe i
widzialnej ok~esy pulsacji w tych zakresach sa identyczne
z okresem w dziedzinie gamma. Fakt ten stanowi
naj oczywistszy dowód, ze promieniowanie ze wszystkich
tych trzech zakresów pochodzi od tego samego ciala
niebieskiego.

O mglawicy Krab i o znajdujacym sie tam pulsarze
slyszelismy juz niewatpliwie. To pozostalosc po wybuchu
owej znakomitej supernowej naszej Galaktyki z roku
1054. W zimowy wieczór mozna te mglawice dostrzec
przez lornetke powyzej gwiazdozbioru Oriona. Z podana,
okresowoscia 33 ms pulsar ten emituje równiez impulsy
w dziedzinie radiowej, widzialnej i rentgenowskiej.

Pulsary to gwiazdy neutronowe. Srednice tych gwiazd sa
rzedu 20 kilometrów, a skoro masa zblizona jest do masy
Slonca, to gestosc wynosi - bagatela - okolo 1015 g/cm3•

Sposród zaznaczonych na mapce nieba zródel punktowych
szesc zidentyfikowano ze znanymi obiektami. Cztery z nich
to pulsary. Wymienimy je tutaj wraz z okresami pulsacji P
(liczba porzadkowa odpowiada liczbie zaznaczonej
na rysunku 2):

PSR 0833 -45s
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Wystepujace na nich pola magnetyczne powinny byc
rzedu 1012 + 1013 Gs. Obserwowany okres pulsacji t~
po prostu okres obrotu gwiazdy wokól osi. Zwrócmy
uwage, ze wymieniona tutaj czwórka ma bardzo krótkie
okresy - rzedu milisekund. Gwiazdy neutronowe emitujace
promieniowanie gamma naleza do najszybciej wirujacych!

I jeszcze jeden kwiatek z poletka pulsarów gamma. Otóz
malo kto zapewne domyslilby sie, ze pulsacje gamma
daja sie zarejestrowac równiez ... z powierzchni Ziemi.
Rzecz w tym, ze wpadajacy do atmosfery ziemskiej
kwant gamma moze wywolac lawine czastek. Z fizyki
wiadomo, ze jezeli predkosc czastki naladowanej przekracza
predkosc fazowa dla danego osrodka, czastka ta emituje
tzw. promieniowanie Czerenkowa. Jest to promieniowanie
z zakresu widzialnego, moze wiec dotrzec do powierzchni
Ziemi. A zatem np. promieniowanie gamma pulsara
z mglawicy Krab jest zródlem blysków promieniowania
Czerenkowa, zachodzacych w okresie 33 milisekund.
Zostalo to zaobserwowane przez naziemne teleskopy.

Supernowa Anno Domini 1987

Na zakonczenie jeszcze cos z wiesci naj nowszych.
W sasiedniej galaktyce, w Wielkim Obloku Magellana,
wybuchla niedawno supernowa. Przy eksplozji na taka
skale, przy wyzwalaniu tak kolosalnych ilosci energii,
mozna spodziewac sie niejednej rewelacji. Najwieksza
z nich byly neutrina; zarejestrowano je i byl to wielki
sukces astrofizyki. Promieniowania gamma, oczywiscie,
tez nalezalo oczekiwac. Uniosly sie wiec w góre balony
z aparatura. Biegnacym od supernowej kwantom gamma
skryc sie nie udalo. Co wiecej, z teorii wynika, ze przy
tego typu wybuchach nalezy oczekiwac linii kobaltu
- 0,847 MeV oraz 1,238 MeV. Aparatura i te linie
zarejestrowala..

Z braku miejsca na tym dzis zakonczymy. Z tematyki
kosmicznych zródel promieniowania gamma pozostalo
jeszcze jedno bardzo ciekawe zjawisko: rozblyski gamma.
O nich wiec w oddzielnym artykule.

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKÓW
Rozwiazanie zadania. F 269.
Wewnatrz przewodnika pole
Inagnctyczne jest równe zeru.
Z warunków brzegowych wynika, ze
na jego powierzchni znika skladowa

prostopadla wektora indukcji pola
magnetycz;nego. W ce-lu okreslenia pola
11lagnetycznego wytwal'zonego pr7.ez
plaszcl,yzne posluzyc sie moi,na 111etoda
obraz6w. Wyobrazmy sobie, ze pod'
rozpatrywana pla.sze z·Y'l,na ullliesciulY
w takiej samej od niej odleglosci
prostoliniowy przewodnik (obt....z),
w kt6rym prad plynie w przeciwnym
kierunku. Sila dzialajaca na jednostke
dlugosci badanego przewodnika ze
stt:ony obrazu przewodnika wynosi
p = I· B . l (l = l), gdzie B jest
indukcja wytwarz.ana przez obraz
przewodnika. Sila ta jest skierowana.
do g6ry. Warunek, przy kt6rym
przewodnik bedzie swobodnie wisial
nad plaszczyzna. na wysokosci h, nla
postac

I. /.Lo I'F = pg 1 czy l --- = PK2rr·2h

Wynika stad, ze wysokos(- h wynosi

h = /.Lal" "" 2 - 10-3 m.
41rpg
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Mgr Marek SZAFRANSKI

Rys. 1

Wlasnosci (i)-(iv) opisuja pewne cechy strukturalne
metody decydujace o jej uzytecznosci. Dzieki nim
uzyskujemy dodatkowe narzedzia ulatwiaj ace analize
rozpatrywanego zadania. Zwracamy uwage, ze
w zastosowaniach trudnosc bezposredniego rozwiazania
zadania W jest zwykle skupiona w jednym z elementów
S, T lub S-l. Czesto, jesli S zawiera w sobie "genialnie
prosty pomysl", S-l wymaga "fundamentalnego
twierdzenia z dlugim dowodem". W dalszym ciagu
prezentujemy pewna liczbe przykladów (glównie
matematycznych, z zasady latwych badz znanych), których
cecha wspólna jest uzycie metody okreznej jako wytrychu
pozwalajacego otworzyc zamkniete drzwi. Prostota
niektórych z nich jest zamierzona i nie powinna sklaniac
do uznania samej idei za calkiem trywialna.

II

Rys. 3

s

2. Przyklady zastosowan
Pl. Geodezyjne na stozku. Zadanie polega
na polaczeniu punktów A i B na powierzchni stozka
(na dowolnej powierzchni prostowalnej) najkrótsza linia
lezaca w calosci na tej powierzchni, tj. linia geodezyjna.
W ponizszym przepisie na rozwiazanie tego zadania latwo
dostrzec schemat metody okreznej:
l) rozwinac powierzchnie,
2) polaczyc odcinkiem prostej punkty A i B na rozwinietej
powierzchni,
3) zwinac powierzchliie z powrotem.

P2. Przekaz komunikatów na odleglosc. Bezpos"redni
przekaz W komunikatu slownego od nadawcy A do
znacznie oddalonego odbiorcy B zostaje w praktyce
telekomunikacyjnej zastapiony zlozeniem trzech
nastepujacych etapów:
S - przetworzenie mowy na sygnal elektryczny (mikrofon),
T - przeslanie sygnalu elektrycznego (kabel, linia
telefoniczna) ,
S-l - odtworzenie sygnalu akustycznego (glosnik).

Rys. 2

Wydaje sie, ze ujecie omawianej idei w ramy pewnej
metody heurystycznej jest dostatecznie ogólnym punktem
widze"nia, dajacym mozliwosc jej efektywnego zastosowania
na róznych polach i pozwalajacym na systematyzacje wielu
pozornie odmiennych zagadnien.

Po drugie, sprzezenie jako relacja równowaznosci posiada
szereg matematycznie oczywistych wlasnosci, takich jak
(i) W "'I W,
(ii) W "'s T ===} T "'S-1 W,
(iii) (W "'$ T & T "'SI Tl) ===} W "'SI $ Tl
oraz specyficzna dla niej wlasnosc:
(iv) (Wl "'s Tl & WZ "'s Tz) ===} WZWl "'s TzTl'

~Il~"
sns,-------.,..

W

Otóz, po pierwsze, mimo szerokiego rozpowszechnienia
samej idei jej jednosc i uniwersalnosc pozostaja skryte
bogactwem form i róznorodnoscia nazw, jakie przybiera
ona w róznych dziedzinach, na gruncie których sie pojawia.
Mówimy zatem o podobienstwie (algebra liniowa),
o sprzezeniu (teoria grup przeksztalcen), o transformacjach
calkowych (równania rózniczkowe) etc., lecz idea tkwiaca
u podstaw kazdego z tych pomyslów jest jedna.

Rzymska legenda podaje, iz westalka Tuccia oskarzona
o cudzolóstwo przeniosla w cudowny sposób wode w sicie
dowod7.&Ctym swojej niewinnosci.

Relacja sprzezenia przeksztalcen jest dobrze znana
i szeroko stosowana w wielu dzialach matematyki i jako
taka nie wymaga rekomendacji. Czytelnikowi nalezy sie
zatem uzasadnienie podjecia tego tematu w niniejszym
artykule.

Okazuje sie..ze taka dekompozycja zadania ma/niezwykle
szeroki zakres zastosowan, wykraczajacy znacznie poza
zagadnienia czysto matematyczne. Zilustrujemy to
prostym przykladem. Przypuscmy, ze postawiono przed
nami niewykonalne na pozór zadanie przeniesienia wody
w sicie. Majac na uwadze naszkicowana idee postepujemy
tak: najpierw zamrazamy wode, nastepnie przenosimy
w sicie lód, który w koncu rozmrazamy. Przyklad ten,
jakkolwiek nieco zartobliyvy, dobrze ilustruje cechy
charakterystyczne metody: trójetapowosc procesu oraz
wzajemna odwrotnosc jego dwóch skrajnych etapów.

Metoda okrezna jest zasada heurystyczna pomocna przy
rozwiazywaniu róznorodnych zadan. Istota metody
sprowadza sie do zastapienia postawionego przed nami
problemu innym, równowaznym mu problemem, który
nastepnie rozwiazujemy w trzech kolejnych etapach.
Najogólniej rzecz ujmujac - pierwszy krok metody polega
na przejsciu od problemu otwartego do pokrewnego mu
zadania, które potrafimy rozwiazac. Drugim krokiem jest
rozwiazanie tak przeforIIl,ulowanego zadania. W kroku
trzecim powracamy do zadania wyjsciowego wykorzystujac
rezultaty drugiego kroku (w pewnym sensie trzeci krok
jest wiec odwrotnoscia pierwszego). W ten sposób
zastepujemy operacje bezposredniego rozwiazywania
problemu, nazwijmy ja W, zlozeniem trzech opisanych
wyzej operacji, które oznaczymy odpowiednio przez S, T
oraz S-l. Powyzszy rozklad wyjsciowego zadania mozemy
teraz wyrazic w postaci nastepujacego zlozenia

(*) W = S-lTS,

co stanowi symboliczny zapis schematu metody okreznej.
Bardziej obrazowe przedstawienie graficzne schematu
metody (rys. 1) uzasadnia jej nazwe. Jezeli dowolne
przeksztalcenia (operacje) W oraz T sa w relacji (*) wraz
z pewnym odwracalnym przeksztalceniem S, to mówimy,
ze W i T sa sprzezone za pomoca S. Czasami wygodniej
nam bedzie zapisywac sprzezenie (*) w formie: W "'s T.

sI T l-----~
W

o metodzie okreznej
Dr Grzegorz LUKASZEWICZ,
1. Ogólne cechy metody
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12=! !re-r2drdB=21T[-ie-r2]~ =1T,
o fi

skad 1= ,jir.

a T polega na obliczeniu 12,. co pozwala na przejscie od
zadania jedno- do dwuwymiarowego

+= += +=+=

12 = !e-z2 dx !e-y2 dy = !! e-(,,2+y2)dx dy.

Dzieki zwiekszeniu wymiaru uzyskujemy wzbogacenie
zasobu narzedzi, jakimi dysponujemy, w postaci
wspólrzednych biegunowych (r,B) okreslonych w R2
wzorami

x=rcosB, y=rsinB (r2:0,0:::;B<21T).

Teraz rachunek przebiega juz latwo

Zauwazmy na zakonczenie tej serii przykladów, ze nawet
metoda dowodu "przez zaprzeczenie" (a contrario) ujawnia
strukture okrezna. W tym przypadku role operacji S

spelnia negacja N, która jest inwolucja (N2 = Id). Dlatego
tez w dowodzie tego typu negacja pojawia sie dwukrotnie,
raz jako S i raz jako S-l.

3. Metoda okrezna jako heureza
Powyzsze przyklady moga sklonic Czytelnika do
postawienia nastepujacego pytania: jak - stojac w obliczu
nie rozwiazanego problemu - dobrac przeksztalcenie S
pozwala.jace zainicjowac zastosowanie metody. Naszym
zdaniem mozna wyróznic w sposób naturalny dwie
zasady wskazujace przynajmniej na wlasciwy kierunek
poszukiwan przeksztalcenia S. Dyrektywy te nazywamy
w dalszym ciagu zasada abstrakcji i zasada strukturalizacji;
wybór jednej z nich sugeruje sam problem stojacy przed
rozwiazujacym.

3.1. Zasada abstrakcji polega na sprowadzeniu zadania
niejako do "postaci kanonicznej". Chodzi tu mianowicie
o uwypuklenie istoty trudnosci przeli abstrahowanie od
zaciemniajacych szczególów, co moze wiazac sie z chwilowa
rezygnacja z pelnej ogólnosci rozwazan. Dla ilustracji tej
dyrektywy przytoczymy dwa przyklady.

P6. Równanie kwadratowe. Rozwiazanie równania
kwadratowego mozna sprowadzic (za pomoca liniowej
zmiany zmiennej) do pierwiastkowania, co ilustruje
ponizszy diagram.

-ex> -00-=-=

W sytuacji, gdy polaczenie punktów A i B linia przesylowa
jest niemozliwe badz nieoplacalne, etap T podlega
dalszemu rozkladowi, w którym wystepuje
SI - emisja fali elektromagnetycznej (nadajnik),
T1 - propagacj a fali (osrodek), .
S11 - detekcja (odbiornik).
Ostatecznie mamy wiec

W = S-lTS = S-1(S11T1SI)S = (SlS)-lT1(SlS),

Przyklad ten ilustruje metode nakladania petli okrazen
wyrazona przez wlasnosc (iii).

PS. Potegowanie macierzy symetrycznej.
Z wlasnosci (iv) wynika natychmiast implikacja
(iv') W "'s T => Wm "'s Tm (Wm = WW ... W)'-v---'

m ra.zy

majaca wazne zastosowania przy iteracjach przeksztalcen,
np. przy potegowaniu macierzy. Dla dowolnej macierzy
symetrycznej W wymiaru n istnieje taka nieosobliwa
macierz S, ze zachodzi zwiazek W = S-lTS, gdzie T
jest pewna macierza diagonalna: T = diag(A1"'" An).
Chcac obliczyc macierz wm = WW ... W, znajdujemy
najpierw macierz diagonalna T, której potege wyznaczamy
z latwoscia: Tm = diag(>.'t , ... , >.::'). W ostatnim kroku
obliczamy potege macierzy W wedlug wzoru
wm = S-lTm S w mysl wlasnosci (iv').

P4. Dyskretne uklady dynamiczne. Innym
przykladem dotyczacym iteracji przeksztalcen jest
badanie dyskretnych ukladów dynamicznych na odcinku

. jednostkowym. Problem polega tym razem na tym,
aby majac dane przeksztalcenie ciagle I: [0,1] --> [0,1],
np. I(x) = 4x(1 - x), O:::; x :::;1, opisac trajektorie

dowolnego punktu x z tego odcinka, tj. ciag (In (x)) :=0'
Okazuje sie, ze znalezienie ogólnego wzoru na n-krotne
zlozenie funkcji 1przekracza nasze mozliwosci nawet w tak
prostym przypadku jak przytoczony powyzej. Musimy
zatem uciekac sie do innych sposobów. Odpowiednio
dobrana zmiana zmiennej, tj. bijekcja r.p : [0,1] --> [0,1]
ustala sprzezenie funkcji 1z dostatecznie prosta funkcja g

1=r.p-1og0r.p,

np. g moze byc kawalkami liniowa (piloksztaltna) postaci:
g(y) = 2y, gdy Y < ! i g(y) = 2 - 2y, gdy Y 2: !.Obie
funkcje przedstawiono na rysunku 4. W odrózni~iu
od 1 funkcja g poteguje sie w sposób regularny: gn ma
takze postac piloksztaltna o 2n-l "zebach". (Czytelnika
zainteresowanego szczególami odsylamy do artykulu
A. Zdunik "Chaos na odcinku", Delta 7/1984).

-=
operacja W polega na obliczeniu wyrazenia I, S oznacza
podnoszenie do kwadratu, S-l pierwiastkowanie,

P5. Obliczanie calek oznaczonych. Obliczanie calek
sprowadza sie czesto do zastosowania schematu metody
okreznej. W przypadku calki Gaussa

+=

1= !e-,,2 dx

S-l2

S-ll

l

l

dwa pierwiastki

~2
V12 = ± - - ac, 4

dwa pierwiastki

b ~2
Ul2 = - - ± - - ac, 2 4

dwa pierwiastki
_-b±~

X1,2 - ~_

T

W------t

SI l ax = u

pelny kwadrat
v2 - ~ - ac- 4

postac
zredukowana
u2 + bu + ac = O

postac ogólna
ax2 + bx + c = O

b2 - 4ac 2: O

O~
O '. 1 O 1RYS.4
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P7. Liniowe równanie rózniczkowe. Naszkicuj emy
sposób rozwiazywania liniowego równania rózniczkowego
(jednorodnego) o stalych wspólczynnikach postaci:

n aj n
I>'ax/x) =0, xER.
.=1

Przyjmujac oznaczenia:

(aj Oj) TDj(x)= aXl(x)' .. "axn(x) oraz b=(bl, ... ,bn)
mozemy zapisac to równanie wektorowo:

Dj(x)b=O, xERn.

Zakladamy przy tym, ze b # O. Rozwiazanie takiego
równania polega na opisaniu zbioru wszystkich funkcji
gladkich j : R n -l R 1, które spelniaj o, punktowo to
równanie. Za pomoca liniowego podstawienia

x=Ax, xERn,

zadanego nieosobliwa macierza A wymiaru n x n, mozemy
przeformulowac to równanie nastepujaco:

Df(x)1i = 0, xE Rn,

gdzie: li= Ab, f = f o A-l. Jesli A jest macierza
takiego obrotu wRn, który nadaje wektorowi b kierunek
pierwszego wektora bazowego fl = (1, O,... ,O)T, tj.

li= Ab = Ibl· fl ,

to równanie to zredukuje sie do postaci kanonicznej

!L(-)= O-E Rn
<>_ X , X •VXl

Takie równanie spelnione jest przez funkcje, które nie
zaleza od pierwszej zmiennej Xl (i tylko przez takie
funkcje). Zatem rozwiazanie ogólne wyjsciowego równania
stanowia funkcje postaci:

J.=foA,

gdzie f jest dowolna funkcja gladka niezalezna od pierwszej
zmiennej.

S(x) = f :2:'
n=l

Szereg powyzszy jest (jako szereg potegowy) bezwzglednie
zbiezny i rózniczkowalny na przedziale (-2,2). Wyjsciowe
zadanie polega w tym kontekscie na znalezieniu
wartosci S(1). Nalezy zauwazyc, ze szereg pochodnych
jest szeregiem geometrycznym, a wiec jego suma moze byc
jawnie obliczona:

, . 00 xn-l 1 00 xn 1
S (x)= "'- = - '" - =-,~ 2n 2 L...i 2n 2 - X

n=l n=O

czyli

Jesli wiec w = ~, to mamy

(nZ _ mZ)Z + (2nm)Z = (nZ + mZ?

Zatem wszystkie wzglednie pierwsze trójki (a, b, c),

spelniajace wzór Pitagorasa, sa po'staci

(nZ _ mZ,2nm,nZ + mZ),

a wobec tego wszystkie takie trójki to

(k(nZ - mZ), 2knm, k(nZ + mZ)), dla k, n, m E N

(aby sie przekonac o koniecznosci wprowadzenia
wspólczynnika k, wystarczy rozpatrzyc trójke (9,12,15)).

Rys. 5

Mamy wie.,.costatecznie S(1) = In 2.

Czytelnik z latwoscia dopatrzy sie tu schematu
dwustopniowego W = S11S;lTSzSl, w którym przyjeto
nastepujace oznaczenia:
W - sutll0wanie szeregu wyjsciowego,
S l - wprowadzenie parametru,
Sz - rózniczkowanie,
T - sumowanie szeregu geometrycznego,
S;;l - calkowanie,
S;-l - usuniecie parametru (obliczenie wartosci funkcji
w punkcie).

P9. Trójkaty pitagorejskie. Ten klasyczny problem
polega na opisaniu zbioru wszystkich trójek (a, b, c) liczb
calkowitych, które spelniaja wzór Pitagorasa

aZ + bZ = cz.

Pomijajac jedno oczywiste rozwiazanie - trójke trywialna
(0,0, O) - wszystkie pozostale spelniaja równanie

(~r+ (~r= 1.
Dla wzglednie pierwszych a, b, c problem sprowadza
sie zatem do opisania zbioru X punktów okregu
jednostkowego o obu wspólrzednych wymiernych

X = S1 nQz.

Nasuwa to nam mysl znalezienia takiej parametryzacji
okregu fi l, przy której wszystkie (i tylko takie) punkty
beda wyróznione. Do takiej parametry~acji prowadza
znane tozsamosci trygonometryczne

1 - tgZ a . 2tg a
cos 2a = ?' SIn 2a = z'

1 + tg-a 1 + tg a
Mianowicie w interesujacej nas sytuacji tangensy te
sa liczbami wymiernymi. Szukamy wiec takich liczb
wymiernych w, by

1- WZ •. 2w
cos 2a= -1--z ' sm 2a = ---z'+w 1+w

a zatem szukamy rozwiazan równania

(1 - WZ)Z 2w z
-- + -- =1
1+ WZ (1 + WZ ) ,

\

:r: :r:

S(x) = !S'(U)dU =! ~ = -ln(2 - x) +ln2.2-u .
o o

skad

3.2.Za8ada strukturalizacji polega na takim
przeformulowaniu problemu, które wzbogaca ubogie - lub
ujawnia ukryte - wlasnoscLstrukturalne zadania. Dobrze
ilustruje to przyklad 5, w którym przejscie do wyzszych
wymiarów umozliwilo nam skorzystanie z narzedzi nie
majacych Jednowymiarowych odpowiedników. Aby lepiej
wyjasnic powyzsze lakoniczne streszczenie teJ dyrektywy,
prezentujemy kolejne dwa przyklady.

PS. Szereg liczbowy. Mamy wyznaczyc sume szeregu
00

L: n~'" Poniewaz szeregi funkcyjne maja bogatsza teorie
n=l
niz liczbowe, wprowadzimy dodatkowy parametr x kladac

6



4. Uwagi koncowe

Na zakonczenie wymienimy w telegraficznym skrócie kilka
haslowych przykladów. Interpretacje ich, w kontekscie
metody okreznej, pozostawiamy bardziej zaawansowanym
Czytelnikom w charakterze pozytecznego cwiczenia. A oto
zapowiedziane przyklad.y:
PlO. Znajdowanie rozwiazan równan rózniczkowych
(transformata Fouriera, równanie algebraiczne, odwrotna
transformata Fouriera (wzbogacona o teorie calek
osobliwych) ).
Pll. Dowody istnienia rozwiazan równan rózniczkowych
(przestrzenie Sobolewa (Biesowa, inne), dowody dla
rozwiazan uogólnionych, twierdzenia "o wlozeniu"
(Sobolewa, inne)).
P12. Obnizanie rzedu ukladu równan (uklad równan
Lagrange'a, inwolutywne przeksztalcenie Legendre'a,
wspaniale symetryczny uklad równan Hamiltona).

Patrz W niebo

Na tym zakonczymy prezentacje zebranych przykladów
w nadziei, iz stanowia one dostateczna ilustracje metody
okreznej.

Autorzy pragna wyrazic serdeczne podziekowania
prof. Z.A. Melzakowi z University of British Columbia
w Vancouver, Kanada, za jego uwagi na temat heurystyki
matematycznej w ogóle, a w szczególnosci metody
okreznej, które byly inspiracj a do napisania niniejszego
tekstu. Nazwa "metoda okrezna" jest próba znalezienia
polskiego odpowiednika dla angielskiego terminu bypass

uzytego w omawianym kontekscie przez prof. Melzaka
w jego interesujacej ksiazce pt. Bypasses. A simple

approach to complexity, J. Wiley and Sons, 1983, do której
odsylamy Czytelników za.interesowanych rozwinieciem
poruszonych tematów.

Rozwiazanie zadania M 543.
Niech A bedzie danym wierz.cholkiem.
Przeksztalcaj ac A przez symetrie
wzgledem kazdej z danych
dwusiecznych ot'rz.Ylllujclny punkty A'
i A II l które leza na. prostej zawierajacej
bok trójkata. W oczywisty sposób
znajdujemy B i C.

,;.'

'A

B

Konstrukcja ta jest mozliwa, jesli
dwusieczne dziela'plasz('zyzll(' na. katy
ostre.

Rozwiazanie zadania F 268.
Ocene mozn'a latwo przeprowadzic dla
czastek opuszczaj acych slup ze srednia
predkoscia

v = jEt-
skierowana. prostopadle do powierzchni
slupa. Pole magnetyczne w poblizu
'powierzchni slupa (';alcaJ wynosi

B = /-Lol.
2rrR

W tym polu czastki wylatujace z
obszaru wysokiej temperatury beda
poruszac sie po okregu, którego
promie!'i otrzymamy z relacji

mv2
-- = evB.

r
Stad otrzymujemy

2rr R jEt-kT 5
1=-- --",2·10 A.

j.Loer m

Fizyka czastek elementarnych coraz czesciej znakomicie wspomaga astronomie - nawet
wiecej: wspólczesna astronomia bez fizyki czastek e~ementarnych nie mogla.by istniec.
Przeciez chocby tak podstawowa sprawa, jak "dlaczego gwiazdy swieca", zawdziecza
swoje wyjasnienie wlasnie rozwojowi fizyki mikroswiata. Korzysci w druga strone
sa zreszta tez oczywiste, mianowicie to Wszechswiat tu i ówdzie stwarza czastkom
elementarnym takie warunki, jakich fizycy dlugo jeszcze (albo i nigdy) nie wytworza
w zadnym laboratorium.

Astronomowie i fizycy sa jednakowo zainteresowani neutrinami. Te znane od dawna
czastki sa nadal tak tajemnicze, ze nawet nie ma pewnosci, czy ich masa jest zerowa
czy nie. A to ma ogromne znaczenie dla przyszlych losów Wszechswiata. Gdyby masa
neutrin byla dostatecznie duza, to znaczyloby, ze gestosc Wszechswiata jest wieksza niz
nam sie teraz wydaje, moze nawet wieksza od krytycznej, tzn. obecne rozszerzanie sie
Wszechswiata moze kiedys ustanie i zacznie sie jego kurczenie. Tak wiec masa neutrin
moze miec znaczenie wrecz "ostateczne".

Ale ciekawych zagadnien nie trzeba szukac az tak daleko. Nasze spokojne i poczciwe
skadinad Slonce kryje jeszcze niejedna zagadke. Jak wiadomo, Slonce emituje mniej
neutrin, niz nalezaloby oczekiwac na podstawie naszej aktualnej o nim wiedzy.
Ogromna wiekszosc neutrin slonecznych powstaje w jednej z bocznych galezi reakcji
proton-proton, w której produkowana jest glównie energia. Uwaza sie, ze aby
teoretyczny strumien neutrin byl równy obserwowanemu, temperatura centralna Slonca
powinna byc nieco nizsza niz to wynika ze wspólczesnych modeli gwiazdy. Tempo
produkcji neutrin w owej bocznej galezi cyklu p-p jest, na szczescie, bardzo czule na
temperature, mozna wiec uzgodnic je z obserwowanym strumieniem neutrin niewiele
zmieniajac tempo produkcji samej energii. I wszystko byloby w porzadku, gdyby
znalazl sie rozsadny powód, by temperature centralna obnizyc.

Otóz powód taki zostal zaproponowany. Amerykanscy fizycy, William Press i,David
Spergel, wysuneli hipoteze, ze pewne czastki przewidywane przez nie sprawdzone
dotychczas teorie w rodzaju "wielkiej unifikacji" czy "supersymetrii" moga rozwiazac
ten problem. Czastki te, zwane kosmionami lub wimpami (od Weakly Interacting

MassilJe Particles - slabo oddzialujace masywne czastki), obecne w Sloncu w ilosci
jedna na bilion innych, ulatwialyby transport energii z wnetrza Slonca. W rezultacie
Slonce mogloby miec obserwowana moc przy nieco nizszej temperaturze wnetrza
i problem neutrin zostalby rozwiazany.

Oczywiscie, to co tu powiedzielismy, jest nieslychanie goloslowne i Czytelnik nadal nie
wie, ,Jak jest naprawde". Ale nie wiedza tego równiez rozliczni specjalisci i zreszta
nie w tym rzecz. Nierozstrzygnietych zagadek jest bez liku, a chcialem na przykladzie
slonecznych neutrin pokazac, jak wazny i "interdyscyplinarny" moze byc marginesowy,
zdawaloby sie, problem pochodzacy z naszego najblizszego otoczenia.

dr Tomasz KWAST
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Oko jest wspanialym przyrzadem optycznym.
Potrafi przystosowac sie do duzego, jak i malego
natezenia swiatla. Mozemy obserwowac przedmioty
oswietlone jaskrawym swiatlem slonecznym, ale tez
mozemy postrzegac przedmioty w ciemnosciach, przy
miliony razy slabszym natezeniu swiatla. Zaden
aparat fotograficzny nie moze konkurowac z takim
przyrzadem. Teczówka zmieniajaca srednice zrenicy
pozwala tylko w niewielkim stopniu regulowac
strumien swiatla wpadajacego do oka. Tak duza
zdolnosc oka do przystosowania sie do zmian
oswietlenia jest mozliwa dzieki zlozonej budowie
siatkówki, na której powstaja obrazy ogladanych
przedmiotów. Sklada sie ona z dwóch rodzajów
receptorów - precików i czopków. Ich liczba jest
ogromna.

Ruch oczu jest warunkiem koniecznym, aby widziec. Gdy
obserwujemy przedmiot, poruszamy oczami. Ruch oczu
odbywa sie skokowo. Je:i.eli oczy zatrzymalyby sie na jakims
przedmiocie, to po kilku sekundach zaniklyby impulsy
przekazywane do mózgu. Okazuje sie, ze powstawanie impulsów
jest mozliwe jedynie przy zmianach natezenia swiatla padaj acego
na receptory. Dlatego porazenie miesni galki ocznej powoduje
slepote, nawet przy sprawnym oku.

Miejsce, w którym do galki ocznej wnika nerw wzrokowy,
nazywa sie plamka slepa - padaj ace tam fotony nie sa
rejestrowane. Miejsce najbardziej wrazliwe na swiatlo zwane
jest plamka zólta· Czlowiek ma jedna taka plamke (w kazdym
oku). Tylez maja ptaki spiewajace, golebie, kury czy dziecioly.
Ale juz dwie maja ptaki drapiezne, jerzyki, zimorodki i papugi.
Rekordzistami sa jaskólki i rybitwy - maja po trzy zólte plamki.

W plamce zóltej (punkcie, przez który przechodzi os optyczna
oka) znajduj a sie same czopki. Jest to najbardziej czuly obszar
widzenia barwnego. Gdy chcemy zobaczyc cos dokladnie,
staramy sie, aby obraz ogladanego przedmiotu padal na plamke
ZÓlta. Ale w ciemnosci, gdy patrzymy "na wprost" , nasze
widzenie nie jest tak ostre, jak przy patrzeniu na bok. Slabo
oswietlone obiekty mozna lepiej zobaczyc patrzac na nie z boku,
gdyz w plamce zóltej nie ma czulszych precików.

Najwieksze zageszczenie czopków w siatkówce czlowieka wyn<:>si
20 sztuk na 100 /.'m2. W siatkówce myszolowa na tej samej
powierzchni zdarza sie ich do 100 sztuk.

!SWIATLO> PRECIK

Liczba czopków oceniana jest na kilka milionów,
a precików - na kilkadziesiat milionów. Czopki
wykonuja swe funkcje przy dobrym oswietleniu i
umozliwiaj a widzenie barwne. Przy slabym oswietleniu
oko przelacza sie na odbiór czulszymi precikami,
które pozwalaja. dostrzegac jedynie odcienie szarosci.
Dlatego tez o zmierzchu wszystko wydaje sie nam
szare. Oczywiscie, to przelaczenie nie jest gwaltowne .
Wraz ze spadkiem oswietlenia zmienia sie tez
5topniowo czulosc oka na barwy. W ciagu dnia oko
jest najbardziej czule na. swiatlo zielone o dlugosci fali
560 nm. O zmroku maksimum czulosci przesuwa sie
w strone fal krótszych i przypada na fale o dlugosci
510 nm.
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Wiedzac o tym mozemy zrozumiec szereg zjawisk.
Byc moze niektórzy z Was zwrócili uwage, ze
przedmioty zólte i czerwone, bardzo dobrze widoczne
w swietle dziennym na tle zielonych czy niebieskich,
o zmroku wydaja sie znacznie ciemniejsze, prawie
czarne. Obserwacje te mozecie przeprowadzic
szczególnie teraz wychodzac do ogrodu i obserwujac
zmiany postrzeganych natezen barw kwiatów i lisci
o zachodzie Slonca. W ciagu dnia zólte i czerwone
kwiaty wydaja sie jasniejsze od lisci. Po zachodzie
Slonca liscie wydaja sie jasniejsze od kwiatów.
Odwrotny efekt obserwuje sie dla kwiatów niebieskich
i fioletowych. Przez teleskopy prawie zawsze widzimy
"bialo-czarne" obrazy slabych mglawic. Ale na
kolorowych zdjeciach widac barwy, jakich nikt okiem
nie obserwowal. Nie sa to barwy sztuczne, po prostu
natezenie swiatla jest zbyt male, aby zareagowaly na
nie czopki w naszym oku. Omawiane zjawisko nosi
nazwe efektu Purkiniego.

Czy zastanawiales sie, dlaczego oko nie jest czule
na promieniowanie elektromagnetyczne spoza
zakresu swiatla widzialnego, tj. od 400 do 760 nm?
Promieniowanie o dlugosci fali mniejszej ,niz 400 nm
jest niebezpieczne dla oka. Rogówka i soczewka
pochlaniaja to promieniowanie chroniac przed
nim siatkówke. Z kolei kwanty promieniowania
podczerwonego o dlugosci fali wiekszej niz 760 nm
maja zbyt mala energie, aby pobudzic receptory.

Prawde mówiac lepiej, zeby oko nie bylo czule na
podczerwien. Powód jest bardzo prosty. Kazdy
przedmiot nie tylko pochlania, ale i emituje swiatlo.
Cialo nasze, w tym i oko, emituje swiatlo, którego
maksimum przypada na fale o dlugosci 9000 nm.
Aby uproscic analize, potraktujmy nasze oko jako
cialo doskonale czarne ogrzane do temperatury
310 K (370 C). Wedlug prawa Stefana-Boltzmanna
natezenie promieniowania E jest proporcjonalne
do T4 i wynosi 510 W/m2. Stad strumien swiatla
emitowany przez wewnetrzna warstwe oka, której
powierzchnia wynosi okolo 17 cm2, jest równy
<P = ES = O, 867 W. Dla porównania, calkowita
moc swiecy w zakresie widzialnym jest rzedu 1 W.
W odleglosci 1 m od swiecy strumien swiatla
wpadajacy do oka przez zrenice o promieniu 1 mm
wynosi <P= 1 W . (10-3 m/l m)2 = 10-6 W. Jest
wiec milion razy slabszy od strumienia emitowanego
przez oko. Oko samo by sie os~epilo!

Na podstawie: Wikientij Bulat ZjauMka optyczne w przyrodzie.

Mala Delte opracowal Jan KALINO WSKI
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Owady maja oczy pojedyncze lub zlowne, przy czym niektóre
(np. czesc motyli, pluskwiaki, karaluchy, pewne muchy) maja
oczy i takie, i takie. Oko zlowne sklada sie z róznej liczby
pojedynczych oczek (od 13 u much krwiozerczych do 12 746
u wazek). Natomiast kazde z pojedynczych oczek ma dokladnie
7 komórek siatkówki (receptorów swiatla).

Zlozone oczy owadów sa dwóch rodzajów: apozycyjne
i superpozycyjne. Te pierwsze skladaja sie z wielkiej liczby
specjalnych komórek, zwanych fasetkami (ommatidia), ulozonych
stozkowo na powierzchni kulistej. Komórki wzrokowe znajduj a
sie w glebi fasetek i dlatego odbieraja swiatlo wtedy, gdy
pada wzdluz o&ioptycznej lub pod niewielkim do niej katem.
Odleglosc od zródla swiatla owady okreslaja na podstawie liczby
fasetek, które odbieraja swiatlo. Uklad fasetek pozwala owadom
dosyc dokladnie ocenic predkosc poruszania sie przedmiotów.
Oko zlozone owadów posluzylo za wzór do budowy prostego
przyrzadu do szybkiego oceniania predkosci samolotów.
W oczach superpozycyjnych blony oddzielajace poszczególne
oczka sa przezroczyste, co daje lepsze wykorzystanie swiatla,
ale psuje ostrosc widzenia.

Bodziec energetyczny, powstajacy w preciku, gdy padnie na
niego swiatlo, to energia wyzwalajaca sie w reakcji (podobnej
do fotosyntezy), w której rodopsyna (purpura wzrokowa)
przeksztaka sie na retinen i bialko zwane opsyna. Nerw
wzrokowy przekazuje ten bodziec do mózgu. W czopkach proces
ten przebiega podobnie, tylko substancja przeksztalcana jest
inna - jodopsyna.

CH3 H CH3 H CH3 H
I I I I I I

H2C/C~C/C~C/C""C/ C""C/C "(/C""O
I I I ' I i

H2C" /C-CH) H H H H
C I
H2 CH3

Struktura retinenu.

Poszczególna komórka siatkówki produkuje bodziec
energetyczny juz po padnieciu na nia jednego fotonu. Jednak
nerw wzrokowy przekazuje bodziec dalej dopiero wtedy, gdy
otrzyma jednoczesnie sygnal od czterech (a czasem dopiero od
dziesieciu) sasiadujacych komórek.

Widzenie barw opiera sie na obecnosci w czopkach barwników
pochlaniajacych swiatlo o pewnych dlugosciach fali. Czopek
reaguje zatem tylko na swiatlo barwy róznej od obecnych w
nim pigmentów. Ciekawe, ze nosnikami pigmentów sa obecne
w czopkach kropelki tluszczu.

Najbardziej rozpowszechnionym pogladem na widzenie barwne
jest teoria, w mysl której istnieja .tylko trzy rodzaje czopków,
odpowiadajace trzem podstawowym kolorom - jak w kolorowej
telewizji.

Nie wszystkie oczy maja zdolnosc akomodacji, regulowania
ostrosci widzenia. U ssaków ostrosc reguluje cialko rzeskowe
zmieniaj ace ksztalt soczewki. U glowonogów regulacja
ostrosci przebiega jak w aparacie fotograficznym - przez
zmiane odleglosci soczewki i siatkówki (oko staje sie glebsze
lub plytsze). Ptaki na ogól dysponuja obiema metodami
akomodacji.



FiZYCZnE nOWInHl

NOWY RODZAJ PAMIECI W

NOWYM KOMPUTERZE

Steve Jobs - wsp6lzaloZyciel znanej firmy
komputerowej Apple i wspóltwórca
popularnego mikrokomputera Macintosh jest
obecnie wlascicielem kolejnej firmy
komputerowej NeXT. W patdzierniku 1988 r.
Jobs zaprezentowal w USA pierwszy
mikrokomputer opracowany przez NeXT.
Jest on oparty na nowym, 32 bitowym
mikroprocesorze Motoroli 68030 (25 MHz) z
koprocesorem 68882 i zawiera w wersji
standardowej pamiec 8 Mb (megabajtów) .
Do tego' wsZystkiego dolilczony jest

.programowalny cyfrowy przetwornik
sygnalu - Motorola bSP56001 (20 MHz).
Natomiast dla fizyka najciekawsza rzecza w
komputerze NeXT jest nowy rodzaj
magnetooptycznego zapisu danych po raz
pierwszy pojawiajacy sie w sprzedaZy.
Dotychczas dostepne byly dwa rodzaje
optycznych dysków. Dyski, z których mozna
tylko odczytywac dane (CD ROM), oraz
dyski, na których mozna dane raz zapisac i
wielokrotnie odczytywac (WORM). Na
termomagnetooptycznym dysku
zainstalowanym w komputerze' NeXT
mozliwy jest zarówno zapis, jak i usuwanie
wprowadzonych danych. Dyski pokryte sa
cienka warstwa aluminium oraz warstwa
optycznie aktywnego materialu
magnetycznego. Moze to byc bizmutek
;(,angar,e; MnBl, zwiazki europu EuS i EuSe
lub bardZiej skomplikowane granaty
magnetyczne zbudowane z samaru, itru,
galu, zelaza i tlenu. Bardzo krótki, silny
impuls swiatla lasera padajacy na niewielki
obszar magnetyka (srednica wiazki moze
wynosic kilka mikrometrów) podgrzewa go
powyzej tzw. temperatury Curie niszczac
istniejacy zapis magnetyczny. W trakcie
stygniecia wlaczone jest pole magnetyczne,
skierowane' prostopadle do powierzchni
dysku. W podgrzanych punktach powstaje
trwale, lokalne namagnesowanie
odpowiadajace zapisaniu informacji O.
Nastepnie kierunek pola magnetycznego
zostaje odwrócony na przeciwny i. laser
ponownie podgrzewa wyróznione punkty
zapisujac w tych punktach informacje 1.
Takich elementarnych komórek pamieci na
5V. calowym dysku mozna obecnie umiescic
okolo kilku miliardów. Calkowita pojemnosc
dysku firrt)y NeXT wynosi wiec 256 Mb plus
dodatkowe 3096 przeznaczone na zapisy
kontrolne. Odczytywanie dysku wykonywane
jest przez slaba spolaryzowana wiazke tego
samego lasera. Wskutek tzw. zjawiska
Faradaya plaszczyzna polaryzacji wiazki
przechodzacej przez magnetyk i odbitej od
aluminium ulega skreceniu zaleznie od
lokalnego namagnesowania. Zapis O lub 1
odpowiada przeciwnym kierunkom skrecenia
plaszczyzny polaryzacji. Odbite swiatlo
analizuje uklad zbudowany z polaryzatora i
detektora. NaleZy sadzic, ze ten nowy
rodzaj zapisu termomagnetooptycznego
zastapi wkrótce szeroko obecnie stosowany,
ale bardziej wrazliwy, zapis magnetyczny.

Jeszcze jedna wlasnosc trójkatów
równobocznych
Mgr 'Slawomir CYNK

Uczniom szkól srednich, przygotowujacym sie do egzaminu dojrzalosci, znane jest
zadanie:

Wyznaczyc wszystkie trójkaty, w których katy tworza ciag arytmetyczny, a boki ciag
geometryczny.

Rozwiazanie riie jest trudne. Co sie jednak stanie, gdy ktos "przypadkowo" przestawi
w tresci zadania dwa slowa i sformuluje inny problem:

Wyznaczyc wszystkie trójkaty, w których katy tworza ciag geometryczny, a boki ciag
arytmetyczny.

Otrzymane w ten sposób zadanie jest trudniejsze od oryginalnego i na mature raczej
sie nie nadaje. Aby je rozwiazac, zajmijmy sie zupelnie innym problemem.

Kazdy, kto choc raz widzial ~inusoide, wie, ze funkcja "sinus" jest w przedziale (0,71")
wklesla (lub, jak niektórzy mówia, "wypukla do góry"). Oznacza to, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych x, li E (0,71")zachodzi nierównosc

. (X + li) > sin x + sin li
sm -- ----- .

2 - 2

Okazuje sie, ze prawdziwa jest podobna zaleznosc dla sredniej geometrycznej.
Sformulujemy ja w postaci analogicznej nierównosci, prawdziwej dla dowolnych
liczb x, li E (0,71")

sin ...;xy :2: .Jsin x sin li .

Zanim jednak udowodnimy te nierównosc, wykazemY-1ze dla dowolnej liczby
rzeczywistej a E (O; l) funkcja

g(t)= ~intsm at
jest w przedziale (0,71")funkcja malejaca. Rózniczkujac funkcje g uzyskujemy

g' ( t) = sin at . cos t - a sin t . cos at
(sin at)2

"'~)2 ((1 - a) sin t . cos at - (sint· cos at - sin at· cos t)}' ~Slllat. \

_ < l (1- alt (sint _ sin(1 - alt) .( - (sinat)2 t (1- alt

Poniewaz (Si~ t)2 (1 - alt > O, a'funkcja si~ t jest malejaca w przedziale (0,71"),wiec
pochodna funkcji g jest w przedziale (0,71")niedodatnia, czyli funkcja g jest w tym
przedziale malejaca.

Mozemy teraz przejsc do dowodu naszej nierównosci.

Niech x, li E (0,71"):Bez straty ogólnosci mozemy zalozyc, ze x < li. Liczba a = . ~ ,- V'Y

nalezy do przedzialu (O, l), wiec funkcja g(t) = ~in t jest w przedziale (0,71")malejaca.Slllat
Poniewaz ...;xy ~ li, wiec g(...fiY) :2: g(y), czyli

_si_n_...fiY_x_lI> _si_n_y
sin x - sin...fiY

Z ostatniej zaleznosci, po prostych przeksztalceniach, otrzymujemy zadana nierównosc.

A teraz wrócmy do podanego na poczatku zadania.

Niech A, B, G beda katami, a a, b, c bokami trójkata o zadanych wlasnosciach,
wypisanymi w kolejnosci od najwiekszego do najmniejszego. Wtedy 2b = a + c,

B r;;-;:::;AG' d"d'" a b c= V.fi' v oraz, na po stawIe tWIer zellla SIllUSOW,--:--A = --:--B = -:--G', .sm Slll Slll

Korzystajac z wypisanych powyzej faktów otrzymujemy

sinA+sinG = 2sinB = 2sin(71"- B) = 2sin(A+ G).
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Równosc te mozemy, stosujac znane wzory, przeksztalcic w nastellUjacy sposób
. A+C A-C . A+C A+C

2 sm --- cos --- = 2 . 2 sm --- cos --- ,
2 2 2 2

czyli
. A-C A+Ccos-- = 2cos--.

2 2
Zatem

. B . (1r A+C) A+Csm 2 =:= sm 2' - --2- = cos --2- =

A-C A+C 2' A . C= cos --- - cos --- = Sln - Sln - .
2 2 2 2

Ale na mocy udowodniónej nierównosci wiemy, ze

( )2

.A.C . AC .B2

sm - sm - < sm ~ = (sm -) ,2 2 - V2'2 2

wiec

. B < 2 (. B)2sm2 _ sm2 '
skad mamy,

. B > 1 l' B> 1rsm- - czy l -.2 -2' -3
Z drugiej strony A + B + C = 1r. Jednoczesnie A + C ~ 2VAC (przy czym równosc
zachodzi jedynie dla A = C), a zatem

1r = A + B + C ~ 2VAC + B = 3B ~ 1r,

wiec A + C = 2VAC. Otrzymujemy stad, ze

A-C-B-1r- - - 3'
W ten sposób wykazalismy, ze jedynym trójkatem, w którym boki tworza ciag
arytmetyczny, a katy ciag geometryczny, jest trójkat równoboczny.

Zadania
Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 541. Wykazac, ze istnieje przeksztalcenie afiniczne plaszczyzny przeprowadzajace
narysowany obok szesciokatna szesciokat foremny.
Rozwiazanie na str. 13

M 542. Udowodnic, ze dla kazdego x rzeczywistego

e'" ~ x + e",2 .

Rozwiazanie na str. 14

M 543. Skonstruowac trójkat majac dany wierzcholek i dwie proste zawierajace
dwusieczne nie przechodzace przez niego.
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 268. Jednym ze sposobów otrzymywania wysokich temperatur, niezbednych
do przeprowadzenia kontrolowanej reakcji,termojadrowej, jeJlt tzw. magnetyczna
termoizolacja. Ucieczka szybkich czastek ze strefy o wysokiej temperaturze jest
ograniczona polem magnetycznym. Ocenic wielkosc natezenia pradu w slupie
wyladowania gazowego o promieniu 3 cm niezbedna do tego, aby elektrony majace
predkosc rÓwna sredniej kwadratowej predkosci ruchu termicznego, odpowiadajacego
temperaturze T = 106 K, nie byly w stanie oddalic sie od powierzchni slupa na
odleglosc wieksza niz r = 3 . lO-s cm.
Rozwiazanie na str. 7

F 269. Prostoliniowy przewodnik znajduje sie nad nadprzewodzaca plaszczyzna.
W przewodniku plynie staly p~ad. Zakladajac jednorodna gestosc przew.odnika.
p = 2 . lO-s kg/m nalezy znalezc Wysokosci nad plaszczyzna, na jakiej zawisnie ten
przewodnik, jesli poplynie w nim prad I = 20 A.
Rozwiazanie na str. 3
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Obalamy prawa fizyki Doc. dr Jan GAJ

Galileo Galilei (1564 - 1642), w Polsce
zwany nieraz z tajemniczych powodów
Galileuszem - jeden z najwiekszych
uczonych wszystkich czas6w. Zajmowal
sie astronomia, matematyka i fizyka.,
Tu nie moge sie oprzec pokusie
zrobienia dygresji: W naszym kraju
panuje nieznany wsród licznych innych
nacji zwyczaj t1umaczenia nazwisk.
Choc jestem sklonny zgodzic sie
z przyjetym na swiecie zwyczajem
tlun13czenia imion przynajmniej
najslawniejozych ludzi, to tlumaczenie
nazwisk wydaje mi sie calkowitym
nieporozumieniem. ~onia z rzedem
temu, kto skloni Francuzów, zeby sie
domyslili, ze pod mianem'Kartezjusza
kryje sie ich znakomity rodak Rene
Descartes.

Czlowiek czesto kieruje sie w zyciu uczuciami. Fizycy nie sa wyjatkiem. Kochaja oni
swoje dzieci - teorie fizyczne - i czesto, podobnie jak wielu ludzi swym prawdziwym
dzieciom, wyrzadzaja im swa slepa miloscia krzywde.

Uczucie kaze nieraz fizykowi zapomniec, ze racja bytu teorii jest zgodnosc z opisywana
przez nie rzeczywistoscia, a nie odwrotnie. Dlatego tez warto od czasu do czasu
spojrzec krytycznym okiem na nasze wyobrazenia o swiecie fizycznym. Dzis obalamy
prawo" które sformulowal nie byle kto, a mianowicie Galileo Galilei:

Izochronizm wahadla
Moze przypadkiem, Czytelniku, masz 17 lat? W tym wlasnie wIeku Galileo Galilei
obserwowal w katedrze w Pizie wahajacy sie zyrandol i zauwazyl, ze niezaleznie
od amplitudy wahan ich okres jest zawsze taki sam. Nawiasem mówiac - do
porównywania okresów wahan uzywal jako stopera ... swojego pulsu. Byl to, jak sie
wydaje, jedyny sukces pedagogiczny jego ojca, który wyslal mlodego Galileo na studia
medyczne do Pizy w nadziei, ze uchroni go przed naukami scislymi. Wkrótce jednak
skapitulowal i wyrazil zgode na studia matematyczne syna, za co powinnismy mu byc
wdzieczni.

Pozostawmy jednak teraz wiekopomne dzielo zycia naszego bohatera wlasnemu
losowi, a zajmijmy sie prawem izochronizmu wahadla. Dla uproszczenia rozumowania
zajmijmy sie wahadlem matematycznym, czyli punktowa masa m zawieszona na
nierozciagliwej nici o dlugosci l. O prawie tym powiem krótko i zdecydowanie:

To jest nieprawda.
Gdybys mial watpliwosci, opieral sie na :tutorytecie podrecznika czy nauczyciela
- mozesz sam sprawdzic. W tym celu trzeba wykonac dwa identyczne wahadla
zawieszajac na nitkach o równej dlugosci dwa ciezarki. Wychylamy oba wahadla o ten
sam kat (rys. 1) i jednoczesnie puszczamy. Jesli starannie odmierzyles dlugosc nitek,
oba wahadla beda wahac sie ze zgodnymi fazami. A teraz uwaga - obalimy prawo
izochronizmu. Jedno wahadlo wychylamy o maly kat, a drugie o mozliwie duzy - jak
na rysunku 2.

Rys, l

/1
I

Stwit'rdz('nie. i,e prawo il',ochruuiz111U
ni(~ jest. slllsZlle, brZllli hardzo

radykalnie. Cdybysll1Y chcieli pozbyc
si<; z fil.yki wszy:-;tkich praw. kt6r~
w pew1Jych wal'llukach nie S~\ 1.godnC'
z do~wi(\(l(,1.f'u.i<'ll1. ogrolulla wiekszosc
tej nauki leglahy w gru7,(L('h. Nie
l.uoglibYSnJ.Y st.osowa/ pra.w lllechaniki
kla.sycznej aui do lua.kroswiat.a (bo przy
wi~lkich IJt'edkosciac 11sa niesluszne),
ani do Dlikl'oswiat.a (bo talU z kolei
obowia7.uje tnechauika. kwantowa).
Mówiac wiec powai.uicj, nie nalezy
potepiac w czambul praw, którym
zdarza sie grzec h nie'zgodnosci
z do~wiadczenielnl ale trzeba zdawac
sobie sprawe z kh ()~I'ank7.{>n.

Rys.3 , Xn-, Xn~ O

Juz po chwili zauwazysz, ze wahadla, które poczatkowo wahaly sie ze zgodnymi fazami,
rozstroja sie - wahadlo o wiekszej amplitudzie zacznie sie· opózniac. W pewnym
momencie zauwazysz nawet, ze fazy obu wahadel stana sie przeciwne!' Skoro juz
przekonales sie, ze prawo izochronizmu jest niesluszne, zainteresujesz sie zapewne,

Czy to sie da obliczyc?
Kazdy zapytany o to student fizyki powie Ci natychmiast, ze scisle rozwiazanie
równania ruchu wahadla matematycznego nie wyraza sie przez funkcje elementarne.
Bedzie Cie straszyl calkami eliptycznymi, aby odejsc w chwale wybitnego specjalisty
pozostawiajac Cie z nie rozwiazanym problemem. Jezeli nie zrazi Cie kontakt
z fachowcem, spróbujesz pewnie zabrac sie do rzeczy samodzielnie. Jak? - skoro
scisle sie nie da, trzeba uciec sie do metody przyblizonej. Alez to na nic - powiesz
- w przyblizeniu ruch wahadla jest ruchem harmonicznym, a ten z kolei jest
naprawde izochroniczny - okres drgan oscylatora harmonicznego nie zalezy od
amplitudy. To prawda, ale nie upadajmy na duchu. Trzeba znalezc lepsze przyblizenie.
Najprostsze, jakie moge Ci z'aproponowac, jest nastepujace: dzielisz ruch wahadla na
pewna liczbe - powiedzmy n - etapów (rys. 3) od maksymalnego wychylenia Xo do
zera (xn = O). Jest to tylko 1/4 okresu, ale pozostale cwiartki sa takie same, wiec
nie ma potrzeby sie nimi zajmowac. Oczywiscie, droga jest dla kazdego etapu. taka
sama i wynosi l/n amplitudy Xo. Czas przebycia kazdego etapu znajdziemy dzielac
droge przez predkosc srednia, która obliczymy (uwaga - tu robimy przyblizenie!) jako
srednia arytmetyczna predkosci na poczatku i na koncu etapu. Potrzebne predkosci
w punktach Zo, Zl, .•. , Xn znajdziemy, oczywiscie, z zasady zachowania energii. Teraz
pozostaje nam tylko dodac czasy przebycia wszystkich etapów, calosc pomnozyc
przez 4 (bo znalezlismy cwiartke okresu) i juz mamy okres wahan.
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A jak to bedzie wygladac w praktyce?
zapytasz teraz. Spróbujmy wyliczyc to dla któregos, powiedzmy, i-tego etapu:

Rozwiazanie zad ••nia M 641.

Wystarczy zauwazyc, ze nasz
szesciokat jest rzutem prostokatnym
szesciokata foremnego, kt6ry z kolei
jest przekrojem szescianu.

poczatek etapukoniec etapu

wychylenie
(dlugosc luku)

Zi-lZi

wychylenie
Oi-l = Zi-l/lOi = zillkatowe

energia

Epi-l =Epi =
potencj alna •

= -mglcosoi-l= -mglcosoi

energia

Eki-l = E - Epi-l =Eki = E- Ep' =
kinetyczna ••

= mgl(cos Oi-l - COS(0)= mgl(cos o, - cos (0)

predkosc

V'-l = V2Eki-l/m =
v, = V2Ek.lm =

= V2gl(cos 0'-1 - COS(0)
= V2gl(coSOi - cosoo)

predkosc srednia

v., = (V'-l + v.)/2i-tego etapu
droga

6z = Z,-l - z, = zoln

czas dla
6h = 6z/v.ii-tego etapu

• Zero energii potencjalnej wybralem w punkcie zawieszenia wahadla.
"Energia calkowita r6wna 'sie energii potencjalnej przy maksymalnym wychyleniu.

Kiedy juz upewnisz sie, ze dzielisz ruch na dostatecznie
wiele etapów, aby osiagnac zadana dokladnosc,

mozesz zmieniac amplitude i zobaczyc, jak wplywa ona na okres wahan. Wyniki swoich
obliczen przedstawiam na wykresach.

Widac, ze przy amplitudzie katowej 00 = 1r12 okres wahan wydluza sie o 18%
w porównaniu z okresem dla malych amplitud, a wiec calkiem znaczaco. Jeszcze
wieksze zmiany okresu mozna osiagnac dla amplitud wiekszych od 11'/2, ale wtedy
ciezarek wahadla musialby byc zamocowany na lekkim precie, a nie na nitce. Jak
widzisz, Czytelniku, zbieznosc proponowanej metody nie jest zbyt szybka i gdybys
chcial poznac wartosc okresu dla amplitudy róznej od uzytych w powyzszych
rachunkach, osiagniecie sensownej dokladnosci bez komputera wymagaloby sporej
cierpliwosci. Mozesz jednak poprawic metode obliczen, jezeli sprytnie przeprowadzisz
usrednianie. Jak skuteczne moze byc takie ulepszenie, widac na rysunkach (linie
kolorowe). Nie zdradze Ci sposobu usredniania, jakiego uzylem, aby poprawic
zbieznosc procedury, ale zwróce Twa uwage na pewna wade sredniej predkosci
równej (VI + v2)/2. Ten sposób usredniania jest scisly dla ruchu jednostajnie
zmiennego. Rysunki przedstawiaja zaleznosc predkosci od czasu w ruchu ze stalym (a)
oraz rosnacym (b) przyspieszeniem.

Jezeli jestes cierpliwy, mozesz teraz poslugujac sie
powyzsza tabelka wykonac stosowne obliczenia, na

,REMinicjuje liczenie czasu przyklad dzielac amplitude najpierw na 2, potem 5

REM' h l . i 10 etapów i sprawdzic, czy otrzymany wYnik w miarewyc y enle poczatkowe etapu

REMwychyleniekoncoweetapu powiekszania liczby etapów ustala sie. Gdybys nie grzeszyl
REM predkosc poczatkowa •• , ••
REMpredkosckoncowa clerphw08cla, a mIal dostep do komputera, proponuje Ci
=~~~~~s~z=;e:~;:bYCia etapu program w BASICU, który wykona czarna robote.
:REM bo sa cztery cwiartki

.l- • -- 1- I l I l e.-

10 20 50 100 200 500 1000
Liczbo etapów

la REM *.*. program "galileo" oblicza okres wahan ***
20 INPUT "przyspieszenie ziemskie";G
30 lNPUT"dlugosc";L
40 lNPUT"ampli tuda";XO
50 INPUT "liczba etapow";N
60 T-O
70 FORl-l TON
BOXI-XO-XO/N*(I-l)
90 XZ-X1-XO/N
100V1-SQR(Z*G*L*(COS(X1/L)-COS(XO/L)))
110VZ-SQR(Z*G*L*(COS(XZ/L)-COS(XO/L)))
1Z0 VS-(V1+VZ1/Z
130T-T+(X1-XZ)/VS
140 NEXT l
150T-T*4
160PRINTT
170GOTO50

Widac z nich, ze gdy w ruchu jednostajnie zmiennym zadna z predkosci nie jest
uprzywilejowana, to przy rosnacym przyspieszeniu predkosc w czasie ruchu jest bliska
predko~ci poczatkowej znacznie dluzej niz predkosci koncowej. Nalezaloby wiec przy
usrednianiu przywiazac wieksza wage do tej' predkosci, przy której przyspieszenie
jest mniejsze. Jak to zrobic? Zaproponuj, Czytelniku, metode i opisz ja w liscie do
Redakcji. Moze uda Ci sie uzyskac szybsza zbieznosc niz przedstawiona powyzej.
Najciekawsze propozycje wydrukujemy.

5 10 20 50 100W
L iczba etapów

1 2

1,7

1,5

1,6

Okres (s)

v.
'V

40 't

v, +- - - - - - - - ,;v, ~ - - - - - - --

1,9 t

\, @
Vo~ Vo

1,571
1,8 +

\/ ab

13



Klub 44
Termin nadsylania rozwiazan:

31 VIT 19B9

!~44
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 M
po uwzgle:dnieniu ocen rozwiazan

zadan 177 (WT=1,47) i 178 (WT=3,18)
z numeru 10/1988

Grz~gorz Za.krzewski - Trzch.nka. 41.86 pkt
Ra.h.l La.t.l. - Wa.r.za.wa. 4.3,99 pkt
Zbigniew Surduka - Czechowice 43,71 pkt
Edwa.rd Orzechow.ki - Wa.rszawa. 43,6B pkt
Ada.m Prze~dziedd - Wa.rsza.wa., '2,85 pkt
Ka.zimlerz Serbtn - Sa.nok 41,16 pkt
Pioir Kumor - Olsztyn '1,1e pkt

Pan Zakrze'wski konczy drugie
okr;\.~,el)i(',

Rozwiazanie zadania M 542.
Przeksztalcimy nierównosc do postaci

(*) 1:<=;xe-x+ex2-x.

Pochodna prawej strony wynosi

(l - x)e-X + (2x _ l)ex>.-x;

jest równa zeru, gdy

(**) ex2 = ~2x - l
Wykazemy, ze jedynym rozwiazaniem
tego równania jest x = o.
Dla x < O mamy

ex2 > l >~,
20: - 1

dla x > 1/2 mamy
x> 1 x-l

e >1>->--
2 2x - l

Mamy tez dla x < 1/2
x-l--->l+x.
2x - l

Funkcja eX>jest wypukla, a zatem
w przedziale (0,1/2) jej wartosci sa
mniejsze niz wartosci funkcji liniowej
przyjmujacej w punktach ° i 1/2 te
same wartosci co e,x2. Wystarczy teraz
zauwazyc, ze

e<1/2)2 = el/O < 41/0 < 1 + ~,
2

by stwierdzic, ze na przedziale (0,1/2]
mamy

x-l
2x - 1

Jedynym rozwiazaniem (**) jest
wie:c x = O. Jedynym punktem, w
którym prawa strona (*) moze miec
ekstremunl, jest x = O. Poniewaz

lim (xe-X + eX>-X) = 00,
x-->,.±oo

musi to byc minimum. Dowód zostal
zakonczony.
Uwaga. Ciekawe, jaka jest najmniejsza
stala a, dla której

eX:<=;x+eo.x> xER.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Flzyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsyla~ rozwiazania zadan z numeru n w terminie dó' konca miesiaca
n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla~ rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi~
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesyla~ w oddzielnych kopertach, umieszczaj ac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladno:!'cia do 0,1. Ocene: mnozymy
przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume:
ocen za, rozwiazania tego zadania, a N - liczbe: osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zo~tal wydrukowany w numerze 1/1989.

Zadania z matematyki :{lr 191, 192

Redaguie dr Marcin E. KUCZMA

191. Wyznaczyc liczbe permutacji (Xl,,,,, X80) zbioru {l, ... , 30} Bpelniajacych
warunki:

X;-2 < X; dla 3:5 i :5 30, Xi-8 < Xi dla '4:5 i :5 30.

192. Dowiesc, ze dla kazdej trójki liczb dodatnich a, b, c jest spelniona nierównosc
a8 b8' e8 a + b + c----+----+---->---.

a2 + ab + b2 b2 + be + e2 e2 + ea + a2 - 3
Zadanie 192 zaproponowal pan Werner Mniclrz Opola.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 1/1989
Przypominamy tresc zadan:
188. Czy istnieje szesciokat wypukly, którego pole S oraz srednica d spelniaja zalezn0sc
3S >2d2 ?

184. Dane Xi > ° (i = 1, ... ,44); I: Xi = I:x; = 44. Dowiesc, ze I:xto ~ 44.

183. Szesciokaty takie istnieja. Oto dwa przyklady:

1) Szesciokat o wierzcholkach A = (20, O), B = (0,25), C = (-27,17), D = (-30, O),
E = (-27, -17), F = (O,-25). Srednica d = 50; pole S = 1685.

2) Do boku GE pieciokata foremnego ABCEF o przekatnej dlugosci d doklejamy
trójkat równoramienny GDE (ICDI = IDEI) taki, ze IADI = d. Powstaje szesciokat
o polu równym w przyblizeniu 0,672 . d2•

Dla obu tych szesciokató~ spelniona jest nierównosc 3S > 2d2•

Uwaga. Te przyklady ilustruja nastepujaca ogólniejsza konstrukcje: niech A = (a, O),

B = (O, !d), D = (a - d,O), F = (O, -ld), gdzie (1 - !v'3) d:5 a:5 lV3d (po to, by
dlugosci boków czworokata ABDF nie przekraczaly d); umieszczamy punkty C i E
odpowiednio vi II i III cwiartce ukladu wspólrzednych "tak daleko, jak sie da", by
srednica szesciokata ABGDEF nie przekroczyla d (tj. tak, zeby IACI = IAEI =
= IBEj = ICFj = d), Mozna obliczyc, ze wówczas G = (x,y), E = (x, -y), gdzie

X = H2a - Ad), y:::: H2Aa - d), A = y(15d2 - 4a2)/(d2 + 4a2), oraz ze
8S == (d2 + 4da - 4a2)A + 2d(2a - d). StoBunek S/d2 przekracza 2/3 dla a z przedzialu
(o:d;,8d), gdzie o: == 0,335 ... , ,8 ::::0,477 ... i osiaga maksimum 0,67498 ... dla a = "(d,
"(= 0,402 ... (wartosci przyblizone).

W szczególnosci, przyjmujac d = 50, a:::: 20 (czyli a/d:::: 0,4) otrzymujemy
X :::: -26,98 ... , y = 17,09 .. " co po nieznacznym zaokragleniu daje pierwszy
z podanych wyzej przykladów. Przyklad drugi odpowiada wzieciu wartosci

a/d:::: !Y5 - 2V5 = 0,363, ...

Nie wiemy, czy wzmiankowane wyzej maksimum w obrebie klasy szesciokatów
otrzymanych w wyniku opisanej konstrukcji stanowi globalne maksimum wartosci S / d2

w klasie wszystkich szesciokatów wypuklych.

184. Korzystamy z nierównosci Bernoulliego «1 + tyk ;::::1 + kt dla t > -1,
k == 1,2,3'00'): ,

Lxt4:::: LXi(l + (x; _1))48;?: LXi(l + 43(x; -1)) ::::

:::: LX;(43X; - 42) == 43 L x~ - 42 L Xi:::: 44.
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(2)

1
Ipc = 2 arcsin .;2n '

R • sin Q • 1
I-' = arcsm -- = arcsm ;;;n y2n

wzgledem normalnej do tej powierzchni (rys. 2).
Przez powierzchnie cylindryczna wyjda, ze szkla promienie, dla których ka,t padania 'Y

na te powierzchnie jest mniejszy od kata granicznego
. 1

'Yg = arcsm -.
n ,

Z rysunku widac, ze skrajne wartosci kata Ip, odpowiadaja,ce punktom granicznym
A i E, sa, okreslone przez zwia,zki:

7r 7r

IpA = '2 + {3 - 'Yg , tpB = '2 ~ {3 + 'Yg •

Stad znajdujemy przedzial ka,tów Ip, dla których swiatlo wychodzi na zewna,trz

11' .1 .1< <7r .1 .1
- + arcsm .;;; - arcsm - _ tp _ - + arcsm ;;; + arcsm - .2 y2n n 2 y2n' n

Oczywiscie, kat tp nie moze przyjmowac wartosci wiekszych od 11'. Z drugiej strony
przedzial katów tp ogra.niczony jest od dolu wartosci a,ka,ta Ipc, ponizej którego
wystepuje obszar cienia (rys. 3)

Zadania z fizyki nr 89, 90

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

89. Prostopadloscienna, szafke o wysokosci h = 0,5 m i glebokosci d = 0,4 m
pragniemy zawiesic na dwóch hakach umieszczonych w scianie. Proste, dlugie haki
stalowe sa, luzno osadzone w poziomych otworach wywierconych w betonowej scianie.
Szafke wieszamy za pomoc a, zaczepów zamocowanych w jej górnych narozach, a
dla ustalenia punktów styku "pleców" szafki ze sciana, stosujemy cienkie podkladki

(rys. 1), które moga, mi;c wspólczynnik tarcia h od wartosci zaniedpywalnie malej
do 0,75. Jaka, wartosc wspólczynnika tarcia nalezy dobrac i w którym miejscu
przytwierdzic podkladki, aby zminimalizowac niebezpieczenstwo wycia,gniecia haków
ze sciany przez sza.fke? Przyjmujemy, ze srodek ciezkosci szafki pokrywa sie z jej
srodkiem geometrycznym, a wspólczynnik tarcia stali o beton wynosi h = 0,5.
Czy zastosowanie dodatkowych haków podpierajacych dolna, przyscienna, krawedz
szafki mogloby poprawic sytuacje?

90. Czy mozna' tak dobrac wilgotnosc otoczenia (powietrza) i srednice kropel wody,
aby 'krople te calkowicie zamienialy sie w pare nie pobieraja,c ciepla z otoczenia?
Napiecie powierzchniowe wody w temperaturze 300 K wynosi (j = 7,2 .10-2 J/m2,

cieplo parowania wody - r = 2,4 . 106 J /kg.,

"I J., I
'-" ,:

Rys. 3

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 75 (WT=1,46) i 76 (WT=2,97)

z numeru 10/1988

T = 27rvml(Sgp).

W tym przypadku jednak m oznacza mase plywaka
powiekszona, o pewna, wielkosc, wyrazajaca, bezwladnosc
samej cieczy (która równiez ulega przyspieszaniu podczas
drgan plywaka). Nie znaja,c wszystkich wielkosci we wzorze

Do wyznaczenia gestosci wykorzystamy pionowe drgania (2) wyznaczamy gestosc roztworu na podstawie pomiaru
plywajacej w cieczy probówki. Zmiana sily wyporu okresu drgan plywaka w roztworze (Tr) oraz w wodzie (T",)

przy wychyleniu takiego plywaka z polozenia równowagi _ (T /T)2
A • AF S A d' s' . pr - pw Ul r .o •..•2: wynosI •..• = pg •..•x, g Zle P - gesto c cIeczy, ....•.

g _ przyspieszenie ziemskie, S - pole poprzecznego Ze wzoru (1) uzyskujemy bezposredma, zalezn~sc mle~zy.
przekroju probówki. Okres drgan plywaka T obliczamy okresem drgan plywaka w roztworze kwasu a Jego stezemem.

82. Wia,zka promieni zalamanych na plaskiej powierzchni pólwalca biegnie w szkle pod
ka,tem

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 1/1989
Przypominamy tresc zadan:
81. Majac naczynie z kwasem siarkowym nieco rozcienczonym i drugie z woda destylowana,
chcemy sporzadzic w trzecim naczyniu roztwór kwasu o znanym stezeniu. Jedyny przyrzad
pomiarowy, jakim dysponujemy, to zegarek ze stoperem. Ponadto mamy jeszcze dluga. waska

'Probówke obciazona u dolu, która w obu cieczach plywa w pozycji pionowej.
W jaki sposób mozemy wyznaczyc stezenie sporzadzonego roztworu?
82. Równolegla wiazka swiatla pada na cala plaska powierzchnie szklanego p6lwalca pod
katem 45 o, w plaszczyznie prostopadlej do jego osi. Z jakiej czesci bocznej powierzchni
pólwalca wychodzi swiatlo. jesli wsp6lczynnik zalamania swiatla dla szkla 'wynosi n?

81. Stezenie kwasu siarkowego w roztworze okreslamy analogicznie jak dla ciezarka zawieszonego na sprezy'nie,
na podstawie jego gestosci. Jesli p", oznacza gestosc otrzymujac wzór
wody, Pk - gestosc czystego kwasu, natomiast 8 - stezenie
"wagowe" roztworu (mase kwasu w jednostce objetosci
roztworu), to gestosc roztworu - przy zalozeniu, ze objetosc
roztworu jest równa sumie objetosci wody i kwasu - wynosi

(1) pr = p", + 8(Pk - p",)/pk.

R.ys. l

Ada.m Sikonki - Lublin 4.1,39 pkt
Roman Mu.l~l - Katowice 39,'16 pkt
Pa.wel Perkowski - Szczecin 31.14 pkt
Wiul.w Ka.cprza.k - Kra.k6w 36,11 pkt
Piotr Koczy1hkl - Wa.rszawa. 34.,59 pkt
Dzlerly.la.w Llpnia.cJd - Lublin 30,12 pkt
Alek.a.nder Surma. - MYlzk6w 29,'11 pkt
Jerzy LipJcowlkl - lClbla.:g 24,86 pkt
Toma.lz Wietecha. - Ta.rndw 22,34 pkt
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Lasery i masery emituja zwykle tak olbrzymie ilosci fotonów, ze
w ich zachowaniu nie obserwuje sie dyskretnego (kwantowego)
charakteru emisji fotonów. W 1985 r. Meschede, Walther
i Miiller skonstruowali maser skladajacy sie z jednego atomu
i tak slab ego pola elektromagnetycznego, ze obecne byly
jedynie dwa - trzy fotony. Za pomoca tego mikromasera
mozna zmierzyc cykliczna zmiane energii na skutek absorpcji
i powtórnej emisji fotonu we wnece masera.

o tym, ze kawalek magnesu moze lewitowac nad
nadprzewodnikiem (lub nadprzewodnik nad magnesem). wie
kazdy. Mozna to czasem zobaczyc w telewizji, mozna przeczytac
o tym tez np. w ksiazce Feynmana Wyklady z fizyki. Mniej
znany jest za to fakt, ze pierscien wykonany z nadprzewodnika
bedzie "wisial" w horyzontalnym polu magnetycznym. Aby
sie o tym przekonac, powtórz szkolny rachunek dla ramki z
drutu spadajacej w poziomo skierowanym polu magnetycznym,
a nastepnie znajdz wynik graniczny dla oporu ramki R ~ O.

Liczbe Bn (n-ta liczbe Bella) róznych podzialów na niepuste
rozlaczne podzbiory zbioru n-elementowego wyraza wzór

Bn = (ee"-l)<n) (O).

~'~~~~~1

Wszystko wskazuje na to, ze alfa Oriona - Betelgeuse jest
czlonkiem ukladu potrójnego, na dodatek otoczonego dyskiem
pylowym. Stwierdzili to francuscy astronomowie Francois i
Claude Roddier oraz Margarita Karovska kilka lat temu. Blizszy
satelita Betelgeusy obiega ja w odleglosci rzedu 5 j.a., a dalszy
50 j.a. Natura tych satelitów jest nieznana - nie moga to byc
gorace gwiazdy, gdyz byloby to widac w widmie ukladu, a jezeli
sa to chlodne gwiazdy (jak sama Betelgeuse), to odróznienie ich
widm moze byc skrajnie trudne. Odkrycie potrójnego ukladu
Betelgeusy dokonane zostalo dzieki teleskopowym obserwacjom
naziemnym.

Kazdy równoleglobok wpisany w prostokat i majacy boki
równolegle do przekatnych tego prostokata ma taki sam obwód.
Kazdy inny czworokat wpisany w prostokat ma obwód wiekszy.

~'~z::~~~
Now';-pomiary wykonane przez satelite Nimbus 7 wskazuja, ...•.

ze rozmiary '"dziury ozonowej" nad biegunem pOlUdniOWym. ~ tat· \~l ~ll~_~beda chyba mniejsze niz w okresie 1982-1987. We wrzesniu ~ '\ , _A ~ "
1988 r. zanotowano jedynie 15% spadek koncentracji ozonu" "
w porównaniu z 50% spadkiem w tym samym miesiacu 11 maja 1983 roku kometa IRAS-Araki-Alcock znajdowala sie
w 1987 r. Ozon w górnych warstwach atmosfery spelnia bardzo· w odleglosci 7,5 mln km od Ziemi. W tym dniu dwie grupy
wazna role, gdyz chroni Ziemie przed zbyt intensywnym badaczy odebraly radarowe echo od tej komety. Dokonano
napromieniowaniem ultrafioletowym. tego za pomoca 64-metrowego radioteleskopu w Goldstone

~_05_~__ '~;'::-~~~ (C~'fom:~ i~O-~trow.g~:~(Po",o :im~ _.
"doj mb.wy m •• jronioj dw6,h 0,,~.nll<6w m. ~ ~ - .~J~~

wsród jej' uczestników tyle samo znajomych. Dwa lezace na sferze okregi przecinaj a sie pod katem prostym

~ ~~- ~ .~. wtedy i tylko wtedy, gdy plaszczyzna zawierajaca jeden z tych~'.. l •••••••...•••.- ,,~:~""k-~ okregó.w pr~~chodzi przez wierzcholek stozka stycznego do sfery~ ~ ~~ -~ _ wzdluz drugiego okregu .

. ~_'~g~_n':_~~l ~~

Kazda liczba naturalna wieksza od 77 jest suma liczb
naturalnych, których suma odwrotnosci równa sie 1.

Naukowcom radzieckim udalo sie wytworzyc substancje
plastyczna bedaca ferromagnetykiem. Co ciekawsze, nie zawiera
ona atomów metali. Wytworzona substancja nalezy do grupy
polidiacetylenów i sklada sie z dlugich lancuchów atomów wegla
z naprzemiennymi pojedynczymi, podwójnymi i potrójnymi
wiazaniami.

Blaise Pascal wynalazl urzadzenie, które (jak sie wydaje)
powinno byc znane "od zawsze". Mianowicie taczke. Bylo to
urzadzenie strategiczne, które znacznie wzmocnilo sile armii
Ludwika XIV. Pozwalalo ono bowiem znacznie sprawniej sypac

Liczba an+l to suma szescianów cyfr (dziesietnych) liczby ano szance. Jak kazdy wynalazek militarny, przyniósl swojemu
Jesli wystartujemy od liczby ao podzielnej przez 3, to ciag twórcy wynagrodzenie wielokrotnie przewyzszajace jego
ustabilizuje sie na liczbie 153. Wystarczy zauwazyc, ze jesli "cywilne" gratyfikacje.

an > 10000, to an+l < an; jesli 3 dzieli an, to dzieli tez an+l ~ -- - -1 ~~ ""M·i m~s~epnie sprawdzic powyzej podane twierdzenie dla liczb ao . aat\~l""-: ~~. Sl-mmeJszych od 10000. ~ , _~ ~ "---- ------- ----- " '\ /' /"" '-.,

~t:!at'..~l·~"""'''''''.-~l'~~-~ ~upern~wa~N 1987A w ~alszym ~a~u intry~uje astronomów~ \ , ~ -_ " \~ l astroflzykow. Obserwacja strumienIa neutrm z wybuchu
" " supernowej doskonale zgadzala sie z hipoteza powstawania

W ciagu ostatnich 8 miesiecy zanotowano okolo 300 przypadków gwiazdy neutronowej. Astronomowie oczekuja, ze nowo
"wirusów" komputerowych. "Zainfekowanych" bylo ponad narodzone gwiazdy neutronowe powinny byc pulsarami. Jednak
48000 komputerów. do sierpnia 1988 r. nie zaobserwowano pulsara w SN 1987A.
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mocniejsza:

Nastepny Kacik Prac Uczniowskich
ukaze sie w Delcie 9/1989.

Rys. l

Rys. 2

Rys. 3

Szacowanie

Jezeli oznaczymy boki trójkata przez a, b, c i odpowiadajace im srodkowe przez k, l, m,
to rozpatrujac trójkaty takie, jak na rysunku 1, otrzymamy szesc nierównosci postaci
takiej, jak

1 2 1
-k + -l > -a,
3 3 2

co po zsumowaniu daje

!. . (obwód) < (suma srodkowych).2

Rozpatrujac trójkaty takie, jak na rysunku 2, otrzymujemy szesc nierównosci postaci
1

a + -b > l,
2

które po zsumowaniu daja

(suma srodkowych) < ~ . (obwód)..3
Lacznie zatem mamy

(*) !.. (obwód) < (suma srodkowych) < ~. (obwód).2 2

Oszacowalismy zatem sume srodkowych przez obwód trójkata. Czy oszacowanie (*)
mozna poprawic? Oczywiscie, tak. Sumujac 3 nierównosci (rys. 3) postaci

2 2-k + -l < a3 3

poprawiamy wspólczynnik w dolnym oszacowaniu z !. na ~. Wspólczynnik w górnym2 4
oszacowaniu tez daje sie poprawic. Odbijajac trójkat kolejno wzgledem srodków boków
(jak na rysunku 4) otrzymamy 3 nierównosci postaci

a+b> 2m,

co poprawia ten wspólczynnik z ~ na 1. Zatem nierównosc (*) mozna zastapic2

, ~. (obwód) < (suma srodkowych) < (obwód).4

A czy to oszacowanie mozna poprawic? "Dolny" wspólczynnik na pewno poprawic sie
nie da. Rozpatrujac ciag coraz to bardziej plaskich trójkatów równoramiennych o stalej
podstawie a (rys. 5) stwierdzamy, ze suma srodkowych moze byc dowolnie bliska trzem
czwartym obwodu. A "górny" wspólczynnik?

Podobne oszacowania mozna przeprowadzic dla sumy przekatnych wielokata. I tam tez
mozna postawic pytanie, czy sa one najlepsze. Dla czworokata np. z czterech trójkatów
takich, jak na rysunku 6, otrzymamy oszacowanie dolne, a z takich, jak na rysunku 7,
oszacowanie górne.

Rys. 4

Rys. 5 Rys. 6 Rys. 7

Rys.8

Lacznie wiec, jako poczatek szacowania, bedziemy mieli

!. . (obwód) < (suma przekatnych czworokata) < (obwód).2

I to mozemy spróbowac poprawic lub wykazac, ze poprawic sie nie da.

Dla pieciokata (sumujac, odpowiednio, po piec nierównosci otrzymanych z trójkatów
takich, jak na rysunku 8) otrzymujemy oszacowanie

(obwód) < (suma przekatnych pieciokata) < 2· (obwód).
Czy mozna je poprawic?

A jak uzyskac oszacowanie dla n-kata?

M.K.
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