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Re~ordy
i otwarte problemy

w teorii liczb

Cichy czajnik,
czyli \
marzenie fizyka

AndrzeJ' SCHINZEL Jakub TATARKIEWICZ

Obecne rekordy sa nastepujace. Dla dowolnego e> O mozna przyjac

Przypuszcza sie, ze dla dowolnego e > O mozna przyjac

l1(z) = (Inz)2

h(z) = gl(Z) = 2

g2(Z) = (1 - e)(lnz)2

3. Czy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci n2 + l?

Najwieksza znana liczba pierwsza tej postaci jest (17· 29251)2+ 1
,(W. Keller). H. Iwaniec dowiódl istnienia niesko,n.czenie wielu liczb
postaci n2 + 1, które sa iloczynami co najwyzej dwóch czynników
pierwszych. To samo odnosi sie do dowolnego wielomianu stopnia drugiego
an2 + bn + c, pod warunkiem, ze a > O, b2 - 4ac nie jest kwadratem

, i najwiekszy wspólny dzielnik a + b, a - b i c wynosi L
4. Czy istnieja dowolnie dlugie ciagi arytmetyczne utworzone

a) z liczb pierwszych,
b) z kolej nych liczb pierwszych?

Obecne rekordy sa nastepujace. Istnieje ciag arytmetyczny utworzony
z 20 liczb pierwszych 214861583621 + 1943· 9699690k, (O ~ k ~ 19)
(J. Young i J. Fry) oraz ciag arytmetyczny utworzony z 6 kolejnych liczb
pierwszych 121174811 + 30k, (O ~ k ~ 5) (L. J. Lander i T. R. Parkin).

W niniejszym _artykule chce przedstawic 15 nie rozwiazanych zagadnien
z teorii liczb, których wiekszosc wybrana zostala bardziej ze wzgledu na
prostote sformulowan niz na znaczenie teoretyczne. Znaczenie takie maja
jednak zagadnienia 1-3, 10-12.

1. (C. Goldbach 1742). Czy kazda liczba parzysta wieksza niz 2 jest suma
dwóch liczb pierwszych?

Wiadomo, ze odpowiedz jest pozytywna dla wszystkich liczb parzystych
mniejszych od 2, 1010 (A. Granville, J. van de Lune i H. J. J. te Riele),
jak równiez, ze kazda dostatecznie duza liczba parzysta jest su'ma
liczby pierwszej i iloczynu co najwyzej dwóch czynników pierwszych
(J. R. Chen). Chen dowiódl ponadto, ze dla dostatecznie duzych z'liczba
liczb parzystych ~ z, które nie sa sumami dwóch liczb pierwszych, nie
przekracza Z24/25.

2. Co mozna powiedziec o wielkosci róznicy pn+l - pn miedzy kolejnymi
liczbami pierwszymi w stosunku do wielkosci Pn?

To pytanie sprowadza sie do znalezienia funkcji h, h rosnacych mozliwie
naj wolniej orali funkcji gl, g2 rosnacych mozliwie najszybciej, takich ze

Pn+l - pn ~ h(Pn) dla wszystkich dostatecznie duzych n,

pn+l - pn ~ h(Pn) dla nieskonczenie wielu n,
pn+1 - pn ~ gl(Pn) 'dla wszystkich dostatecznie duzych n,

Pn+l - pn ~ g2(Pn) dla nieskonczenie wielu n.

I

Mam nadzieje, iz wybacza mi Panstwo
ten przydlugi cytat, jest to jednak
jedyna wzmianka w ksiazkach naukowych
o odglosach, wydawanych przez naczynie
do gotowania wody, kt6ra udalo sie
znalezc. Udalo sie nie tylko mnie, lecz
takze recenzentom pracy, która nieda.wno
popelnilem. Praca, byc moze, ukaze sie
w jednym z czasopism zagranicznych,
mys1e jednak, ze'artykul o tym, jak
doszlo do badania szumu czajnik6w
i jakie rezultaty osiagnieto, moze byc
takze interesujacy dla Czytelników Delty.

Oto opowiesc o cichym marze,niu fizyka.

Gdy zimowym wieczorem powracamy do

domu, witaja nas u kominka goscinne
mile dzwieki kociolka, w którym gotuje

sie woda na herbate. (... ) Powstawanie

dzwieków, wydawanych przez kociolek, jest
bardzo zajmujace. Dno kociolka jest tem
miejscem, którego dotykaja plomienie, jest

wiec najgoretsza czescia kociolka; tutaj
wlasnie najwcztsniej dochodzi woda do

temperatury, przy której zaczyna wytwarzac

sie para. Drobne pecherzyki tej pary

znajduja sie z poczatku pod tak wysokiem
cisnieniem, jakiem jut cisnienie calej,

znajdujacej sie powyzej wody. W miare

jak pecherzyki wznosz4 sie ku powierzchni,

i dochodza do chlodniejszych warstw

wodnych, temperatura ich obniza sie a wraz

z tem maleje takze i opór wewnetrzny.
Nadchodzi chwila, gdy pecherzyki pary

nie moga dluzej wytrzymac cisnienia ze

i wszystkich stron: zapadaja sie wówczas
z tak wielka gwaltownoscia, iz boki

uderzaja o siebie z glosnem cmokaniem.
Zderzenie ich jest tak silne, iz upodobnic

je moma do tPiJo, jak gdyby stal z,derzyla'
sie ze stala; i oto szum kociolka sie

wzmaga, jak gdyby padaly nan ciosy od
niezliczonych drobniutkich mloteczków.

Woda przekazuje te uderzenia metalowym
sciankom kociolka; moga one zreszta

równie dobrze spadac na nie bezposrednio.

(... ) Kociolek przestaje spiewac, gdy
wszystka woda dojdzie do punktu wrzenia,

a pecherzyki wzniosa sie do jej swobodnej

przestrzeni, nie zapadajac sie juz po
drodze.

Sir William Br~gg Swiat dzwieków,

przeklad dr inz. J. Rolinski,
wyd. Mathesis Polska (1935)

(C.J. Mozzocchi),

(H. Maier),

c = 2,33 ... (H. Maier

i C. Pomerance).

h(z)=za+., a= ~~~~
h(z)=(b+e)lnz, b=0,248 ...

gl(z)=2,

g (z) = (c - e) (Inz)(lnlnz)(lnlnlnlnz)2 (Inlnlnz)2'
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Nie wiadomo nawet, czy dla kazdego r istnieje ciag Q zadanej wlasnosci,
00

taki, ze L: t > r. Rekord nalezy do J. WróblewskiegO', który znalazl
•=1 •

taki ciag a, bez ciagów arytmetycznych trójwyrazQwych, ze

~!. = 3,00849 ...~ ai
.=1

IIlp(n) = n
pl"

p pl.rw.s@'

bedzie funkcja Eulera. Czy istnieja liczby naturalne m, takie, ze
równanie lp(z) = m. ma dokladnie jednO' rQzwiazanie? '

WiadQmo, ze jesli liczba m ma zada'na wlasnQsc, tO' m> 1010000
(P. Masai i A. La Valette).

9. (D. H. Lehmer 1932). Czy istnieja liczby zlQzone n, takie, ze
lp(n)ln - l?

5. (N. L. Gilbraeth 1958). TWQrzymy ciag PQdwójny dmn
(m = 0,1,2, ... ; n = 1,2, ... ) QkreslQny rekurencyjnie wZQrami do,n = Pn,

dm+1,n = Id •••,n+1 - dm,nl. Czy prawda jest przypuszczenie, ze dm,1 = 1
dla wszystkich m ?: l? .-

Obecnie wiadQmQ, ze dm,1 = 1 dla wszystkich m ~ 455052510
(A.OdlyzkQ).

6. Czy istnieja liczby dQskQnale nieparzyste, tj. takie liczby
nieparzyste n, ie

o-(n) = 2:> = 2n ?
• din

(din oznac ••a, ze d jest dzielnikiem n)

WiadQmo, ze jesli liczby takie istnieja, tO'maja co najmniej 8 r6znych
czynników pierwszych (P. Hagis Jr.) i sa wieksze niz 10300 (R. P. Brent
i G. L. CQhen).

7. (E. Catalan l888-L. E. DicksQn 1913). Czy dla kazdej liczby
naturalnej n ciag n,8(n) = o-(n) - n, 88(n), 888(n), ... konczy sie liczba 1
lub jest od pewnegO' miejsca QkresQwy?

OdpQwiedz jest PQzytywna dla wszystkich liczb n < 276 (D. H. Lehmer
i P. PQulet).

8. (R. D. Carmichael1922).· Niech

WiadQmQ, ze jesli liczba zlQzQnan ma zadana wlasnQsc, to n ma CO'
najmniej 14 róznych czynników pierwszych (G. L. Cohen i P. Hagis Jr.).

10. (E. Jacobsthal196l). Czy prawda jest przypuszczenie, ze dla
dQwQlnej liczby naturalnej n zlozonej z r czynników pierwszych kazdy
ciag r2 + 1 kolejnych liczb calkQwitych zawiera liczby wzglednie
pierwsze z n?

H. J. KanQld udowQdnil PQwyzsze przypuszczenie dla r ~ 12. Najlepszy
Qbecnie znany wynik ogólny pochodzi od H. Iwanca: istnieje taka stala
G, ze pO'zastapieniu r2 przez Gr2(loger)2 przypuszczenie Jacobsthala
staje sie prawdziwe.

11. Czy istnieje liczba rzeczywista r, taka, ze przy dowolnym n, jesli
liczby 1,2, ... , [rn] rozbijemy na n klas, tO'jedna z tych klas zawiera
liczby z, y, z spelniajace równanie.z + y = z (mQze byc y = z).

Wiadomo, ze jesli r istnieje, to r ?: ~ (H. L. Abbott,
D. Hanson-H. Fredericksen). Z drugiej strony zadana wlasnQsc ma zbiór

liczb naturalnych 1,2, ... , [n! (e - 21.)] (I. Schur-E. G. Whitehead).

12. (P. Erdos 1974). Czy istnieje ciag nieskQnczQny liczb naturalnych a,
nie zawierajacy zadnego ciagu arytmetycznegO' trójwyrazQwego i taki, ze
00

L: 2... =oo?
.=1 aj

Tak wiec PQlak i Bahrajnczyk gQtQwali
niezliczQne czajniki WQdy,by napQic
spragniQnych pracQwników MPI-FKF.
Rozmawialismy Q tym i Qwym, lecz
ciagly szum PQdgrzewanej WQdystrasznie
nam przeszkadzal. Wtedy wlasnie
powzielismy PQmysl skQnstruQwania
cichegO'czajnika. Ostatecznie nawet fizycy
mQga miec sWQjemarzenia. KQledzy
niecO'sie z nas PQdsmiewali, sugerujac,
ze PQwinnismy badaniami zainteresQwac
armie angielska; gdyz przyrzad taki
Qddawalby nieQceniQne uslugi w czasie
dzialan bQjQwych w PQblizu WQjsk
nieprzyjaciela .. Nie przejmQwalismy sie
jednak tymi dQcinkami, przystepujac
dO'badan na seriO'.

Przebywajac na stypendium w Instytucie

Fi~yki Ciala Sta,!:gQ im. Maxa Plancli:a
w Stuttgarcie mialem w maju 1988 rQku
(jak wszyscy pracQwnicy Instytutu
raz na pewien czas) przyjemnQsc
przygQtQwywania cQdziennej kawy,
która jest PQdawana zaraz pO'Qbiedzie.
Slepy lQSzetknal mnie przy tej Qkazji
z mlQdym fizykiem, który dO'Niemiec
przyjechal z Bahrajnu. Samer Aljishi jest
pierwszym dQktQrem nauk fizycznych tegO'
malegO'kraju-wyspy, PQlQzQnegQw ZatQce
Perskiej. Jednakze mylilby sie ten, ktO'
przypuszczalby, ze dr Aljishi jest tYPQwym
przedstawicielem nauki z tzw. trzeciegO'
swiata, bQwiem dQktQrat Qtrzymal na
prestizQwym uniwersytecie amerykanskim
w PrincetQn.

Jak na nQwQczesnych naukQwców
przystalO', rQzPQczelismy Qd
kQmputerQwegQ przeszukania literatury.

I Ku naszemu zdumieniu; pO'wpisaniuslów kluCZQwych"wQda, gQtQwanie,
szum", Qtrzymalismy ni mniej ni wiecej

I tylkO' 104 QdpQwiedzi! PO'wydrukQwaniuI tytulów prac wybranych przez kQmputer
, szybkO' QkazalQsie, ze jednak w ciagu

Qstatnich dwudziestu lat nikt nie badal
szumu czajników. PO'prQstu istnieje
pewne bardzO' duze urzadzenia, w którym
gQtuje sie WQde, a szum jest dla niegO'

szkQdliwy. Urzadzeniem tym jest I
... reaktQr jadrQwy. Szumi, Qczywiscie,
strumien neu trQnów, raz tO'przechQdzac,
a raz nie przez bable pary wQdnej i tym
samym zmieniajac warunki pracy.

Jednakze z naszegO' punktu widzenia
wsród PQnad setki prac tylkO' dwie czy
trzy mQgly byc interesujace, gdyz badanO' ,
w nich takze wplyw szumu akustycznegO'
na wytrzymalQsc mechaniczna reaktQra .
O dziwO',wszystkie Qdszukane prace
PQchQdzily z czasQpism radzieckich.
PO'wielu perypetiach udalO' sie zdQbyc
odbitki tych prac.
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Rys. 1

Mikrefon bezprze-

" wodawySennheiser SKl012

Juz pierwsze pemiary wykazaly (patrz
rysunek 2), ze typewy czajnik szumi
w spesób niezwykle skemplikewany.

oO 1000 2000 ~o ln:JJ 5CXXl
CZESTOTLlWOSC l Hz] Rys. 2

Kerzystajac z pemecy zaprzyj3.tni.onych
techników zestawilismy uklad pemiarewy
(jak na rysunku 1). Najwiekszym
preblemem byle pezyczenie analizatera
widm, gdyz jest te urzadzenie bardze
dregie. Pemecna dlen wyciagnal de nas
pref. Klaus ven Klitzing (tak, ten od
kwantewege efektu Halla), niece tylke
pedsmiewajac sie z naszege "prebIemu" .
Chcac wykenywac eksperyment w jak
najlepszych warunkach umiescilismy
uklad de grzania wedy w jednym pekeju,
a w pek.oju przyleglym, eddzielenym
pedwójna szyba, ustawilismy analizat.or.
Skerzystalismy przy tym z mikrefenu
bezprzewedewege, wykerzystywaneg.o
na sali wykladewej. Meglismy
wiec ebserwewac getewanie w.ody
i jedneczesnie wymieniac uwagi bez
uciazliwege milczenia. A mielismy e czym
rezmawiac!

Okazale sie, ze weda getewana
w trakcie przeplywu w rurze wytwarza
wyjatkewe skemplikewane widme drgan
akustycznych. A wiec jednak jest ce
badac!

Istniejaca .obecnie teoria czastek elementarnych znana pod skromna
nazwa m.odelu standard.oweg.o pezestaje w zg.odzie z .ogremna ilescia
danych d.oswiadczalnych. B.odaj jedyna P.owazniejsza niezg.odnesc
spedzajaca sen z .oczu teeretyk.om i eksperymentat.orem te tzw. pr.oblem
neutrin slenecznych. Ch.odzi tu Q wynik jedneg.o tylk.o, ale za te
bardz.o dlugetrwalege, b.o trwajacege kilkadziesiat lat, eksperymentu,
w którym mierzy sie strumien neutrin d.och.odzacych de Ziemi ze Sl.onca.
Zmierzena wartalc strumienia .okazala sie trzykretnie mniejsza niz
przewidywania teeretyczne. Byc meze jest t.o efekt niedekladn.osci
medelu struktury Sl.onca. Wytlumaczenie takie jest akceptewalne, gdyz
w deswiadczeniu rejestr.owan.o .oddzialywania neutrin z chlerem, w których
meze uczestniczyc jedynie niewielki ulamek neutrin sl.onecznych. Bardziej'
atrakcyjna m.ozliwalc stan.owi hip.oteza .oscylacji neutrin - pr.ocesu,
w którym neutrina elektrenewe zmienialyby sie w nieebserw.owalne za
pemeca reakcji z chlerem neutrina mionewe i taen.owe. Istnienie .oscylacji
neutrin wymagaleby minimalnej m.odyfikacji medelu standardeweg.o,
a przywrócileby symetrie pemiedzy leptenami a kwarkami. Pemim.o
wielkich k.osztów d.oswiadczen neutrin.owych (ze wzgledu na minimalna
reaktywnesc neutrin P.otrzebne sa egr.omne il.osci substancji czynnej

. i ekran.owanie .od efektów pr.omieniewania k.osmiczneg.o; t.o .ostatnie
wymaga umieszczania deswiadczen gleb.oke P.od ziemia), w najblizszym
dziesiecieleciu dwa newe eksperymenty P.owinny rezstrzygnac pr.oblem
neutrin sleRecznych. W pierwszym z nich, przeprewadzanym we
Wl.oszech, w tunelu P.od Gran Sass.o, badane beda .oddzialywania neutrin
elektrenewych z jadrami galu (petrzebna ilesc galu wyn.osi .ok.oleP.ol.owy
recznej swiat.owej predukcji!). Reakcja taka' jest czula na liczniejsze
neutrina e innych energiach niz w przypadku .oddzialywan z jadrami
chleru. W drugim deswiadczeniu, niedawne zaaprebewanym przez rzad
Kanady, substancja' czynna bedzie 1000 t.on ciezkiej wedy umieszczenej
w kepalni niklu Sudbury. Uzycie ciezkiej W.odyp.ozweli na rejestrewanie
wszystkich typów neutrin. Tym samym mezliwy bedzie bezP.osredni test
hipetezy .oscylacyjnej.

Przypuszczenie zestale sprawdzene dla wszystkich liczb naturalnych
n:::; 108 (N. Franceschine). Penadte R. C. Vaughan dewiódl, ze liczba
ewentualnych wyjatkewych n :::;N nie przekracza przy edpewiednim c > O

i dowolnym N liczby Nexp (-c(log N)2/3).

13. (P. Erdos 1955). Czy istnieje stala c > O e tej wlasnesci, ze kazdy
ciag liczb naturalnych al .( a2 < ... < ar, dla którege wszystkie sumy
ail + ai. + ...+ ai., (1 :::;il < i2 < ... < i. :::;r) sa rózne, spelnia
nierównesc

~=.!+.!+.!n % y 6

ma rezwiazania naturalne x, y, z.

ar ~ C· 2r ?

.Wiademe, ze jesli stala c ma zadana wlasnesc, tó c ~ ~
(J. H. Cenway iM. Guy). Z drugiej streny wiademe,

ze ar ~ 'J'.;/ (P. Erdos i L. Meser).

14. (P. Erdo8 1950). Czy dla dewelnege c zbiór liczb
naturalnych mezna przedstawic w pestaci sumy
mnegesciewej skenczenej liczby ciagów arytmetycznych,
których róznice sa wszystkie rózne i nie mniejsze .od c?

Wiademe, ze edpewiedz jest pezytywna dla c = 20
(S. L. G. Chei).

15. (P. Erdos i E. G. Straus 1950). Czy prawda jest
przypuszczenie, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1
równanie
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W ten sposób dochodzimy do numeru
prezentu, który przypada danemu
gosciowi. Tu mamy 1 -+ III, 2 -+ IV,
3 -+ V, 4 -+ I, 5 -+ II.

wg opowiesci Wlodzimierza Zadroznego zapisala

Agnieszka WOJCIECHO WSKA

- teraz wychodzac od numeru goscia wedrujemy po kreskach w dól,
z tym ze napotykajac skrzyzow.anie trzeba koniecznie skrecic - w dól
lub w bok!

Pewien Japonczyk zaprosil gosci na party i, jako czlowiek niezwykle
goscinny, przygotowal dla wszystkich male upominki. Chcial jednak,
aby zostaly one przez gosci wylosowane w sprawiedliwym losowaniu.
Zaproponowal wiec nastepujaca procedure:

2 3 4 5

Y Y Y Y 'r
- numerujemy gosci:

1, 2, 3, 4, 5, ... i prezenty:
I, II, III, IV, V, ... oraz rysujemy
tabelke,

J; ~
II III IV V

u~J
- nastepnie kazdy z gosci rysuje ile

chce kresek poziomych laczacych
po dwie sasiednie kreski pionowe,

~ J
II III IV V

Cala matematyka ma zastosowania

Japonczyk molestowany przez goljci powiedzial tylko, ze wypróbowal
ten sposób w wielu przypadkach i ze zawsze dziala, ale nie wiadomo
dlaczego. Jeden z gosci - matematyk - bardzo sie ucieszyl. Zobaczyl
bowiem po raz pierwszy w zyciu jakies zastosowanie twierdzenia
o rozkladzie permutacji na transpozycje!

Dla objasnienia przypominamy, ze permutacja to dowolna zmiana
kolejnosci wyrazów ciagu skonczonego, a transpozycja to taka
permutacja, w której zmieniona zostala kolejnosc jedynie pewnych dwóch
s:1.sierlnich wyrazAw.

W prasie naukowej, w czas':>pismie Fhyslcal Heulew Letters li (V01. 233

no 3/4, str. 530) ukazala sie ostatnio praca z dziedziny fizyki wysokich
energii pod pewnym wzgledem tak wszechstronna, ze stanowi godzien
odnotowania fakt historyczny. Po raz pierwszy w dziejach fizyki
opublikowana zostala praca, w której lista autorów zawiera przynajmniej
jedno nazwisko na kazda litere alfabetu, od A do Z. W sumie
wymienionych jest 449 autorów, ale to nie stanowi bynajmniej rekordu.
Najwieksza liczbe autorów, 562, miala dotychczas praca opublikowana
równiez w Physical Review Letters B (vol. 231, no 4, str. 539).

4000

O

Teraz stalo sie jasne, dlaczeg~ dotad
nie b~;dano szumu czajników metodami
naukowymi - przeciez analiza fourierowska
drgan akustycznych stala sie w praktyce
mozliwa dopiero w momencie wynalezienia
komputerów oraz odpowiednich
algorytmów (tzw. szybka transformata
fourierowska). Poza tym te wymyslne
widma ... Postanowilismy wiec
wykonywac dalsze doswiadczenia na
cylindrycznej zlewce szklanej o pojemnosci
2 litrów (taka akurat mielismy pod reka).

. ZLEWKA DWU LITROWA
1L WODY

2000

Rys. 3

Uderzajac linijka stwierdzilismy, ze po
nalaniu jednego litra wody rezonans
wlasny zlewki wystepuje przy okolo
1600 Hz (rysunek 3). Jednakze
w podwyzszonych temperaturach
zaczynaly pojawiac sie dodatkowe
maksima rezonansowe. Chcac upewnic sie,
iz rzeczywiscie pochodza one od szumu
wody, zrobilismy serie eksperymentów
z róznymi ilosciami wody w zlewce.
Okazalo sie, ze maksima rezonansowe
przesuwaja sie w zaleznosci od napelnienia
zlewki. Nalezalo wiec pomyslec nieco
o teorii, która pozwolilaby wyjasnic
zaobserwowane efekty.
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Drobiazgi astronomiczne

1il/0S

Nam udalo sie wyznaczyc te poprawke

eksperymentalnie. Jak pokazuje
rysunek 4, liniowe dopasowanie czestosci

rezonansowej w zlewce, w której
podgrzewa sie wode, do odwrotnosci
wysokosci slupa powietrza nad lustrem

wody daje poprawke 2,75 cm.
Nasza zlewka miala srednice okolo 11 cm,

a wiec poprawka wyznaczona
eksperymentalnie zgadza sie dosc dobrze
ze wzorem Rayleigha. Prosze zwrócic

uwage, ze gotowana woda wzbudza
w powietrzu zawartym w zlewce drgania
akusty'czne innego typu niz drgania

wytwarzane przez uderzenie -:-jest to

jednak' zrozumiale, gdyz uderzenie
ze wzgledu na swa sile powoduje
przede wszystki:ffi drgania wyzs~ych
harmonicznych (n = 3), natomiast
woda ...

No wlasnie, wlasciwie dlaczego
~oda wzbudza drgania powietrza?!
Tu z pomoca przyszla nam obserwacja

zachowania sie wody w trakcie
podgrzewania.

Z punktu widzenia akustyki zlewka
jest 'analogiem klarnetu, tj. rury
akustycznej o jednym zatkanym koncu.
Jak latwo mozna sprawdzic w kazdym
podreczniku akustyki, czestosci f drgan
rezonansowych takiej rury sa opisane

prostym równaniem:

f = ~;,'
gdzie n jest jedna, z nieparzystych liczb

(1,3,5 ... ), v jest predkoscia dzwieku,
l zas jest dlugoscia slupa powietrza
w rurze.

Juz w XIX wieku Lord Rayleigh

stwierdzil, ze ze wzgledu na skonczony

przekrój rury nalezy wprowadzic
poprawke do l - zwykle przyjmuje

sie poprawke a~dytywna, równa
ok. 0,6 promienia rury.

0.06 V~(1/cm)

f = - Q6+S591,2jL"

Ff'= o,g:;,
L"= L+2/75cm

900

~700
C
g
2
~
-0500
'(J)o·
.~l
(j308,04

W gwiazdozbiorze Lwa lezy gwiazda
15 wielkosci o symbolu katalogowym
PG 1031 + 234. Jest to bialy karzel,

którego promieniowanie wykazuje
silna polaryzacje i rozszczepienie linii
widmowych, a wszystko to zmienia sie
w okresie 3h.24m• Wnioskuje sie z tego,
ze jest to wirujacy z takim wlasnie
okresem bialy karzel obdarzony ponadto
rekordowym polem magnetycznym,

siegajacym 700 mln Gs (7· 104 T).
Dla porównania - ziemskie pole

magnetyczne ma natezenie rzedu] Gs.

Trudno byloby dociec,' ilu ludzi w roku 1975 wierzylo np. w istnienie
zycia na Marsie - chyba niewielu. Niemniej jednak trzeba bylo
wczesniej czy pózniej to sprawdzic. Misja Vikingów, które
po wyladowaniu na Marsie badaly obecnosc sladówzycii w jego

gruncie, jest chyba najlepszym przykladem przedsiewziecia, w którym
nieslychanym nakladem kosztów i pracy uzyskano wynik negatywny,
w dodatku oczekiwany z góry.

Mark Sy kes z grupa astronomów z University of Arizona kilka lat
temu, na podstawie obserwacji nieba wykonanych przez pracujacego
w podczerwieni satelite IRAS, wykryl obecnosc kilkunastu pylowych
sladów po kometach. Okazalo sie, ze najsilniej w podczerwieni

swieci slad po komecie Tempel 2. Zaobserwowano tez pasma pylu
po kometach Enckego, Gunna, Kopffa i innych, jak równiez slady nie
nalezace do zadnej ze znanych komet okresowych.

W czerwcu 1670 r. pewien bystrooki mnich z Dijon (Ftancja)
zauwazyl nowa gwiazde okolo 3 wielko/ci w poblizu Albireo
w Labedziu. Gwiazda ta byla pózniej obserwowana m:in. przez
Heweliusza. Jej jasnosc spadala do zimy owego roku, po czym
wzrosla znowu wiosna nastepnego roku. Obecnie znana jest jako

CK Vulpeculae (Lisa) w katalogu gwiazd zmiennych.

Kilka lat temu gwiazda ta zostala skrupulatnie przebadana przez
astronomów amerykanskich, w wyniku czego okazalo sie, ze jest
to najmniej aktywna nowa ze wszystkich znanych obiektów tego

typu. Po okresleniu jej odleglosci i jasnosci widomej jej jasnosc
absolutna oszacowano na okolo 0,01 slonecznej. 'I'ymczasem typowe
gwiazdy nowe w okresie miedzy wybuchami majajasnosc absolutna,
porównywalna ze sloneczna.' Istnienie tak slabego obiektu sugeruje,
ze nasze oceny czestosci wystepowania nowych moga, byc znacznie
zan izone.
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Oczywi~cie symetria rysunku wynika z faktu, ze je~li a + bi jest liczba
pierwsza Gaussa, to r6wniez ±a ± bi oraz ±b ± ai sa liczbami pierwszymi
Gaussa.

Liczby pierwsze Gaussa
Liczbami calkowitymi na plaszczyznie zespolonej nazwiemy liczby
postaci a + bi, gdzie a i b sa calkowite. Wsród nich liczbami
pierwszymi Gaussanazywamy te, których nie mozna przedstawic
w postaci iloczynu liczb calkowitych róznych od ±i, ±1.

Porównujac tradycyjne liczby pierwsze z liczbami pierwszymi Gaussa
dostrzegamy, ze nie kazda liczba pierwsza (ta tradycyjna) jest liczba
pierwsza Gau8sa, np.

2 = (1 + i)(~ - i) , 5 = (2 + i)(2 -i) ,

13 = (2 + 3i) (2 - 3i) , 17 = (4 + i) (4 - i) ,

29 = (5 + 2i)(5 - 2i), itd.
Z drugiej strony, liczby pierwsze postaci 4k - l, czyli liczby
3,7,11,19,23, ... sa liczbami pierwszymi Gaussa (dlaczego?). Obok
nich pojawiaja sie "nowe" liczby pierwsze Gaussa: ±1 ± i, ±2 ± i, 3i,
±2 ± 3i, ±4 ± i, ±5 ± 2i, itd.

Ponizej prezentujemy rozmieszczenie liczb pierwszych Gaussa, których
modul jest mniejszy od l 000.

Jaroslaw GÓRNICKI

tego sarnego wielokata) jest
równowazne wykonaniu tego kroku
raz lub wcale. Dlatego liczba
uklad6wmozliwych do otrzymania
z ustalonego ukladu poczatkowego
jest równa liczbie wszY8tkich
podzbiorów zbioru wielokatów
foremnych o wiencholkach
w wierzcholkach pietnastokata
foremnego, co, jak la.two sprawdl.ic,
r6wna sie 28 (sa trzy pieciokaty
i piec trójkatów). Z drugiej strony
liczba wsy.ystkich ukladów jest
równa 215, wiec wszystkich osiagnac
sie nie da.

Rozwiazanie zadania M 598.
Zauwai.my, ze wykonanie
pojedynczego kroku polega na
pomnozeniu liCl,b stojacych
w wierzcholkach jakiegos ustalonego

wielokata foremnego' przez -l.
Stad prosty wniosek, ze uklad
koncowy nie zalezy od kolejno~ci
wykonywania kroków, oraz ze
wielokrotne wykol13.;uie tego samego
kroku (tzn. zmiana znaków dla

Zauwazylismy, ze wraz ze wzrostem
temperatury, gdzies powyzej temperatury
70 stopni Celsjusza, w wodzie pojawia
sie coraz wiecej babelków pary wodnej.
Jest oczywiste, ze (tak plastycznie opisane
przez Sir Williama) rozprezanie, a potem
zapadanie sie babelków pary wodnej
w intensywnie grzanej warstwie dennej
naczynia jest wlasnie powodem powstawania
halasu. Udalo sie nam dotrzec do prac, .
w których próbowano oszacowac czestosci
akustyczne, wytwarzane przy zapadaniu
sie babelków gazu. Prace te dotyczyly
wprawdzie ... cichego poruszania sie lodzi
podwodnych (zapadanie sie babelków .
wytwarzanych przez sruby napedowe), ale
otrzymywane czestosci rzedu 100 Hz dobrze
pasuja do tych obserwowanych w naszym
eksperymencie.

Pora wiec odpowiedziec na tytulowe
pytanie: Jak zrobic cichy czajnik???
Uwazni Czytelnicy zauwazyli juz pewnie
(rysunek l), ze do podgrzewania wody
stosowalismy piecyk wyposazony w mieszacz
magnetyczny. Ostatni eksperyment, jaki
przeprowadzilismy, to gotowanie wody
polaczone z intensywnym mieszaniem.
Az do temperatury ponad 95 stopni
Celsjusza szum wydostajacy sie ze zlewki
byl minimalny. Podobnie gotowanie wody
dejonizowanej w nowiutkiej zlewce (nie
polecamy takiego eksperymentowania,
gdyz grozi ono eksplozyjnym wrzeniem
wody - brak centrów nukleacji) nie
powodowalo prawie zadnego szumu.
Wszystko stalo sie jasne: zródlem szumu
sa babelki pary wodnej, wytwarzane na
dnie czajnika. Tak wiec cichy czajnik:
powinien miec bardzo gladka powierzchnie
wewnetrzna (produkowano kiedys u nas
czajniki teflonowane, co wydawalo mi
sie wtedy zbytkiem technologicznym)
oraz powinno sie w nim mieszac wode.
Oczywiscie, ksztalt czajnika powinien byc
nieregularny, by wykluczyc jak najwiecej
akustycznych modów rezonansowych.
W konstrukcji takiego czajnika-mozna by
takze wykorzystac do mieszania wody maly
motorek, napedzany sila termoelektryczna,
wynikajaca z róznicy temperatur miedzy
dnem a raczka. Ale tym juz niech sie
martwia producenci - fizykom wystarczy
stwierdzenie dlaczego czajnik szumi.

Na koniec, zyczac Czytelnikom Delty

przyjemnych wieczorów przy (jeszcze)
szumiacych czajnikach, nie ,moge
powstrzymac sie od ogólniejszej uwagi.
Otóz wydaje mi sie, ze pomimo olbrzymich
postepów fizyki ciagle latwo mozemy znalezc
wokól siebie zadania, których rozwiazywanie
takze dostarczy prawdziwej frajdy. Czasami
nawet wiekszej niz "prawdziwe" problemy
wielkiej fizyki.
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Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Czy krowe mozna wpisac w kwadrat?

Jednym z najwazitiejszych pojec matematycznych jest ciaglosc. Zalozenie jej
.prowadzi do bardzo interesujacych, a czasem nawet zaskakujacych wniosków.
Klasyczna wlasnoscia (zwana. wlcumoscia Darboux choc to nie Gaston Darboux
jest jej autorem!) jest przyjmowanie wszystkich wartosci posrednich przez
funkcje ciagla. na przedziale,oraz uogólnienia tego faktu. Konsekwencje tego
moga nas niejednokrotnie zaskoczyc. Oto przyklad: jaka.kolwiek postac
(np. krowe lub kota) 'narysuje dziecko na kartce, zawsze mozna ja wpisac

/w kwadrat. Bardziej matematycznie: jesli K jest krzywa zamknieta na
plaszczyznie, to na K zawsze mozna opisac kwadrat.

Co tO'znaczy:wpisac krzywa w kwadrat lub - ogólniej - w prostokat?
Wybierzmy dowolna. linie prosta m rozlaczna z dana krzywa (rys. 1)
i przesuwajmy ja prostopadle do jej kierunku, az do momentu zetkniecia sie
z krzywa. Nastepnie wybieramy taka prosta m', równolegla do m, ze krzywa
lezy miedzy obiema prostymi i znów przesuwamy ja tak, by zetknela sie .
z krzywa. Dalej wybieramy dwie proste k i k', prostopadle do m, takie, by
krzywa byla zawarta miedzy nimi, a nastepnie powtarzamy operacje jak
w przypadku m i m'. Otrzymane proste wyznaczaja pewien prostokat, w który
krzywa bedzie wpisana.

Krótko mówiac, krzywa jest wpisana w prostokat, gdy sie w nim zawiera
i z kazdym z.boków ma przynajmniej jeden punkt wspólny. Majac dany dowolny
kierunek mozemy skonstruowac prostokat, w który krzywa jest wpisana,
i którego jeden z boków wyznacza tenze kierunek. Pokazemy; ze zawsze mozna
wybrac kierunek tak, by prostokat ów byl kwadratem.

Oznaczmy wierzcholki prostokata przez A, B, C, D, tak, by bok AB byl
równolegly do kierunku m. Przez f(m) oznaczmy dlugosc boku AB, przez g(m)
dlugosc boku AD. Niech H(m) = f(m) - g(m). Prostokat bedzie kwadratem,
gdy f(m) = g(m), czyli H(m) = O (rys. 2).

Zauwazmy, ze gdy m bedzie prosta prostopadla do m i dla niej przeprowadzimy
odpowiednia konstrukcje prostokata, to g(m) = f(m) i f(m) = g(m), czyli

f(m) - g(m) = -(f(m) - g(m)) .

Jesli prosta m bedziemy obracac (dookola ustalonego na niej z góry punktu), to
nasz prostokat bedzie sie zmieniac. Wlasnosci H(m) zaleza w sposób ciagly od
polozenia prostej m. Z przedstawionych wyzej wlasnosci wynika, ze H przyjmuje
wartosci róznych znaków, musi wiec przyjac wartosc zero. Stad wnioskujemy,
ze istnieje taki kierunek m, dla którego prostokat opisany na krzywej K jest
kwadratem.

Mozna wiec, na przyklad, opisac kwadrat na rysitnku krowy.

Przedstawione rozumowanie nie jest precyzyjnym dowodem, lecz jedynie jego
szkicem. Dokladnego okreslenia wymaga dziedzina funkcji H (korzystamy
z wlasnosci Darboux, wiec wypada miec przedzial - gdzie on jest?). Nalezy
formalnie uzasadnic, ze funkcja H jest ciagla ...

A co z pytaniem tytulowym? Mówilismy o rysunku krowy. Oryginalna krowa
jest jednak tworem trójwymiarowym i nalezaloby sie raczej pytac o mozliwosc
jej wpisania w szescian. Jesli juz stawiamy pytania, mozna sie zastanowic, czy
w krzywa zamknieta da sie wpisac kwadrat (a w przypadku trójwymiarowym
- szescian). W ten sposób mozna kontynuowac badanie rozmaitych, niekiedy
dosyc osobliwych, wlasnosci, u podstaw których lezy pojecie ciaglosci.

Krzysztof CIESIELSKI, Zdzislaw POGODA
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Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy

Rozwi,\zanie zadania M 692. Niech
Si (t) oznacza odleglosc od srodka
stolu do konca minutowej wskaz6wki
i-t.ego zegarka w chwili t, zas 0, 
odleglosc od srodka stolu do srodka
i-tego zegarka. Poniewaz podwojona
dlugosc srodkowej w tr6j kacie jest nie
wieksza od sumy dlugosci sf\8iadujacych
z nia bok6w, wiec

S;(t) + S.(t + 30 min) ~ 20 •.
Dodajac te nierównosci
stronami dostajemy:

2:S.(t) + 2:S.(t + 30 min) ~ 22:0 •.

wiec albo 2: S'i (t), albo
2: S, (t + 30 min) jest nie mniejs?a
od 2: O •.•.

Urodzilam sie w 1953 roku. Moja cecha (wada? zaleta?) od dziecinstwa bylo
pragnienie, by osiagac cele szybko, nie szczedzac pracy czy wysilku. Totez do szkoly
podstawowej zaczelam chodzic majac szesc lat, co bylo w owych czasach nie lada
osiagnieciem, jako ze lawki zajmowal wyz demograficzny. W szkole lubilam po trochu
wszystkie przedmioty, a wiec bylam typowym materialem na osobe, która moze
studiowac na dowolnym kierunku, ale bez ogromnej pasji.

Wielka milosc do fizyki przyszla pózno, bo dopiero w IV klasie IX Liceum
Ogólnoksztalcacego im. K. Hoffmanowej w Warszawie, gdy na horyzoncie pojawil sie
wyjatkowy nauczyciel, Profesor Witold Lucznik. Mysle, ze wszyscy w klasie odkrylismy

wtedy nagle piekno fizyki, bo zaczynalismy interesowac sie tym~ rozumiec to, co
dzieje sie wokól na~. Zakochalismy sie w fizyce, a zenska czesc klasy i w naszym Panu
Profesorze.

Potem, w roku 1971 przyszedl czas studiów, swiadomie wybranych, choc jeszcze rok
wczesniej 'marzyla mi sie geologia, medycyna, biologia lub elektronika. Zrozumialam
nagle, ze fizyka - i tylko ona - pozwoli mi poznac prawde o otaczajacym swiecie
i prawa nim rzadzace, a co wiecej, w pózniejszej pracy pozwoli mi uczestniczyc w tym
procesie poznania. Skoro wiec sie zdecydowalam, to znowu chcialam chlonac wszystko
maksymalnie szybko i studia na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
skonczylam w 1975 roku, rok wczesniej niz wiekszosc moich kolegów.

Po ukonczeniu studiów zaczelam prace w Zakladzie Fizyki Ciala Stalego Instytutu
Fizyki Doswiadczalnej Uniwersytetu Warszawskiego. Wybór jako specjalizacji fizyki
ciala stalego wiazal sie z pragnieniem odczuwania potrzeby moich badan nie tylko
dla lepszego poznania praw r~adzacych otaczajacym nas swiatem, ale i dla ulatwiania
naszego codziennego zycia. Chcialam po prostu, by wyniki moich badan znajdowaly
konkretne zastosowania. Fizyka ciala stalego niemal automatycznie spelnia to zyczenie
- materialy badane znajduja szerokie zastosowanie zarówno w przedmiotach uzywanych
na co dzien, jak i w bardziej wyrafinowanych przyrZadach, chocby tych, które lataja
daleko od nas w przestrzeni kosmicznej. I tak zostalam fizykiem ciala stalego,
którym jestem do dzis. W roku 1979 obronilam prace doktorska, a w 1987 - prace
habilitacyjna. W zeszlym roku mianowano mnie na stanowisko docenta.

W miedzyczasie odbylam dwa zagraniczne staze naukowe. W latach 1980-1982
pracowalam w Massachusetts Institute of Technology w Bostonie, a w latach 1987-90
na Uniwersytecie Kalifornijskim w Berkeley kolo San Francisco. Obie uczelnie naleza
do najlepszych w Stanach Zjednoczonych. Z przyjemnoscia musze stwierdzic, ze
obserwacje poczynione w trakcie w sumie piecioletniego pobytu w USA wyleczyly
mnie z wszelkich typowych polskich kompleksów. Dzis z,pelnym przekonaniem moge
stwierdzic, ze polska szkola fizyki jest szkola bardzo dobra, otwiera nam szeroko drzwi
w swiat i pozwala z wysmienitej pozycji wspólpracowac z renomowanymi osrodkami
swiatowymi. Polscy fizycy cenieni sa bardzo wysoko njl. calym swiecie. Tu, w tej
dziedzinie marzenie o wspólnej Europie, ba, o wspólnym swiecie, nie jest utopia.

W swojej pracy naukowej prowadze badania defektów w krysztalach
pólprzewodnikowych. Niedoscignionym przez nature i czlowieka idealem sa krysztaly
,o niezaburzonej strukturze, zlozone z atomów ustawionych w równych odleglosciach.
Rzeczywiste krysztaly maja defekty, jak chocby przymieszki obcych atomów, luki

,(puste miejsca wezlowe, w które nie wbudowal sie zaden atom) czy tez atomy
wbudowane w miejscach nieprawidlowych. Defekty w sposób bardzo istotny wplywaja
na wlasnosci elektryczne i optyczne pólprzewodników, a wiec, te wlasnosci, które
wykorzystuje sie w zastosowaniach tych materialów. Nasze badania prowadzone
sa w kierunku zrozumienia znaczenia poszczególnych defektów dla wlasnosci
pólprzewodników i przede wszystkim okreslenia struktury mikroskopowej tych
defektów. Jest to nieslychanie fascynujace, gdy posrednio z badan elektrycznych
i optycznych mozna wnioskowa,.;, jak wyglada w krysztale malutki obiekt, wielkosci
kilku A, którego nie da sie zobaczyc bezposrednio nawet za pomoca najlepszego
mikroskopu elektronowego. Uwazam, ze najwiekszym osiagnieciem naszej grupy bylo
pokazanie, iz glównym defektem krysztalu pólprzewodnikowego arsenku g~lu jest tzw.
antystrukturalny arsen, czyli atom arsenu, który zamiast w swoje miejsce, wbudowuje
sie w miejsce wlasciwe dla galu. Okazuje sie, ze przecietnie jeden na milion atomów
arsenu wbudowuje sie w miejsca galowe w arsenku galu.

Maria KAMINSKA
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1 Redakcja Epmona oglasza nieustajacy konkurs na temat:
"Matematyka z przymruzeniem oka". Prosimy o nadsylanie
nam dowcipów matematycznych, zart6w, rysunków, anegdot,
wypowied~i o matematykach itp. Szcze'gólnie ruile widziane
sa autentyczne cytaty z wykladów, referatów czy lekcji
matematyki, zwlaszcza ilustrowane. Najciekawsze bedziemy
publikowac. P widujemy nagrody.

•

••
•

•
•

••~
•

• •
~

•

-.1••A.

(6) Kazdy okrag o promieniu 1 jest przeksztalcany
izometrycznie na okrag o promieniu 1. (jesli nie,
to.znajdziemy na okregu o(P, 1) d1l!apunkty A i E,
których odleglosc sie zwiekszy; ich obrazy leza na okregu
jednostkowym o srodku J(P). Zwiekszac sie bedzie takze
odleglosc obrazów punktów na prostych PA i PE odleglych

od P o te sama liczbe calkowitq (korzystamy z (4)), co, dla

punktów odpowiednio dalekich od !.:.,'przeczy wlasnosci (5)).

(4) Wierzcholki "nieskonczonej siatki" utworzonej
przez trójkaty równoboczne o boku 1 przechodza na
wierzcholki takiej samej siatki (co wynika bezposrednio
z (2)). W szczególnosci - na dowolnej prostej, punkty
odlegle o liczbe calkowita po przeksztalceniu leza tez na
jednej prostej, w tej samej odleglosci.

(5) Jesli IABI ~ n, to IJ(A)f(B)1 ~ n + 1 (wystarczy
skonstruowac n + 2 odpowiednich punktów odleglych o jeden).

Z punktu (6) latwo juz wynika, ze f jest izometria.

Na zakonczenie zauwazmy, ze z powyzszego twierdzenia
blyskawicznie mozna otrzymac rozwiazanie zadania 9
biezacej Olimpiady M-atematycznej.

o problemie izometrii
Wsród problemów matematycznych wyrózniaja sie takie,
które maja elementarne sformulowania, ale na rozwiazania
wcale nie jest latwo wpa.sc. Jednym znajladniejszych
przykladów jest problem izometrii, bez trudu zrozumialy
przez licealiste.

Rozwazmy przeksztalcenie plaszczyzny o nastepujacej
wlasnosci:

(*) Jesli odleglosc dwóch punktów jest równa jeden,
to odleglosc ich obrazów tez wynosi jeden.

Czy takie przeksztalcenie musi byc izometria? ,

Problem kusi prostota swej postaci, rozwiazanie jednak
wcale sie od,razu nie nasuwa ... Redakcji Epsilona
znanych jest wielu matematyków, którzy bezskutecznie
próbowali zadanie pokonac. W literaturze istnieje kilka
(niezaleznych) opublikowanych dowodów; najstarszy
sposród nam znanych pochodzi z 1953 roku (praca
Beckmana i Quarlesa w Proceedings ol the A merican
Mathematical Society).

- Ponizej przedstawiamy idee najprostszego chyba
rozumowania. Problem, postawiony w Kole Matematyków
Studentów UJ przez Edwarda Kanie, rozwiazal

- w 1980 r. Slawomir Kolodziej (wówczas student I roku) .
Oto schemat jego dowodu. Odleglosc (euklidesowa)
punktów A i B oznaczamy przez IABI, badana funkcje
o wlasnosci (*) przez I, okrag o srodku P i promieniu r
przez o(P, T) .

(1) Wierzcholki trójkata równobocznego o boku 1
przechodza w wierzcholki trójkata równobocznego
o boku 1.

(2) Jesli IABI = y3, to If(A)f(B)1 wynosi O lub Y3
(wystarczy skonstruowac odpowiedni romb I~skorzystac z (1)).

(3) Jesli IABI = y3, to If(A)f(B)1 = y3 (wezmy okrag

o(A, ,;3), oraz punkty E i C lezace na Iym okregu, odlegle
o 1. Z (2) oraz (*) wynika, ze J(B) iJ(C) musza lezec na

okregu o(J(A), ,;3)).
W numerze 2 Er_ilona opowiemy o izometriach troche wiecej.

Kacik olimpijczyka Galeria Jednego Cytatu
Tym, którzy maja klopoty z rozwiazywaniem zadan
olimpijskich, a takze innym, którym nie zawsze udaje
sie przeprowadzic dowody twierdzen, polecamy kilka
niestandardowych metod dowodzenia (wiekszosc z nich pochodzi
z archiwum Instytutu Matematyki Najwspólczesniejszej,
o którym przy innej okazji)
- dowód przez kalendarz (to bylo w zes:zlym roku),

- dowód cybernetyczny (to automatycznie wynika z ... ),
- dowód przez oglad (jak latwo widac), -

- dowód przez autorytet (jak napisano w Delcie),

- dowód iluzjonistyczny (zrobimy teraz maja, sztuczke),·
- dowód przez sztuciec (a nuz wyj'dzie)
i najbardziej efektywny
- dowód przez zalozenie tezy_

"Rzad nie moze podskoczyc"

(z wykladu o rozmaitotl"ciach rózniczkowych dla studentów
matematyki)

EPSILON -, niezaldny dodatek Delty_ Redakcja: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska,Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Ananiasz Potl"miechowski. Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem E.
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Liczby pierwsze i kwadraty spiralne
w 1772 roku wiad~mo bylo (L. Euler), ze dla z = 0,1, ... ,p - 2 wielomiany fp(z} =
= Z2 + z + p przyjmuja wartosci bedace liczbami pierwszymi, o ile p E {3, 5, 11,17,41}.
Od 1966 roku wiadomo, ze.nie ma innych wielomianów fp o tej wlasnosci.

Stanislaw Ulam zauwaiyl, ze formula fp(z}, dla z = 0,1, ... ,p - 2 opisuje liczby
pierwsze poloione na glównej przekatnej odpowiednich "kwadratów spiralnych":

p=3 -(~.6"3

~19 418 417 416 415 414 413 412 411 410409408407406 405 404 403 402
6 345 344 343 342 341 340339338337336 335 334 333 332 331 330 401
'"

0279278277276275274273272271270269268267266329400

2 221.220 219 218 217 216 215 214 213 212 211 210 265 328 399

2 171 170 169 168 167 166 165 164 163 162 209 264 327 398

426 351 284 225 17

O 129 128 127 126 125 124 123 122 161 208 263 326 397

427 352 285 226 175 13

94 93 92 91 90121160207262325396

428 353 286 227 176 133

68 67 66 89 120 159 206 261 324 395

429 354 287 228 177 134 99

50 .65 88 119 158 205 260323 394

430 355 288 229 178 135 100 73

64 87 118 157 204 259 322 393

431356289230179136101 74

63 86 117 156 203 258 321 392

432 357 290 231 180 137 102 75 56

85 116 155 202 257320 391

433 358 291 232 181 138 103 76 57 58 434 359 292 233 182 139 104 77 78 79 80

p=5

p = 11
~ ~ 99 98 97 96 95 94 93 92

65 64 63 62 61 60 9138 37 36 59 90104

69 35 58 89

105

70 34 57 88

106

71 8 33 56 87

107

72 45 26 15 16'-..17"32 55 86

108

73 46 27 28

109

74 47 48 49 50 51

110

75 76 77 78 79 80 81

Oto fragment kwadratu spiralnego dla p = 41:

Vlsinal
= 2(Ul + U, + 111cos ad· ----

g
Dokladnie takie samo rozumowanie dla

drugiego czolgu pokazuje, ze

d = 2(Ul + U, + v, cos a,) II, sin a,
g

Tym samym wzgledna predkoll"t
czolg6w dana jest przez

V = Ul + U, =

Rozwla"anie "adania M 694.
Niech a :5 b :5 c S; d :5 e beda.
dlugo§ciami danych odcink6w.
Zal6zmy, ze z zadnych trzech
spo§r6d nich nie mozna zbudowac'
tr6jkata ostrokatnego. Poniewaz
w nieostroka.tnym tr6jka.cie kwadrat
dlugo§ci naj dluzszego boku jest wiekszy
lub równy smnie kwadratów dlugoll"ci
pozostalych bok6w, wiec c' ~ a' + b',
d' ::::c' + b', e' ~ d' + ,,'. Sta.d
e' ~ a' + 2b' + c' ~ a'_+ 2<lb + I,',
czyli e ~ a + b, tj. z odcinkÓw n, b, e
zadnego tr6jkata zbudowac' nie mozna.

tlI sin alTl = 2----,
g

81 = (Ul + 111cos al)Tl

Poniewai przez czas Tl drugi czolg
przebyl odlegloll"t 8~ = U,Tl , wiec
dystans miedzy czolgami musial
wynosit w chwili strzalu

d=8l+8~=

VI' sin 201 - tJ2 2 sin 2a,
2(V2 sin 0!2 - VI sin al)

i nie zalezy od odlegloici d. Zauwazmy
jeszcze, ze mianownik w powyzszynl
wzorze nie moze znikac'. Gdyby
bowiem tak bylo, to z r6wnan na d

wynikaloby, ze Vl = II" al = a,.
Pociski zderzylyby sie W powietrzu
i warunek zadania nie bylby spelniony.

Rozwiazanie zadania F 80S.
Zaniedbajmy opór powietrza.
W6wczas ruch pocisku wystrzelonego
z pierwszego czolgu jest rzutem
ukoinym z predkoicia, pocza,tkowa,
o akladowycl, (poziomej i pionowej)
Ul + VI C08 al i VI sin al, Ul oznacza
tu predko U pierwszego czolgu. Zatem
czas lotu pocisku i jego zasieg wynosza
odpowiednio

Jaroslaw G6RNICKI
--. ...

440365366367368369 370 371 372 373374 375 376 377378379 380 381 3
l

435360293234183140 105 106 107 108 109 110 111 11 113~2 199 21l4 317 388
436361 294 235 184 141 142 143 144 145 146 147 148 149 15 151 98 253 316 387..

437 362 295 236 185 186 187 188 189 190 191 192 193 194 195 19 19

438 363 296 237 238 239 240 241 242 243 244 245 246 247248 249 2

439 364 297298 299300 301 302 303 304 305 306307308 309 310 311 3
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Metoda portretów fazowych
/

Krzysztof MASLANKA
Teoria równan rózniczkowych dawno juz awansowala
do rangi samodzielnej i solidnej dyscypliny
matematycznej, a zajmuja.cy sie nia z pewnoscia
nigdy nie narazi sie na zarzut, ze jego przedmiot
jest niemodny. Z praktycznego punktu widzenia
wazna jest tu nietrywialna odpowiedniosc, jaka
niewatpliwie zachodzi miedzy (niektórymi)
równaniami rózniczkowymi a prawami fizyki lub,
bardziej wzniosle, prawami natury. Jest w tym jakies
odbicie pelnej glebokiej tresci uwagi amerykanskiego
fizyka wegierskiego pochodzenia, Eugene'a Wignera,
który mówil o niepojetej skutecznosci matematyki
w opisie rzeczywistosci.

Wspomniana odpowiedniosc: równanie rózn~'czkowe 

prawo fizyki nie jest bynajmniej jakims eleganckim,
wzajemnie jednoznacznym przyporzadkowaniem.
Nie kazde równanie musi koniecznie opisywac jakas
rzeczywistosc. Z kolei pewne równania zawsze mialy
wielkie powodzenie: po prostej zmianie nazw swych
wspólczynników moga przydac sie do opisu zupelnie
nowych zjawisk.

Z czysto praktycznego punktu widzenia, na kims,
kto otrzymal jakies równanie rózniczkowe wraz
z bezdusznym rozkazem "do ro2!wiazania", robi'
ono zwykle wrazenie mniej lub bardziej perfidnie
zaprojektowanej szkatulki bez klucza, w której wnetrzu
ukryto cala rodzine rozwiazan.

Wyobrazmy sobie zatem dosc typowy scenariusz.
Oto wyrachowany Praktyk (Fizyk lub Intynier),
otrzymawszy w wyniku swych badan pewne równanie
rózniczkowe próbuje jakos wydlubac chocby jedno
rozwiazanie scisle i na tej podstawie powiedziec cos
o upragnionej interpretacji fizycznej. Na poczatek
siega do jakiejs autorytatywnej monografii,
np. Teorii równan rózm'czkowych Arnolda, przez co
wyraznie poglebia swe rozeznanie w temacie, ale nie
posuwa naprzód sprawy rozwiazania. Bleganckie
i wyrafinowane paragrafy Analizy Maurina poglebiaja
tylko stan przygnebienia.

Mruczac pod nosem jakies niewybredne uwagi na
temat poziomu wyksztalcenia, jakie mu zaaplikowano
w przeszlosci, nasz Praktyk postanawia zwrócic sie do
znajomych Matematyków: sa w koncu specjalistami,
niech rusz.a glowa.. Pierwszy lepszy ze spotkanych
uprzejmie wymawia sie (ja jestem Probabilista), drugi
obiecuje popytac znajomych, którzy udowodnia., ze
rozwiazania istnieja, kolejny wreszcie roztacza wizje
starej i eleganckiej teorii grup Liego, pozwalajacej,
w oparciu o pojecie symetrii, skutecznie i radykalnie
upraszczac równania, redukujac ich stopien oraz liczbe,
a nawet ... rozwiazac scisle. Nasz Praktyk, nie wierzac
wlasnym uszom, drzacym glosem zapytuje o szczególy
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tak niezwyklej metody, wychwalajac w duchu geniusz
wielkiego Liego. Okazuje sie, ze równanie musi
byc symetryczne, czyli "niezmiennicze wzgledem
jakiejs grupy ciaglej". Jednak usilne przygladanie
sie badanemu r.ównaniu dowodzi, ze nie raczy ono
wykazywac sladów jakiejkolwiek symetrii.

Doznawszy takiego zawodu Praktyk niekiedy
wstydliwie grzebie jeszcze po zbiorze Kamkego,
gdzie zgromadzono, na wszelki wypadek, kilkaset
szczególnych równan i ich rozwiazan. Niestety!
Tego jednego akurat nie ma. Wtedy, w sama pore,
przychodzi zyczliwa wiadomosc od znajomego
Informatyka: komputery, za pomoca specjalnych
jezyków symbolicznych, rozwiazuja ogólnie równania
rózniczkowe! 'Ozywiony na nowo nadzieja Praktyk
zabiera sie do nauki odpowiedniego muMATHa czy
innego REDUCE'a. Na to wszystko (oraz mnóstwo
innych madrosci co do systemu komputera) schodzi
mu pól miesiaca i po tym czasie juz wie, ze komputer
znajdzie mu rozwiazanie równania dla oscylatora
harmonicznego, ale po zadaniu jego wlasnego
przypadku kaze czekac: godzine,' dobe, tydzien ... ;
slowem udaje, ze "sie zawiesil". Co w tym czasie
robi - tego nie wie nikt. Gdy wiec i to nie pomaga,
pelen zrezygnowania i desperacji Praktyk zasiada sam
do pisania programu komputerowego, który, by sobie
poprawic humor, nazywa "kodem numerycznym". Ten
ostatni, oczywiscie, najpierw "nie chodzi" , potem daje
jakies, nie budzace zaufania, tabelki liczb, bardzo
ladnie skaczace po ekranie komputera, z których
jednak niewiele wynika. Nieslawny final calego
zmagania (przeprowadzany juz w scislej tajemnicy)
polega na skorzystaniu z gotowego podprogramu
napisanego przez fachowców. Na pocieszenie mozna
tym razem stosowne liczby wykreslic w efektownej
ramce, która pieknie wyrysuje najnbwszy program
graficzny niedawno potajemnie ·skopiowany na
Zachodzie i zainstalowany przez zadowolonego z siebie
Informatyka.

Czy w tej sytuacji nie mozna bylo od razu tak
postapic? Oczywiscie, ze tak i wielu czyni, to bez
szczególnego zazenowania. U pozostalej, niezbyt
licznej, czesci pozostaje jednak odrobina zalu.
Znalezienie scislego r()zwiazania jakichs szczególnie
slawnych, zwykle wygladajacych dosyc niewinnie,
a w istocie beznadziejnie skomplikowanych i zlos1iwych
równan, to sprawa warta wysilku. Mozna wtedy
zasiasc do pisania krótkiego preprintu pt. Nowe scisle
rozwiazanie ... , majac przy tym, gleboko skrywana,
nadzieje, ze ta szczególna kombinacja jakichs sinusów
czy logarytmów - ozdobiona szlachetnym nazwiskiem
szczesliwego szperacza - trafi do monumentalnego
Katalogu scislych rozwiazan.



Niekiedy jednak jest jeszcze i jedno, nawet jesli nie
eleganckie, to z pewno~cia nadzwyczaj honorowe,
wyjscie z tej przykrej sytuacji. Od kilkunastu dobrych
juz lat stosuja je m.in. kosmologowie. Kosmolog
to dosc pokraczne stworzenie bedace (sa chlubne
wyjatki, ale autor nie nalezy do nich) skrzyzowaniem
niedouczonego fizyka, matematyka-amatora,
a na dodatek jeszcze i takiego astronoma, który
niespecjalnie wie, z której strony patrzec do lunety.

Kosmologowie na co dzien s-tykaja sie
z najpotworniejszym przypadkiem ukladu nieJiniowych
równan rózniczkowych, jaki zna fizyka, równan
Einsteina (kilkanascie tysiecy róznych czlonów
w ogólnym przypadku) i nic dziwnego, ze szczególnie
upodobali sobie pewna dosc dowcipna metode. Jak
ja najkrócej okreslic? Powrócmy do porównania
równania rózniczkowego do szkatulki bez klucza.
O normalnym otwarciu nie ma mowy (oznaczaloby
to znalezienie kompletu wszystkich rozwiazan), a na
wyciaganie pojedynczych, przypadkowych rozwiazan
rozmaitymi dorywczymi sztuczkami mozna stracic
wiekszosc zycia; dlaczego wiec nie zajrzec przez
dziurke od klucza i obejrzec - niejako nie dotykajac
- wszystkie rozwiazania?

Po tym przegadanym wstepie pora na przyklad,
który powinien dopelnic reklamy metody. Rozwazmy
równanie (jedno z równan pola Einsteina):

gdzie A, B, C sa stalymi, a H jest szukana funkcja
czasu t, która opisuje szybkosc rozszerzania sie
Wszechswiata; pustego, ale zdominowanego przez
wszechobecny szum kwantowy, pochodzacy od róznych

pól fizycznych. (Konkretne wartosci wspólczynników
A, B, C zaleza od ilosci i rodzajów tych pól, samo C
zalezy ponadto od dosc tajemniczej wielkosci, stalej
kosmologicznej, która reprezentqje energie prózni.)
Kazda funkcja H(t), spelniajaca powyzsze równanie,
to jakis (kwantowy) model Wszechswiata.

Nie ma tu, niestety, miejsca, by w sposób
odpowiedzialny i uczciwy przedstawic wszystkie
argumenty fizyczne prowadzace do konstrukcji
tego równania; zajmuja one caly dlugi 'rozdzial
w monografii P. C. W. Daviesa Pola kwantowe

w czasoprzestrzeniach zakrzywionych i, prawde
mówiac, nie wszystkie one sa równie przekonujace
i jas!le. Wazne jest tu nie samo równanie, ale przykry
fakt, ze nie jest ono szczególnie estetyczne, czyli,
z punktu widzenia teorii grup -:-symetryczne. I nic
w tym dziwnego: szczególna symetria równania
oznacza zawsze znaczna nadmiarowosc, a stad 
mozliwosc uproszczen.

Dokonujac podstawienia

dH -l
~= H, Y = dt ' dr = x dt,

dostajemy uklad równan
dx
dr = xy,

dy 1

dr = Ax4 - Bx2 + 2(y2 - <;>x2y) + C,

w ktÓrym x oraz y sa funkcjami r, (nowe.go)
parametru typu czasu. Obecnie, w naturalny sposób,
za model kosmologiczny uwazamy pare funkcji
x(r), y(r), spelniajaca uklad (*). Para taka ma
prosta interpretacje geometryczna: jest to krzywa
na plaszczyznie xy, której punkty numerowane sa

Deformacja nieskonczonej szachownicy do kola Poincarego przypomina odwzorowanie obiektywem "rybie oko" o kacie widzenia 1800 ••

Graniczny okrag jednostkowy to obraz "widnokregu" wyjsciowej plaszczyzny.

/
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parametrem T. Uklad wszystkich takich krzywych
lezacych na calej plaszczyznie - to obraz wszystkich
rozwiazan wyjsciowego równania.

Rzecz teraz w tym, by spojrzec na cala 'te plaszczyzne
w sposób globalny. W tym celu wygodnie jest dokonac
transformacji zwanej kompaktyfikacja plaszczyzny
(uzwarceniem). Transformacja ta (zaproponowana
przez Poincarego) przeprowadza cala plaszczyzne
w kolo zgodnie z regula:

punkt plaszczyzny (x, y) --+ punkt kola'(e, '7).

Konkretnie

x y

e= a+R' '7= a+R' (R==IRI),
gdzie a jest dowolna. dodatnia stala, natomiast
R== (x, y) jest wektorem na wyjsciowej plaszczyznie,
r == (e, '7) opisuje punkty kola. Widac, ze gdy
R --+ 00, wtedy r dazy do brzegu kola. Caly
zabieg przypomina wynik dzialania szerokokatnego
obiektywu zWanego wsród fotoamatorów "rybim
okiem". Patrzac z góry przez taki obiektyw (o kacie
widzenia 180°) na nieskonczona szachownice dostajemy
nastepujacy obraz calej plaszczyzny "sciagnietej" do
kola jednostkowego: lezacy w nieskonczonej odleglosci
"widnokrag" przechodzi w okrag jednostkowy.

W ten sposób powstanie graficzny portret badanego
równania, bowiem wraz z punktami plaszczyzny takze
i w~zystkie krzywe calkowe, tj. rozwiazania (*) uloza
sie wewnatrz kola. Kazda z nich ulegnie deformacji,
ale jakosciowo nic sie nie zmierii; w kazdym razie
nic, co istotne, np. topologia ukladu krzywych.
W szczególnosci nie zmieni sie charakter tzw. punktów
krytycznych, w których krzywe moga sie schodzic.
Okazuje sie, ze wlasnie te punkty - ich rodzaj,
ilosc i rozmieszczenie - jednoznacznie okreslaja
topologie calej sieci rozwiazan. Patrzac na te siec
wszystkich krzywych na kole Poincarego (uzywa
sie tez nazwy plaszczyzna fazowa) mozemy bez
trudu (i bez zadnych calkowan!) wskazac rózne
typy kwantowych modeli Wszechswiata, nieomal
"policzyc" je, podzielic na klasy jakosciowo róznych
zachowan, odpowiedziec na pytanie, które z nich sa
typowe, a które wyjatkowe. Wybierajac dowolny
(nie krytyczny) punkt, a nastepnie poruszajac sie
wzdluz jakiejs szczególnej krzywej mozemy w sposób
jakosciowy odtworzyc zachowanie sie wybranego
rozwiazania, w szczególnosci skad (z jakiego punktu
krytycznego) przybywa i dokad zmierza. Inaczej
mówiac, taki zwarty i oszczedny obrazek zawiera
cala istotna informacje o, skadinad beznadziejnym,
równaniu oraz o, ukrytej w tym równaniu, istocie
fizycznego modelu.

Rozwiazania ukladu równan (*) na fragmencie plaszczyzny or~z ich komplet na kole Poincarego (dla pewnych konkretnych wartosci
'stalych A, B, C). Praktyczna konstrukcja jest nastepujaca. Wybierzmy dowolny punkt o wspólrzednych (xo, 110)' Podstawiajac te
wartosci do prawych stron (*) dostajemy pochodne dx/dr, dll/dr w tym punkcie. Pochodne te pozwola nam, za pomoca rozwiniecia
Taylora, znalezc nieskonczenie bliski punkt (Xl, IId na krzywej-rozwiazaniu jako .

dx
Xl Rl Xo + -t!lr,dr

dll
111 Rlllo + -t!lrdr

gdzie t!lr jest malym przyrostem parametru r. W ten sposób mozemy, z dowolna dokladnoscia, przesledzic cala krzywa, zgodnie
z parametrem r oraz przeciwnie do jego wzrostu - az do jakiegos punktu, w którym pochodne beda sie zerowac. Sam ten punkt to
równiez rozwiazanie (*), choc nieco szczególne: statyczne. Strzalki na kazdej krzywej oznaczaja kierunek wzrostu parametru r.

/

i/,,
I
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Wspólrzedne barycentryczne

Prawie siedem lat temu pisalismy w Delcie (8/1984) o wspólrzednych
barycentrycznych. Jest to wykorzystanie w matematyce pomyslu z dzwigniami, przy
zalozeniu, ze znajdujemy sie w jednorodnym, stalym polu grawitacyjnym.

(1)

Kacik Prac Uczniowskich ukazuje sie
w Delc;e od numeru 3/1988
(z przerwami: Delta 6,12/1988,
1,6,7,8/1989,6/1990 i 1/1991).
Zawiera on propozycje ewentualnych
temat6w na Konkurs Uczniowskich
Prac z Matematyki. Oczywi§cie,
chetnie widzimy takze prace na inne
tematy.

Jesli w punkcie A umiescilismy mase mA, a w punkcie B mase mB, to srodek ciezkosci
tego ukladu wypadnie w takim punkcie P odcinka AB, ze

AP _ mB
BP - mA'

wiadomo: sila razy I\amie. Fizycy twierdza tez, ze sily dzialajace na uklad mozna
zastapic jedna sila (sumaryczna) dzialajaca na srodek ciezkosci. Wierzac im na slowo
mozemy wobec tego dolaczyc jeszcze punkt C (nie lezacy na prostej AB) z masa ma
i bez trudnosci stwierdzic, ze srodek ciezkosci calego ukladu bedzie w takim punkcie Q
odcinka PC, ze

ma
(2)

PQ
CQ mA +mB

Moze troche zdziwic, ze szukajac srodka ciezkosci najpierw dla odcinka np. BC,
a potem dolaczajac A otrzymamy ten sam punkt Q, ale sprawdzenie (prosze je
wykonac) wykaze, ze rzeczywiscie tak bedzie.

Dla tych, którzy sprawdzic nie umieja - metoda nieinteligentna, ale algorytmiczna.
Jesli punkty A, B i C mamy w ukladzie wspólrzednych, to wspólrzedne punktu Q sa
dane przez równosc

(3)

prosze to sprawdzic.

A "mA + B . mB + C . ma
Q = ----------,

mA +mB +ma

A to wyrazenie nie wyróznia juz zadnego z punktów A, B, C.

Jakie punkty moga byc srodkami ciezkosci ukladu A, B, C przy zmieniajacych sie
masach? Dla mas dodatnich otrzymamy wszystkie punkty wnetrza trójkata (skad to
wiadomo?), a dopuszczajac masy zerowe - równiez jego brzegi. No, a masy ujemne?
Mozna przeciez wyobrazic sobie masy jako odwazniki, albo baloniki wypelnione,helem.I co wtedy? Okazuje sie, ze wtedy srodkiem ciezkosci ukladu A, B, C bedzie mógl byc
kazdy punkt plaszczyzny (tez koniecznie nalezy to sprawdzic). Ale jak to zrobic? 
przeciez wszystkie dotychczas przytoczone wzory dotyczyly Jiczb dodatnich.

Jesli jednak powazniej potraktujemy wstepne uwagi o dzwigniach, to wzór (1) przyjmie
postac

---+ ---+
AP . mA = P B . mB ,

który ma sens i dla mas ujemnych (rózne znaki mas odpowiadaja dzwigni
jednostronnej, a jednakowe - dwustronnej). Analogicznie zmieni sie wzór (2).
Ale (co mozna sprawdzic) wzór (3) nie zmieni sie wcale - kazdy punkt X ma takie-->

, same wspólrzedne jak wektor OX.

ozv.'.

Marek KORDOS

aX1 + bX2 + CX3 = O

opisuje (dla chocby jednego wspólczynnika róznego od zera) zbiór punktów
o wspólrzednych barycentrycznych (X1,X2,X3) bedacy prosta. A takze, ze kazda prosta.
ma we wspólrzednych barycentrycznych takie równanie.

A dla ambitnych tematy do samodzielnej pracy: co opisuja równania kwadratowe
(oczywiscie jednorodne), jak znalezc równanie okregu o danym srodku i promieniu?
Itd.

Skoro tak, to mozna ustalic raz na zawsze punkty A, B, C i uznac masy mA, mB i ma
za wspólrzedne ich srodka ciezkosci. Kazdy od razu zauwazy, ze punkt o wspólrzednych
(mA, mB, ma) to ten sam punkt co punkt o wspólrzednych (tmA, tmB, tma) dla
dowolnego t I- O. Tak okreslone wspólrzedne (nazywa sie je barycentrycznymi) sa
jednorodne - proporcjonalne uklady liczb odpowiadaja temu samemu punktowi.
Po dluzszym namysle mozna wyciagnac stad wniosek, ze równania dowolnych tworów
algebraicznych zapisane dla takich wspólrzednych beda równaniami jednorodnymi,
to znaczy, ze kazdy wielomian opisujacy jakas figure bedzie mial wszystkie wyrazy tego
samego stopnia.

Dla tych, których temat zainteresowal, proponuje na poczatek sprawdzenie, ze
równanie

, 6 4 X 10 lU, M ," X 1

Z l.n~1il.Y wYI,liarIlW(J wy! lk'l., Z.

\:n( rbi l gY"!-.Wita.cyjIL\ 111:~' t "/.:('o 10

rr.~du wlClk()sci d,UH\ pl"l,~L

Enf"rg',~ t~\J.i,\ rn )~n"" u7.Yllk",\\( d-f'jJT .1J

01<01084 X h)l' I.Jf'gat II TNT. hk
widac D••rth VaJer nj.yl h-illnk'l
:miliat'lly razy przekrac1. l.P\<':Ci"'")
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przyjac, ze potencjal calego Imp('rillm
byl wiek_7,y o kilka n•••tepuych r7.ed6w
wielkod'ci
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Czolówka ligi zadaniowej
K.1ub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 203 (WT=2,00) i 204 (WT=2,40)

z numeru 6/1990
Adrhl,n L~nIU - Nisko '6,18
Pa.wd Kubit - KroIno 36,'"
Toma.n Gnula.Jr - Kra.k6w 36,.1

Pan Langer: numer 63
w "matematycznym" Klubie 44.

!=44

I, I ,- -
, ,

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwi~an
zadan 105 (WT=3,76) i 106. (WT=2,74)

z numeru 8/1990
L~.zek Motyka. - Kra.k6w 39,13
Pa.w~t P~rirow.kl - Szczt'cln 2$,12
Dzlt'rly.b.w Llpnh.cki - Lublin 2&,46
Andrsej KondracJd - BIa.lYltok -16,31

Klub 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Katdy mote nadsylac' rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n"+ 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac' rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (katde na odd~ielnej kartce), mozna to robic'
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac' w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnogcia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnogci dane~o zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza HUme
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie choc'by
jednego zadania z danego.numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamip zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Termin nadsylania rozwiazan: 30 VI 1991

Zadania z matematyki nr 21'1, 218

Redaguje Marcin E. KUCZMA

217. Wyznaczyc maksymalna. wartosc wyrazenia

(w2 w+ lr+ C2: J 2+ (Y2 : l) 2+ C2: J2 ,
gdy (w, X, y, z) przebiega zbiór wszystkich czwórek liczb dodatnich, takich,
ze w + x + y + z = 2.

218. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza.. Dowiesc, ze jesli n jest liczba. naturalna,
a x = vn nie jest liczba naturalna, to róznica [(x + [x])P] - 2[x] dzieli sie przez 2p.

(Jak zwykle, [t] oznacza najwieksza liczbe calkowita ~ t.)

Zadanie 218 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.

Zadania z fizyki nr 115, 116

Redaguje Jerzy BROJAN

115. Opisac metode pomiaru predkosci pocisku karabinowego z wykorzystaniem
woltomierza, kondensatora, bateryjki, opornika, pasków folii aluminiowej i tasmy
mierniczej lub dlugiej linijki. Nalezy przedstawic schemat obwodu i podac wzór,
z którego mozna obliczyc predkosc pocisku. Jesli woltomierz ma opór 100 kO, to jak
nalezy wybrac wartosci oporu opornika i pojemnosci kondensatora, aby pomiar byl
naj latwiejszy i najdokladniejszy?

116. Sposród róznych stanów polaryzacji faU elektromagnetycznej wyrózniamy
polaryzacje liniowa (gdy pole elektryczne drga wzdluz okreslonej osi prostopadlej
do kierunku fali) i polaryzacje. kolowa (gdy pole elektryczne obraca sie w plaszczyznie
prostopadlej do kierunku fali, nie zmieniajac wartosci). Wykazac, ze mozna wytworzyc
fale spolaryzowana kolowo przepuszczaja,c fale spolaryzowana liniowo przez obracaja,cy
sie polaroid i rozkladajac otrzymana fale na skladowe harmoniczne. Oblicz amplitudy
i czestosci tych skladowych, jesli dana jest amplituda A i czestosc w fali padajacej oraz
predkogc ki\t()wa polar()irlu O.

28 V 1737 r. 'nastapil0 jedyne - jak dotychczas - w ·dziejach astronvlllii teleskopowej
zjawisko, mianowicie zakrycie Merkurego przez Wenus. Zakrycie zaobserwowal jedyny
swiadek, astronom amator John Bevis z obserwatorium w.Greenwich: Nie powinno
to dziwic, bo'Viem pomijajac juz zwykle trudnosci z obserwowaniem Merkurego (nisko
nad horyzontem i w lunie slonecznej) Wenus zakryla go samym poludniowym skrajem
tarczy i z innych obserwatoriów europejskich, jako lezacych bardziej na poludnie niz
Greenwich, zjawiska w ogóle nie daloby sie zobaczyc. Swoje obserwacje John Bevis
opublikowal w Philosophical Transactions, January - February 1741. Mozna tam
przeczytac, ze zakrycie nastapilo 17 V 1737 r., poniewaz Anglia wtedy, jako bardzo
antypapieska, uzywala jeszcze kalendarza julianskiego.
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Oczywiscie, baterie laczymy szeregowo:

Drodzy Czytelnicy!
Jak co miesiac, przyznamy nagrode ksiazkowa dla autora najciekawszej odpowiedzi.

Listy prosimy przysylac pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fizyków, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego, ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa.

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

Korespondencyjny Klub Fizyków
Dzisiaj proponuje Ci, Czytelniku, zadanie szczególne.
Bedzie to

Pomiar temperatury bez termometru.
Co wiecej, bedziemy mierzyli temperature obiektu nie

dotykajac go, a to z dwóch powod6w: po pierwsze - aby
go nie zniszczyc, po drugie - pORiewaz jego temperatura
jest wysoka. Obiektem tym bedzie WLÓKNÓ ZARÓWKI. I

Tak, bierzemy zwykla zarówke sieciowa (na 220 V).
Jej wlókno w czasie normalnej pracy swieci bardzo jasno,

podejrzewamy wiec, ze ma bardzo wysoka temperature.
Ale jaka? Zeby ja okreslic, wystarczy (zrobiwszy pewne

upraszczajace zalozenia) zmierzyc napiecie, przy którym
wlókno zaczyna sie zarzyc. Bedzie to napiecie '( oznaczmy

je Uo) znacznie nizsze, niz nominalne napiecie pracy Un,
wynoszace 220 V. Do pomiarów mozemy uzyc bateryjek
- minimalny komplet to 4 baterie plaskie i 3 okragle (R20

lub R14). Po doswiadczeniach mozna ich uzywac zgodnie
z przeznaczeniem. Najlepiej miec miernik elektryczny,
ale nawet bez niego poradzimy sobie, laczac odpowiednia
liczbe baterii. Poslugujac sie nimi jak odwaznikami
na wadze, okreslimy szukane napiecie z dokladnoscia

do 1,5 V (tyle wynosi napiecie R20 lub R14j bateria plaska
ma 4,5 V). Na przyklad jesli stwierdzimy, ze przy trzech
bateriach plaskich wl6kno jeszcze sie nie zarzy, a dodajac

do tego jedna okragla wywolujemy juz rozzarzenie sie
wlókna, to wiemy, ze szukane minimalne napiecie zarzenia

Uo zawiera sie miedzy 13,5 V a 15 V. Mozemy to tez
zapisac w formie Uo = 14,25 ±O, 75 V.

Jak to wszystko polaczyc, zeby sie nie rozsypalo? Mysle, ze
sobie, Czytelniku, poradzisz. A teraz problem zasadniczy:

Zrobilitimypomiar, a gdzie temperatura?
To jest teoretyczna czesc zadania, która Cie czeka.
Aby nie byla ona zbyt trudna, poczynimy pewne
zalozenia upraszczajace. Otrzymany wynik bedzie niezbyt
dokladnym przyblizeniem, ale chodzi tu przede wszystkim
o· zasade pomiaru. A oto zalozenia:
1.. Wlókno wolframowe zarówki jest cialem doskonale
czarnym, a wiec moc wysylanego przez nie promieniowania
wynosi: P = uT4., gdzie u jest stala, a T - temperatura
w kelwinach (aby ja otrzymac, nalezy do temperatury
w stopniach Celsjusza dodac 273,2°).
2., Temperatura, w której zauwazamy zar wynosi, 500° C.
3. Calkowita moc pradu wydzielana we wlóknie jest
oddawana w postaci promieniowania (zaniedbujemy
przewodzenie ciepla i konwekcje wewnatrz zarówki).
4. Opór wolframu jest proporcjonalny do temperatury
bezwzglednej (w kelwinach).
5. Promieniowanie cieplne od otoczenia pochlaniane przez
wlókno mozna zaniedbac.

Uzbrojeni w te zalozenia mozemy wyznaczyc temperature
normalnej pracy zarówki (przy napieciu 220 V).

_Powodzenia!

Redaguje Jan GAJ

__ Zadania
Redaguje Michal WOJCIECHO WSKI.

M 592. Na stole lezy 100 chodzacych zegarków. Udowodnic, ze w pewnej chwili suma
odleglosci od srodka stolu do konców minutowych wskazówek jest nie mniejsza od sumy
odleglosci od srodka stolu do srodków zegarków.
Hozwiazanie na str. 8

M 598. Kazdemu z wierzcholków pietnastokata foremnego przyporza,dkowano
liczbe 1 lub -1. Przeksztalcamy uklad liczb zmieniajac znaki tych liczb, które sa
przyporza,dkowane wierzcholkom jakiegos wielokata foremnego (trójkat, pieciokat,
pietnastoka,t). Czy w wyniku takich przeksztalcen za\ysze mozna dojsc do ukladu
zlozonego z samych jedynek?
Hozwiazanie na. str. 6

M 594. Mamy piec takich odcinków, ze z kazdych trzech sposród nich mozna
zbudowac trójkat. Wykazac, ze z pewnych trzech mozna zbudowac trójkat ostrokatny.
Rozwiazanie na str. 10 .

Redaguje Pawel KRA WCZYK

F 802. W filmie ,;Wojny Gwiezdne" Darth Vader, dowodzacy okretem kosmicznym
Imperium Zla, calkowicie zniszczyl planete Alderaan. Korzystajac z tej informacji
i zakladajac, ze Alderaan byl planeta typu ziemskiego, oszacowac potencjal militarny
Imperium (w megatonach TNT) ..
Hozwiazanie na str. 14

F 308. Dwa wrogie czolgi zblizaja sie kursem na zderzenie czolowe. W pewnym
momencie zalogi obydwu czolgów oddaja, jednoc:l;esne strzaly w kierunku przeciwnika.
Z;tkladajac, ze predkosci pocisków (wzgledem czolgów) wynosily Vl i V2, lufy zas byly
lI;tchylone do poziomu odpowiednio pod katami Ql i Q2 oraz przyjmujac, ze obydwa
strzaly byly celne, znalezc wzgledna predkosc czolgów.
Rozwiazanie na str.-lO ., ,
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Patrz w niebo

Jak sporzadzic mape gwiazdy, skoro kazda widzimy jedynie jako punkt? Ten
beznadziejny, zdawaloby sie, problem zostal jednak pozytywnie rozwiazany - powstala
technika zwana dopplerowska technika obrazowa, której idee pokrótce przesledzimy.

Co to w ogóle jest mapa gwiazdy? - nie ma tam przeciez ladów i mórz. Rozumiemy

pod' ta na~wa obraz rozkladu róznych pierwiastków na ,Powierzchni gwiazdy. Jest
on,. co prawda, zmienny (jak np. rozklad plam na Sloncu), ale dosc powoli, wiec
praktycznie mozna go uznac za. niezmienny w ciagu wielu dni. Plama bedziemy
nazywac maly obszar powierzchni gwiazdy o podwyzszonej zawartajci jakiegos
dowolnego pierwiastka.

Wyobrazmy sobie gwiazde z jedna tylko mala plama, Linie widmowe tej plamy beda
widoczne, oczywiscie, tylko wtedy, gdy znajdzie sie ona na widocznej z Ziemi pólkuli
gwiazdy. Suma okresu widocznosci i niewidocznosci plamy jest równa okresowi obrotu
gwiazdy. Malo prawdopodobne jest, by te dwa okresy s~ladowe byly jednakowe, a jezeli
sa niejednakowe, to znaczy, ze gwiazde widac w pozycji niczym nie wyróznionej i ze
plama lezy gdzies miedzy równikiem a biegunem gwiazdy. Jak wyznaczyc kat miedzy
osia gwiazdy a promieniem widzenia oraz "szerokosc geograficzna" plamy?

Otóz, plama pojawiajac sie na skraju tarczy gwiazdy zbliza sie do obserwatora,
czyli ma ujemna predkosc radialna. Predkosc ta nastepnie maleje co do wartosci
bezwzglednej, jeszcze pózniej rosnie i wreszcie plama znika oddalajac sie stale od
obserwatora. Caly przebieg predkosci radialnej mozna wyznaczyc z obserwacji
dopplerowskich przesuniec linii widmowych plamy. Ale znajac typ widmowy. gwiazdy
i jej okres obrotu mozna okreslic jej promien i odtworzyc teoretycznie przebieg
predkosci radialnej plamy przy zadanej jej "szerokosci geograficznej" i przy zadanym
ustawieniu osi obrotu gwiazdy. Nalezy wiec tak dlugo zonglowac tymi dwoma
parametrami, az teoretyczny przebieg predkosci radialnej zgodzi sie z obserwowanym
- dwa parametry mamy w ten sposób wyznaczone.

Latwo przewidziec, ze w rzeczywistosci wszystko jest duzo bardziej skomplikowane,
bo rozklad pierwiastków na powierzchni gwiazdy nigdy nie jest tak wzorcowo
prosty. Zawsze linia widmowa czegokolwiek pochodzi od wielu obszarów, z których
jedne zblizaja sie, a inne oddalaja od obserwatora, linia ulega wiec w zawily sposób
poszerzeniu zmiennemu w czasie, ale daje sie to - oczywiscie do pewnych granic 
rozwiklac, nie daje sie tylko tego tak "na palcach" przedstawic. Wynik, czyli mape
gwiazdy, uzyskuje sie po wykonaniu ogromnych rachunków, co jest obecnie wykonalne
dzieki zastosowaniu komputerów. Mapy takie nie dorównuja, oczywiscie, ostroscia
zdjeciom np. Slonca, nie zapominajmy jednak, ze sa to przeciez mapy punktów!
Na tylnej okladce prezentujemy mapy "zaplamionych" gwiazd.

Tomasz KWAST

o MECE UCZNIA

(któremu zadano napisanie wiersza barokowego)

Latwiej wielbladowi przez igielne ucho
Przejsc, a smiertelnemu morze stopa sucha,
Latwiej skonstruowac perpetuum mobile,
Cofanie sie czasu spowodowac na chwile,
Sila woli wstrzymac swobodne spadanie,
Dekretem zawiesic prawa zachowania,
Ujrzec czwarty wymiar realnego swiata,
Dowiesc wielkiego twierdzenia Fermata,
Kwadratury kola dokonac na lekcji,
Cyrklem i linijka kata trysekcji,
Latwiej bezze bnemu przezuc pryzme tlucznia,
Nizli poloniscie pojac meke ucznia.

Pawel Sikora, 1988

Wiersz powstal w III klasie liceum nie wywolujac entuzjazmu nauczyciela. Autor
zgodzil sie na jego publikacje w "pierwszym obiegu" dopiero po szczesliwym
zdaniu matury.
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