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A jednak czarne!

Anna LISSOWSKA

Sprawdz wymiary!
Jan KALINOWSKI

Czy jednak mozna zadbac o to, aby czarny Król spacerowal po polach
f7 i f8? Czyli, innymi slowy, czy mozna zadbac o to, aby Skoczek
nie zmusil czarnego Króla do ruchu na inne pole? Mozna. Wystarczy,
aby pierwszy ruch czarny Król wykonal na pole takiego samego koloru
co kolor, na którym stoi Skoczek, czyli, w tym przypadku, na pole czarne
1 ... K f8. Wówczas po kazdym ruchu Skoczka bedzie sie on znajdowal na

polu przeciwnego koloru niz kolor pola, na którym stoi czarny Król, a wiec
Skoczek nie bedzie nigdy szachowal tego drugiego pola, na które zamierza

sie ruszyc czarny Król. Gdyby jednak niefortunnie czarny Król wykonal

pierwszy ruch 1 ... K f7, to biale moglyby juz dac mu mata (jak?).

W artykule Eugeniusza Szumakowicza pt. Matematyka i gra w szachy

(Delta 4/1991) zostalo postawione nastepujace zadanie:
Skomponowac zadanie szachowe niekonwencjonalnego typu: uklad figur

i pionów bialych i czarnych jest symetryczny wzgledem linii poziomo

polowiacej szachownice; temat: biale zaczynaja - czarne wygrywaja!

obcdefgh

Rys. 3. Czarne zaczynaja i remisuja.

Ten okrzyk czesto rozlega sie na lekcjach
fizyki. Czy warto sprawdzac wymiary?
Przeciez na lekcjach matematyki, gdzie
tez rozwiazuje sie mnóstwo zadan, czegos

takiego sie nie robi. Otóz warto. Z kilku
powodów. W fizyce mamy do czynienia
z wieloma wielkosciami fizycznymi,
mierzonymi w róznych jednostkach.
Nie mozna porównywac wielkosci
mierzonych w róznych jednostkach,

tak jak nie mozna porównywac jablek
i gruszek. Jesli szukana wielkoscia

w jakims problemie jest na przyklad

predkosc, a w wyniku dostajemy kg/s,
to wiadomo, ze zrobilismy blad w naszych
obliczeniach. Sprawdzenie wymiarów
pozwala zorientowac sie bardzo szybko,
czy otrzymany wynik moze byc sensowny.

Jesli wymiary sie zgadzaja, warto dopiero
wtedy obliczyc wartosc numeryczna.

Idea analizy wymiarowej pochodzi od
Fouriera. Jean Fourier jest, oczywiscie,

najbardziej znany jako ,twórca analizy
fourierowskiej, wprowadzone'; w pracy
Analityczna teoria ciepla i opublikowanej
po raz pierwszy w 1822 r. w Paryzu. W tej
samej pracy Fourier wprowadzil tez analize

wymiarowa. Byl chyba pierwszym, który

tak otwarcie napisal, ze kazda wielkosc
fizyczna "ma swój wlasny wymiar i wyrazy

w tym samym równaniu nie moga byc
porównywane, jesli nie maja tej samej
potegi wymiaru". Fourier pisal wprost,
ze wprowadzil pojecie wymiaru, aby
sprawdzac wyniki obliczen.

Analiza wymiarów pozwala nie tylko
na sprawdzenie rachunków . Dzieki niej
mozna znalezc sposób na zapamietanie
róznych formulek, a nawet na ich

wyprowadzanie. Na tym naprawde polega
sila analizy wymiarowej. Na podstawie
uwaznej analizy wymiarów wielkosci
fizycznych, majacych wplyw na badane

zjawisko, mozna czasem zgadnac formule
matematyczna opisujaca to zjawisko.
Rozpatrzmy dwa przyklady: pierwszy
- bardzo prosty i drugi - bardziej
skomplikowany.

Wezmy pod uwage wahadlo matematyczne:
punkt materialny o masie m zawieszony
na nierozciagliwej nici o dlugosci l. Jest
to, oczywiscie, model matematyczny
fizycznego wahadla, gdzie zaniedbujemy
rozmiary ciala zawieszonego na nici. Jesli

zgodzimy sie na taki model, to tarcie
powietrza pomijamy i ruch wahadla moze

zalezec jedynie od masy, dlugosci nici
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Rys. 1. Biale zaczynaja i przegrywaja.

Rys. 2. Biale zaczynaja i przegrywaja.
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A oto elementarne rozwiazanie tego problemu.

1. b3 - b4 (jedyny mozliwy ruch
na szachownicy), a5 : b4

2. a4 - a5 (j.w.), b4 - b3
3'. a5 -.a6, b3 - b2 4'. a6 - a7,
b2 - b1 Hetman i mat

3". a5 : b6, b3 - b2 4". b6 - b7,
b2 - b1 Hetman i mat .

Na zakonczenie podajmy jeszcze
jedno zadanie o "matematycznym"

rozwiazaniu. Chociaz czarne maja
figure i piona mniej, to wywalcza
remis, jezeli czarny Król caly
czas bedzie poruszal sie tam

i z powrotem po polach f7

i f8. Wtedy bowiem bialy Król

bedzie blokowany i nie ruszy sie
z pola h8, samym zas Skoczkiem
nie damy mata.

Niewielka modyfikacja konfiguracji

pionków na szachownicy (rys. 2)
prowadzi do innego rozwiazania.
Rozwiazanie to jest o tyle

interesujace, ze ma w pewnym
sensie charakter matematyczny.
Mianowicie, mozna podac
algorytm gwarantujacy czarnym
zwyciestwo. Algorytm jest
nastepujacy: biale moga sie ruszac
jedynie pionkami stojacymi na
liniach a i b. Na kazdy ruch
bialych czarne odpowiadaja
ruchem symetrycznym, chyba
ze maja mozliwosc bicia - wtedy
bija. Dalej prosto do Hetmana

i mata - tak jak w poprzednim
rozwiazaniu.
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Krok po kroku
Waldemar POMPE

B'

k

Rozwiazanie. Niech AB'
bedzie srednica okregu o.
Prosta B' C przecina
styczna k w punkcie D.
Trójkaty ADC i B' D A sa
podobne (LADC = LADB',
LB' AD = LACD), wiec
LCAD = LAB'C = LABC.

Na 32 Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej pojawilo sie
nastepujace
ZADANIE. Niech P bedzie dowolnym punktem wewnatrz
trójkata ABC. Wykazac, ze co najmniej jeden z katów P AB, P BC,
PC A jest mniejszy lub równy 30° .

Zanim udowodnimy to twierdzenie, rozwiazmy kilka zadan.

Zadanie 1. Punkt B jest srodkiem odcinka AC, punkt C jest
srodkiem okregu o promieniu BC. Prosta k przechodzi przez
punkt A i jest styczna do tego okregu w punkcie D. Znalezc
rozwartosc kata DAC.
(Zadanie to pochodzi z egzaminu wstepnego do klasy matematycznej
IX LO im. K. Hoffmanowej w Warszawie z 1989 r.)

Rozwiazanie. Narysujmy
okrag o o srodku w punkcie B
i promieniu BC. Poniewaz
trójkat ADC jest prostokatny,
a AB = BC, wiec okrag o
przechodzi przez punkty A, C, A

D. A zatem BD = BC = CD,
skad wynika, ze trójkat BC D
jest równoboczny. A wiec
LDAC = 90° - LBCD = 90° - 60° = 30°.

Zadanie 2. Dany jest taki trójkat ACD, ze AC = 2CD. Wykazac,
ze LCAD ::; 30°.

Rozwiazanie. Oznaczmy
przez a kat DAC. Narysujmy
okrag o o srodku w punkcie C
i promieniu C D. Niech B k

bedzie punktem przeciecia
odcinka AC z okregiem o.
Poniewaz AC = 2CD, wiec
AB = BC. Niech AD' bedzie
styczna do okregu o, gdzie D' A

jest takim punktem okregu o,
ze pólproste AD' i AD leza po
tej samej stronie prostej AC.
Wówczas na mocy zadania 1mamy a = LCAD::; LCAD' = 30°.

Zadanie 3. Niech k bedzie styczna do okregu o w punkcie A,
AC zas dowolna cieciwa tego okregu. Dowiesc, ze kat ostry miedzy
styczna k a cieciwa AC jest równy katowi ABC, gdzie B jest
dowolnym punktem wiekszego z luków AC okregu o. (W przypadku,
gdy AC jest srednica okregu o, nie ma czego dowodzic.)

Ru.ch cieczy lepkiej opisywany jest
równaniami Naviera-Stokesa, których
w ogólnym przypadku nie potrafimy
rozwiazac. Zastosujmy wiec analize
wymiarowa. Mamy do dyspozycji szesc
wielkosci: F, l, p, Jl, g i v. Moze warto
wytlumaczyc, dlaczego nie rozpatrujemy
masy statku jako niezaleznej wielkosci
fizycznej. Otóz, zgodnie z prawem
Archimedesa masa statku jest równa masie
wypartej cieczy, a to z kolei jest rzedu pl3.

Drugi przyklad, który rozpatrzymy. jest
bardziej skomplikowany. Rozwazmy
problem oporu cieczy lepkiej dzialajacej
na plynacy statek. Jakie wielkosci
fizyczne moga miec wplyw na sile oporu?
Intuicja (doswiadczenie) podpowiada
nam, ze sila'oporu moze zalezec od wielu
czynników. Spróbujmy ograniczyc sie do
najwazniejszych (budujemy wiec model
matematyczny): sila oporu F (kg'm/s2),
predkosc statku v (m/s), rozmiary
statku l (m), wspólczynnik lepkosci cieczy
Jl (kg/(m's)), gestosc cieczy p (kg/m3),

przyspieszenie ziemskie g (m/s2).
W nawiasach podalismy wymiary
(jednostki). W naszych rozwazaniach
pominiemy napiecie powierzchniowe
cieczy, predkosc wiatru, wielkosc fal
na powierzchni cieczy itp. Oznacza to,
ze otrzymane wyniki nie beda stosowac
sie do ruchu owadów slizgajacych sie
po powierzchni cieczy, zaglówek, ruchu
statków w czasie silnych sztormów itp.
Pomijamy tez detale budowy statku
wprowadzajac tylko jeden parametr
charakteryzujacy jego rozmiary,
to znaczy naszym statkiem bedzie kula
o promieniu l.

T"'{{,V g -
a wiec okres nie moze zalezec od masy
wahadla, gdyz nie ma jak pozbyc
sie kilogramów! Oczywiscie, analiza
wymiarowa nie pozwala na znalezienie
bezwymiarowego wspólczynnika
proporcjonalnosci w powyzszym wzorze.
Mozna go znalezc wykonujac, na przyklad,
pomiar okresu wahan dla wahadla
o zadanej dlugosci w miejscu o znanej
wartosci g. W ogólnosci zalezy on od
poczatkowego kata odchylenia wahadla
(tez wielkosc bezwymiarowa, a wiec nie
poddajaca sie analizie wymiarowej).
Dla malych wahan wahadla wspólczynnik
ten wynosi 211".

i przyspieszenia ziemskiego g. Zapytajmy
sie o okres wahan wahadla. Wielkosc
o wymiarze czasu mozna dostac tylko na
jeden sposób
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Zadanie 4. Dowiesc, ze wewnatrz dowolnego trójkata ABC istnieje
taki punkt P, ze LPAB = LPBC = LPCA.

Analiza wymiarowa mówi nam,
ze bezwymiarowy wspólczynnik oporu
czolowego CD musi byc pewna funkcja
dwóch pozostalych bezwymiarowych
wielkosci, to znaczy

F

CD = ~12'pv

R = vIp,
p.

v2NF=-.
19

Oczywiscie, dowolna ich kombinacja
tez jest bezwymiarowa, ale wybralismy
je tak, gdyz kazda z nich wiaze sie
z inna cecha badanego problemu. Stala.
Reynoldsa R zwiazana jest z lepkoscia
cieczy p., stala Froude'a NF wiaze
sily bezwladnosci (rv mv 2 / l) z silami
ciezkosci (rv mg) w przeplywie cieczy.
Charakteryzuje, na przyklad, fale
i zawirowania na powierzchni cieczy
spowodowane ruchem statku. W koncu
wspólczynnik oporu czolowego CD nie
zalezy ani od p., ani od g.

Zauwazmy, ze mamy jedynie trzy
pqdstawowe jednostki: kilogram,
metr i sekunde, w których mierzy sie
szesc wielkosci. A wiec jedynie trzy
bezwymiarowe ich kombinacje moga byc
niezalezne. Wybierzmy je w nastepujacy
sposób:

CD = J(R,NF).

Zalózmy w koncu, ze efekt fal tworzonych
na powierzchni cieczy przez plynacy
statek jest zaniedbywalny (krancowym
pn1ykladem bedzie okret podwodny).
Wówczas stala g, odpowiedzialna za fale na
wodzie, nie powinna wejsc do rozwiazania,
a wiec stala Froude'a w powyzszym
wzorze moze byc pominieta. W jezyku
wyjsciowych wielkosci wymiarowych
dostajemy wiec ostateczny wzór na sile
oporu

(*) F=pv2z2J(vlp/p.).

W tym momencie mozna powiedziec:
no dobrze, ale przeciez nie znamy
funkcji J, wiec jaki jest pozytek
z otrzymanego wyniku? Zeby zrozumiec
korzysc z naszych rozwazan, zauwazmy,
ze jeJli odlozyc na wykresie wartosc sily F
w zaleznosci od dlugosci l, to otrzymamy
wiele róznych krzywych dla róznych
ciepzy, z których nic ciekawego nie da sie
odczytac. Jesli natomiast odlozyc CD

w zaleznosci od R, to wszystkie punkty
powinny ulozyc sie na jednej krzywej
dla róznych cieczy i róznych rozmiarów
statków!

Rozwiazanie. Opiszmy
okrag ° na trójkacie ABP.
PoniewaZ trójkat ABC
jest równoramienny oraz
LPAB = LPBC, wiec
LP AC = LP BA. A zatem
okrag ° jest styczny
do prostych AC i BC
odpowiednio w punktach A
i B (zadanie 3). Niech D
bedzie punktem przeciecia
prostej C P z okregiem 0,
przy czym D =1= P. Wówczas
LACP == LPAB = LPDB. Tak
wiec prosta AC jest równolegla
do prostej BD. Niech C' bedzie
takim punktem prostej AC,
ze AC = AC' i C =1= C'. D

Symetralna odcinka CC' przechodzi przez punkt A, jest
srednica okregu ° oraz symetralna odcinka BD, z czego
wynika, ze AC' = C' D. A zatem trójkat CDC' jest takim
trójkatem, w którym 2C' D = CC', skad na mocy zadania 2
a = LPCA = LC'CD $ 300•

Rozwiazanie. Narysujmy
okrag 01, który przechodzi
przez punkt A i jest styczny
do prostej Be w punkcie B
oraz okrag 02 przechodzacy
przez punkt B i styczny do
prostej AC w punkcie C.
Okrag 02 przechodzi przez
dwa rózne punkty prostej BC,
wiec nie moze byc do niej
styczny, a zatem nie moze
tez byc styczny do okregu 01.
Tak wiec 01 i 02 oprócz
wspólnego punktu B maja
jeszcze jeden wspólny punkt.
Nazwijmy go P. Korzystajac
z zadania 3 wnosimy,
ze LPAB = LPBC = LPCA.

Nalezy jeszcze udowodnic, ze P
lezy wewnatrz trójkata ABC.

W tym celu narysujmy jeszcze okrag 03 styczny do prostej AB
w punkcie A i przechodzacy przez punkt C. Okrag 03 przechodzi
równiez przez punkt P (zad_anie 3). Zatem P jest punktem
wspólnym trzech okregów 01, 02, 03. Okrag 01 lezy w calosci po tej
samej stronie prostej BC co punkt A, 02 lezy w calosci po tej samej
stronie prostej AC co punkt B, 03 zas lezy w calosci po tej samej
stronie prostej AB co punkt C. Tak wiec punkt wspólny okregów
01, 02, 03 musi nalezec do czesci wspólnej tych trzech pólplaszczyzn,
czyli do wnetrza trójkata ABC.

Zadanie 5.

Niech P bedzie takim punktem wewnatrz trójkata równoramiennego
ABC (AC = BC), ze LPAB = LPBC = LPCA = a. Wykazac,
ze a $ 300•
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C
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D

A

A

Udowodnic, ze f3= LPCA < 30°.

Rozwiazanie. Zadanie to jest
natychmiastowym wnioskiem
z zadania 5. A mianowicie:
niech P' bedzie takim punktem
wewnatrz trójkata ABC,
ze LP'AB = LP'BC = LP'CA
(zadanie 4). Wówczas aby
a > 30°, punkt P musi lezec na
krótszym z luków AP' danego
okregu (zadanie 5). A zatem
f3= LPCA < LP'CA::; 30°.

Zadanie '1. Niech P bedzie takim punktem wewnatrz dowolnego
trójkata ABC, ze LPAB = LPBC = LPCA = a. Dowiesc,
ze a ::;30°. C

..

Rozwiazanie. Opiszmy
okrag na trójkacie ABP. Jest
on styczny do prostej BC
w punkcie B (zadanie 3).
Przez punkt C poprowadzmy
styczna C D w punkcie D
róznym od B. Zalózmy,
ze a > 30°. Trójkat DBC
jest równoramienny
(DC = BC), ponadto
a = LPBC = LPAB = LPDB.
A zatem f3= LDCP < 30°
(zadanie 6). Z drugiej
zas strony f3 ~ a > 30°.
Uzyskana sprzecznosc dowodzi,
ze a ::;30°.

Zadanie 6. Niech P 'bedzie takim punktem wewnatrz trójkata
równoramiennego ABC (AC = BC), ze LP AB = LP Be = a > 30°.

W tym momencie zaproponowane na poczatku ZADANIE
rozwiazuje sie nieomal samo. A mianowicie:

Przez P' oznaczmy taki
punkt wewnatrz dowolnego
trójkata ABC, ze LP' AB =
= LP'BC = LP'CA = a::; 30°.
A zatem jesli punkt P lezy
wewnatrz (lub na obwodzie)
któregos z trójkatów ABP',
BC P', CAP', to odpowiednio
którys z katów PAB, P BC,
PC A jest mniejszy lub równy
a, czyli tym samym mniejszy
lub równy 30°.
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Na rysunku przedstawione sa wyniki
pomiarów dla kulo róznych srednicach
poruszajacych sie w róznych cieczach.

wspólczynnik oporu czolowego CD

Wspólczynnik oporu czolowego dla ruchu
kulki w zaletnolfci od liczby Reynoldsa. Dane
ukladaj~ sie na jednej krzywej.
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Dane rzeczywiscie ukladaja sie na jednej
krzywej dla R zmieniajacego sie o 7
rzedów wielkosci. Tego typu krzywa
nosi nazwe krzywej skalowania. Znamy
ja z wyników pomiarów. Zauwazmy,
ze znalezione prawo skalowania (*)
pozwala wyciagnac wnioski o ruchu
wielkich statków (l -+ 00) z zachowania
sie malych statków poruszajacych sie
z duzymi predkosciami (II -+ 00), gdyz
oba graniczne przypadki opisane sa ta
sama funkcja f(R). Scisle mówiac, nie
jest to prawda, gdyz dla bardzo duzych
predkosci statków nalezy uwzglednic nowe
parametry, na przyklad predkosc d~wieku
w cieczy, zjawiska termiczne spowodowane
tarciem itp. Powyzsza obserwacja jest
podstawa teorii modelowania, tak waznej
przy projektowaniu statków, samolotów,
duzych budowli itp. z uzyciem tuneli
aerodynamicznych. Zauwazmy tez,
ze z przedstawionego przez nas prawa
skalowania wynika, ze stosunek sily oporu
do masy statku maleje ze wzrostem jego
rozmiarów liniowych, gdyz
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Patrz w niebo

lle lat ma Wszechswiat? Na to bardzo zasadnicze pytanie najczestsza
odpowiedzia jest, ze mozna to obliczyc znajac tempo rozbiegania sie
galaktyk. Skoro predkosc ucieczki jest wprost proporcjonalna do odleglosci
- a tak wynika z obserwacji - to kiedys wszystkie galaktyki musialy
znajdowac sie "w jednym punkcie". Wspólczynnik proporcjonalnosci
w przytoczonym tu prawie Hubble'a wynosi w przyblizeniu 50 km/s/Mpc,
wiec wiek Wszechswiata, jako odwrotnosc stalej Hubble'a, wynosi
20 mld lat (1 pc = 3 . 1016 m). Wynik ten jest jednak mocno niedokladny
z kilku powodów. Podana tu wartosc stalej Hubble'a dotyczy tylko
obserwowanej czesci Wszechswiata i wyznaczona jest na tyle niepewnie,
ze ostrozniejsi badacze do dzis wola pisac: H = 100 h km/ s/Mpc, gdzie
l ~h < 1. Ponadto Wszechswiat z pewnoscia ekspanduje niejednostajnie,
podobnie jak porusza sie kamien, który rzucony w góre zwalnia bez
wzgledu na to, jak silnie go rzucono. Te niejednostajnosc opisuje
tzw. parametr deceleracji. Mniejsza o jego formalna, definicje, faktem
jest, ze jest on wyznaczony jeszcze mniej dokladnie niz stala Hubble'a.
W rezultacie wypada przyznac, ze wiek Wszechswiata oceniany jest
na 10 do 20 mld lat i ze przydalaby sie niezalezna jego ocena.

Okazuje sie, ze mozna takiej oceny dokonac na podstawie analizy jasnosci
bialych karlów. Wydaje sie rozsadne zalozenie, ze Kosmos jest starszy niz
najstarsze gwiazdy, a do takich zalicza sie biale karly. Losy samotnych
bialych karlów (tzn. nie bedacych skladnikami ukladów podwójnych)
sa, przesadzone. Te geste gwiazdy nie produkuja juz energii, pozbywaja
sie jedynie wewnetrznego ciepla zgromadzonego we wczesniejszych
fazach zycia. Krótko mówiac - swieca, stygnac i ich jasnosci musza,
stopniowo malec. Jest to proces bardzo powolny, ale najwazniejsze,
ze mozna go opisac matematycznie, gdyz budowa i ewolucja bialych
karlów jest latwiejsza do teoretycznego przesledzenia niz, na przyklad
gwiazd cia,gu glównego. Jezeli wiec Wszechswiat jest odpowiednio mlody,
to zaden z bialych karlów nie powinien jeszcze tak wystygna,c, by stac sie
niewidocznym - istnialaby wtedy dolna granica ich jasnosci absolutnych.

Fakt ten zostal odkryty przez Jamesa Leiberta i jego wspólpracowników
z University of Arizona. Stwierdzili oni, ze liczba bialych karlów
wprawdzie rosnie ze spadkiem jasnosci absolutnej (tzn. coraz slabszych
gwiazd tego typu jest coraz wiecej), ale przy jasnosci absolutnej 16 mag
gwaltownie spada. Teoretyczne przewidywania zaleznosci liczby bialych
karlów od ich jasnosci niezle zgadzaja sie z obserwacjami, sa wiec powody,
by wierzyc w ocene wieku tych najslabszych gwiazd - okolo 9 mld lat.

By na tej podstawie oszacowac wiek Wszechswiata, trzeba uwzglednic
jeszcze inne czynniki. Przede wszystkim: ile czasu ewoluuje gwiazda
do stadium bialego karla? Jezeli nasze poglady na ewolucje gwiazd
sa, trafne, to bialy karzel o jasnosci absolutnej 16 mag ma mase okolo
0,8 masy Slonca, a z tego wynika, ze jego macierzysta gwiazda miala mase
zawarta miedzy dwiema a czterema masami Slonca, gdy jeszcze spalala
wodór. Teoria zas mówi, ze gwiazdy o takich masach ewoluuja 300 mln lat
do stadium bialego karla, co nalezy doliczyc do dziewieciu miliardów.

Na tym nie koniec. Trzeba jeszcze doliczyc czas od samego Wielkiego
Wybuchu do powstania pierwszych gwiazd w dysku naszej Galaktyki.
Ocena tego jest znowu niepewna, aczkolwiek wszystkie akceptowane
modele kosmologiczne sklaniaja do przyjecia tu w przyblizeniu 1 mld lat.
Koncowy wynik bylby zatem 10,3 mld lat, co dowodziloby, ze stala
Hubble'a wynosi raczej 100 km/s/Mpc, a nie 50, na co zgadza sie obecnie
chyba wiekszosc astronomów.

Autorzy przedstawionych tu w skrócie rozwazan twierdza" ze ich blad
oceny wieku Wszechswiata jest rzedu ±2 mld lat i ze moze on zostac
zredukowany w wyniku dalszych prac. W kazdym razie w swietle tych
badan i przy stalej Hubble'a wyznaczonej z obserwacji ucieczki galaktyk
mozna by próbowac oceniac parametr deceleracji, stad srednia gestosc
Wszechswiata, która moze silnie zalezec od masy (obecnie nie znanej)
neutrin itd. Ciekawe, kiedy te wszystkie parametry uloza sie w naprawde
spójny model Wszechswiata? ..

Tomasz KWAST
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W XIX w. byla to bardzo waina
obserwacja pokazujaca, ze oplacalo sie
budowac duze statki parowe do przewozu
towarów.

Uzycie starannie dobranych zmiennych
pozwala wiec na przedstawienie wyników
doswiadczen w sposób wskazujacy
bezposrednio na fizyke badanych
zjawisk. Odkrycie prawa skalowania
jest czesto punktem wyjscia do budowy
nowej teorii fizycznej. Pod koniec lat
szescdziesiatych J .D. Bjorken wysunal
hipoteze, ze w rozpraszaniu elektronów
na nukleonach odpowiednio zdefiniowane
wielkosci; zwane funkcjami struktury
nukleonu, powinny zalezec jedynie
od jednej bezwymiarowej kombinacji
dwóch zmiennych wymiarowych (tak
zwana hipoteza skalowania Bjorkena).

Na przelomie lat szescdziesiatych
i siedemdziesiatych hipoteza skalowania
zostala potwierdzona doswiadczalnie.
Moi;na by sie zapytac znowu: i co z tego?
Otóz, mozna teoretycznie wyprowadzic
skalowanie Bjorkena jedynie wówczas,
jegli zalozy sie, ze nukleony skladaja sie
z punktowych, swobodnych skladników
- kwarków! W ten sposób hipoteza
skalowania przyczynila sie do ugruntowania
roli kwarków (wprowadzonych
wczesniej jako hipotetyczne obiekty
tlumaczace niektóre wlasciwosci czastek
elementarnych) jako rzeczywistych
skladników materii. W tym sensie kwarki
zostaly zaobserwowane doswiadczalnie.

Analiza wymiarowa i skalowanie jest
in:tegralna czescia fizyki od ponad
stu lat. Zastosowanie jej metod
dwadziescia lat temu w fizyce jadrowej
i czastek elementarnych spowodowalo
radykalne zmiany w naszym rozumieniu
podstawowych skladników materii
i przyczynilo sie do przyjecia kwantowej
teorii p§l jako podstawy do budowy
teorii oddzialywan fundamentalnych.
Sprawdzajcie wiec wymiary!
n.','" .0_' _.. ,.· o' .••.••..• "
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Ro.wl".anle .adanla F 8::19. Ruch
wahadla mozemy w przyblizeniu opisac'
za pomoca r6wnania x = xo(t) sinwt,
w = '1f, xo(O) = xm, przy czym xo(t)
jest wolno zmienna funkcja czasu,
a predkOlU wynosi" = xow cOs wt. Sila
opor6w aerodynamicznych jest r6wna

F = _A,,2 = -Ax~w2 cos2 wt =
= -(x~ - x2)Aw2•

Praca w ciagu p610kresu T wynosi

-SD

Zmiana energii wahadla wynosi

dE W 4 Aw2 3
dt''''''T=-3"-rxo'

ale

E=
2

gdzie m - masa wahadla, stad

dE 2 dxo- = mw xo--.
dt dt

Porownujac dwa wyrazenia
otrzymujemy zaleznosc

dxo 2dt ~xo'

Rozwiazanie mozemy odgadnac
w postaci

xo(t) = xmto
to + t .

Stad
xm

x(2to) = 3

Roawlaaanle aadanla F8S0.
Skorzystamy z prawa skalowania (*)
ze str. 3 dla sily oporu wody

F = p,,212f(R).

Moc potrzebna do jej pokonania jest
dana przez

p = "F = p,,312 f(R) .

Zauwazmy teraz, ze moc oraz masa

lodzi z wioslarzami (m ~ p13) jest
proporcjonalna do liczby wioslarzy.
Stad dostajemy

t1 f",J n 1/9,

a wiec predkosc lodzi rosnie bardzo
wolno ze wzrostem liczby wioslarzy.
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Wyniki regat miedzynarodowych
w Griinan (21. 06. 1964)
w konkurencjach meskich na 2000 III
W zaleznosci od liczby wioslarzy.

W tym roku obchodzimy setna rocznice urodzin Stefana Banacha, uznawanego przez
wielu za najwybitniejszego matematyka polskiego. W zwiazku z tym do konca tego
roku beda sie pojawialy w kolejnych numerach Delty (z pewnymi przerwami) artykuly.
zwiazane z twórczoscia Banacha, a takze z sama jego postacia.

Stefan Banach
Stefan Banach urodzil sie 20 marca 1892 roku w Krakowie. Jego ojciec nazywal sie
Greczek i pochodzil z góralskiej rodziny. Zaraz po urodzeniu Banach zostal oddany na
wychowanie do pewnej praczki nazwiskiem Banachowa, od której to przez wdziecznosc
przybral nazwisko.

Dziecinstwo mial bardzo ciezkie. Majac 15 lat musial zarabiac na swoje utrzymanie
udzielajac korepetycji.

Poczatkowo studiowal matematyke jako samouk. Przez krótki czas uczeszczal na
Uniwersytet Jagiellonski, a nastepnie wstapil na Politechnike Lwowska. Gdy wybuchla
I wojna swiatowa, przerwal studia i wrócil do Krakowa.

Jego sytuacja ulegla radykalnej zmianie, gdy w 1916 roku Hugo Steinhaus idac wzdluz
Plant uslyszal slowa "calka Lebesgue'a". Bylo to tak nieoczekiwane, ze zaintrygowany
zapoznal sie z dyskutantami. Byli nimi Stefan Banach i Otto Nikodym. Steinhaus
przedstawil wówczas problem, nad którym bezskutecznie pracowal od dluzszego czasu.
Kil jego zdziwieniu kilka dni pózniej Banach przyniósl gotowe rozwiazanie.

Steinhaus uwazal Banacha za swoje najwieksze "odkrycie" matematyczne.
To przypadkowe spotkanie otworzylo Banachowi droge do blyskotliwej kariery.

W 1920 roku mimo braku ukonczonych studiów zostal asystentem na Politechnice
Lwowskiej. W tymze roku uzyskal stopien doktora. W 1922 roku odbyla sie jego
habilitacja, a po uplywie dwóch miesiecy zostal mianowany profesorem. Warto moze
nadmienic, ze wówczas na uniwersytecie we Lwowie bylo jedynie czterech profesorów
matematyki (Banach, Ruziewicz, Steinhaus i Zylinski).

Banach jest twórca analizy funkcjonalnej - jednej z najwazniejszych galezi matematyki
wspólczesnej. I choc podstawy analizy funkcjonalnej byly juz przed Banachem,
to o jego roli przy powstaniu tej teorii moze swiadczyc chocby fakt, ze trzy
najwazniejsze twierdzenia w analizie funkcjonalnej to twierdzenie Hahna-Banacha,
Banacha-Steinhausa i twierdzenie Banacha o operatorze odwrotnym.

Najwazniejszym dzielem Banacha byla Teorja operacyj wydana w 1931 roku po polsku,
a rok pózniej po francusku. Bylo to jedno z tych dziel, które wywarlo najwiekszy
wplyw na rozwój matematyki wspólczesnej.

Banach w swojej twórczosci nie ograniczal sie do analizy funkcjonalnej. Polozyl
równiez duze zaslugi w takich dziedzinach, jak teoria funkcji rzeczywistych, teoria
szeregów ortogonalnych, opisowa teoria mnogosci i teoria miary. Nic wiec dziwnego,
ze wokól Banacha powstala blyskawicznie grupa matematyków tworzac slynna na
caly swiat Szkole Lwowska - najsilniejszy wówczas na calym swiecie osrodek analizy
funkcjonalnej.

Zamilowanie do zycia kawiarnianego i brak mieszczanskiej cnoty oszczednosci
wpedzily Banacha w dlugi. Chcac wybrnac z trudnej sytuacji finansowej zaczal pisac
podreczniki. Tak powstal dwutomowy Rachunek rózniczkowy i calkowy, a takze kilka
podreczników do szkól srednich.

Znaczna czesc dyskusji matematycznych odbywala sie w Kawiarni Szkockiej
we Lwowie. Bardzo czesto rezultaty owych dyskusji byly zapisywane olówkiem na
marmurowym blacie, który nastepnie byl starannie czyszczony przez sprzataczke.
W taki sposób przepadlo niejedno twierdzenie. Aby uniknac takich sytuacji, zalozono
"Ksiege Szkocka" - gruby zeszyt przechowywany w kawiarni, w którym zapisywane
byly problemy. Za rozwiazanie niektórych z nich autorzy obiecywali nagrody
- do zywej gesi wlacznie.

Banach spedzil okupacje we Lwowie. Tam tez doczekal upadku hitlerowskich Niemiec.

Na krótko przed smiercia otrzymal zaproszenie z Uniwersytetu Jagiellonskiego do
objecia katedry matematyki, lecz z tego zaproszenia nie zdazyl juz skorzystac.

Zmarl 31 sierpnia 1945 roku.

OpracowaJ P. H.
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Diody laserowe sa obecnie tanim zródlem promieniowania
podczerwonego. W wielu zastosowaniach, np. w optycznych
dyskach pamieci komputerowej, potrzebne jest swiatlo
o wiekszej czestosci - w zakresie widzialnym. Naukowcy
z Konica Corporation wynalezli ostatnio nowy rodzaj krysztalu
organicznego, który moze podwoic czestosc promieniowania
podczerwonego, dajac zielono-niebieskie swiatlo. Proces
podwojenia czestosci wymaga zastosowania krysztalów
molekularnych o wysokiej nieliniowej polaryzowalnosci.
Po przebadaniu wielu pochodnych fenolu naukowcy wybrali
2-methoxy-5-nitrophenoJ. Zastosowanie tego zwiazku pozwala
uzyskac swiatlo niebieskie z lasera Nd-YAD.
(wg Science, 19 stycznia 1990)

Czy istnieje wzór na n-ta liczbe pierwsza? Alez tak. Oto jeden
z nich

Pierwszy dokladny pomiar predkosci rozchodzenia sie dzwieku
w powietrzu zostal dokonany w 1738 r. Byla to wspólna
praca czlonków Paryskiej Akademii Nauk. Mierzono czas,
jaki jest potrzebny na to, aby uslyszec wystrzal armaty
z odleglosci 30 km. Dla wyeliminowania bledu spowodowanego
obecnoscia wiatru strzelano jednoczesnie z dwóch armat
oddalonych o 30 km.

Jesienia 1989 r. M.J. Geller i J.P. Huchra z Astrophysical
Harvard-Smithsonian Center doniesli o odkryciu "Wielkiego
Muru" - systemu tysiecy galaktyk zgrupowanych w obszarze
o ksztalcie olbrzymiego, poszarpanego pasa. Byla to najwieksza
8~ruktura zaobserwowana w kosmosie - miala rozmiary
rzedu 500 milionów lat swietlnych. Pojawilo sie natychmiast
intrygujace pytanie: czy jest to jedynie fluktuacja statystyczna
rozkladu galaktyk, czy jest to cos wiecej. W styczniu 1990 r.
na zjezdzie Amerykanskiego Towarzystwa Astronomicznego
A.i!. Szalay z Uniwersytetu Johna Hopkinsa i D.C. Koo
z Obserwatorium Licka przedstawili wyniki obserwacji
rozkladu galaktyk wokól pólnocnego i poludniowego bieguna
galaktycznego. Chociaz badaniami objeto niewielkie fragmenty
nieba, to siegnieto daleko "w glab" kosmosu uwzgledniajac
bardzo dalekie galaktyki. Stwierdzono, ze "Wielki Mur" nie jest
jedyna struktura o tak wielkich rozmiarach. Zaobserwowano
inne zgrupowania galaktyk pojawiajace sie niemal periodycznie
w odstepach okolo 400 milionów lat swietlnych.

Wyobrazmy sobie, ze mamy w przestrzeni trzy bryly. Czy
istnieje plaszczyzna, która dzieli kazda z tych bryl na czesci
o równych objetosciach?
Pytanie to zostalo postawione przez Hugona Steinhausa,
pozytywnie zas rozwiazane przez Stefana Banacha. Wynik ten
nazywa sie "twierdzeniem o kanapce" , gdyz ma nastepujaca
interpretacje. Mamy kanapke zlozona z chleba, sera i szynki.
WÓWC'llasjednym cieciem noza mozna podzielic ja na dwie czesci
tak, aby w obu tych czesciach byla jednakowa ilosc chleba, sera
i szynki.

- [I i n - ~
2: [-m -

m=2 2:[l-T+[TJ]
k=2

~dzie wszedzie nawias klamrowy [xl oznacza czesc calkowita
hczb~ x .. Poprawnosc wzoru zostala udowodniona przez Mikolaja
Rotklewlcza w pracy, która zdobyla wyróznienie w Konkursie
Uczniowskich Prac z Matematyki w 1991 roku.

~m[IJBB~IU ~~~~I@J]][@J]Uil
. - --~-~-~~~- W ostatnich latach ogromna furore w produkcji odziezy

Od dawna przypuszczano, ze dwutlenek wegla wystepuje
w przestrzeni kosmicznej. Jednak na potwierdzenie tego
przypuszczenia trzeba bylo dlugo czekac. Stalo sie tak,
poniewaz molekula CO2 jest niewidoczna dla radioteleskopów,
a duza zawartosc dwutlenku wegla w atmosferze ziemskiej
wyklucza przeprowadzenia badan optycznych z powierzchni
Ziemi. Dopiero analiza danych zebranych przez satelite
IRAS pozwolila zlokalizowac w Oblakach Rosette i Cone trzy
zródla promieniowania 15,2 /lm, charakterystycznego dla CO2
"zamrozonego" w lodzie. Prawdopodobnie lód pokrywa grudki
pylu miedzygwiazdowego. (wg Science, 19 stycznia 1990)

Zastraszajacy jest fakt, ze w szkolach srednich w klasach
o profilu matematyczno-fizycznym na pytanie, gdzie jest
wykladana matematyka na wyzszym poziomie, na politechnice
czy na uniwersytecie, przecietnie 90% uczniów odpowiada,
ze na politechnice. Oczywiscie, w klasach o profilu ogólnym
dezorientacja jest jeszcze wieksza.
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sportowej zrobil material o nazwie Gore-Tex. Podstawowym
surowcem do jego wyrobu jest politetrafluoroetylen (PTFE)
znany tez jako teflon. Powodem popularnosci Gore-Texu jest
fakt, ze odpowiednio spreparowany PTFE zatrzymuje wode,
a przepuszcza pare wodna. PTFE ma jednak jeszcze jedna
zadziwiajaca ceche - przy rozciaganiu zwieksza swoja grubosc.

Ostatnie badania sugeruj a, ze dotychczasowe poglady na
wewnetrzna strukture jader atomowych byly nierealistycznie
uproszczone. Najprawdopodobniej protony i neutrony wewnatrz
jadra maja tendencje do grupowania sie i tworzenia odrebnych
jednostek. I tak jadro tlenu 160 wyglada podobnie do
zwiazku czastki CI! i jadra 12C, jadro fluoru lsF przypomina
czastke CI! i jadro azotu 14N, a jadro magnezu 24Mg - dwa
jadra wegla 12C. Takie ,jadrowe molekuly" maja czas zycia
rzedu 10-20 s i sa - jak na warunki jadrowe - stosunkowo
trwale (nukleon potrzebuje na przejscie przez cale jadro
okolo 10-23 s).



malo·delia
Ciekawe zadania

Zadanie 1. Mamy tabliczke czekolady 6 x 4. Jaka jest najmniejsza liczba laman, których nalezy dokonac,
aby otrzymac pojedyncze kosteczki?

o
EEEB 0000 0°00

EtE H 0000

~ ~ ...~ 0°00tfB . 0000
°oD

Zadanie 2. Przez n! (czytaj: n silnia) oznaczamy iloczyn 1·2·3 .... n. Wiadomo, ze liczba 35! jest

równa 10333147966386144929966651337523200000000, gdzie symbolem 9 zostala zastapiona jedna
z cyfr. Jaka to cyfra?

Zadanie 3. Jesli czworoka.t jest wklesly, to istnieje prosta przecinajaca wszystkie jego boki. Czy istnieje
1991-ka.t o tej wlasnosci, ze pewna prosta przecina wszystkie jego boki?

Rozwiazania

Zadanie 1. Zauwazmy, ze przy kazdym lamaniu liczba kawalków zwieksza sie o 1. A ze w koncu dochodzimy do 24
kawalków, wiec zawsze, niezaleznie od tego, jak lamiemy, musimy dokonac dokladnie 23 laman.

Zadanie 2. Liczba 35! jest podzielna przez 9. Stad suma jej cyfr, czyli liczba 138+9tez jest podzielna przez 9,

ale 138 = 15 ·9+ 3, wiec 9= 6.

Zadanie .3. Jezeli pewna prosta przecina wszystkie boki wielokata, to kazdy bok ma oba konce po przeciwnych
stronach tej prostej. Wobec tego po obu stronach prostej jest tyle samo wierzcholków wielokata, stad zas wynika,
ze wielokat ma parzysta liczbe wierzcholków, a wiec nie moze to byc 1991-kat.

8



Przesuwanie równania

Ogladajac wzory na rozwiazanie równan
stopnia 3 i 4 spostrzegamy, ze sa one podane dla
przypadku, gdy wspólczynnik przy najwyzszej
potedze jest 1, a przy nastepnej - O. Pierwsza
sprawa jest oczywista - mozemy zawsze wszystkie
wspólczynniki równania algebraicznego podzielic
przez wspólczynnik przy najwyzszej potedze
otrzymujac równanie równowazne i majace
pierwszy wspólczynnik równy 1 (równowazne,
to znaczy o tych samych pierwiastkach).

Aby uzyskac kolejny wspólczynnik równy O,

poslugujemy sie wlasnie przesunieciem - zamiana
zmiennych postaci x + p. Liczba p dla równania

xn + an_lxn-1 + ... + alX + ao = O

powinna byc równa -an- dn; wówczas przy
zamianie x -+ X + p potega n-l nie pojawi
sie (co latwo uzasadnic). Warto tu zwrócic
uwage, ze nasza operacje mozna geometrycznie
opisac tak: przesuwamy os iksów wzgledem
wykresu wielomianu tak, aby zero tej osi bylo
srednia arytmetyczna (lub, co na jedno wychodzi
- srodkiem ciezkosci) pierwiastków wielomianu
(takze zespolonych!).

Jesli jest to wykres wielomianu stopnia 5, to z lewej jest
a.•.=F O, a z prawej a .•.= O.

Mala Delte przygotowali Piotr HAJLASZ i Marek KORD OS

g

Równanie Z3 + pz + q = O ma pierwiastek

_3V~ ~ !J.-VV~ ~_!J. P tlZo - 27 + .•.+ 2 27 + .•. 2' ozos a e

pierwiastki znajduje sie po podzieleniu wielomianu

przez (z - Zo).

Równanie z'" + pZ2 + qz + r = O rozwiazuje sie tak:
rozwiazujemy pomocnicze równanie

811 (112 + Pll - r + P42) - q2 = O

otrzymujac pierwiastek 110, a nastepnie równanie

(Z2 + E..+ 110)2 = 2110 (z _ ...!L) 2 ,2 4110

które ma wtedy te same pierwiastki, co równanie
wyjsciowe.

Ciekawe sa tu dwa spostrzezenia: po pierwsze
- ów srodek ciezkosci mozemy znalezc nie znajac
samych pierwiastków (w istocie 'Yynika to
ze wzorów Viete'a), po drugie - tak usytuowane
równanie daje sie latwiej rozwiazac.

Likwidujac wspólczynnik przy pierwszej potedze
w równaniu Z2 + pz + q = O za pomoca przesuniecia

otrzymujemy równanie

Z2 + r = O,

które ma pierwiastki ±~. Stad pierwotne równanie

ma pierwiastki - ~ ±~. Tak wiec szkolna metoda
rozwiazywania równan kwadratowych w istocie polega na
zrecznym przesunieciu.

Mozna wiec zadac pytanie, czy nie daloby sie tak
zrecznie przesunac równania, by znikal nie akurat
wspólczynnik przy potedze n-l, lecz jakis inny.
I jak to zrobic? Okazuje sie, ze na ogól nie mozna
dobrac takiego przesuniecia, by dowolnie wybrany
wspólczynnik zniknal. Juz dla równania

x3 + x2 + x + 1 = O

nie istnieje przesuniecie likwidujace wspólczynnik
przy pierwszej potedze. A np. wspólczynnik ao

mozna zawsze zlikwidowac, tyle ze aby to zrobic
(tj. znalezc liczbe p), trzeba znac jakis pierwiastek
naszego równania, a wiec takie przesuniecie
nie nadaje sie jako pomoc przy rozwiazywaniu
równan. A moze ktos z Czytelników umialby
zbudowac ogólna teorie likwidacji wspólczynników
przez przesuniecie?



27 zbiorów wypuklych
Marcin

bez srodka
KASPERSKI

symetrii
Je8t to skr6t pracy nagrodzonej zlotym
medalem na Konkursie Uczniow8kich
Prac z Matematyki w 1991 roku.

FiZYCZnE nOWInHl

WEGLOWA PILKA
FUTBOLOWA

Natura bardzo lubi platac naukowcom figle.
O,;tatnim takim przypadkiem jest odkrycie
nowej klasy niezwykle symetrycznych i
pustych ·+1 ~rodku czasteczek wegla zwanych
fullerenami. Nazwa ta pochodzi od nazwiska
amerykanskiego architekta Richarda
Buckminstera FulIera (1895-1983), kt6rego
azurowe konstrukcje kopulowe (jak na
przyklad pawilon USA na EXPO 57) weszly
juz do historii architektury. Przed kilku
laty okazalo sie, ze w odpowiednich
·.,';arunkach termicznych przy laserowym
oclparowywaniu grafitu w atmosferze helu
p:.·..••-staja czasteczki wegla przYJXlminaJace
o-,.•.e kopuly FulIera. Najlepiej zbadana
sposród nich jest zbudowana z szesciokatów l
pieciokató'\'; foremnych czasteczka ·....•.·egla
C60' idealnie w ksztalcie pilki futbolowej o
trednicy 7 A. Poza czasteczka. C60 otrzymano
Jeszcze irlne fullereny, jak np. C70 o
ksc:talcie pilki do rugby i szereg wiekszych
~40. CS40 czy ~60' Wlasnosci chemiczne i
fizyczne nowych czasteczek zaczeto badac
dopiero w~ 1990 roku }Xl otrzymaniu Ich w
"".nekszych il'Jsciach przez grupe fizykóv'l"
pracujacych v; USA (Umuerslty ol Arizona)
i RFN (Instytut Mal<a P~;:.nckav;
Heidelbergu) Ze "l"I"zgleduna wystepo ....•..anie w
tullerenach piecioczlonowych pierscieni wegla
pvla.czc,nych z pierscieniami
sc:etcioc.zlonowyml Ich wlasnoscI chemIczne
przypomInaja nieco zwiazkI organiczne
nazywane aron),atycznyrm. NIezwykle
interesujace okazaly SIe za to Ich wlasnoscI
fIzyczne. Fullereny C60 krystalizuja. tworzac
strukture l~egularna plasko centrowana o
stalej ~lecl równej 14,2 A. Otrzyn),ane zólte
krysztalki tworza pólprzewodmk molekularny
o przerWIe energetycznej wynoszacej okolo
2 eV. Jest to nowa, nie znana dotychczas
pastaL alotropowa wegla. Jezeli wolne
rniejsca pan),iedzy pilkami weglowymi
wypelnin1Y atoniami potasu, wówczas
atrzynluJemy pierwszy w pelm
trójwymiarowy metal molekulal-ny o wzorze
chen"iicznym K3C60. Metal ten okazal sie
nadprzewodnikiem o temperaturze
krytycznej wynoszacej 18 K. Fakt ten
wywolal zrozulniale zainte)"esowanie i dalsze
poszukiwania. Po zastapieniu potasu lnnYlni
nletalalni udalo sie ostatnio podniesc
temperatur" krytyczna do 43 K. WrÓCmy
Jednak do z""i"zku z potasem. Dalsze
lXlwiekszanie ilOSCi tego pierwiastka prowadzi
do nowej substancji o W20rze chemicznym
K6C60 i odmiennej strukturze krystalicznej.
Sa to krysztaly regularne, przestrzennie
centrowane o stalej sieci wynoszacej 11,4 A.
Pilka -weglowa umieszczona w srodku
kazdego z szescian6w otoczona jest 24
atomami potasu. Krysztal K6C60jest zn6w
pólprzewodnikiem o przerwie energetycznej
010010 1 eV. W przeciwienstwie jednak do
krystalicznego C60jest on materialem silnie
jonowym, w którym czasteczka C60 wiaze 6
nadliczbowych elektron6w dostarczanych
pI-zez otaczajace atomy potasu. Intensywne
badania fulleren6w i ich zwiazków trwaja
obecnie w wielu laooratoriach swiata i w
kazdej chwili mozemy oczekiwac nowych
zaskakujacych rezultatów.

Przypomnijmy jedno z zadan zeszlorocznej Olimpia.dy Matematycznej.
Znalezc najwieksza liczbe naturalna n o tej wlasnosci, ze istnieje (n + 1) takich
wieloscianów wllPulclychWO,WI, ... ,Wn, ze

(1) Wk jest obrazem Wo przy pewnym przesunieciu (dla k = 1,2, ... , n).
(2) Jes?i k =I- l, to Wk iWI maja rozlaczne wnetrza.
(3) Wk iWo maja punkt wspólny dla k = 1,2, ... , n.
(4) Wo ma srodek symetrii.

Rozwiazanie tego zadania znajduje sie w tym numerze Delty (str. 16). Okazuje sie,
ze n = 26. Przykladem takiej sytuacji jest "Kostka Rubika".

Zauwazmy, ze rozwiazanie przenosi sie bez zmian na przypadek, gdy Wo, WI, ... , W n sa
dowolnymi, ograniczonymi, domknietymi brylami wypuklymi o niepustych wnetrzach.

Celem mojej pracy jest dow6d faktu, ze mimo odrzucenia wa.runku (4), nadal mamy
n = 26.. Zanim przejdziemy do dowodu, podamy dwa lematy. Ich dowody pomijamy.

Niech p bedzie wektorem. Przez T(J bedziemy oznaczali przesuniecie o wektor p.

Lemat 1. Niech W bedzie ograniczona bryla wypukla o niepustym wnetrzu,
ci dowolnym wektorem dlugosci l. Wówczas istnieje takie p > 0, ze
(a) lxi> p => W i T",,,(W) nie maja punktów wspólnych.
(b) lxi < p => W i T",,,(W) maja wsp6lne punkty wewnetrzne.
(c) lxi = p => W i T",,, (W) maja punkty wspólne, ale wnetrza maja rozlaczne.

Lemat 2. Niech A i B beda ograniczonymi brylami wypuklymi o srodkach---+
symetrii PA i PB, B = T---l(A), M - srodek PAPB. Wówczas

PAPB

(A) A i B maja punkt wspólny <===? M E A i M E B ..
(B) A i B maja wspólny punkt wewnetrzny <===? M jest takim punktem.

Poniewaz dow6d naszego twierdzenia jest bardzo dlugi, wiec go tylko naszkicujemy
pokazujac glówne kroki w dowodzie.

~iech Wo, W1, ••• , Wn beda ograniczonymi i domknietymi brylami wypuklymi
) niepustych wnetrzach, spelniajacymi warunki (1) - (3). Niech Po bedzie dowolnym
punktem przestrzeni. Punkty Pl, P2, ••• , Pn niech beda takie, ze Wi = T --+(Wo) (ich

PoP;

istnienie wynika z (1)). Oznaczmy przez Gi zbi6r takich punktów X, ze Wi ma punkt
wspólny z T--+(Wi), a przez Fi zbiór takich X-ów, ze Wi i T--+(Wi) maja punktp·x p·x
wspólny, ale ;ozlaczne wnetrza. A oto glówne kroki w dowodzie:
I) Gi = T--+(Go), Fi = T--+(Fo).

POPi . POPi

2) Czescia wspólna kazdej prostej przechodzacej przez Pi i zbioru Gi jest odcinek
niezerowej dlugosci o srodku w Pi i koncach nalezacych do Fi (wnetrze tego odcinka
nie zawiera punktów z Fi). Krok 2) wynika z lematu l.
3) Gi i Fi sa srodkowo symetryczne. Ich wspólnym srodkiem symetrii jest Pi.

4) Gi jest bryla wypukla, a Fi jej brzegiem. (Korzystamy tu z wypuklosci Wi.)
5) Wk ma punkt wspólny z WI <===? Pt E Gk (<===? Pk E Gl). Wk ma punkt wspólny
z wnetrzem WI <===? Pt nalezy do wnetrza Gk (<===? Pk nalezy do wnetrza Gl).

Niech Mi bedzie jednokladnym obrazem bryly Gi przy jednokladnosci o srodku Pi
i skali 1/2. Wiemy juz, ze Mi sa ograniczonymi i domknietymi brylami wypuklymi
majacymi srodek symetrii w Pi oraz Mi = T --+(Mo).

PoP;
6) Wi n Wj =I- 0 <===? Mi nMj =I- 0. Wi i Wj maja rozlaczne wnetrza <===? Mi i Mj
maja rozlaczne wnetrza. (W dowodzie wykorzystuje sie lemat 2.)

Wykazalismy wiec, ze dla dowolnego ukladu ograniczonych i domknietych
bryl wypuklych o niepustych wnetrzach: Wo, ••• , Wn, spelniajacych warunki
(1) - (3) istniej a bryly Mo, ... ,Mn spelniaj ace wszystkie warunki nalozone na Wi,
a ponadto (4). A wiec sprowadzilismy problem do poprzedniego - znacznie prostszego
- zadania, z którego rozwiazania wynika, ze n = 26.

Na koniec zauwazmy, ze warunek wypuklosci Wo tez nie wydaje sie konieczny
(prawdopodobnie wystarczy spójnosc). Drugim ciekawym problemem zwiazanym
z moja praca byloby rozstrzygniecie, jakie bryly daja n = 26 (czy tylko
równoleglosciany?) i dokladniejsze oszacowanie liczby n dla róznych klas wieloscianów
- chociazby dla czworoscianów.
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Ile •
wazy neutrino? Wieslaw A.

/
KAMINSKJ

Mam nadzieje, ze na koncu tego artykulu bede mógl
odpowiedziec na tytulowe pytanie podajac przynajmniej
oszacowanie masy tej intrygujacej czastki. Na poczatek
musze cofnac sie jednak o ponad szescdziesiat lat,
do grudnia 1930 r., kiedy to Wolfgang' Pauli w slynnym
liscie do uczestników miedzynarodowego kongresu
w Tybindze powolal do zycia naszego niesfornego bohatera.

Neutrin? bylo potrzebne Pauliemu do ratowania prawa
zachowania energii w rozpadzie fJ.

W rozpadzie (1(±) jadro ~X przeksztalca sie w jadro ~±lX
emituj"" jednoczell'nie pozyton (elektron) oraz (anty)neutrino

~X -+~±l X + e± + v.'
Gdyby neutrino nie wystepowalo wsr6d produkt6w rozpadu
(tzn, rozpad bylby dwucialowy), to zasady zachowania energii
i pedu w spos6b jednoznaczny determinowalyby energie
elektronu (a takze, oczywiscie, jadra potomnego). Widmo
elektron6w obserwowane w spektrometrze wygladaloby w6wczas
jak pojedyncza linia. W rzeczywistosci widmo elektron6w jest
rozmyte (ciagle). Fakt ten stwierdzil w 1914 r. J. Chadwick.

Nie wszyscy uznawali potrzebe uszczesliwienia fizyki
nowa czastka elementarna, a rlawet przejawiali wobec
pomyslu nieukrywana niechec. Nad watpliwe okolicznosci
poczecia neutrina przedkladano np. efektowna hipoteze
autorstwa Nielsa Bohra obalajaca prawo zachowania
energii w procesach mikroswiata. Trzeba tez przyznac,
ze nasz bohater nie ulatwial zadania swoim zwolennikom.

Byl nieuchwytny, a przemyslne doswiadczenia, azeby go
posrednio "zobaczyc" np. analizujac odrzut emitujacego
neutrino jadra atomowego, nie na wiele sie zdaly.

Poczatkowo przypuszczano, ze pupil Pauliego moze miec
mase rzedu 0,01 masy protonu, ale juz Vi 1933 r. E. Fermi
zdecydowanie odrzucil cielesnosc czastki i pozbawilja
masy spoczynkowej. Odkrycie przez Irene i FrE!derica
Joliot-Curie rozpadu fJ+ postawilo na porzadku dziennym
dodatkowo problem drugiego neutrina, o którym nie
bylo wiadomo, czy rózni sie od czastki emitowanej
w przemianie fJ-. L. de Broglie poparl swoja powaga
hipoteze dwu róznych neutrin, co zgadzalo sie tez z teoria
Diraca: nasz bohater bylby fermionem o spinie 1/2,
bezmasowym lub o bardzo malej masie, majacym
odpowiadajacego mu antymaterialnego partnera wlasnie
w postaci czastki emitowanej w rozpadzie fJ+.

Wiernosc zwolenników neutrina dlugo byla wystawiana na
próbe wytrwalosci. Dopiero mozolne pomiary przekroju
czynnego w tzw. odwrotnym rozpadzie fJ

i/. + p -- e+ + n

wykonane w latach 1953 - 1956 przez F. Reinesa
i C. Cowana namacalnie ujawnily obecnosc neutrin
w przyrodzie. Wielkosc zmierzonego przekroju czynnego
u = 9, 4(±1, 3) x 10-44 cm2 wymownie potwierdzala, jak
zwiewny i nieuchwytny to fermion. Niestety, o masie nic
pewnego w dalszym ciagu nie bylo wiadomo.

Zreszta i poglady na nature neutrina byly podzielone.
Na poczatku lat szescdziesiatych przy okazji badan nad
nowa teoria oddzialywan slabych A. Salam, T. D. Lee
i C.N. Yang powrócili do starej koncepcji E. Majorany
odnoszacej sie do nienaladowanych fermionów, w której
czastka i jej antyczastka nie sa miedzy soba rozróznialne.
Mozemy wiec o neutrinie myslec badz jako o fermionie
Diraca, badz jako o fermionie Majorany. Spór nie jest
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tylko jezykowy i estetyczny, bowiem ida za nim glebokie
konsekwencje fizyczne. Ich wyjasnienie wymaga jednak
siegniecia do pogladów na unifikacje oddzialywan
fizycznych, które na potrzeby tego artykulu przedstawie
w niezbednym zarysie.

W latach siedemdziesiatych fizycy. zaczeli coraz
powazniej myslec o polaczeniu w ramach jednej teorii
oddzialywan elektromagnetycznych, slabych i silnych.
Podstawa jest idea jednakowego potraktowania
leptonów (elektronów i neutrin) oddzialujacych slabo
i elektromagnetycznie oraz kwarków oddzialujacych silnie,
slabo i elektromagnetycznie.

Od dawna wiemy dobrze, ze oddzialywanie dwu elektronów
wynika z posiadanego przez nie ladunku elektrycznego.
Pdstulujemy wiec, ze i w przypadku innych oddzialywan
musza byc one zwiazane z wystepowaniem odpowiednich
ladunków: elektroslabego - dla leptonów i koloru - dla
kwarków. Ponadto wierzymy, ze kazda teoria oddzialywan
musi spelniac postulat cechowania. Wymaga on, by fizyka
procesów zachodzacych w przyrodzie nie zalezala od
tego, jak w danym punkcie czasoprzestrzeni ladunki
takie nazwiemy. W przypadku kwarków nie jest wiec
decydujace, czy kolory to umownie czerwony, niebieski
i zielony, lecz fakt, ze "abstrakcYJna" przestrzen kolorów
jest trójwymiarowa.

Najprostszym pomyslem na zunifikowanie oddzialywania
silnego i slabego jest "doklejenie" do trójwymiarowej
przestrzeni sil silnych dwu wymiarów slabych: "elektronu"
i "neutrina", co prowadzi do pieciowymiarowej
abstrakcyjnej przestrzeni wspólnej dla leptonów i kwarków
(leptokwarków). Takie eleganckie i nietuzinkowe
pociagniecie, zaproponowane przez H. Georgiego
i S.L. Clashowa w 1974 r., owocuje bardzo ciekawymi
konsekwencjami. Jedna z bardziej spektakularnych jest
hipoteza rozpadu protonu z czasem zycia 1029 - 1031 lat.
Jest to wprawdzie fantastycznie dlugo, ale znalezli sie
fizycy doswiadczalnicy, którzy wykonali wiarygodne
pomiary wskazujace, ze ten czas musi byc jednak duzo
dluzszy, a wiec ze teoria Glashowa nie jest dobrym
pomyslem na unifikacje wymienionych oddzialywan.
Oczywiscie, sama koncepcja jednolitej teorii sil fizycznych
jest bardzo pociagajaca, dzieki czemu mamy "na rynku"
wiele innych mozliwosci, na przyklad unifikacje
H. Fritzscha i P. Minkowskiego (zwana unifikacja SO(10)),
teorie supergrawitacyjne, w których unifikacja obejmuje
takze oddzialywanie grawitacyjne oraz modele superstrun
(zwane tez teoriami wszystkiego!). W propozycjach tych
roi sie od egzotycznych efektów wyprowadzajacych poza
usankcjonowany Nagrodami Nobla model standardowy.

W teorii 50(10) mamy do dyspozycji az lO-wymiarowa "scene"
procesów fizycznych.

W modelu standardowym unifikacja zostala dokonana jedynie
na poziomie oddzialywania elektromagnetycznego i slabego.
Oddzialywanie silne niezaleznie opisuje chromo dynamika.
Silnym potwierdzeniem unifikacji Salama-Weinberga bylo
odkrycie postulowanych przez model bozon6w posredniczacych
W ± i ZO. Dla podkreslenia, ze pierwszy krok zostal dokonany,
pr6by jednolitego opisu oddzialywania elektroslabego i silnego
zwyklo sie nazywat wielka unifikacja.



Jest to naj rzadszy zaobserwowany w bezposrednim pomiarze
proces w przyrodzie. W pomiarach trwajacych prawie rok
(7960 godzin) zarejestrowano tylko 36 przypadków rozpadu
z emisja neutrin (proces typu 2{32v).

W ukladzie okresowym pierwiastków sytuacja taka
nie jest rzadkoscia, gdyz mozemy znalezc ponad 30
jader atomowych podejrzewanych o ten typ rozpadu,
m.in. cynku 70Zn, germanu 76Ge, selenu 82Se,
telluru 128,130Te,a nawet uranu 238U. Ostatnio (w 1987 r.)
przewidywania te zostaly potwierdzone znakomitym
odkryciem grupy M.K. Moe z Irvine w Kalifornii. Badacze
ci stwierdzili, ze polówkowy czas zycia w rozpadzie selenu

82Se do kryptonu 82Kr wynosi (1, C!:g;:) x 1020 lat.

o
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Stosunek energii (Eel + Ee2)/E~~x

Podstawowa idea fizyki "podziemnej" to umieszczanie
laboratori6w fizycznych jak naj glebiej pod ziemia, by eliminujac
róznorodne efekty promieniowania kosmicznego móc
rejestrowllt procesy bardzo rzadkie, przewidywane w teoriach
unifikacyjnych. Naklady na takie laboratoria sa wielokrotnie
nizsze niz na wielkie akceleratory fizyki wspólczesnej.
Do slynniejszych nalezy laboratorium Uniwersytetu
w Mediolanie umieszczone w tunelu pod Mont Blanc,
laboratorium Uniwersytetu Kalifornijskiego w Santa Barbara
utworzone we wspólpracy z Lawrence Berkeley Laboratory,
umieszczone na glebokosci 200 m w elektrowni w Oroville,
wspólne laboratorium Uniwersytetów w Saragossie i w Bordeaux
umieszczone w tunelu Frejus, podziemne laboratorium
Kamiokande w Japonii, laboratorium Uniwersytetu w Erewanie
zbudowane w kopalni wegla kamiennego w Awansku. Dla
przykladu podam, ze np. w eksperymencie Kalifornijskiego
Instytutu Technologicznego i Instytutu Paula Scherrera
(Szwajcaria) przeprowadzonym w tunelu sw. Gottharda
otaczaj ace aparature skaly redukuja tlo promieniowania
kosmicznego 106 razy, co odpowiada umieszczeniu przyrzadów
pomiarowych pod 4000 m warstwa wody. Co roku sa
organizowane wielkie miedzynarodowe konferencje fizyki
podziemnej. W 1991 r. konferencja taka odbyla sie w Toledo.

Problem mozna jednak odwrócic i to jest przyczyna, dla
której proces 2{30v znalazl sie w mojej opowiesci o wazeniu
neutrina. W wielu podziemnych laboratoriach czulosc
aparatury nie pozwala jeszcze bezposrednio stwierdzic,
czy rozpad 2{30v wystepuje, ale umozliwia wyznaczanie
dolnej granicy czasu zycia róznych pierwiastków, które
podejrzewamy o rozpad bez emisji neutrin. Technika
obserwacyjna zasadza sie na fakcie wystepowania
zasadniczej róznicy miedzy widmem ciaglym emitowanych
elektronów w przemianie 2{32v a spodziewanym widmem
liniowym w przypadku rozpadu 2{3011.

8

Naprawde interesujacy jest jednak inny wariant
podwójnego rozpadu {3zaproponowany w 1939 r. przez
W.H. Furry'ego. W trakcie tego procesu emitowane
bylyby tylko elektrony (rozpad typu 2{30v). Jak obecnie
wiemy, nie miesci sie on w gronie zjawisk przewidywanych
przez model Salama- Weinberga: przebiega z lamaniem
prawa zachowania liczby leptonowej, neutrino wyposazone
w mase spoczynkowa (mv i- O) koniecznie musi byc czastka
Majorany, a na dodatek pozadane jest, by w minimalnym
chociaz stopniu przywrócona zostala symetria miedzy
lewa i prawa strona przez dopuszczenie w oddzialywaniu
slabym pradów prawoskretnych, zakazanych w modelu
standardowym. Nic dziwnego, ze od lat trwaja "lowy" na
podwójny rozpad {3bez emisji neutrin, a sukces M.K. Moe
rozbudzil nowe apetyty i rozgrzal emocje. Odkrycie tego
"cudacznego" rozpadu byloby bowiem pierwszym sygnalem
fizyki spoza modelu standardowego.

Rys. 2. Widmo energetyczne w podwójnym rozpadzie {3
germanu 76Ge do selenu 76Se. Róznica masy miedzy tymi
jadrami wynosi 3280 keV, co oznacza, ze laczna energia
kinetyczna czastek emitowanych w procesie wynosi 2041 keV.
Dzieli sie ona statystycznie pomiedzy elektrony i (anty)neutrina
w rozpadzie 2{32v. Natomiast w rozpadzie 2{30v tylko elektrony
unosza cala energie procesu.

A = const

Liczba protonów Z

Wsród nich jest przypuszczenie, ze procesy fizyczne
moga przebiegac z lamaniem prawa zachowania liczby
leptonowejj ze, byc moze, nalezy podwoic i tak juz liczna
rodzine czastek elementarnych (fundamentalnych?)
przez dodanie kwarkom - skwarków, a leptonom
- sleptonówj ze powinny istniec cie'zkie prawoskretne
bozony posredniczace, a dowód pani Wu na "leworecznosc"
Boga zbyt pochopnie przyjmujemy za wystarczajacy.
W wiekszosci tych propozycji neutrino pojawia sie jako
czastka Majorany o malej, ale skonczonej masie (10-5 eV
- 1 eV). Niestety, skala energii (103 - 106 GeV), jakie
sa konieczne do sprawdzenia takich rewelacji, przekracza
mozliwosci dzialajacych i budowanych akceleratorów.
Odsuwa to takze mozliwosci bezposredniego pomiaru masy
neutrina w trudno przewidywalna przyszlosc.

W tym miejscu chce opowiedziec Czytelnikowi o mniej
spektakularnej (poczatkowo) historii podwójnego
rozpadu {3. Historii, która obecnie nabiera "rewolucyjnego"
charakteru dzieki niebywalemu rozwojowi fizyki
"podziemnej". Podwójny rozpad {3przebiegajacy wedlug
schematu

(1) ~XN ->Z±~XN±2 + 2e'f + 2i/(2v)

zostal zaproponowany ponad pól wieku temu przez
M. Geppert-Mayer. Rozpad taki moze zdarzyc sie,
gdy dla kolejnych trzech pierwiastków masa drugiego
z nich jest wieksza od masy pozostalych, róznica zas mas
pierwiastków skrajnych jest wieksza od masy spoczynkowej
dwu elektronów 2meC2 ~ 1022 keV.

Rys. 1. Parabole masy
izobar6w (atom6w
o tej samej liczbie
atomowej A) o parzystej
liczbie atomowej A.
Jadra atomowe
o nieparzystym Z
leza na wyzszej
paraboli, co powoduje,
ze S(\ niestabilne.
Na przyklad jadro
"Att moze rozpadac' sie
w procesie {3- lub {3+.
Takze parzysto-parzyste
jadro "B" jest
niestabilne. Mozliwy
jest jego rozpad z emisja
dwu elektron6w, o ile
r6znica masy miedzy
nim a jadrem "C" jest
wieksza niz 2fnec2.
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Redaguje Jaroslaw KULPA

Zadania

F 330. W artykule Sprawdz wymiary omówione sa zalety analizy wymiarowej. Stosujac
ja spr6buj oszacowac zaleznosc predkosci lodzi wioslarskiej od liczby wioslarzy.
Rozwiazanie na str. 6

Pomiary gestogci materii widzialnej wskazuja, ze jest ona
r6wna granicznej gestogci, przy kt6rej modele rozszerzajacego
sie nieograniczenie Wszechgwiata przechodza w modele
WszecMwiata zamknietego. Gdyby neutrina mialy istotnie
r6zna od zera mase spoczynkowa, mogloby to wystarczyc
do zamkniecia WszecMwiata.

Otrzymane w róznych osrodkach wartosci wsp6lczynnika
sa zblizone, co podnosi zaufanie do oszacowania masy
neutrina przeprowadzonego w oparciu o wz6r (2).
Na tytulowe pytanie grupa teoretyków z Tybingi
i Janiny - w której badaniach uczestniczy r6wniez autor
- odpowie, ze masa neutrina nie moze byc wieksza
od 0,8 eV (f:::j 1,5 x 10-33 g). Niestety, w dalszym
ciagu nie potrafimy podac dolnej granicy masy, która
jest najbardziej frapujaca zagadka, z punktu widzenia
kosmologii.

P.S. Rozpad f3 znowu nas zaskoczyl. W 1991 roku
potwierdzone zostaly obserwacje sprzed 6 lat: okolo
l % jader rozpada sie wyrzucaja,c zagadkowe neutrino
o masie 17 keV. Wynik ten jest ciagle kontrowersyjny, gdyz
niektóre grupy doswiadczalne nie obserwuja tego neutrina.
Moze jednak jest to pierwszy sygnal fizyki spoza modelu
standardowego?

Bardziej precyzyjne "wazenie" naszego bohatera
musi zaczekac na bezposredni pomiar czasu zycia
w rozpadzie 2f30v. Rozwijane sa tez inne metody pomiaru
jego masy, ale to juz temat na inny artykul.

Redaguje Michal WOJCIECHO WSKI

M 625. Udowodnic, ze liczba wszystkich cyfr w .vyrazach ciagu 1,2,3, ... , lOk jest
równa liczbie wszystkich zer w wyrazach ciagu 1,2,3, ... , 10k+l.
Rozwiazanie na str. 16

M 626. W ciagu Fibonacciego l, 1,2,3,5,8,13,21, ... wybrano osiem kolejnych
wyraz6w. Udowodnic, ze ich suma nie nalezy do ciagu.
Rozwiazanie na str. 16

M 62'1. Jaka jest najwieksza liczba n o tej wlasnosci, ze istnieja takie wypukle
srodkowo symetryczne wielosciany W, W1, W2, ••• , Wn, z których kazdy jest
przesunieciem wieloscianu W majacym z nim punkt wspólny, ze W, W1, W2, ••• , Wn
maja parami rozlaczne wnetrza?
Rozwiazanie na str. 16

F 329. Wahadlo rozpoczyna drgania harmoniczne z amplituda Zm' Na skutek opor6w
aerodynamicznych amplituda drgan maleje dwukrotnie w ciagu czasu to. Jaka bedzie
amplituda drgan po czasie 2to od momentu rozpoczecia ruchu?
Uwaga. Sila oporów aerodynamicznych jest proporcjonalna do kwadratu predkosci
ciala.
Rozwiazanie na str. 6

Suma energii emitowanych elektron6w w procesie
bez emisji neutrin musi bowiem byc dokladnie r6wna
energii dostepnej w przemianie. Wyznaczone dotychczas
granice czasu sa oszalamiajace. Na przyklad ocenia sie,
ze german 76Ge powinien rozpadac sie z pol6wkowym
czasem zycia rzedu 1021 - 102• lat, ale po sukcesie grupy
z Irvine nadzieje na bezposrednie zaobserwowanie procesu
bardzo wzrosly.

Te istniejace, dolne oszacowania czasu zycia wystarczaja
teoretykom do powiedzenia czegos blizszego o masie
naszego tytulowego bohatera. W teorii podwójnego
rozpadu f3 istnieje prosty zwiazek miedzy polówkowym
czasem zycia w procesie 2f30v a masa lekkiego neutrina
elektronowego:

(2) Ti1 = Mmm (m,,)22 m.
Podstawiajac z lewej strony równania znana doswiadczalnie

dolna wartosc czasu Tt latwo otrzymac ograniczenie od
góry m", o ile potrafimy wiarygodnie obliczyc wystepujacy
we wzorze (2) wspólczynnik Mmm. Jego wielkosc zalezy od
subtelnych szczególów struktury jader (A,Z), (A,Z ± l)
i (A, Z ± 2) bioracych udzial w przemianie, a szczególnie
jadra posredniego (A, Z ± l). W przypadku germanu 76Ge
jest nim jadro arsenu 76As. W ciagu ostatnich czterech
lat rozwinieto wiarygodne metody obliczania wartosci
wspólczynnika Mmm W kilku centrach fizyki teoretycznej,
np. w Pasadenie (USA), w Heidelbergu i w Tybindze
(Niemcy), w Janinie (Grecja).
rl

13



!=44
Cr;ol6wka ligi r;adaniowej

Klub 44 M
po uwr;glednieniu ocen rozwiazan

r;adan 219 (WT=3,52) i 220 (WT=I,67)
r; numeru 4/1991

Pawe. Kublt - Kro.no 43,11
KU,J'utof Za.wlsla.w.lrl- Wa.rtza.wa 42 ,82
Toma.n Wletecha. - Tarn6w 31,48

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 1992

Klub 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skr6t regulaminu
Kazdy moze nadsylae! rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszcr;amy w numerze n + 4. Mozna nadsylae! rozwiazania
czterech, trr;ech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robie!
co miesiac lub r; dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylae! w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnogcia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnogci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadesIaly rozwiazanie choe!by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

Zadania z matematyki nr 237, 238

Redaguje Marcin E. KUCZMA

23'1. Wyznaczyc wszystkie czw6rki dodatnich liczb calkowitych (x, y, u, v) spelniajace
r6wnanie x,,+o + y = x"yo.

238. Wykazac zbieznosc i znalezc granice ciagu (an) danego wzorem rekuren~yjnym:
, ao = 44, an+1 = 21-a" dla n ~ 1.~

Zadanie 238 zaproponowal pan Dariusz Laskowski z Troszyna (woj. szczecinskie).

Rozwiazania zadan z numeru 11/1991

Przypominamy tresc zadan:

~~9. Dany jest czworogcian OABC oraz trójkat KLM o wierzcholkach K E OA, L E OB,
M E OC. DowieM, ze jezeli na kazdym z czworokatów ABLK i ACM K mozna opi.ae! okrag,
to równiez na czworokacie BCML mozna opi.ae! okrag.

~80. Dla funkcji ciaglej I: R -+ R rozwazamy warunki:
(1) Istnieja rózne liczby a, b, c, takie ze I(a) = b, I(b) = c, I(c) = a.
(2) Istnieja rózne liczby t, u, v, w, takie ze I(t) = u, I(u) = v, I(v) = w, I(w) = t._
Udowodnie!, ze (1) ~ (2) oraz dae! przyklad pokazujacy, ze (2) T> (1).

229. Na clPlworoscianie KABC opisujemy sfere. PrlPlecina ona plaslPlclPlYlPlnyOAB i OAC wlPldluz
okregów opisanych na trójkatach KAB i KAC. uwierajacych (odpowiednio) punkty L i M.
WspólplaslPlclPlYlPlnowepunkty B. C. M. L leza na rOlPlwazanejsferze. a wiec leza na wspólnym
okregu.

230. Dowód implikacji (1) ~ (2). Wezmy pod uwage funkcje g(z) = I(/(z)) i h(z) = g(g(z)).
OClPlywiscie.g(a) = c. g(b) = a. g(c) = b. BelPlstraty ogólnosci mozna prlPlyjac. ze a jest
najmniejslPla lPlliclPlba. b. c.
Puypadek I. a < b < c. OlPlnaclPlmy:lp(z) = g(z) - z. ,p(z) = h(z) - z. Niech d

bedlPlienajmniejslPla liclPlbaw prlPledlPliale(aj b). taka ze lp(d) = O (taka liclPlbaistnieje.
bo lp(a) = c - a > O. lp(b) = a - b < O). Dalej. niech c bedlPlienajmniejslPla liclPlba
w prlPledlPliale(aj d). dla której g(c) = b (istnieje. bo g(a) = c > b. g(d) = d < b). Poniewaz
,p(a) = g(g(a)) - a = b - a> O. ,p(c) = g(g(c)) - c = a - c < O. IPlnajdujemy w prlPledlPliale(ajc)

taka liclPlbet. ze ,p(t) = o. Z okreslenia d wynika. ze lp(t) t- o. A lPlatem h(t) = t t- g(t).

Okreslamy: u = I(t). II = I(u) = g(t). w = 1(11). WÓWClPlasI(w) = g(v) = h(t) = tj tak wiec
,clPlwórkaliclPlb(t. U.II. w) spelnia wymagane równosci. LiclPlbyt i II sa rózne (11= g(t) t- t). Stad
latwo wynika. ze t. u. li.W sa clPlterema róznymi liclPlbami.
PrlPlypadek II. a < c < b. ROlPlumowaniejest podobne: okreslamy lp i ,p. jak w prlPlypadku Ij
okreslamy d jako najwiekua liclPlbew puedlPliale (Cj b). dla której lp(d) = O. oralPlokreslamy c
jako najwiekslPla licl!lbe w prlPledlPliale(dób). dla której g(c) = c. W przedziale (c;b) IPlnajdujemy
taka liclPlbet. ze ,p(t) = O i Iplokreslenia d wnioskujemy, ze lp(t) t- O. Dokonczenie rOlPlumowania.

" jak w'przypadku I.

PrlPlyklad pokalPlujacy. ze (2) ?'> (1). Funkcja ciagla I(z) = { -2/Z dla z ~ 1//~ ma te-1 z dla z ~ l V 2
wlasnosc. ze I(z) < O dla z > O oralPlI(z) > O dla z < O. Nie istnieje wiec trójka róznych
liclPlba, b. c spelniajaca warunki wymienione w (1). Natomiast warunek (2) jest spelniony

na prlPlyklad dla clPlwórki(t, U,II, w) = (-~'!'-i. ~).

14



Zadania z fizyki nr 135, 136

I Redaguje Jerzy B. BROJAN

Niestety, liga traci uczestnik6w: w tej
serii rozwiazania przyslali tylko pan
Sikorski i pan Wietecha.

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 121 (WT=2,20) i 122 (WT=I,15)

z numeru 8/1991
Ad_m Sikorski - Lublin 36,11
Aleksa.nder BorowlJrI- Aleksa.ndrów K. 11,33
Toma.sz Wletecha. - Ta.rn6w 12,12

127. Mamy 70 jednakowych ogniw o oporze wewnetrznym l O, Jak je nalezy polaczyc, aby
przez dola,czony do baterii opornik R poplyna,l jak najwiekszy pra,d? Rozwazyc dwa przypadki:
a) R = l O,
b) R = 2 O.

RozwiAzania zadan z fizyki z numeru 11/1991

Przypominamy tresc zadan:

135. Elektrony maja w mechanice kwantowej wlasnosci falowe i moga ulegac
interferencji. Rysunek przedstawia schemat takiego interferometru. Wystepuja
w nim zwierciadla calkowicie odbijajace A i C (te role moga pelnic odpowiednie
krysztaly) i zwierciadla pólprzepuszczalne B i D. Wiazka nierelatywistycznych
(niezbyt s'zybkich) elektronów o energii E pada na zwierciadlo D, skad czesc wiazki
biegnie dalej droga DAB, a czesc droga DCB. Na odcinkach pionowych energia
kinetyczna elektronów zmienia sie w wyniku przejscia do obszaru o innym potencjale.
Za zwierciadlem B rozdzielone wiazki nakladaja sie, a obraz interferencyjny jest
rejestrowany przez detektor. O ile prazków przesunie sie obraz interferencyjny, gdy
róznice potencjalów zwiekszymy od zera do U?

136. Gdy temperatura powietrza atmosferycznego szybko maleje w miare wzrostu
wysokosci, wystepuje intensywna konwekcja (pionowe ruchy mas powietrza), natomiast
gdy temperatura maleje powoli lub rosnie, konwekcja nie wystepuje. Wyjasnic
przyczyne tej zaleznosci i obliczyc minimalny spadek temperatury suchego powietrza
przy wzroscie wysokosci o 100 m, dla którego jeszcze wystepuje konwekcja.

I I , I- -, ,

128. Ogrzewamy wode od temperatury To do T na palniku gazowym lub grzejniku
elektrycznym. Uplyw ciepla z naczynia do otoczenia na jednostke czasu wynosi Pu (zakladamy
dla uproszczenia, ze jest staly). Sprawnotfc grzejnika, tzn. stosunek cie'pla przekazanego
naczyniu do ciepla wydzielonego przez grzejnik jest funkcja, mocy P grzejnika

W(P)=a-bP,

gdzie a, b - dane stale dodatnie. Jak nalezy wybrac moc grzejnika, aby zuzyc najmniej gza, ilotfc
energii ?

127'. Autor otrzymal w przypadku a) maksymalna wartosc pradu 1 = 4,1739 (w odpowiednich
jednostkach, wynikajacych z przyjecia jednostkowej sily elektromotorycznej ogniwa) dla baterii
skladajacej sie z dwóch zespolów polaczonych szeregowo: pierwszy z dziewieciu polaczonych
równolegle zestawów po szesc ogniw szeregowo i drugi z osmiu polaczonych równolegle
zestawów po dwa ogniwa szeregowo. Identyczna wartosc pradu wystapi dla polaczonych
równolegle szesciu zestawów po dziewiec ogniw szeregowo i dwóch zestawów po osiem ogniw
szeregowo. W przypadku b) autor otrzymal prad 1 = 2,955 dla polaczonych równolegle
czterech zestawów po dwanascie ogniw szeregowo i dwóch zestawów po jedenascie ogniw
szeregowo.

Wskazówka, jak szukac optymalnego obwodu, jest potraktowanie liczby polaczen
równoleglych:z: i szeregowych 1/ jako zmiennych ciaglych, tak ze bateria ma sile

elektromotoryczna 1/ i opór wewnetrzny ~Rw (gdzie Rw - opór wewnetrzny pojedynczego
ogniwa). Prad jest zatem równy

1=--1/
R+ ~Rw

a jego maksymalna wartosc przy warunku :Z:I/ = N = const mozna znalezc przez

rózniczkowanie. Otrzymuje sie :z:= V N ~., , 1/ = ~. Nie beda to jednak na ogól liczby
calkowite, wiec nie obejdzie sie bez "kombinowania" .

128. Oznaczmy czas ogrzewania przez t. W ciagu tego czasu doplyw ciepla z grzejnika do
naczynia jest rowny PW(P)t, odplyw zas Put. Doplyw netto [PW(P) - PuJt przyrównujemy
do wyrazenia 'KaT, gdzie aT = T - To - przyrost temperatury, a 'K - pojemnosc cieplna
naczynia wraz z zawartoscia, tzn. 'K = mwody . Cwody + mnaczynia • Cnaczynia' Stad wynika
równanie

[PW(P) - Pult = 'KaT.
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Ro.wi".anie .adania M 626.
. Wstawmy O po dowolnej cyfrze

dowolnej liczby z pierwszego ciagu
(wstawiamy tylko jedno zero).
Otrzymamy liczbe z drugiego ciagu.
Ta operacja zadaje wzajemnie
jednoznaczna odpowiednios"c miedzy
cyframi pierwszego ciagu i zerami
drugiego.

Ro.wi".anie .adania M 626. Mamy
ak+10 = ak+9 + ak+S =
= ak+S + ak+1 + ak+6 + Uk+1 =
= ak+8 + ak+1 + ak+6 + ak-j.5 + ak+6 =

= ak+8 + ak+1 + ... + ak+l + ak+> =
= S + ak+>,
gdzie S = ak+l + ak+> + ... + ak+8.
Stad otrzymujemy
ak+9 = ak+8 + ak+1 < S <
< S + ak+> = ak+10. Tym samym S
nie nalezy do ciagu Fibonacciego.

Ro.wi".anie .adania M 627.
Wybierzmy uklad wspólrzednych
o poczatku w srodku symetrii
wieloscianu. W. Niech a bedzie
takim wektorem przesuniecia,
ze W' = W + a ma punkt wspólny
z W. Biorac b E W n W' otrzym ujemy
wniosek, ze b - a E W. Ze wzgledu
na symetrie W równiez a - b E W,

a ze wzgledu na wypuklosc W srodek b

i a _ b, czyli b+ (a - b) = ':, naleza
2 2

do W. Korzystaj'IC jeszcze raz
z wypuklo,ki, dla dowolnego punktu
c E W mamy

(2 a l )d= 3'2"+3'c EW.

Zauwazmy, ze c + a E Wf, ale
3d = c + a, z czego wynika, ze c + a
nalezy do obrazu jednokladnego W
(wzgledem poczatku ukladu) o skali 3.
Objetosc tego obrazu jest 27 razy
wieksza od objetosci W. Zatem
wszystkie obrazy W' wieloscianu W
w takich przesunieciach, ze przeciecie
W i W' jest niepuste, mieszcza sie
w tym obrazie jednokladnym W. Stad,
jesli W, W1, W1! ••• , Wn maja rozlaczne
wnetrza, to n :$ 26 (bo objetosc
kazdego z tych wieloscian6w jest
taka sama). Liczby 26 nie mozna
zmniejszyc, na co wskazuje przyklad
z 8zetfcianem.

Milosc i pierwiastek z minus jednosci

Dawno temu ludzie z warstwy, która w Europie Wschodniej zwana jest inteligencja,
mieli chyba nieslychanie wiele wolnego czasu. Zastanawiali sie nad wieloma
zupelnie niepraktycznymi problemami, a wsród nich nad pytaniem, jakim pojeciom
przysluguje atrybut istnienia. Zastanawiali sie tak gleboko, ze niejednokrotnie
zaczynali wypowiadac poglady wrecz patologiczne. I tak np. George Berkeley uwazal,
iz wszystko, co postrzegamy, zluda jeno byc moze i nie ma pewnosci,. czy istnieje bez
postrzegajacego (a bylo to nie tak dawno temu, bo na poczatku XVITI wieku). Ale i ci,
którzy nie watpili w istnienie deszczu, gdy ten lal im sie na glowe, i parasola, który
chronil ich przed zamoczeniem, umieli zadawac sobie i innym pytania o istnienie, które
wprawialy w pomieszanie.

Nie próbujac sledzic rozwoju filozoficznego sporu spróbujmy odpowiedziec na pytanie
o istnienie milosci, pierwiastka z minus jednosci, klasy robotniczej i, powiedzmy, zbioru.
Kazde z tych pojec (wymienilem je w kolejnosci, w jakiej - chyba - pojawily sie na
swiecie) ma obfita literature na swój temat. Zadne z nich nie poddaje sie weryfikacji
eksperymentalnej. Istnienie kazdego z nich bylo zdecydowanie kwestionowane, choc
fakt, ze sie o nich od czasu do czasu mówi, nie jest odbierany jako bredzenie.

Pierwiastek z minus jednosci (zeby zajac sie czyms matematycznym) powstal z racji
rozwiazywania równan stopnia trzeciego. Takie równania maja te przyjemna ceche,
ze (jako nieparzystego stopnia) zawsze maja pierwiastek rzeczywisty. Nie zawsze
jednak istnieje algorytmiczna droga do tego pierwiastka, przebiegajaca w obrebie liczb
rzeczywistych (nie istnieje, gdy pierwiastków rzeczywistych jest trzy - nazywa sie
to casus irreducibilis). Droga taka biegnie wtedy oplotkami, które zwa sie liczbami
zespolonymi, a prawie kazda z tych liczb jest blisko z omawianym pierwiastkiem
z minus jednosci spokrewniona. Cardano, jeden z twórców algorytmu Tozwiazywania
równan stopnia trzeciego, sytuacje opisywal bardzo klarownie: umysl nie jest
obowiazany trzymac sie ziemi; moze on pozwolic sobie na hiperbole, gdzie (przebywajac
na niedosieznych dla profanów wyzynach) rozwikla to, co na ziemi rozwiklane byc nie
moze, a potem (juz z wynikiem) na ziemie powróci.

Istnienie liczb zespolonych kwestionowali nawet ci, którzy przyczyniali sie do
ich rozwoju. Np. Euler w Algebrze (1770), która jest podrecznikiem teorii liczb
zespolonych, pisze: Pierwiastki kwadratowe z liczb ujemnych nie sa zerem, ani nie sa

ujemne, ani dodatnie. Stad wynika, ze pierwiastki te nie moga sie znajdowac wsród
mozliwych liczb. W konsekwencji sa to ni~mozliwe liczby. I tak dochodzimy do pojecia

liczb na ogól zwanych urojonymi, albo wyobrazalnymi, dlategcJ ze istnieja one tylko

w wyobrazni. Dla matematyków liczby zespolone (a wsród nich i pierwiastek z minus
jednosci) zaczely istniec naprawde w 1799 roku, kiedy to Gauss (w swojej pracy
doktorskiej) udowodnil tzw. podstawowe twierdzenie algebry orzekajace, ze kazdy
wielomian o wspólczynnikach zespolonych ma zespolony pierwiastek - liczby o tak
pieknej wlasnosci byly zbyt pociagajace, aby nie istniec. Pózniej, w latach 30.
XIX wieku Hamilton wskazal, jak mówic o liczbach zespolonych tak, by o zadnych
pierwiastkach z liczb ujemnych nie wspominac.

Warto zwrócic uwage, ze pytanie o istnienie mozna sensownie i bez klarownej
odpowiedzi odniesc do wiekszosci pojec matematyki. Czy faktycznie istnieje dlugosc

bez szerokosci, czyli linia (mniejsza juz o to: prosta czy nie)? A przeciez oczywistosc
jej istnienia jest tak wielka, ze nawet filozof zastanowi sie chwile, czy wypada zadac
pytanie o istnienie linii np. prostych.

Wlasnie, w tej oczywistosci miesci sie chyba jedyna sensowna odpowiedz na pytanie
o istnienie róznych pojec. Kartezjusz na pytanie o Boga odpowiedzial: Bóg istnieje,

bo nie mozna sobie wyobrazic, by bylo inaczej. Pózniej wyobraznia ludzka stala sie
istotnie wieksza i wszystko juz wyobrazic sobie bylo mozna. I wtedy stanelismy przed
koniecznoscia zdecydowania sie na opinie Pirandella: jest tak, jak nam sie zdaje.

A w ten, jakze sluszny sposób, kazdy moze rozstrzygnac problem, czy istnieje linia
prosta, milosc, pierwiastek z minus jednosci, klasa robotnicza, zbiór, Bóg i Bóg wie
co jeszcze. Wymaga to jednak czegos, od czego nawet filozofowie czesto uciekaja
- podjecia na wlasna odpowiedzialnosc decyzji jak, mianowicie, nam sie zdaje.

Marek KORD OS
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A i B leza na prostej.

Wizualizacja Matematyki

EPSILON dziekuje Zbigniewowi Marciniakowi za
inspiracje dzialu "Wizualizacja Matematyki"

Krzysztof CIESIELSKI, Zdzislaw POGODA

W zbiorze zadan z analizy matematycznej pod redakcja
B. Demidowicza twierdzenie figuruje jako "regula
l' Hospitala-B ernoulliego"

Proste sie przecin aja.

Prowadzimy prosta przez A.

Przy wielu rezultatach matematycznych figuruje dzis
nazwisko Bernoulli. We wszystkich jednak przypadkach
dotyczy ono starszego z braci, Jacoba. Johann natomiast
mial wyjatkowego pechaj jego wyniki (a bylo ich
niemalo) przypisano, wprowadzajac nazewnictwo,
innym matematykom, lub pozostawiono bez nazwy.
W szczególnosci, wracajac do twierdzenia ulatwiajacego
badanie symboli nieoznaczonych, powinnismy chyba
dzis mówic: "regula Bernoulliego-de l'Hospitala",
ale przyzwyczajenia bardzo trudno przelamac.

3/92

(13)

Historia reguly de l'Hospitala
Ostatni numer EPSILONA niemal w calosci poswiecony
byl regule de l'Hospitala. Chylac czola przed sila tego
twierdzenia, protestowalismy przeciwko jego niewlasciwemu
oraz przesadnemu stosowaniu. Dzis jeszcze raz zajmiemy
sie ta regula, ale w nieco innym aspekcie.

Markiz Guillaume Fran<;ois Antoine de l'Hospital
uznany jest za autora pierwszego wydrukowanego
podrecznika rachunku rózniczkowego. Ksiazka ta ukazala
sie w 1696 roku pod tytulem Analyst! des infiniment petits

(Analiza nieskonczenie malych). Znalazlo sie w niej wiele
waznych i nowych twierdzen, w szczególnosci metoda
obliczania granic pewnych symboli nieoznaczonych, dzis
znana jako regula de l'Hospitala. Czy jednak ten, który
oglosil regule w podreczniku, byl takze jej twórca?

Pretensje do autorstwa twierdzenia zglosil mlodszy
z braci Bernoullich, Johann. Powolywal sie on na
swój list do de l'Hospitala z 1694 roku; tam Bernoulli
udzielil odpowiedzi na pytanie, jak mozna postepowac
w sytuacji, gdy przy obliczaniu granicy pojawia sie symbol
nieoznaczony typu ~.

Przyjrzyjmy sie tej historii blizej. Johann Bernoulli pelnil
role prywatnego wykladowcy i nauczyciela matematyki
markiza de l'Hospitala. W zamian za prywatne
lekcje - wyklady z rachunku rózniczkowego (pierwsze
w historii) otrzymywal stala, dosc pokazna, pensje.
Podobno wynagrodzenie mialo byc jeszcze wyzsze, gdy
Bernoulli zdecydowal sie na pew e doaatiowe warunki:
kopie wykladów nie mialy . c nikomu udostepniane
- z wyjatkiem, oczywiscie, de l'Hospitala, a zwiazane
z przygotowywaniem wykladów nowe przemyslenia
i twierdzenia mialy byc przekazywane równiez tylko
de l'Hospitalowij ponadto Bernoulli byl zobowiazany do
rozwiazywania problemów stawianych przez "ucznia"
i, naturalnie, do zachowania rozwiazan w tajemnicy.
Cicha umowa utrzymala sie do momentu ukazania
sie Analizy nieskonczenie malych. Wtedy to Bernoulli
postanowil dochodzic swoich praw do wielu rezultatów
umieszczonych w ksiazce. Sam, w listach do Leibniza
pisal, iz de l'Hospital jest autorem zaledwie kilku stron
podrecznika, reszta to wyklady, które przekazal markizowi
takze na pismie. Bardziej zdecydowanie o uznanie
swego autorstwa Bernoulli zaczal sie ubiegac po smierci
de l'Hospitala.

Dodajmy, ze Johann Bernoulli mial dosc trudny charakterj
znane sa jego sprzeczki i nieporozumienia z bratem
Jacobem i synem Danielem, Newtonem i cala szkola
angielska···

EPSILON - niezalezny dodatek Delty. Redakcja: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Ananiasz Posmiechowski. Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem E.
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