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WARUNKI PRENUMERATY"" AMOS-ie

Od stycznia 1993 r. prenumerate "Delty" prowadzi równiez firma AMOS.
01-506 Warszawa, ul. Szenwalda 1 (tel. 39-17-52). Wplaty przyjmowane sa
non-stop, do 10. dnia lniesiaca poprzedzajacego okres pr~nUlneraty. Okres
prenumeraty wynosi co najmniej trzy (8) miesiace. Cena jednego llUnlel'U
w pierwszym p6lroczu 1994 roku wynosi 8 OOO,-zl, a w drugim p6lroczu 10 OOO,-zl.
Przy wplacie pl'osilny o zaznaczenie okresu prenumeraty.
W prenullleracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)
cena numeru wynosi w pierwszym p6lroczu 1994 r. 20 OOO,-zl, a w drugim -
22 OOO,-zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza odpowiednia doplate
ponosi zamawiajacy.

U""aga! AMOS dostarcza "Delte" pod wskazany adres nie pobierajac dodatkowej
oplaty. Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Blankiet pocztowy na prenunlerate "Delty" w AMOS-ie z3111ieszcz,anlY na str. 7/8.

Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-""a, nr 1586-77578-136

WARUNKI PRENUMERATY w RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na III kwartal 1994 r. wynosi 30000,-· zl.
3. Pl'enUlllerata z.e zlecenienl dostawy za granice jest o 100% wyzsza; w przypadku

zlecenia dostawy droga lotnicza - koszt dostawy lotniczej w pelni pokrywa
prenumerator.

4. Wplaty na prenumerate przyjmuja:
na teren kraj u

jednostki kolportazowe "Ruch" S.A. wlasciwe dla lniejsca zaulieszkania
lub siedziby pl'enUnleratora; dostawa egzcluplarzy nastepuje w uz.godniony
spos6b,

na zagranice
"Ruchll S.A. Oddzial Warsl.awa, 00-958 Warszawa" konto
PBK XIII Oddzial Wars •.awa 370044-1195-139-11 - dosta""a odby""a sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkicIll zlecenia
dostawy poczta lotnic:!',a do odbiorcy r.ag;ranicznego, której koszt w pelni
pokrywa prenUlneratOl'.

5. Tenlliny przyjmowania prenUlnCl'aty:
na kraj i zagranice - do 20 XI na I kwartal roku nastepnego

do 20 II na II kwartal
do 20 V na III kwartal
do 20 VIII na IV kwartal.

Cena 1 egzemplarza 8000,- zl



(C)

o równowaznosci dwóch slynnych nierównosci
Chyba nie spos6b wyobrazic sobie kogos, kto w latach szkolnych
interesujac sie prawdziwie matematyka nie zetknalby sie
z nier6wnoscia Bernoulliego czy tez z nierównoscia Cauchy'ego.
Sa to bodaj najbardziej znane nierównosci elementarne.

Nierównosc Bernoulliego to nier6wnosc postaci

(B) (1+ x)n 2:: 1+ nx,

prawdziwa dla kazdego x > -1 oraz dla kazdego calkowitego,
meuJemnego n.

Nier6wnoscia Cauchy'ego nazywa sie nierównosc miedzy srednia
arytmetyczna i srednia geometryczna liczb nieujemnych,
tj. nier6wnosc

Xl + X2 + ... + Xn > _-------- _ .y'XIX2 ••• Xn ,n
gdzie n jest dowolna liczba naturalna, Xl, X2, ... , Xn - liczbami...
meuJemnyml.

Ponizej wykazemy, ze nier6wnosci te sa równowazne.

1. (B) =? (C).
Przyjmijmy od razu, ze wszystkie Xi (i = 1,2, ... , n) sa dodatnie,
gdyz jesli któras z nich jest zerem, to nie ma czego dowodzic.

Wprowadzmy, dla wygody, nastepujace oznaczenia:

Xl + X2 + ... + Xn .n/An = -------, Gn = yXIX2",Xn'n

Dla kazdego k = 2,3, ... , n, mamy AAk > O, czyli A:tk - 1 > -1,k-l k-l
wiec na mocy nierównosci Bernoulliego mamy:

(~)k = (1+(~_l))k 2:: l+k. (~-1) =Ak-l Ak-l Ak-l

_ Ak-l + kAk - kAk-1 _ Xk
- Ak-l - Ak-l'

czyli

Ak> Ak-lk - xk k-l'
Wobec tego

A~ 2:: XnA~=i 2:: XnXn-IA~=~ 2:: ... 2:: xnxn-l'" x2Ai = G~,
skad

2. (C) =? (B).
Dla n = 1 nierównosc (B) jest oczywista. Takze, przy n 2:: 2

. 1 . d d'cl-l < X ::; --, me ma czego owo Zl .n

Niech wiec n 2:: 2 i X > -~. Wówczas nx + 1 > O i na mocyn
nier6wnosci (C) zastosowanej do n liczb: 1+ nx, 1,1,... ,1 mamy'--v--'

n-l

(1+.)"~ (n 1:')" ~ ((1+n.) +~)" ;,
2:: (l+nx) .~= l+nx.

n-l

Henryk PA WLOWSKI
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Przemiany jadrowe
wspólczesna

alchemia

Maria KACZMARCZYK

Promieniotwórczosc naturalna niektórych

jader atomowych (Delta 11/1992) nie
wyczerpuje calosci zjawisk fizyki jadrowej,
w których przemiany jadrowe prowadza
do wyzwolenia energii. Cecha rozpadów
promieniotwórczych jest to, ze przebiegaja
one samorzutnie, bez zadnej ingerencji
zewnetrznej. Jednym z warunków
ich wystapienia jest zachodzenie
tzw. dodatniego bilansu energetycznego.
Oznacza to, ze energia spoczynkowa
jadra rozpadajacego sie musi byc wieksza
od sumy energii spoczynkowych jadra
koncowego i emitowanych czastek.
Na przyklad dla rozpadu alfa jadra polonu

21OpO(liczba masowa A =. 210, liczba
atomowa Z = 84), w wyniku którego
powstaje jadro olowiu 206Pb (A=206,
Z = 82), bilans taki opisuje równanie

Q = MC10po)C2-

(1) _ (M(206Pb) + M(4He))c2 > O.
Symbolem Q oznaczono energie tego
rozpadu, M(A) oznacza mase jadra
atomu A.

Energia spoczynkowa Eo obiektu o masie
spoczynkowej mo wyraza sie wzorem
Einsteina Eo = moc', w kt6rym c jest
predko~cia. ~wiat1a w pr6zni. Jdli masa bedzie
wyrazona w megaelektronowoltach (MeV),
to wsp6lczynnik przeliczeniowy masy na
energie bedzie r6wny c' = 1.

Dla wymienionego rozpadu (w przypadku,
gdy jadro 206Pb powstaje w naj nizszym
stanie energetycznym) energia ta jest
równa Q = 5,407 MeV .

Rok 1919 wyznaczyl poczatek nowej
dziedziny badan z zakresu tzw. sztucznych
przemian jadrowych. W tym roku
angielski fizyk Ernest Rutherford
przeprowadzil pierwsza, sztuczna przemiane
ja,drowa, dokonuja,c zderzenia czastek alfa
(jader 4He) z j a,drami azotu 14N.. J ak sie
okazalo, zderzenie to nie mialo wylacznie
charakteru sprezystego zderzenia dwu
klasycznie rozumianych kuleczek, lecz
doprowadzilo do wytworzenia ja,dra tlenu
17O i protonu. Przemiane te, zwana
równiez reakcja, ja,drowa, mozna



.(3)

zapisac symbolicznie nastepujaco:

(2) 14N+ 4He ~ 170+ lp.

Wyrazenie na energie Q reakcji, dla
przypadku gdy jadro tlenu 170 powstaje
w naj nizszym (podstawowym) stanie
energetycznym, jest dane wzorem

Q = (Me4N) + M(4He))c2

- (Me70) + Mep))c2•

Doswiadczenie Rutherforda mialo

znaczenie epokowe. Urzeczywistnilo ono
po raz pierwszy odwieczne marzenia
alchemików o przemianie pierwiastków.

W wiekach VIII-XVI alchemicy
poszukiwali "kamienia filozoficznego" ,
tj. substancji, która moglaby przemieniac
metale pospolite w cenny metal szlachetny
- zloto. Posiadanie kamienia filozoficznego
otwieraloby wlascicielowi droge do
nieograniczonego bogactwa.

Od czasu Rutherforda przebadano
ogromna liczbe rozmaitych reakcji
jadrowych, w tym takze takie, w których
powstaja atomy zlota, na przyklad:

(4) 194pt + 4He ~ 107Au+ lp.

W tym miejscu Czytelnik moze ze
zdziwieniem zapytac: skoro teraz znamy
sposoby na realizacje marzen alchemików,
to dlaczego nie produkujemy tyle zlota,
aby bylo go pod dostatkiem? Odpowiedz
jest prosta: to kosztuje, i to duzo!

Otóz w przypadku procesu (4) energia
reakcji jest ujemna: Q = -8,436 MeV.
Jest to przyklad tzw. reakcji progowej.
Oznacza to, ze warunkiem koniecznym
do jej zaistnienia jest, aby czastki alfa
byly przyspieszane do energii kinetycznej
co najmniej równej 8,610 MeV (energia
kinetyczna musi byc wyzsza niz Q,
gdyz w trakcie zderzenia platyna

doznaje odrzutu). A z tym wiaza sie
olbrzymie koszty budowy akceleratorów

przyspieszajacych naladowane czastki
do odpowiednio wysokich energii,
co w polaczeniu z niewielka efektywnoscia
zachodzenia zadanych reakcji jadrowych

czyni taka produkcje wielce nieoplacalna.

Atomy zlota moga byc wytwarzane równiez
w procesach posrednich. Przykladem
moze byc reakcja wychwytu radiacyjnego

neutronów (oznaczana zapisem (n, 'Y))

przez jadra platyny 196pt, a nastepnie
rozpad rr wytworzonych

2

Jest W prózni niespozyta sila

A,nna OKOPINSKA

W fizyce próznia nazywa sie najprostszy stan ukladu fizycznego,
a wiec stan o najnizszej energii. W fizyce klasycznej (niekwantowej)

jest to stan calkowitego spoczynku. Natomiast w fizyce kwantowej
nie moze istniec stan, w którym nic sie nie dzieje. Dla przykladu

rozwazmy oscylator harmoniczny - czastke o masie m pod

dzialaniem sily Hooke'a F = _mw2 x. Przyjmiemy, ze predkosci sa
male w porównaniu z predkoscia swiatla i mozemy uzywac praw

fizyki nierelatywistycznej.

Ruch oscylatora klasycznego odbywa sie, zgodnie z rozwiazaniem
równania Newtona

(1) x(t) = A sin(wt), p(t) = mAw cos(wt) ,

gdzie x(t) jest wychyleniem z polozenia równowagi, a p(t) jest pedem
czastki.

Calkowita energia dana jest wiec przez zaleznosc

p2 mw2x2 mw2 A2

(2) E= -2m+ -2- = -2-
i najnizsza mozliwa wartosc E = O odpowiada A =O, a wiec sytuacji,
gdy x = O i p = O.

W fizyce kwantowej sytuacja jest zupelnie inna. Oscylator

kwantowy moze znajdowac sie w stanach numerowanych liczbami
calkowitymi n 2': O, którym odpowiada energia

(3) En = liw (n + ~) ,

gdzie li = !::..-, a h jest stala Plancka. Tak wiec naj nizsza energia
27r

wynosi
liw

(4) Eo =-2

i jest rózna od zera. Efekt ten, nazywany drganiami zerowymi,

wyjasnia wiele wlasnosci cial ·fizycznych, na przyklad ciepla wlasciwe,
paramagnetyzm, niekrzepliwosc 4He oraz anomalne rozpraszanie
promieni X na krysztalach w niskich temperaturach.

Wspólczesna teoria czastek elementarnych opisuje swiat przy

uzyciu pól kwantowych. Sa to pola materii (elektronów, kwarków,

neutrin, ) i pola czastek przenoszacych oddzialywania (fotonów,

gluonów, ). Pole kwantowe mozna sobie wyobrazac jako uklad
nieskonczenie wielu oscylatorów harmonicznych. Próznia - stan pól

kwantowych o najnizszej energii, nie zawierajacy czastek materii
ani kwantów oddzialywania - odpowiada drganiom zerowym

oscylatorów. Fluktuacje prózni, które sa zródlem dodatniej
energii prózni, mozna wyjasnic powstawaniem wirtualnych par
czastka-antyczastka o energii l:iE, zyjacych tak krótko, ze spelniona

jest zasada nieoznaczonosci Heisenberga
li

(5) l:itl:iE ~ "2 .

Pole kwantowe ma nieskonczona liczbe stopni swobody, gdyz

w kazdym punkcie przestrzeni moze przybierac niezalezne wartosci.



(9)

(5)

(6J

(7)

Warto jednak zauwazyc, ze atomy
zlota 107Au w srodowisku neutronów

termicznych same wychwytuja neutrony
ulegajac przemianie w atomy 108Au,

które z okresem T1/2 = 2,696 dni ulegaja
rozpadowi (3-. Jadrem koncowym tego
rozpadu jest rtec 108Hg. Zatem, zloto
wytworzone w przykladowym procesie
opisanym równaniem (6) powinno byc
dostatecznie szybko usuwane ze strumienia
neutronów, aby zabezpieczyc je przed
zniszczeniem. Uwage te mozna uczynic
tez w odniesieniu do wytwarzania zlota
w reakcji (n,2n) na rteci 198Hg poddanej
oddzialywaniu neutronów predkich
o energii 14 MeV:

108Hg+ 1n -+ 197Hg+ In + In,

1117Hg-+ 1117Au+ (3+ + 11.

W podobny sposób, a wiec wykorzystujac
odpowiednie reakcje jadrowe, mozna
byloby wytwarzac równiez inne drogocenne
metale, na przyklad platyne, srebro, rod.
Jednak, jak juz wspominalismy, glówna
przyczyna nieoplacalnosci takich prób sa
ogromne koszty, jakie nalezaloby poniesc

Innym przykladem posredniego
procesu prowadzacego do wytworzenia

atomów 197Au jest reakcja (n,,) na rteci,
która jest wzglednie tanim surowcem
wyjsciowym:

106Hg+ 1n -+ 197Hg+ , ,
197Hg -+ 197Au+ (3+ + 11 •

Moz~a ja zrealizowac praktycznie,
umieszczajac próbke rteci w kanale
reaktora jadrowego w strumieniu

neutronów spowolnionych do energii
ponizej l eV (tzw. neutronów
termicznych). Wytworzone wtedy
jadra 107Hg sa nietrwale, ulegaja
rozpadowi promieniotwórczemu (3+

z okresem polowicznego zaniku

T1/2 = 64, l godziny.

promieniotwórczych jader 197pt wedlug
schematu:

196pt + 1n -+ 197pt+"
197pt -+ 197Au+ {r + /l.

Reakcje te, chociaz mozliwe do
przeprowadzenia, w odniesieniu do
"produkcji" zlota sa tez nieoplacalne,
chocby z tej przyczyny, ze platyna jest
metalem drozszym od zlota.

. Przez okres pólowicznego zaniku
pierwiastka promieniotw6rczego rozumie
sie cr.as, po uplywie kt6rego polowa j!\der
promieniotw6rczych w pr6bce ulega rozpadowi!.

F. .. _ 7rnc
Ca •• m.r - 240d4

na jednostke powierzchni. Przypomnijmy, ze pla~zc,!yzny sa nie
naladowane, wiec gdyby obowiazywaly prawa elektrodynamiki
klasycznej, efekt taki nie móglby wystapic. Pomiar wykonany
w 1958 roku przez M.J. Sparnaya w laboratoriach ·Philipsa \vykazal
przyciaganie sie plyt metalowych odleglych o d = O,5 I-' z sila
F = 0,2 dyni cm2. Niestety, pomiary te sa niezwykle trudne i do
dzis nie przeprowadzono ilosciowego potwierdzenia wzoru Casimira.

Calkowita energia drgan zerowych otrzymana przez calkowanie po
wszystkich stopniach swobody, równa

(6) L ~nw,
jest nieskonczona. Pojawianie sie nieskonczonych wartosci
jest dobrze znana cecha rachunków w kwantowej teorii pola.
Nieskonczonosci te mozna wyeliminowac z wyrazen dla wielkosci
obserwowalnych za pomoca procedury renormalizacji. Poniewaz
parametry wyjsciowe teorii sa niemierzalne, mozna przyjac, ze sa
one nieskonczone i dobrac je tak, aby kasowaly pojawiajace sie
w rachunkach nieskonczonosci. Renormalizacja energii polega na
dodaniu nieskonczonej wielkosci Eoo dobranej tak, aby energia drgan
zerowych w pustej przestrzeni byla równa zeru

(7) L ~hwo + Eoo = O.

Gdy w przestrzeni umiescimy powierzchnie ograniczajace, na których
pola znikaja, to czestosci drgan zerowych ulegaja modyfikacji
i energia rózni sie od energii w pustej przestrzeni o skonczona
wartosc, która mozemy zmierzyc! W 1948 roku H.B. Casimir
wykazal, ze energia prózni dla pola elektromagnetycznego,
zamknietego pomiedzy równoleglymi plaszczyznami przewodzacymi
o powierzchni S i odleglymi o d, wynosi

" 1 7rncS(8) L 2nw + Eoo = - 720d3 .

Takiej energii potencjalnej odpowiada przyciaganie sie plaszczyzn
z sila równa .

Rozwazano tez inne efekty wywolane fluktuacjami prózni
w ograniczonej przestrzeni. Casimir i Polder wykazali w 1948 r.,
ze sila oddzialywania jednostki powierzchni na atom znajdujacy sie
w odleglosci d od przewodzacej plaszczyzny wynosi

(10) F = Fc-p + FeI.tat + FinterJ'

Sila Casimira-Poldera dana wyrazeniem
3anc

(11) Fc-p = ---5 '27rd

gdzie a jest wspólczynnikiem polaryzowalnosci czastki, pochodzi
od fluktuacji prózni i wnosi dominujacy wklad przy duzych
odleglosciach d. Fel.tat jest oddzialywaniem elektrostatycznym

dipola (powstajacego na skutek fluktuacji ladunku w atomie)
z plaszczyzna przewodzaca, a pozostale wyrazy uwzgledniajace
efekty interferencyjne mozna wyznaczyc przy uzyciu elektrodynamiki
kwantowej.

Eksperyment majacy na celu potwierdzenie efektu Casimira-Poldera
zostal przeprowadzony dopiero w 1993 roku na uniwersytecie
w Yale (USA) przez grupe Hindsa. Wiazka atomów sodu byla
przepuszczana wzdluz scian klina utworzonego przez dwie
plyty, które u dolu stykaly sie, a u góry odstep miedzy nimi
wynosil 1, 2 I-'m. Plyty wykonane z idealnie plaskich warstw
krzemionki o wymiarach 8 X 30 mm (z dokladnoscia 10-6 mm)

3



zostaly napylone chromem i zlotem. Mierzono liczbe atom6w, kt6re
przeszly na r6znych wysokosciach od dolu klina i wykreslono wyniki
pomiar6w w zaleznosci od odleglosci miedzy plytami na danej
wysokosci. Otrzymana zaleznosc por6wnano z wynikami rachunk6w,
w których przyjeto, ze odchylenie atomów spowodowane jest sila
Casimira-Poldera. Wyniki doswiadczalne zgadzaja sie bardzo dobrze
z wynikami teoretycznymi w zakresie odleglosci 0,7-1,2 }.Lm, przy
kt6rych sila Casimira-Poldera wnosi dominujacy wklad do calkowitej
sily dzialajacej na atomy.

Pomiar sily Casimira-Poldera stanowi ilosciowe potwierdzenie
r6znicy energii drgan zerowych pomiedzy przestrzenia ograniczona
i nieograniczona. Innym obserwowalnym efektem kwantowo-polowej
natury oddzialywan elektromagnetycznych jest r6znica energii
drgan zerowych w zewnetrznym polu i bez pola. Daje ona wklad
do niewielkie go przesuniecia poziom6w energetycznych atomu
wodoru w stosunku do przewidywan danych przez r6wnanie Diraca.
Przesuniecie to, zmierzone przez W.E. Lamba i R.C. Retherforda
w latach 1947-1953, jest w znakomitej zgodnosci z rezultatami
elektrodynamiki kwantowej. Sila Casimira-Poldera, podobnie
jak przesuniecie Lamba-Retherforda, stanowi wazny dowód
potwierdzajacy prawidlowosc opisu oddzialywan elementarnych przy
uzyciu p61 kwantowych.

Licznik

Odleglosc mi~dzy pty tomi

Wiazka
atomów Sadu
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na zbudowanie akcelerator6w czastek
naladowanych przyspieszajacych je do
energii kinetycznej rzedu wielu MeV (jak
to wymagane jest w reakcjach progowych,
na przyklad (4)). Koszty te znacznie
przekroczylyby wartosc wytworzonych
drogocennych metali. Omawiana metoda
otrzymywania innych pierwiastk6w
droga reakcji jadrowych i proces6w
posrednich jest jednak stosowana
na przyklad do wytwarzania izotop6w
promieniotw6rczych, takich jak 24Na, 32p,
131J, a 'nawet 108Au, majacych specjalne
zastosowanie w medycynie. Podobnymi
metodami uzyskuje sie r6wniez pluton
wykorzystywany jako paliwo jadrowe do
prod ukcji broni jadrowej. Tutaj koszty
wytwarzania nie odgrywaja juz roli.

Osiagniety w XX wieku poziom wiedzy
o budowie materii i przemianach
jadrowych pozwala nam wyjasnic istote
niepowodzen alchemik6w. Stosowane
przez alchemik6w metody, w zasadzie
chemiczne, mogly najwyzej powodowac
zmiany w zewnetrznych powlokach
elektronowych atom6w nie siegajac do
centralnie umieszczonego jadra atomowego .
O przynaleznosci atomu do okreslonego
rodzaju pierwiastka chemicznego decyduje
liczba proton6w Z w jadrze atomowym.
Nie mozna wiec przemienic atomu jednego
pierwiastka watom innego pierwiastka
(w tym przypadku watom zlota), jezeli
nie zmieni sie liczby proton6w w jadrze.
Mozna tego dokonac wykorzystujac reakcje
jadrowe lub rozpady promieniotw6rcze.
Ale alchemicy nie znali budowy atomu
ani nie dysponowali urzadzeniami do
wywolywania reakcji jadrowych, dlatego
tez ich poszukiwania i metody byly
bezskuteczne. Teraz wiemy, jak tego
dokonac, i czasami w zamierzony spos6b
jest to czynione dla cel6w specjalnych.
Choc koszty uzyskania zlota ta droga
sa, wysokie, pozostaje nam satysfakcja,
ze wiemy, jak osiagnac to, czego nie mogly .
osiagnac pokolenia alchemik6w. A wiedza
jest cenniejsza niz zloto!

Rozwi"zanie zadania M 697. Latwo zauwazyc, korzyst.aja.c ze wzoru dwumianowego, z~ liczha (vIo + 2)'" + (vIo - 2)'" jest calkowita.
Oczywiscie, jest ona wieksza od (vIo + 2)'''. Poniewaz 0< (vIo - 2)'" < l, to

N = (v'6 + 2)'" + (v'6 - 2)'''.
Ponownie korzystajac ze wzoru dwunlianowego lnan1Y

N = (10 + 4v1o)" + (10 - 4v1o)" = 2"((5 + 2v1o)" + (5 - 2v1o)") =

= 2" ((5" + 5") + (n(n 2- 1) ·5"-' . 4' . 6 + n( n 2- 1) .1;,,-2 .4' .6) + ... ) = 2,,+1 . k

dla pewnego k E N (lic1,ba w najwiekszym nawiasie w poprzedniej linijce jest parzysta, bowi~m kazdy skladnik jest naturalny i wystepuje
dwukrotnie).
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Mikrosoczewkowanie grawitacyjne
Tomasz KWAST

CZAS

Wedlug ogólnej teorii wzglednosci (OTW) wskutek obecnosci materii
we Wszechswiecie przestrzen nie jest plaska. Mówiac "po ludzku", przejawem
krzywizny przestrzeni powinno byc nieprostoliniowe rozchodzenie sie swiatla.
Swiatlo przelatujac w poblizu jakiejs (duzej) masy powinno zostac ugiete
ku niej, pozornie tak, jakby fotony po prostu wazyly. W rezultacie zjawisko
wyglada podobnie do zalamania swiatla przez zwykla soczewke - stad
jego nazwa: soczewkowanie grawitacyjne (patrz np. Delta 5/1982, Postepy
Astronomii 3/1993, Urania 6/1993). Kazda gwiazda zawsze bedzie widoczna
na przedluzeniu promienia bezposrednio wpadajacego do oka obserwatora,
a nie tam, gdzie jest "naprawde" (rys. 1). Efekt ten zostal po raz pierwszy
zaobseI:wowany jako zgodne z przewidywaniami przesuniecie (maksymalnie
o 1~75) gwiazd widocznych w poblizu brzegu tarczy Slonca podczas jego
zacmienia w 1919 r., co stalo sie jednym z najpowazniejszych dowodów
poprawnosci einsteinowskiej teorii grawitacji.

Gdy odleglosci soczewki grawitacyjnej i zródla swiatla od obserwatora sa
ogromne i obiekty te znajduja sie niemal na jednej prostej, OTW przewiduje
znieksztalcenie i pojasnienie obrazu zródla, poniewaz jego promieniowanie
dociera wtedy do obserwatora wieloma róznymi drogami. Wreszcie gdyby
znalazly sie dokladnie na jednej prostej, pojasnienie byloby maksymalne,
a wskutek osiowej symetrii tej konfiguracji obrazem zródla stalby sie pierscien
(tzw. pierscien Einsteina) (rys. 2). Jego katowy promien jest równy

e=v4GM d2-d1,c2 d1d2

gdzie dl, d2 oznaczaja odleglosci soczewki i zródla, M mase soczewki,
G stala grawitacji, c predkosc swiatla. Jezeli masa ta jest rzedu masy Slonca
(przecietnej gwiazdy), a odleglosci sa rzedu kilku kiloparseków , promien
pierscienia Einsteina jest drobnym ulamkiem sekundy luku (rzedu 10-4), a wiec
moze byc niemozliwy do zmierzenia i cala struktura obrazu niemozliwa do
rozpoznania. Powinno sie jednak dac zmierzyc stosunkowo latwo pojasnienie
obrazu. Zjawisko to nazwane zostalo mikrosoczewkowaniem grawitacyjnym.
Nalezy wiec cierpliwie obserwowac wiele gwiazd i jezeli któras z nich pojasnieje
wedlug okreslonego przez OTW prawa w skali miesiecy, moze to oznaczac,
ze przesunal sie przed nia obiekt spelniajacy wtedy role soczewki grawitacyjnej.

Pomysl takiego programu obserwacyjnego przedstawil kilka lat temu pracujacy
w USA polski astronom Bohdan Paczynski. Z jego oszacowan wynika, ze aby
zobaczyc jeden przypadek mikrosoczewkowania, trzeba sledzic jasnosci
- powiedzmy - miliona gwiazd przez rok. Dzieki istnieniu kamer CCD
i komputerów zdolnych opracowac gigabajty danych przedsiewziecie to nie
jest tak absurdalne, jak mogloby sie z poczatku zdawac. Przynajmniej dwie
grupy obserwatorów doniosly juz o sukcesie. Jedna (astronomów australijskich
i amerykanskich), kierowana przez Charlesa Alcocka, zaobserwowala pojasnienie
w marcu 1993 r. gwiazdy w Wielkim Obloku Magellana o 2 wielkosci
gwiazdowe. Druga jest zespól polskich astronomów (Andrzej Udalski,
Michal Szymanski, Janusz Kaluzny, Marcin Kubiak, Wojciech Krzeminski
i Amerykanin - Mario Mateoj projekt finansowany jest przez Komitet Badan
Naukowych) obserwujacych teleskopem w Las Campanas Observatory w Chile
najgesciej wypelnione gwiazdami obszary Drogi Mlecznej. Oni z kolei wykryli,
ze w czerwcu 1993 r. pojasniala o jedna wielkosc gwiazdowa jedna z mrowia
gwiazd w tzw. oknie Baadego (rys. 3) - jest to jakby tunel miedzy oblokami
materii miedzygwiazdowej umozliwiajacy obserwacje gwiazd lezacych wlasciwie
juz w centralnym zgeszczeniu naszej Galaktyki.

Jezeli soczewkowa interpretacja obserwacji przetrzyma wszelkie testy, bedzie to
mialo wielkie znaczenie z kilku powodów. Po pierwsze, stanie sie jeszcze jednym
dowodem slusznosci OTW. Po drugie, stanie sie argumentem za obecnoscia
w naszej Galaktyce niewidocznej dotychczas materii wystepujacej przynajmniej
w formie zwartych cial (brazowe karly, obiekty planetopodobne). Po trzecie,
masa ta musi miec wplyw na geometrie i ewolucje naszego Wszechswiata.
Jednak o ilosci tej formy ciemnej materii mozna bedzie mówic dopiero
w przyszlosci, gdy zarejestruje sie znacznie wiecej takich zjawislc

BW7 1117281

Do stycznia 1994 roku grupa polskich
astronom6w odkryla cztery zjawiska
mikro8oczewkowania grawitacyjnego.

Rys. 3. Przebieg jasno§ci gwiazdy
w oknie Baadego zaobserwowany
przez zesp6l polskich astronom6w
w 1993 roku. Punkty to obserwacje,
linia ciagla to przebieg jasno§ci
dopasowany na podstawie OTW.
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b. JasnoM zr6dla §wiatla w trakcie tego
zjawiska (na osiach jednostki umowne).
Linie przerywane odpowiadaja fazom
przedstawionym na rys. 2a.

o

Rys. 2. a. Znieksztalcenie obrazu
zr6dla §wiatla skrywajacego sie za
punktowa soczewka grawitacyjna;
wyobraza ja punkt w §rodku okregu
narysowanego linia przerywana.. a sam
okrag obrazuje pier§cien Einsteina.
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Rys. 1. Ugiecie promienia §wietlnego
w poblizu duzej masy spelniajacej role
soczewki grawitacyjnej. Kat ugiecia
l11ocno wyolbrzYl11iony.
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Kolor a temperatura

Jestesmy sklonni wiazac kolory z temperatura. Mówimy o barwach
cieplych i zimnych. Ponizej opisuje proste doswiadczenie, które pozwala
dostrzec obiektywny charakter takiego zwiazku.

Do doswiadczenia uzylem czterech cieczy: atramentu, mleka, wody
i zielonego plynu do mycia naczyn. Cieczami tymi wypelnilem jednakowe,
niewielkie, plaskie naczynka, które umiescilem we wglebieniach w bialej
styropianowej plycie. W kazdym naczynku znajdowal sie termometr.
Nad tak wykonanym zestawem umiescilem zarówke o mocy 150 W
w odleglosci okolo 16 cm od powierzchni plyty. Zarówka, bedaca jedynym
zródlem ciepla w pomieszczeniu, byla równo oddalona od kazdego
z czterech naczynek. Wlaczylem zarówke i co dwie minuty odczytywalem
temperatury cieczy. Wyniki pomiarów przedstawia tabela. Widzimy,
ze najwyzsza temperature osiagnal atrament, najnizsza woda.

Spróbujmy zrozumiec, dlaczego tak sie stalo. Do kazdej z cieczy
dociera strumien energii. Energia ta moze byc odbita, pochlonieta badz
przepuszczona przez próbke. Oznaczmy strumien padajacy przez tPo,
strumien odbity przez tPn, strumien pochloniety jako tPA i w koncu
strumien przepuszczony jako tPT. Dla scharakteryzowania kazdej próbki
mozemy wprowadzic trzy wielkosci

1) wspólczynnik odbicia (refleksji) R = tPn/tPo,
2) wspólczynnik pochlaniania (absorpcj i) A = tPA/ tPo,

3) wspólczynnik przepuszczania (transmisji) T = tPT/tPO.

Ze wzgledu na zachowanie energii zachodzi, oczywiscie, równosc
R+A+T=1.

Mozemy wyróznic trzy skrajne przypadki:
1) cialo doskonale biale - odbija cale promieniowanie
R == 1, A::::: O, T::::: O;

2) cialo doskonale przezroczyste - przepuszcza cale promieniowanie
R:::: OJ A =: O~T :::::1;

3) cialo doskonale czarne - pochlania cale promieniowanie
R == O, A=:: 1J T :::::O.

Nalezaloby zaznaczyc, ze wspólczynniki R, AJ T dla róznych materialów
moga istotnie zalezec od czestotliwosci promieniowania. I tak na przyklad
szklo bardzo dobrze przepuszcza promieniowanie w obszarze swiatla
widzialnego; glównie zas odbija w obszarze podczerwieni, czyli fal
cieplnych. Z tego powodu okna dostarczaja nam swiatla pozostajac
izolatorami ciepla.
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Czas pomiaru Temperatura cieczy [oC]
[min]

atramentwodazielony plynmleko

O

15,215,315,215,2
2

15,515,615,315,5
4

16,216,015,415,8
6

17,016,015,516,1
8

17,416,216,016,2
10

18,016,216,116,6
12

18,216,616,917,0
14

19,016,817,117,4
16

19,217,017,918,0
18

19,817,118,218,4
20

20,217,418,919,0
22

20,617,919,119,2
24

21,018,019,619,6
26

21,418,020,020,0
28

21,518,320,220,1
30

22,018,620,820,4
32

22,519,021,020,8

Wrócmy do naszego doswiadczenia. Ciala nagrzewaja sie dzieki
pochlanianiu energii. Atrament wiec, najblizszy cialu doskonale
czarnemu, podgrzal sie najbardziej. Przezroczysta woda zostala
naj zimniejsza.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika caly szereg wniosków
praktycznych, które sa zreszta powszechnie znane i stosowane. Aby
w pomieszczeniu bylo duzo swiatla, sciany malujemy jasna farba. Biala
sciana odbija 60-80 procent padajacego swiatla, podczas gdy czarna
jedynie 3-10. Zima nosimy ciemne ubrania, aby pochlaniac jak najwiecej
ciepla, latem jasne, aby promieniowanie cieplne odbijac. Slonce szybciej
nagrzewa metna, brudna wode niz czysta. Pnie drzew maluje sie na bialo,
aby - w szczególnosci - zabezpieczyc je przed gwaltownymi zmianami
temperatury wczesna wiosna.

Mala Delte przygotowal Kazimierz MIKULSKI
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Zadania

Redaguje Pawel STRZELECKI

M 696. Znalezc przynajmniej jedno rozwiazanie równania ab + b6 = c7 w zbiorze liczb
naturalnych.
Rozwiazanie na str. 13

M 697. Udowodnic, ze liczba calkowita N := [(.J6 + 2)2n] + l dzieli sie przez 2n+l.

(Uwaga: [x] oznacza najwieksza liczbe calkowita mniejsza lub równa x.)

Rozwiazanie na str. 4

M 698. Udowodnic, ze liczba (3n)! jest calkowita.6nn!
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 377. W Zakopanem polozonym na wysokosci h = 900 m n.p.m. pewnego dnia
wilgotnosc powietrza wynosila e = 65%, temperatura zas To = 283 K. Obliczyc
minimalna wysokosc, na jakiej zaczynaly wystepowac chmury. Zmiane cisnienia (J'

. T .. 'CI' CI d(J' (J'Cp,
pary nasyconej wraz z temperatura opIsuJe wzor aUSlUsa- apeyr.ona dT = RT2'
gdzie C = 2,25 . 106 J/kg jest cieplem parowania wody, p, = 0,018 kg/mol jest masa
molowa wody, a R jest stala gazowa. W atmosferze temperatura srednio spada
o a = 6, 5°C/1000 m.
Rozwiazanie na str. 12

F 378. Obliczyc maksymalne przyspieszenie tloka silnika poloneza (w jednostkach
przyspieszenia ziemskiego) przy oszczednej jezdzie, tj. przy f = 4000 obrotów na
minute. Skok tloka wynosi d = 8 cm.
Rozwiazanie na str. 13

.._._~_._ .._ .._ __ ......••••..•.....•... _ ...............•...•......•.......••...............................•...

Prenumerata "Delty"

za okres:

Prenumerata "Delty"

za okres:

Prenumerata "Delty"

za okres:

..-- ..........•.....•.......................• -...........•..........................•....................................
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Drobiazgi

W artykule "Kosmiczny ostrzal Ziemi" Krzysztofa Ziolkowskiego
(Delta 12/1993) podane zostalo oszacowanie calkowitego strumienia materii
naplywajacej na cala powierzchnie naszej planety na 1,7 X 108 kg/rok. Wynik
ten otrzymano po uwzglednieniu równiez strumienia bardzo malych obiektów
bombardujacych Ziemie, a wielkosc tego strumienia zostala uzyskana metodami
posrednimi. Dopiero pod koniec ubieglego roku opublikowane zostaly wyniki
pomiarów uzyskane metoda bezposrednia pozwalajaca równiez na pomiar
rozkladu strumienia materii jako funkcji rozmiarów bombardujacych czastek.
Strumien meteoroidów o masach w zakresie 10-9 - 10-4 g zostal wyznaczony
na podstawie badania kraterów wybitych na skutek ich zderzen z powierzchnia
satelity amerykanskiego tzw. Long Duration Exposure Facility. Rozklad masy
meteoroidów (na rysunku) ma maksimum dla 1,5 X 10-5 g (200 p,m srednicy),
a calkowity strumien w badanym zakresie mas wynosi (40 ± 20) X 106 kg/rok.
Wynik ten pokazuje, ze strumien materii w tym zakresie jest porównywalny,
a moze i wiekszy niz strumien wiekszych obiektów o rozmiarach 1 cm - 10 km.

J.K.

Maszyna parowa, wynaleziona w 1814 roku przez G. Stephensona (1781 - 1848),
która zrewolucjonizowala caly swiat w XIX wieku, odeszla praktycznie
w zapomnienie. Byla wielka, klopotliwa w eksploatacji i nic dziwnego,
ze wyparly ja latwiejsze w obsludze i sprawniejsze silniki spalinowe i elektryczne.
Byc moze, ze nastapi jej tryumfalny powrót, ale w zminiaturyzowanej postaci
i w zupelnie innych zastosowaniach niz kiedys.

Grupa naukowców kierowana przez Jeffa Sniegowskiego z Narodowego
Laboratorium Sandia w Alberquerque, Nowy Meksyk, skonstruowala silnik
parowy z krzemu o rozmiarach 50 mikrometrów! Mozna go dobrze obejrzec
jedynie pod mikroskopem. Jego tlok ma powierzchnie 12 p,m2, a skok tloka
wynosi jedynie 20 p,m. Cylinder tloka jest wypelniony woda ogrzewana
przez miniaturowa grzalke elektryczna do temperatury nieznacznie powyzej
100°C. Tworzace sie babelki pary wodnej popychaja tlok z sila 0,5 p,N. Jest
to okolo 100 razy wiecej niz w uzywanych obecnie miniaturowych silniczkach
elektrostatycznych, w których czesci ruchome wprawiane sa w ruch przez sily
oddzialywania elektrostatycznego ladunków. Kontrolujac temperature grzalki
mozna regulowac polozenie i szybkosc przesuwu tloka.

Jeff Sniegowski ma nadzieje, ze dzieki "duzej mocy" jego maszyny parowej
znajdzie ona zastosowania, miedzy innymi, do wykonywania operacji
w mikrochirurgii, sterowania polozeniem mikroskopowych luster itp.

Na zakonczenie warto zwrócic uwage na ciekawe rozwiazanie uszczelnienia tak
malego tloczka w cylindrze. Przy tych rozmiarach napiecie powierzchniowe
miedzy woda i krzemem uniemozliwia swobodny przeplyw wody. Dlatego
zostawiono dosyc duzy odstep miedzy tlokiem i cylindrem, a tworzacy sie menisk
~tanowi bardzo dobre uszczelnienie tloka.

J.K.
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czWOrOSClanle rownosclennym
Waldemar POMPE

o

3 => 4. Oczywiste.

4 => 5. Siatka czworoscianu ABCD jest szesciokatem D1ADzBD3C
podzielonym na cztery trójkaty (rys. 5). Z wlasnosci 4 wynika, ze punkt A lezy
na prostej DID2' punkt B na prostej DzD3' punkt zas C na prostej DiDa.

Czy istnieje czworoscian, który nie jest foremny, a którego sciany sa trójkatami
przystajacymi? Istnieje. Aby sie o tym przekonac, wystarczy narysowac dowolny
nierównoboczny trójkat ostrokatny, podzielic go na cztery przystajace trójkaty,
(jak na rysunku 1), i z otrzymanej w ten sposób siatki zlozyc czworoscian.

Czworoscian taki nazywamy równosciennym badz pólforemnym.
W Delcie 5/93 mozna przeczytac, ze jesli pola scian czworoscianu sa równe
(tzw. czworoscian równopolowy), to czworoscian jest równoscienny.
My udowodnimy nieco ogólniejsze twierdzenie, ale najpierw

Definicja. Przez kazda krawedz czworoscianu ABC D poprowadzono
plaszczyzne równolegla do przeciwleglej krawedzi. Otrzymano
w ten sposób trzy pary równoleglych plaszczyzn, które wyznaczaja
równolegloscian. Równolegloscian ten bedziemy nazywac dopisanym do
czworoscianu ABC D (rys. 2).

Twierdzenie. Wszystkie ponizsze wlasnosci czworoscianu ABCD sa
równowazne (tzn. z dowolnej wlasnosci wynika kazda inna):
1. wszystkie sciany sa przystajace,
2. wszystkie sciany to trójkaty ostrokatne o takim samym promieniu

okregu opisanego,
3. suma katów plaskich przy kazdym wierzcholku wynosi 1800,
4. sumy katów plaskich przy wierzcholkach A, B, C wynosza po. 1800,

5. siatka czworoscianu jest trójkatem ostrokatnym podzielonym na cztery
przystajace trójkaty (rys. 1),

6. LBAC = LABD = LACD = LBDC,
7. przeciwlegle krawedzie sa równej dlugosci,
8. trzy odcinki laczace srodki przeciwleglych krawedzi sa parami prostopadle,
9. równolegloscian dopisany do czworoscianu jest prostopadloscianem,

10. wszystkie sciany maja równe pola,
11. rzut czworoscianu na dowolna plaszczyzne równolegla do dwóch

przeciwleglych krawedzi jest prostokatem,
12. kazdy odcinek laczacy srodki przeciwleglych krawedzi jest prostopadly

do tych krawedzi.

Dowód. Zamiast dowodzic 12 . 11 = 132 twierdzenia, udowodnimy jedynie 12.
Schemat dowodu przedstawiony jest na rysunku 3.

1 => 2 (rys. 4). Poniewaz sciany sa trójkatami przystajacymi, wiec promienie
okregów na nich opisanych sa równe. Wystarczy zatem wykazac, ze sciany
sa trójkatami ostrokatnymi. Poniewaz BC jest wspólnym bokiem trójkat6w
przystajacych ABC i BCD, wiec LBAC = LCDB = a. Analogicznie
LACB = LADB = {3oraz LABC = LADC = 1. Katy a, {3,1 sa katami
plaskimi przy kazdym wierzcholku czworoscianu, zatem maja te wlasnosc,
ze suma dowolnych dwóch sposród nich jest wieksza od trzeciego. Ale jesli katy
trójkata maja owa wlasnosc, to musi to byc trójkat ostrokatny. Pozostaje wiec
zauwazyc, ze a, {3,1 sa katami plaskimi kazdej sciany.

2 => 3 (rys. 4). Jesli promienie okregów opisanych na scianach ABC i BCD sa
równe, to LBAC = LBDC, gdyz sa to katy ostre (bardzo wazne zalozenie!)
wpisane, oparte na tym samym luku. Analogicznie LACB = LADB,
LABC = LADC, skad

LADC + LCDB + LADB = LABC + LCAB + LACB = 1800•

c

~1
~

2
l}
3

l
tY

6 ~ 5
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11 ?12
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10
O
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~
8

~
7~

A

Rys. 5

Rys. 4

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 1

A
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Niech K, L, M, N, S beda odpowiednio srodkami krawedzi AB, AC, CD, BD,
BC (rys. 7). Nietrudno zauwazyc, ze LKSN = LACD, LNSM = LBDC,
LMSL = LDBA, LLSK = LBAC, co w polaczeniu z zalozeniem daje
LKSN = LNSM = LMSL = LLSK. Ponadto KLMN jest równoleglobokiem,
poniewaz KNIIADIIM L i KLIIBCIIM N (twierdzenie Talesa). Zatem na

C mocy lematu 2, KLM N jest rombem, skad wynika, ze AD = BC (gdyz
AD = 2KN = 2KL = BC). Co wiecej, z dowodu lematu 2 wynika równiez,
ze SN = SL i SK = SM, skad AB = CD i AC = BD.

7 => 8 (rys. 8). Niech K, L, M, N beda odpowiednio srodkami krawedzi
AB, AC, CD, BD. Czworokat KLM N jest oczywiscie równoleglobokiem
(twierdzenie Talesa). Ponadto skoro AC = BD, to KN = KL. Zatem KLMN
jest rombem, co znaczy, ze jego przekatne KM i N L sa prostopadle.

8 => 9 (rys. 9). Niech K, L, M, N, P, Q beda odpowiednio srodkami krawedzi
AB, BC, CA, AD, CD, BD. Plaszczyzny KMPQ, NQLM i KLPN
przecinaja sie parami wzdluz prostych KP, LN i QM, które sa parami
prostopadle. Zatem plaszczyzny KMPQ, NQLM, KLPN sa równiez
parami prostopadle. A poniewaz kazda z tych plaszczyzn jest równolegla
do dwóch krawedzi, których nie przecina, wiec równolegloscian dopisany do
czworoscianu ABC D jest prostopadloscianem.

9 => 10. Z twierdzenia Pitagorasa wynika natychmiast, ze sciany sa trójkatami
przystajacymi. W szczególnosci maja równe pola.

10 => 11. Lemat 3. Dane sa dwie równolegle plaszczyzny Pl i P2 oraz punkty
A, B E Pl iC, D E P2' Niech A' i B' beda odpowiednio rzutami prostokatnymi
punkt6w A i B na plaszczyzne P2. Wówczas AC = BD wtedy i tylko wtedy, gdy
A'G= B'D.

Zatem A, B, C sa srodkami boków trójkata D1D2D3. Pozostaje jeszcze
zauwazyc, ze trójkat D1D2D3 jest ostrokatny. Istotnie, jego katy sa katami
plaskimi przy wierzcholku D, z czego wynika, ze suma dowolnych dwóch sposród
nich jest wieksza od trzeciego.

5 => 6. Oczywiste.

6 => 7. Udowodnimy najpierw dwa lematy.

Lemat 1. Dany jest wypukly kat czwórscienny S ABC D o wierzcholku S.

Mozna przeciac go plaskim cieciem tak, aby w przekroju otrzymac równoleglobok,
przy czym wszystkie takie przekroje sa równolegle.

Dowód. Niech l bedzie wspólna prosta plaszczyzn SAB i SCD, k zas wspólna
prosta plaszczyzn S BC i S AD. Przecinajac dany kat plaszczyzna równolegla
do plaszczyzny wyznaczonej przez proste k i l otrzymamy w przekroju
równoleglobok - boki otrzymanego czworokata beda bowiem równolegle
do k badz do l. Przecinajac w inny sposób otrzymamy czworokat, w którym
przedluzenia przeciwleglych boków przecinaja sie (na prostej klub l).

Lemat 2. Dany jest wypukly kat czwórscienny SABCD, przy którym
wszystkie katy plaskie sa równe. Wówczas kazdy przekrój tego kata, bedacy
równoleglobokiem, jest rombem.

Dowód. Udowodnimy najpierw, ze taki kat mozna tak przeciac, aby
C w przekroju otrzymac romb. W tym celu wybierzmy tak punkty A i C, aby

bylo SA = SC (rys. 6). Niech P bedzie punktem wspólnym prostej AC
i plaszczyzny SBD. Nietrudno zauwazyc, ze punkty B i D mozna wybrac
tak, aby SB = SD i odcinek BD przechodzil przez punkt P. Poniewaz katy
ASB, BSC, CSD, DSA sa równe, wiec trójkaty ASB, BSC) CSD, DSA sa
przystajace, skad otrzymujemy, ze czworokat ABCD jest rombem. Z lematu 1
wynika, ze wszystkie przekroje bedace równoleglobokami sa podobne (a nawet
jednokladne). A poniewaz nasz kat mozna tak przeciac, aby w przekroju
otrzymac romb, wiec wszystkie przekroje bedace równoleglobokami beda takze
rombami.

D

D

s

B

B

Rys. 7

Rys. 6

A

Rys. 8

A

Rys. 9

Dowód bardzo prosty - przy uzyciu twierdzenia Pitagorasa.
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-RT~lnllh= ---------- = 1300m.
aC,. - ,.gTo - RToaln Il

Ostatecznie
H = h + ho = 2100 m n.p.m.

Rys. 10

G,800

A

D

Rys. 11

Ro.wl" •• nle •• d.nl. F 8'r'r. Niech
'lo. "o. Po oznaczaj" odpowiednio
ci'nienie pary, ci'nienie pary nasyconej
oraz ci'nienie powietrza w Zakopanem,
'II. "lo Pl za' odpowiednie
wielko'ci na wysoko'ci h wzgledem
Zakopanego. Ci'nienie zmienia sie
wraz z wysoko'ci" zgodnie ze wzorem
dp = -pgdh. a z równania gazu
doskonale go mamy P = ~RT. Stad po,.
scalkowaniu i uwzglednieniu zmiany T
wraz z wysoko'cil\ otrzymujemy

"l = poe -..Jtl;". Stosunek ci'nieti
pary równa sie stosunkowi ci'nieti

powietrza 'II = Pl => 'II = '1oe- ..Jtl;".
'lo Po

Calkuj"c obustronnie równanie
Clausiusa·-Clapeyrona

Id"=/~dT" RT'

otrzymujemy "l = "o eA( l/To-l/Tl) •
d . C,. CI .

g z.e A = R' lmury wystepuJ"
na wysoko'ci, na której wilgotno'~
jest 100%. tj. 'II = "l. Stad
'10e-H" = "oeA(I/To-l/Tl).
Podstawiaj"" Il = 'lo i uwzgledniaj"c,

"o
ze • = e1n ~, otrzymujemy

,.g ( 1 1 )
- -h + In Il = A - - - ,

RT To Tl

T1 = To - ah.

Niech Pl i P2 beda równoleglymi plaszczyznami zawierajacymi odpowiednio
krawedzie AB i CD (rys. 10). Przez A' i B' oznaczmy rzuty punktów A i B
na plaszczyzne P2. Poniewaz pola scian ACD i BCD sa równe, a CD jest
ich wspólna podstawa, wiec wysokosci AHl i BH2 trójkatów ACD i BCD
sa równe. Równe sa wiec takze odcinki A' Hl i B' H2 (lemat 3), które sa
równiez prostopadle do CD (twierdzenie o trzech prostopadlych - zadanie 2.a).
Zatem odcinki CD i A' B' przecinaja sie w takim punkcie O, ze A'O = B'O.
Analogicznie rozpatrujac wysokosci trójkatów CAB i D AB opuszczone na
wspólna podstawe i ich rzuty na plaszczyzne Pz, dowodzimy, ze CO = DO. Tak
wiec przekatne czworokata A' D B' C polowia sie, co znaczy, ze czworokat ten jest
równoleglobokiem. Zatem A'C = B' D i A' D = B'C, skad na mocy lematu 3
otrzymujemy, ze AC = BD i AD = BC. Rozpatrujac rzut czworoscianu na
plaszczyzne równolegla do innej pary przeciwleglych krawedzi dowodzimy,
ze AB = CD, skad A' B' = CD. A poniewaz równoleglobok, w którym
przekatne sa równej dlugosci, jest prostokatem, wiec czworokat A' DB'C jest
prostokatem.

11 => 12. Poniewaz rzut czworoscianu jest prostokatem, wiec odcinek laczacy
srodki przeciwleglych krawedzi, po zrzutowaniu na plaszczyzne równolegla do
tych krawedzi, zredukuje sie do punktu - srodka prostokata. Zatem odcinek ten
musi byc prostopadly do tych krawedzi.

12 => 1 (rys. 11). Rozpatrzmy odcinek laczacy srodki krawedzi AB i CD.
Przy obrocie czworoscianu o 1800 wokól tego odcinka punkt A przejdzie na B,
punkt B na A, punkt C na D, punkt D na C. Wynika stad, ze trójkat ABC
przystaje do trójkata ABD oraz trójkat CDA przystaje do trójkata CDB.
Obracajac czworoscian wokól odcinka laczacego srodki innej pary przeciwleglych
krawedzi otrzymujemy teze.

Na koniec proponuje Czytelnikowi zastosowanie powyzszej wiedzy do
rozwiazania nastepujacych zadan.

Zadania.

1. Kazda sciana pewnego czworoscianu jest trójkatem o bokach dlugosci a, b, c.
Znalezc objetosc czworoscianu i promien sfery na nim opisanej.

. 2. a) Niech l bedzie prosta nieprostopadla do plaszczyzny P, l' jej rzutem
prostokatnym na plaszczyzne P, natomiast k dowolna prosta plaszczyzny p.
Wykazac, ze proste k i l sa prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy proste k i l'
sa prostopadle (twierdzenie o trzech prostopadlych).

b) Wykazac, ze jesli wszystkie katy plaskie przy wierzcholku D
czworoscianu ABCD sa proste, to ortocentrum (tj. punkt przeciecia wysokosci)
trójkata ABC pokrywa sie ze spodkiem wysokosci czworoscianu opuszczonej
z wierzcholka D.

3. Niech 0A, OB, Oc, OD beda odpowiednio srodkami sfer dopisanych,
stycznych do scian BCD, AC D, ABD, BCA czworoscianu ABCD. Wykazac,
ze trójscienne katy OABCD, OBACD, OcABD, ODABC sa proste wtedy
i tylko wtedy, gdy czworoscian ABC D jest równoscienny. (Sfera dopisana
do czworoscianu to taka, która bedac styczna do wszystkich plaszczyzn
zawierajacych sciany czworoscianu jest z nim - poza punktem stycznosci
- rozlaczna.)

4. Wykazac, ze w równosciennym czworoscianie
a) promien kuli wpisanej jest dwa razy mniejszy od promienia dowolnej kuli

dopisanej do tego czworoscianu,
b) srodki kul dopisanych sa wierzcholkami czworoscianu przystajacego do

danego.

5. Wykazac, ze w równosciennym czworoscianie spodki wysokosci, srodki
wysokosci i punkty przeciecia wysokosci scian tego czworoscianu leza na jednej
sferze (sfera 12 punktów).

6. Wykazac, ze czworoscian jest równoscienny wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z ponizszych warunków
- obwody scian sa równe,
- srodki sfer - wpisanej i opisanej na tym czworoscianie - pokrywaja sie.
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Symbol Newtona
Ilona KRÓLAK

••
InaCZej

Ma on nastepujaca

(2)

Omówimy jeden z kilku problemów, którymi zajmowalam sie w pracy nadeslanej
na Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki.

Przypomnijmy definicje symbolu Newtona

(n) n!(1) k = -,.-,- ,\.,
gdzie n i k sa liczbami naturalnymi, przy czym n 2: k.
wlasnosc

Jest to skr6t pracy nagrodzonej
srebrnym medalem na Konkursie
Uczniowskich Prac z Matematyki
w 1993 roku.

Zajmiemy sie teraz nastepujacym zagadnieniem.

Problem. Jak rozszerzyc definicje symbolu Newtona (~) na dowolne liczby
rzeczywiste n, k, aby byl on funkcja ciagla obu zmiennych n i k oraz aby byla
spelniona tozsamosc (2).

dla k E N,

dla k = O,

dla k calkowitego ujemnego,

(3)

Nietrudno jest rozszerzyc pojecie symbolu Newtona na przypadek, gdy n jest
dowolna liczba rzeczywista, k zas dowolna liczba calkowita. Mianowicie latwo
udowodnic, ze jezeli przyjmiemy dla dowolnego n E R

(~) ~ {n(n-l)H(n-k+l)
Rozwiazanie zadania M 698.
Mianownik rozpatrywanego ulaUlka
lllozeluy zapisac w postaci

6nn! = 2n3nn! = 2n . (3 . 6 . 9 ..... 3n) .
W iloczynie

(3n)! = l . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 ..... 3n
w kazuej sposr6d n ,.Juk"
wyznaczonych przcz liczby
3,6.9, ... ,3n wystepuja dwie liczby,
jedna z nich jest lic7.ba parzysta.
Zatem

(3n)! = 2n . (3·6·9 .... 3n) . k

dla pewnego k E N, co konczy dow6d.

Rozwiazanie zadania M 696.
SkorzystaulY z równosci
2n + 2n = 2n+1. Jczeli jednoczdnie
n = 5·6· k oraz n + 1 = 71, to mamy
(26k)' + (2'k)6 = (21)7, skad tr6jka
liczb" = 26k, b = 2'k, C = 21 jcst
rozwiazanielll równauia. Zauwazluy
teraz. ze np. liczba n = 90 ma zadane
wlasnosci, wobec czcgo liczby a = 21S•

b = 215, C = 213 spelniaj a.: nasze
równanie

Rozwiazanie zadania F 8'18.
Zakladamy, ze ruch tloka jest
w przyblizeniu hannoniczny.
Stad przyspieszenie jest r6wne
a = w2x = 4rrf2x. Przy zalozeniu
maksymalncgo wychylcnia
amplituda wynosi x = d/2. Dlatego
a = 2rr2 f2d = 3500 m/.2 ""360 g.

to tak zdefiniowana funkcja (~) ma wlasnosc (2).

Dowód pomijamy. Pozostaje teraz zdefiniowac (~) w przypadku, gdy k nie jest
liczba calkowita. Przy definicji (~) wykorzystamy zdefiniowane juz wartosci
(I~I) oraz (lk~1) j przypominamy, ze [x] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie
przekraczajaca x.

Twierdzenie l. Dla dowolnych rzeczywistych n i k przyjmijmy

(~) = gdk - [k]) C~])+ g2(k - [k]) Ck]: 1) ,
gdzie g1 i g2 sa funkcjami ciaglymi okreslonymi na [0,1], takimi,

ze gdO) = g2(1) = 1, gd1) = g2(0) = O, natomiast ([~I) i ([ki+!) sa okreslone

wzorem (3). Wówczas funkcja (~) jest funkcja ciagla obu zmiennych n i k oraz
spelniony jest warunek (2).

Dowód pomijamy.

Drugim problemem, którym zajmowalam sie w pracy, bylo poszukiwanie takiej
definicji silni x! dla x rzeczywistego, aby funkcja (~) okreslona wzorem (1)
spelniala (2). Zauwazmy, ze wówczas automatycznie spelniona jest inna znana
tozsamosc, a mianowicie (~) = (n:k)' Okazuje sie, ze niezaleznie od tego jak
zdefiniuje xl, nie dla wszystkich rzeczywistych n i k wzór (1) daje sensowna
wartosc (~).

Na zakonczenie przytoczymy pewien wzór udowodniony w pracy. Otóz, jak
dobrze wiadomo, dla dowolnego naturalnego n prawdziwe sa nastepujace wzory

tiO(7) =2n t>1(7) =n2n-1 .•=1 .=1
Okazuje sie, ze prawdziwe jest tez nastepujace uogólnienie tego wzoru dla
dowolnych liczb naturalnych n i s:

ti' (7) = w.(n)2n-.,.=1

gdzie w. (n) jest pewnym wielomianem stopnia s zmiennej n. Wzór ten
przytaczamy równiez bez dowodu.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszcz31ny w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na odd •.ielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zada,\ z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladno§cia, do 0,1. Ocene mnozymy
przez wsp6lczynnik trudno~ci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji IM lub F) - i tyle punkt6w otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w kt6rejkolwiek z dw6ch
konkurencji IM lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczeg6lowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Klub 44
Termin nadsylania rozwiazan

30 VI 1994

• :.:.- --- ------
A

B

Rys. 1

E
I

Zadania z fizyki nr 175, 176 Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rys. 2

Rys. 3

175. Nad ziemia wieje poziomo wiatr, którego predkosc jest proporcjonalna do
wysokosci: na kazde 100 m wysokosci predkosc rosnie o 50 m/s. Predkosc dzwieku
wzgledem powietrza wynosi 330 m/s. Po jakim czasie sygnal dzwiekowy dotrze
z punktu A do punktu B odleglego o 2 km w kierunku wiatru (rys. l)?
Uwaga: Sciale rozwiazanie tego zadania prawdopodobnie nie istnieje. Mile widziane
beda wiec wszelkie rozwiazan'ia przyblizone, nawet najbardziej orientacyjne.

176. Oto fragment artykulu z jednego z zeszlorocznych numerów Swiata Nauki,
poswieconego pomiarom temperatury ziemi na róznych glebokosciach i mozliwosciom
odtworzenia w ten sposób historii zmian temperatury powietrza:
"Dobowe cykle cieplych dni i chlodnych nocy wywoluja zaklócenia jedynie
w najwyzszej, metrowej warstwie gleby czy skaly, oscylacje zas sezonowe (wynikajace
z pór roku) docieraja na glebokosc okolo 15 metrów. Cykl stuletni da sie obserwowac
na glebokosci okolo ... metrów, a milenijny - okolo... metrów".
Uzupelnic wartosci wykropkowane i uzasadnic. Wskazówka: Zastosowac analize
wymiarowa·

RozwiAzania zadan z fizyki z numeru 11/1993
Przypominamy tresc zadan:
167. W prostoliniowym przewodniku, kt6rego 1 metr wazy
2 gramy, plynie pra,d staly o natezeniu 50 A. Na jal<>iej
wysoko§ci zawi§nie ten przewodnik nad pozioma plaszczyzna,
nadprzewodzaca? Wskaz6wka: Pole magnetyczne we wnetrzu
nadprzewodnika jest r6wne zeru.

161. Jesli linie pola magnetycznego maja nie wnikac do wnetrza
nadprzewodnika, to w poblizu jego powierzchni musza miec

kierunek styczny (poziomy). Prady indukowane plynace po
powierzchni nadprzewodnika wytwarzaja wiec pole takie, jak
pole fikcyjnego przewodnika prostoliniowego umieszczonego pod
ta powierzchnia symetrycznie do przewodnika danego. Zwrot

pradu w przewodniku fikcyjnym jest przeciwny (proponujemy
sprawdzenie, ze pole dwóch przewodników prostoliniowych,
w których plyna jednakowe prady o przeciwnych zwrotach,
jest styczne do plaszczyzny symetrii). Zatem oddzialywanie
danego przewodnika z plaszczyzna jest takie, jak oddzialywanie
z przewodnikiem fikcyjnym, tzn.

[2
F = /-&o_l

2,,"2h '
gdzie h - szukana wysokosc wzniesienia, l - dlugosc
przewodnika. Przyrównujac te sile do ciezaru plg otrzymujemy
wynik

/-&0[2
h=--=I,25cm.

4,," pg
Zastosowana tu "metoda odbicia" jest bardziej znana
w elektrostatyce, gdzie stosuje sie ja do rozwazania
oddzialywania ladunku z plaszczyzna przewodzaca

(por. np. zeszloroczne zadanie 146).
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168. Przezroczysta kula wykonana jest z materialu
o wspólczynniku zalamania zaleznym od odlegloóci r od §rodka
kuli. Jaka powinna byc ta zaleznosc, aby dowolny promien
swiatla krazyl po okregu?

168. Odpowiedz na powyzsze pytanie naj prosciej znalezc
rozpatrujac "skrecanie" promienia w obrazie falowym,
tzn. analizujac rozprzestrzenianie sie frontu fali (rys. 2). Aby
ten front zachowywal kierunek radialny, predkosc fali powinna
byc proporcjonalna "do odleglosci od srodka r, czyli wspólczynnik
zalamania n = c/t) powinien byc odwrotnie proporcjonalny do r.

Redakcja przeprasza za nieporozumienie, w wyniku którego
tresc tego zadania zamieszczona w Delcie 11/1993 ulegla
znieksztalceniu. Oczywiscie, nie kazdy promien swiatla
bedzie krazyl po okregu, lecz tylko te, dla których styczna do
promienia w danym punkcie jest prostopadla do linii laczacej
ten punkt ze srodkiem kuli. Dla promienia biegnacego ukosnie
(tzn. tworzacego w danym punkcie kat a z kierunkiem do srodka
kuli) przyjmijmy, ze na granicy warstwy kulistej nastepuje
skokowa, nieskonczenie mala zmiana wspólczynnika zalamania
z n do n + dn. Prawo zalamania Snella

sina n + dn-- ---
sin,8 n

dla malej róznicy katów sprowadza sie do równania

,8 = a - tg a dn. Po przebyciu warstwy kulistej o grubosci drn
kat padania a' (rys. 3) znajdl.\iemy ze wzoru a' = ,8 + d'"1,

. dr dr." .
gdZIe d'"1= - tg,8- ~ - tga- (mmus ze wzgledu na Ujemnyr r
znak dr). Gdy n jest odwrotnie proporcjonalne do r, mamy

dn dr"d .. I K kól ..- = -- I WI zImy, ze a = a. rzywa, t ra spe ma ostatmn r
warunek, jest spirala logarytmiczna.
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Zadania z matematyki nr 277, 278 Redaguje Marcin E. KUCZMA

277. Ciag (an) jest okreslony przez zaleznosci
1

ao = 1, an+l = ----- - Vi dla n = 0,1,2, ....
ao + ... + an

Czy szereg L an jest zbiezny?
n=O

278. Rozwiazac w liczbach calkowitych x, y, z równanie

(x + y + Z)3 = 4(x3 + y3 + Z3) + l2xyz + 9.

Zadanie 278 zostalo opracowane na podstawie propozycji zgloszonej przez pana
Krzysztofa Zapiska z Warszawy.

Rozwil\zania zadan z matematyki z numeru 11/1993

Przypominamy tresc zadan:

269. Wyznaczyc najmniejszl\ liczbe naturalna. n ~ 3 o nastepuja.cej wlasno~ci:
Jezeli Tl .... , Tn. sa. zbiorami trójekmentowymi. z których kazde dwa maja. dokladnie jeden
element wspólny. to istnieje wspólny elen••.nt wszystkich zbiorów T,.

% J(sinx)
270. Niech J(x) = x' . Obliczyc Iim --- .

• ~o+ J(x)

269. Wykazemy, ze liczba n = 8 ma zadana wlasnosc.

Zalózmy, ze kazde dwa sposród danych trójelementowych zbiorów Tlo ... , Ts maja dokladnie
jeden element wspólny. Niech Tl = {a, b, c}. Wezmy pod uwage nastepujace zbiory
wskazników:

A={i: 2~i~8, aETj}, B={i: 2~i~8, bETj},

C = {i: 2 ~ i ~ 8, c E Tj}.

Zbiory A, B, C sa parami rozlaczne (gdyby pewien numer io nalezal jednoczesnie np. do A
i do B, to czesc wspólna zbiorów Tl i Tjo zawieralaby dwa rózne elementy a i b, wbrew
zalozeniu). Zbiory A, B, C w sumie wyczerpuja caly zbiór {2, ... ,8} (gdyby pewien numer io
nie nalezal ani do A, ani do B, ani do C, to zbiór Tjo bylby rozlaczny z Tli wbrew zalozeniu).
Wobec tego co najmniej jeden ze zbiorów A, B, C zawiera co najmniej trzy rózne numery. Nie
tracimy ogólnosci przyjmujac, ze jest to zbiór A i ze naleza do niego numery 2, 3, 4. Znaczy
to, ze a jest jednoczesnie elementem zbiorów T2' Ts, T4.

Wykazemy, ze a jest wówczas takze elementem zbiorów Ts, T6, T7, Ts (i tym samym wszystkie
zbiory T, maja element wspólny). Zgodnie z zalozeniem, zbiór Ts ma element wspólny
z kazdym ze zbiorów Tl' T2, Ts, T4. Niech Zi E T, n Ts dla i = 1,2,3,4. Skoro Ts jest
zbiorem trójelementowym, zatem elementy Zl, Z2, Z3, Z4 nie moga byc wszystkie rózne.
Tak wiec pewien element z zbioru Ts nalezy jednoczesnie do dwóch róznych zbiorów Tk, TI
(1 ~ k < l ~ 4). Ale jedynym wspólnym elementem zbiorów Tk i TI jest a. Stad wniosek, ze
z = a. Wobec tego a E Ts. W ten sam sposób dowodzimy, ze a E T6, a E T7, a E Ts.

Wykazemy teraz, ze zadna liczba naturalna n spelniajaca nierównosci 3 ~ n ~ 1 nie ma
omawianej wlasnosci.

Spójrzmy na zbiory

Tl = {l, 2, 3}, T2 = {l, 4, 5}, Ts = {2, 4, 6}, T4 = {l, 6, 1},

Ts = {2,5,7}, T6 = {3,4,7}, T7 = {3,5,6}.

Kazde dwa sposród nich maja dokladnie jeden element wspólny. Ustalmy n (3 ~ n ~ 7).
Zbiory Tli ... , Tn stanowia szukany przyklad: juz czesc wspólna Tl n T2 n Ts jest pusta.

Wniosek: najmniejsza liczba o omawianej wlasnosci jest n = 8.

210. Ze znanych wzorów

lim zlnz=O,
%-0+

lim ,;x In z = O,
%-0+

eY - 1
lim --- = 1
y-O II

!=44

wynika, ze

lim In !(z) = lim Inz("''''-l) = lim (z'" - l)lnz = lim (e'" In '" -l)lnz =",-0+ z ",-0+ ",-0+ ",-0+
e'" In '" - 1 e'" In'" - 1

lim ----. zlnz ·Inz = lim ----. (,;x Inz)2 == 1· O= O.",-0+ zlnz ",-0+ zlnz
Stad

i ostatecznie

lim !(sinz) = lim (!(sinz). _z_. Sinz) = 1.1.1 = 1.",-0+ !(z) ",-0+ sin z !(z) z

15



Patrz w niebo

Gdy w roku 1959 pojawily sie pierwsze zdjecia odwrotnej
strony Ksiezyca (Luna 3), natychmiast zaczely sie
rozwazania, czy jest ona podobna do strony widocznej,
czy wlasnie nie i dlaczego. Róznica miedzy widoczna
i niewidoczna pólkula Ksiezyca jest zauwazalna raczej
latwo, mianowicie na zwróconej ku nam widac kilka
tzw. mórz, podczas gdy na odwrotnej mórz wlasciwie nie
ma. Nie bardzo wiadomo, jak wazne jest to spostrzezenie
i fakt ten jest w literaturze najchetniej przemilczany.
Dotyczy to zreszta takze Ziemi, na której latwo jest
wyróznic pólkule morska i ladowa, z czego jednak nic
specjalnego nie wynika.

Wkrótce po odkryciu w 1671 r. Japetusa, satelity Saturna,
zauwazono, ze w elongacji zachodniej (tzn. gdy akurat
jest widoczny na zachód od planety) jest on az o 2 mag
jasniejszy niz we wschodniej. Poniewaz jest on satelita
synchronicznym, tj. obraca sie w tym samym okresie,
co obiega Saturna, to stad wynika, ze porusza sie stale
ciemniejsza pólkula naprzód (pamietajmy, ze obiega on
Saturna tzw. ruchem prostym, zgodnym z kierunkiem
obrotu i obiegu wiekszosci cial w Ukladzie Slonecznym).
Powierzchnie Japetusa w calej okazalosci zobaczylismy
dopiero na obrazach przeslanych przez Voyagery, w wyniku
czego, oczywiscie, potwierdzony zostal fakt silnego
kontrastu miedzy jego dwiema pólkulami.

Wedlug aktualnych pogladów jasna powierzchnia satelity
to glównie lód, podczas gdy obszary ciemne pokryte sa
zwiazkami wegla i krzemu podobnymi do tych, jakie
spotykamy w meteorytach. Rozwazane byly cztery mozliwe
przyczyny takiego osobliwego ich rozkladu na powierzchni
globu. Po pierwsze mogly pochodzic z wnetrza globu
i wyrzucone zostaly na powierzchnie w wyniku dzialalnosci
wulkanicznej. Po drugie, mogly lezec tam zawsze, a tylko
kiedys byly przykryte warstwa lodu. Wedlug wersji trzeciej
moga pochodzic z zewnatrz, czyli byc zagarniane przez
Japetusa w trakcie jego ruchu orbitalnego. Wszystkie
te trzy mozliwosci sa raczej odrzucane na podstawie
dosc zawilych rozwazan geologicznych. Wreszcie podana
niedawno pod rozwage czwarta mozliwosc, a wlasciwie
"trzecia bis", to spadek akurat na przednia pólkule
satelity wiekszego ciala kosmicznego. W wyniku takiego
kataklizmu woda, jako substancja lotniejsza, moglaby
uleciec bezpowrotnie z duzego obszaru powierzchni
globu, podczas gdy substancje mineralne moglyby na te
powierzchnie powrócic i rozproszone pokryc ja wielka
ciemna plama. Mozna sie obawiac, ze rozstrzygniecia
miedzy tymi czterema mozliwosciami szybko sie nie
doczekamy.

Tomasz KWAST

Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy Fizycy

Studenci fizyki

Na tylnej okladce znajduje sie reklamówka Wydzialu Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego. Thtaj zas publikujemy
wypowiedzi studentów, którzy wyjasniaja, jak to sie stalo,
ze wybrali fizyke, co ich na studiach spotkalo i jakie maja plany.

Malgorzata Rowicka - W liceum nie myslalam
o studiowaniu fizyki. Duzo bardziej pociagala mnie
chemia, matematyka czy nawet historia. Ostatecznie
wybralam studia chemiczne, lecz zaczelam. tez chodzic
na zajecia, glównie matematyczne, na Wydzial Fizyki.
Zajecia te podobaly mi sie coraz bardziej, chcialam
uczestniczyc w coraz to nowych i tak po dwóch latach
zostalam studentka Wydzialu Fizyki UW. Najbardziej
podobala mi sie tutaj ... matematyka, mniej oderwana
od zycia i bardziej "zageszczona" niz ta wykladana na
Wydziale Matematyki. Równiez fizyka, w wiekszym
stopniu "zmatematyzowana" i przez to latwiejsza dla mnie
do zrozumienia, bardziej mi sie podobala niz w szkole
sredniej. Wrazenie tez robily na mnie pokazy doswiadczen,
lecz sklonnosc do matematyki sprawila, ze specjalizacje
wybralam w Katedrze Metod Matematycznych Fizyki.
Ucze sie teraz o tzw. grupach kwantowych, które beda
prawdopodobnie tematem mojej pracy magisterskiej.
Po jej szczesliwym zakonczeniu chcialabym pozostac na
uczelni i zajmowac sie fizyka matematyczna.
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Andrzej Kudlicki - Astronomia interesowala mnie od
poczatku szkoly sredniej, bylo to jednak jedynie hobby.
W klasie maturalnej chodzilem na niektóre zajecia dla
pierwszego roku Wydzialu Fizyki. Spodobaly mi sie bardzo
wyklady fizyki doswiadczalnej, gdy w sali wykladowej
mierzono, na przyklad, predkosc swiatla lub pokazywano
znikanie w punkcie krytycznym granicy miedzy ciecza
a gazem. Ciekawe, choc bardzo trudne wydaly mi
sie wyklady z analizy matematycznej. Postanowilem
studiowac astronomie. Okazalo sie, ze - poza wstepnym
wykladem - nauka astronomii zaczyna sie na dobre
dopiero na trzecim roku. Przedtem wraz z przyszlymi
fizykami studiuje sie matematyke i fizyke. Nauka zaczyna
sie od podstaw, lecz tempo jest bardzo szybkie i wielu
odpada. Na starszych latach studia staja sie ciekawsze.
Jeszcze przed uzyskaniem dyplomu mozna uczestniczyc
w projektach badawczych. Studenci bywaja przyjmowani
jako "wakacyjni" asystenci w osrodkach naukowych,
czesto zagranicznych. Dzieki temu udalo mi sie odwiedzic
i troche popracowac w obserwatoriach astronomicznych
w Armagh w Irlandii Pln. i Strasburgu we Francji. Studia
daly mi mozliwosc bardzo ogólnego postrzegania swiata,
od mikroswiata z bogactwem czastek elementarnych, przez
swiat nas otaczaj acy, do gwiazd i wreszcie Wszechswiata
jako calosci. Ta ostatnia dziedzina, kosmologia wlasnie,
chcialbym sie zajmowac w swojej przyszlej pracy naukowej,
która mysle kontynuowac po otrzymaniu dyplomu.



Rozwiazania epsilonowych zadan
z numeru 12/93
2. Rysunek pokazuje, jak splesc cztery petle (zdeformowane
okregi) w ten sposób, zeby po rozcieciu dowolnej, reszta okazala
sie niespleciona (o to chodzilo w zadaniu). Przedstawiamy dwa
takie sploty. Jeden z nich w oczywisty sposób uogólnia sie na
dowolna liczbe ogniw-petli.

- Dodat.u olrt'ót o 90' WyAwll.aC J

4. Koniec A paska przykleilismy klejem do stolu i wtedy
zazadano od nas przeksztalcenia go do pozycji 2 z pozycji l. Jak
to mozna zrobic, pokazuja ponizsze rysunki.

Rysunek z ksiazki K. Ciesielskiego i Z. Pogody "Bezmiar
matematycznej wyobrazni" - w ksiegarniach na poczatku
1994 roku.

3/94
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Rys. 3

Rozwiazanie zadania l podalismy miesiac temu; ze wzgledu na
róznice czasu miedzy oddaniem Delty do druku i jej ukazaniem
sie, napiszemy wkrótce o tym, kto poprawnie rozwiazal zadania.

Rys. 2

5. Czy istnieje ostroslup, którego podstawa jest czworokat
wypukly i którego dwie przeciwlegle sciany boczne sa
prostopadle zarówno do siebie, jak i do podstawy ostroslupa?
Pierwsze przemyslenie tematu moze sugerowac, ze chyba
raczej nie - ale istnieje! I latwo go otrzymac. Wezmy
ostroslup, którego podstawa jest trójkat prostokatny ABC
(kat prosty w A), a górny wierzcholek D dokladnie nad
punktem A. Wystarczy teraz odciac czesc ostroslupa
plaszczyzna DXY, gdzie X i Y sa srodkami boków AB i AC.
W ostroslupie BCXYD sciany BCXY, BXD i CYD sa
wzajemnie do siebie prostopadle.

Rozwiazanie sie nasuwa: 451066 = 2 x 7 x 11 x 29 x 101.
Ostatni dzien miesiaca musi dac 29, miesiac to luty, a rok byl
przestepny, czyli 1916 - dowódca mial 22 lata, statua stala
202 lata, postawiono ja w 1714. Ale ...

Zadalismy, by odpowiednie liczby byly calkowite - lecz stad nie
wynika, ze polowy tych liczb tez maja byc calkowite! Przy tym
zastrzezeniu nalezy rozkladac na czynniki liczbe 2 x 2 x 451066
i sposród potencjalnych ostatnich dni miesiaca moze sie wtedy
pojawic jeszcze 28. Miesiacem nadal musi byc luty, zostaja
liczby 11, 29 i 101. Tylko 11 moze byc dlugoscia piki w stopach,
zatem dowódca mial 29 lat, a statua stala lat 101. Mogla zatem
zostac postawiona w roku 1814, 1816 lub 1817.

Zadanie o statui zostalo wydrukowane w Matematyce 3-4/1952.
Podal je p. Zuczkiewicz powolujac sie na nieokreslone zródlo
czeskie. Ukazalo sie ono równiez w 1972 roku w "Rozkoszach
Lamania Glowy" Lecha Pijanowskiego. Wykorzystano je
w I stopniu Olimpiady Matematycznej w roku 1973. Co ciekawe
- wszedzie przy publikowaniu rozwiazan podane jest tylko
to jedno, wyznaczone przez 29 lutego - mimo ze trzy dalsze
rozwiazania, podane wyzej, tez sa zgodne ze wszystkimi
zalozeniami ...

Rys. 1

3. W czasie pierwszej wojny swiatowej pocisk z dziala zburzyl
statue rycerza z pika w reku. Stalo sie to ostatniego dnia
miesiaca. Iloczyn daty dnia, numeru miesiaca, wyrazonej
w stopach dlugosci piki, polowy wyrazonego w latach wieku
dowódcy baterii strzelajacej do zamku oraz polowy wyrazonego
w latach czasu, jaki stala statua, równa sie 451 066, przy czym
wiek dowódcy, wiek statuy itd. sa liczbami calkowitymi. Kiedy
postawiono statue?

Redakcja EPSILONA: Krzysz.tof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska. Zdzislaw Pogoda, Analliasz Posmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, R.eymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem e.
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