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WARUNKI PRENUMERATY w RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na I kwartal 1995 r. wynosi 45000,- zl.
3. Prenurnerata ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza; W prz.ypadku

__//zlecenia dostawy droga lotnicza - koszt dostawy lotniczej w pelni pokrywa
prenumerator.

4. Wplaty na prenumerate przyjmuj a:
na teren kraju
- jednostki kolportazowe "Ruch" S.A. wlasciwe dla miejsca zarnieszkania

lub siedziby prenumeratora; dostawa egzemplarzy nastepuje w uzgodniony
sposób,
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"Ruch" S.A. Oddzial Warszawa, 00-958 Warszawa, konto
PBK XnI Oddzial Warszawa 370044-1195-139-11 - dostawa odbywa sie
poczta zwyklf\ w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem zlecenia
dostawy poczta lotnicza do odbiorcy zagranicznego, której koszt w pelni
pokrywa prenumerator.

5. Terminy przyjmowania prenumeraty:
na kraj i zagranice - do 20 XI na I kwartal roku nastepnego

do 20 n na n kwartal
do 20 V na nI kwartal
do 20 Vln na IV kwartal.
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wynosi 10 OOO,-zl, a w 1995 roku 15 OOO,-Zl. Przy wplacie prosirny o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)
cena numeru wynosi w 1994 r. 22 OOO,-zl, a w 1995 r. - 30 OOO,-zl. W przypadku
zyczenia dostawy droga lotnicza odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! AMOS dostarcza "Delte" pod wskazany adres nie pobierajac dodatkowej
oplaty. Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Blankiet pocztowy na prenumerate "Delty" w AMOS-ie zarnieszczarny na str. 7/8.
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Znane jest twierdzenie:

Jesli równanie stopnia n-tego o wspólczynnikach calkowitych
i wspólczynniku przy najwyzszej potedze równym 1 ma pierwiastek
wymierny, to jest on calkowity.

Z twierdzenia tego skorzystamy nizej przy dowodzeniu
niewymiernosci pewnych liczb.

I. Wykazac, ze ,lm jest liczba niewymierna.

Dowód.

Rozwazmy równanie

xll - 13 = O.

Liczba '{II3 jest rozwiazaniem tego równania. Przypuscmy,
ze jest ona wymierna. Wówczas, z uwagi na to, ze równanie ma
wspólczynniki calkowite i wspólczynnik przy najwyzszej potedze
równy 1, otrzymujemy, ze liczba lm jest calkowita. A przeciez nia
nie jest. Sprzecznosc.

Uwaga. W ten sam sposób dowodzimy, ze niewymiernymi sa liczby
V2, 0, 1\119, "y307, itp.

Podamy jeszcze jeden dowód faktu, ze
V2 J'est liczba nie wymierna.

(Dowód pochodzi od matematyka angielskiego T. Estermanna.)

Przypuscmy, ze V2 jest liczba wymierna. Wówczas istnieje
najmniejsza liczba naturalna - oznaczmy ja przez n - taka, ze

nV2 jest liczba naturalna.

Rozwazmy teraz liczbe nV2 - n. Otrzymujemy, ze
1) nV2 - n jest liczba naturalna,

2) nV2 - n < n (bo nV2 < 2n),
3) (nV2 - n)V2 jest liczba naturalna (bo 2n - nV2 jest liczba
naturalna) .

Otrzymalismy sprzecznosc, bo znalezlismy liczbe nV2 - n, która
jest naturalna, mniejsza od n i taka, ze (nV2 - n)V2 jest liczba
naturalna.

II. Wykazac, ze

/2+ V2+ /
jest liczba niewymierna.

Dowód.

Przypuscmy, ze liczba ta jest wymierna. Wówczas podnoszac ja do
kwadratu i odejmujac 2 - odpowiednia liczbe razy - otrzymujemy,
ze V2 jest liczba wymierna. Sprzecznosc.

III. Wykazac, ze tg 10 jest liczba niewymierna.

Dowód.

Przypuscmy, ze tg 10 jest liczba wymierna. Wówczas wymierne sa
tez liczby

1

(Wedlug wykladów radiowych

z audycji IV programu - Widnokrag)

Tomasz HOFMOKL

Czy umiecie sie dziwic?

W poprzednich dziewieciu pogadankach
omawialem zjawiska, których wynik zdaje
sie przeczyc naszemu poczuciu tego,
co mozliwe i dlatego sklonni jestesmy je
uznac za przeczace zdrowemu rozsadkowi.
Zjawisk takich jest bardzo wiele i dlugo
jeszcze mozna by gawedzic na ten temat.
Kiedy jednak przychodzi pora zakonczyc
nasze spotkania, powstaje problem, jaki
temat najbardziej by sie do tego nadawal.

Zdecydowalem, ze dobrze nadaje sie
do tego wskazanie, jak cenna cecha
jest umiejetnosc dziwienia sie. Mamy
ja wszyscy we wczesnym dziecinstwie.
Zadreczamy rodziców pytaniami ci co to?

a po co to? a dlaczego? ,Nie zawsze nawet
wysluchamy odpowiedzi, a juz gotowe jest
nastepne pytanie. Z wiekiem te zdolnosc
dziwienia sie stopniowo zatracamy,
wszystko powszednieje i nie potrafimy
juz ujrzec za zaslona powszedniosci
zaskakujacych problemów. Na szczescie
nie wszyscy traca zdolnosc' dziwienia sie
i z nich wyrastaja prawdziwi badacze.

Nie jest trudno zostac prawdziwym
badaczem, bo rzeczy niezwyklych dzieje
sie wokól wiele. Aby sie jednak czyms
zdziwic, trzeba na ten temat miec pewne
podstawowe wiadomosci. Jezeli dziwie sie
(na przyklad), ze moja znajoma z dnia
na dzien stala sie platynowa blondynka,
to znaczy, ze mialem informacje o jej
dotychczas kruczoczarnych wlosach
i dziwie sie, jaki to fenomen przyrody lub
moze, bardziej sie ograniczajac, chemii,
moze byc za to zjawisko odpowiedzialny.
Niedobrze jest, jezeli zarejestruje
obie informacje: wczoraj ciemna, dzis
blondynka i nie wywola to zadnej reakcji.

Moze, oczywiscie, oznaczac to, ze zjawisko
zmiany koloru wlosów jest dla mnie az
nadto dobrze znane. Wtedy, istotnie, nie
ma czemu sie dziwic. Moze jednak byc
i tak, ze nie dziwie sie, bo mnie to nic nie
obchodzi - i to jest objaw niepokojacy.
Oznacza to, ze jestem nastawiony na
rejestrowanie faktów, bo same pchaja sie



II sposób.

a2 + 2a - 1 = O

l-x

x = tg i

7r

(a = tg -)8
1=~ 1- a2

( V2) V2 2
V2 =V2 =2,

Rozwiazanie.

I sposób. Rozwazmy liczbe -/2V2 Liczba ta jest albo wymierna,
albo niewymierna. Jesli jest wymierna, to odpowiedz jest twierdzaca
w sposób oczywisty. Jesli jest niewymierna, to te niewymierna
podnosimy do niewymiernej -/2 i otrzymujemy

7r 2 tg i
tg"4 = 1 - tg2 i

al = V2 - 1 - liczba niewymierna .

(Mozna i tak: Liczba a jest pierwiastkiem równania v2 + 2v - 1 = O

(patrz (*)). Gdyby liczba a byla wymierna, to z uwagi na to,
ze równanie ma wspólczynniki calkowite i wspólczynnik przy
najwyzszej potedze równy 1, otrzymalibysmy, ze a jest liczba
calkowita. Ze nie jest, widac to wyraznie na rysunku (sposób I) .•
Tam jest to czesc jedynki, wiec nie jest liczba calkowita.)

Rozwiazemy teraz zadanie znane juz Czytelnikom Delty.

V. Czy istnieja takie dwie liczby niewymierne a i b] ze ab jest liczba
wymierna?

IV. Wykazac] ze tg i jest liczba niewymierna.

Dowód.

I sposób. Korzystamy z twierdzenia o dwusiecznej kata
wewnetrznego trójkata.
W trójkacie dwusieczna kata dzieli przeciwlegly bok na odcinki
proporcjonalne do boków przyleglych.

W naszym przypadku
x 1- x

1- V2 '
xV2 = 1- x,

1x=--=V2-l.
V2+ 1

A wiec x, czyli tg i jest liczba
mewymlerna·

a wiec otrzymujemy liczbe wymierna.
Odpowiedz: Tak.

tg 300 = tg(l0 + 290) = tg 10 + tg 290
1 - tg 10 tg 290

Otrzymalismy, ze tg 300, czy li V3/3 jest liczba wymierna.
Sprzecznosc.

przed oczy, ale nie interesuje mnie pytanie
ani dlaczego?, ani w jaki sposób? Jest to
duze kalectwo intelektualne i stad pytanie,
czy Panstwo nie sa nim dotknieci, czy
umieja sie Panstwo dziwic?

Po tym wprowadzeniu rozejrzyjmy sie
dookola. Na pomoc przywolamy tylko
szkolna wiedze z fizyki.

Obserwacja pierwsza: stoje na Ziemi,
ciezko mi od niej sie oderwac, co najwyzej
moge podskoczyc. Wiem, ze to Ziemia
przyciaga mnie grawitacyjnie. Dlaczego
jednak nie odczuwam zadnego przyciagania
ze strony innych obiektów materialnych?

Zapytany oto fizyk odpowie, ze takie
przyciaganie, oczywiscie, istnieje, ale
jest nieslychanie slabe. Jezeli cala
ogromna Ziemia przyciaga mnie (a ja ja)
z sila odpowiadajaca mojemu ciezarowi,
to zwykly budynek wielekroc lzejszy od
Ziemi moze to uczynic z tylekroc mniejsza
sila·

Mozemy zadowolic sie ta odpowiedzia
i wtedy konczy sie nasze zdziwienie, ale
mozemy byc nieco bardziej dociekliwi
i natychmiast wymyslic nastepny problem.
Wiemy przeciez, ze jestesmy zbudowani
z atomów, a te zawieraja elektrycznie
naladowane dodatnie jadra i ujemne
elektrony. Czy ladunki elektryczne, jakie
sa we mnie, dokladnie sie równowaza?

Prosty rachunek, dostepny dla ucznia
w szkole, moze wykazac, ze gdyby
atomy nie byly doskonale obojetne
elektrycznie, to oddzialywalibysmy na
siebie ogromnymi silami. Wyobrazmy
sobie dla przykladu, ze Panie maja
nadmiar ladunków dodatnich, a Panowie
nadmiar ladunków ujemnych. Zalózmy
dalej, ze ten nadmiar lub niedomiar
jest znikomo maly, na przyklad niech
tylko jedna stumilionowa czesc ladunku
protonów u Pan, a elektronów u Panów,
bedzie niezobojetniona. Czy wyobrazaja
sobie Panstwo, co by sie wówczas dzialo?
Otóz sila przyciagania plci przeciwnych
z odleglosci jednego metra bylaby rzedu
milionów milionów niutonów. Z ta sama
sila odpychalyby sie wzajemnie Panie,
jak równiez Panowie. To, ze mozemy
w miare spokojnie (na ogól) przechodzic
obok siebie nie ulegajac zmiazdzeniu ani
odrzuceniu (choc, oczywiscie, pewien
pociag lub abominacje mozemy wyraznie
odczuwac), swiadczy o idealnym niemal
zrównowazeniu ladunków elektronów
i protonów w materii naszego organizmu.
Czy to nas dziwi?

Jezeli nie, to trudno, ale warto jednak snuc
dalej te rozwazania i dalej sie dziwic.
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Jak to rozwiazac?

Mamy prosta. Usunmy z niej pewien odcinek i zamiast niego
"wklejmy" krzywa, tak jak na rysunku 1.

Uwaga. Mozna udowodnic, ze yI2.j2 jest liczba niewymierna.
Napiszemy o tym w artykule ,,0 liczbach przestepnych"
w Delcie 11/1994.

II 'b· Mig V2 3 P . k ,. l . l' bsp oso . V 2 = 3. ozostaJe wy azac, ze ,g.j2 3 Jest lCZ a
niewymierna· Przypuscmy, ze 19.j2 3 jest liczba wymierna, czyli ze

19.j2 3 = ~,
gdzie m i n sa pewnymi liczbami naturalnymi (wolno napisac,

ze naturalnymi, bo 19.j2 3> O). Stad

(vI2)m/n = 3,

vl2m = 3n,

2m = gn.

Lewa strona dzieli sie przez 2, prawa zas nie. Sprzecznosc.

Przeciez takie idealne prawie
zrównowazenie swiadczy, ze ladunek
elektryczny nie zalezy od jego ruchu.
Elektrony sa znacznie bardziej ruchliwe
od protonów, a jednak maja w materii
dokladnie ten sam ladunek co do wartosci,
a rózniacy sie tylko znakiem. Co w tym
dziwnego? Chocby to, ze wiemy skadinad,
iz masa zalezy od predkosci ciala. Czy nie
zaskakuje nas, ze ladunek nie wykazuje tej
zaleznosci?

Kojarzac niezaleznosc ladunku od jego
predkosci i stwierdzenia szczególnej
teorii wzglednosci mozna wywnioskowac,
ze powinno istniec pole magnetyczne
(faktycznie odkryto je wczesniej niz teorie
wzglednosci, ale mozemy spróbowac
zrobic to na nowo po jej odkryciu).
Wiedzac zas o polu magnetycznym
przewodnika z pradem mozemy (na nowo)
zaprojektowac silnik elektryczny. Ten
ciag wnioskowania mozna ciagnac jeszcze
daleko. Wybralem go dla wykazania,
Ze wnikliwe zastanowienie sie, dlaczego nie
odczuwam zadnego pociagu do znajomej
Pani (a w kazdym razie nie mierzony
w milionach milionów niutonów), moze
doprowadzic - przy odpowiedniej zdolnosci
wnioskowania - do odkrycia zasady
dzialania silnika elektrycznego.

BA

Rys. l

Piotr HAJLASZ

Problem jest nastepujacy:
Czy po kazdej takieJ' krzywej da sie przejechac zapalka z lewej

pólprostej (polozenie AJ na prawa (polozenie BJ w taki sposób, aby
caly czas oba konce zapalki dotykaly linii?

Poniewaz nie jest jasne, jak matematycznie zdefiniowac krzywa, wiec
proponuje przyjac, ze obie pólproste A i B sa polaczone nie krzywa,
lecz lamana.

Proponuje tez najpierw porobic troche doswiadczen z róznymi
krzywymi. Czytelnik przekona sie, jak czasami skomplikowane ruchy
zmuszona jest wykonywac zapalka, nim przejdzie od A do B. Ale czy
zawsze to sie jej uda?

Jezeli zapalka znajduje sie w takim polozeniu, jak na rysunku 2,
to na pewno nie przejdzie ona na pólprosta B. To jednak nie jest
kontrprzyklad, bo gdybysmy wystartowali z polozenia A, to bez
przeszkód dojdziemy do B. Po prostu ruszajac z A zapalka nigdy
nie wpadnie w taka pulapke, jaka jest przedstawiona na rysunku 2.

A

Rys. 2

Czekamy na listy. Autorom najciekawszych dowodów badz
kontrprzykladów wyslemy nagrody ksiazkowe.

B

Przedstawione rozumowanie

bylo rozumowaniem naukowym.
Wyciagalismy wnioski ze znanych faktów
doswiadczalnych i nie postulowalismy
niczego, czego nie mozna by sprawdzic
doswiadczalnie. Nie zawsze jednak tak byc
musi.

Na sam koniec zatrzymam sie na
koncepcjach, które wykraczaja poza scisle
naukowe wnioskowanie. Obserwacja, która
proponuje wykonac, jest zaskakujaco
prosta. Prosze spróbowac stwierdzic,
ze Pan czy Pani istnieje. Czy to
zamierzenie wydaje sie byc pozbawione
sensu?

Znane jest powiedzenie "mysle, wiec
jestem". Jest to jakies rozwiazanie
sprawy. Mozemy sprawdzic to w jeszcze
prostszy sposób nie nadwerezajac naszych
wladz umyslowych. Mozna sie po
prostu uszczypnac. Jezeli Panstwo nie
zasneli nad lektura tego tekstu, to i te
obserwacje swiadczaca o wlasnym istnieniu
wykonaja Panstwo bez trudnosci. A teraz
pytanie, czy ta obserwacja cos nam daje.
Oczywiscie, tak.

Skoro stwierdzilismy, ze istniejemy, nasuwa
sie od razu szereg pytan filozoficznych
o to, skad wzial sie czlowiek, o jego
swiadomosc, mysli, o jego dusze.
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Patrz w niebo

Ten zakres pytan '- niewatpliwie bardzo
waznych i ciekawych - nalezy do filozofii
i religii. Ale czy moze nalezec do nauk
przyrodniczych? Okazuje sie, ze tak.
Niech Panstwo pozwola, ze spróbuje teraz
poprowadzic na ten temat rozwazania.

Zyjemy na Ziemi. Ziemia nie jest
typowym srodowiskiem we Wszechswiecie.
Zyjemy na pla,necie o szczególnych
wlasciwosciach, okrazaj acej stabilna.
(a wiec tez szczególna) gwiazde - Slonce.
Obserwujemy Wszechswiat nie w jakiejs
dowolnej chwili, lecz wlasnie wtedy,
gdy osiagnal on dostateczny stopien
rozwoju, aby wytworzyc tak zlozone formy
materii jak my - ludzie. Idac krok dalej
mozemy powiedziec, iz jestesmy teraz
i tutaj z tego powodu, ze prawa fizyki
i podstawowe stale przyrody sa wlasnie
takie, aby umozliwic nam powstanie.
Mówiac w skrócie - to wlasnie taki, a nie
inny zestaw praw przyrody, praw fizyki
doprowadzil do tego, ze moglismy sie 
czytajac.jeden z poprzednich akapitów'
uszczypnac.

Wyobrazmy bowiem sobie, ze zostal
stworzony Wszechswiat o nieco innych
podstawowych stalych. Zabawmy sie
w takiego majsterkowicza, który stwarza
Wszechswiat zmieniajac - powiedzmy 
tylko stala grawitacyjna, czyli te stala,
która jest odpowiedzialna za przyciaganie
nas przez Ziemie i nie tylko nas. Poniewaz
stala grawitacyjna jest tak niezwykle
mala, wiec typowa gwiazda, jak nasze
Slonce, zawiera okolo 1057 atomów -
w mniejszym zgrupowaniu atomów sily
grawitacyjne nie bylyby w stanie tak
zgniesc materii, aby nastapil zaplon
reakcji jadrowych. Wyobrazmy teraz
sobie, ze sily grawitacyjne bylyby wieksze
o tysiac milionów razy. W stosunku
do sil elektrostatycznych bylyby
dalej nieporównanie mniejsze, bo
we Wszechswiecie, w którym zyjemy, sa
one 1039 razy mniejsze, a w swiecie, który
mamy wlasnie zamiar stworzyc, bylyby
"tylko" 1030• W koncu róznica zaledwie
dziewieciu zer przy prawie czterdziestu
zerach. W tym nowym Wszechswiecie
Slonce mogloby byc tysiac milionów
milionów (czyli 1015) razy mniejsze niz
nasze Slonce, zyloby natomiast tylko jeden
nasz rok. Wobec tego na naszej planecie
nie starczyloby czasu na powstanie zycia
i ewolucje istot inteligentnych, za jakie sie
uwazamy.

Mozemy podobnie bawic sie z innymi
stalymi fizyki i za kazdym razem
dojdziemy do zaskakujacego wniosku,
ze nawet mala zmiana ich wartosci
uniemozliwilaby nasze istnienie. Czyzby
wiec byly one dobrane specjalnie dla nas?

4

Jaki jest rozklad materii we Wszechswiecie w najwiekszych skalach?

- oto problem nurtujacy astronomów od dawna. Poglad na te

sprawe ewoluowal z biegiem czasu i do dzis nie jest ustalony.
Kilkadziesiat lat temu panowalo przekonanie, ze gromady galaktyk

rozrzucone sa w przestrzeni losowo, a wiec w najwiekszych skalach

wypelniaja Wszechswiat równomiernie. Kilkanascie lat temu
wydawalo sie, ze tworza cos jakby splatany klab wlókien. Obecnie,

dzieki nowym danym obserwacyjnym podejrzewa sie, ze materia

w postaci galaktyk i gromad galaktyk tworzy raczej powierzchnie

polaczonych babli otaczajace obszary wzglednej pustki. Krótko

mówiac, kiedys zdawalo sie, ze Wszechswiat przypomina rój, potem

gabke, a dzis piane. Prawde mówiac, innych mozliwosci nie ma.

Podczas gdy teoretycy za kazdym razem starali sie wytlumaczyc

istnienie konkretnej struktury, obserwatorzy niedawno odkryli

- przynajmniej tak sie wydaje - jeszcze jeden zadziwiajacy fakt:
kosmiczne bable wydaja sie tworzyc podejrzanie regularny obraz.

Badania w tej dziedzinie astronomii (kosmologii) sa wyjatkowo

czasochlonne. Zasadniczym problemem jest wyznaczanie odleglosci

dziesiatek tysiecy galaktyk. Jest to mozliwe dzieki prawu Hubble'a:

im dalsza jest galaktyka, tym wieksza jest jej predkosc radialna.

Trzeba wiec fotografowac widma ogromnej liczby galaktyk, by przez

'porównanie z widmami laboratoryjnymi znalezc przesuniecia

linii, a stad predkosci galaktyk okreslone przez efekt Dopplera
i w konsekwencji odleglosci. A uzyskanie widma bardzo odleglej,
a wiec slabej galaktyki, to moga byc godziny pracy duzego teleskopu.

Co prawda, technika idzie stale naprzód, ale i tak nie sposób takimi
badaniami objac calego widocznego Kosmosu. Ograniczajac sie do

galaktyk bliskich (jasnych) mozna zbadac cale niebo, ale plytko,
bardzo gleboko mozna siegnac tylko w wybranych kierunkach.

Wlasnie kilka lat temu glebokie sondowania Wszechswiata

w kierunkach obu biegunów galaktycznych wykazaly, ze galaktyki

tworza zgeszczenia niemal regularnie co 250 Mpc (liczba ta zalezy

zreszta od przyjetej wartosci stalej Hubble'a, ale nie jest to tu

wazne). Obserwacje obejmowaly w kazdym kierunku obszar
nie wiekszy od stopnia kwadratowego i siegaly do galaktyk

o jasnosci 22 mag.

Jezeli odkrycie zostanie potwierdzone, to bedzie oznaczac,
ze co 250 Mpc mamy w przestrzeni "sciane" materii. Nie wiadomo

na razie, jak moze wygladac ten obraz na wiekszym obszarze

nieba. Istniejace dane u jednych kosmologów budza entuzjazm, inni

podchodza do nich z ogromna rezerwa. Niektórzy dowodza, ze owo
"skwantowanie odleglosci" to fluktuacja statystyczna i nie nalezy sie

tym przejmowac, jeszcze inni twierdza, ze jezeli rozklad materii jest

rzeczywiscie tak regularny, to oznacza, ze nasza wiedza o wczesnym
Wszechswiecie jest po prostu falszywa.

Tomasz KWAST
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Wzór ten tlumaczy, na przyklad, dlaczego podczas chodzenia po
sliskim podlozu mozemy robic jedynie male kroki.

Jezeli tak, to przywraca nam to wiare
w nasza waznosc dla calego Wszechswiata
i nasza w nim szczególna role, odebrana
ludzkosci przez Kopernika.

A moze jest jednak inaczej - moze kiedys
okaze sie, ze stale fizyczne maja takie,
a nie inne wartosci, bo tak (z jakichs,
dzis trudnych do wymyslenia, wzgledów)
musi byc. Przeciez jeszcze sto lat
temu mozna bylo snuc dosc dowolne
rozwazania na temat zmiany predkosci
swiatla i sily oddzialywan elektrycznych
i magnetycznych. Dzis wiemy jednak,
ze te wielkosci sa ze soba powiazane .
Byc moze przyszla teoria dokona takiego
polaczenia calej wiedzy przyrodniczej
i okaze sie, ze nasz Wszechswiat jest
jedynym mozliwym. Ale moze tez dowiemy
sie na pewno, ze jest (przynajmniej
teoretycznie) wiecej mozliwosci. Wtedy
naszkicowane rozwazania zmusza nas do
refleksji.

Jest wielu specjalistów od kosmologii,
którzy juz teraz na powaznie traktuja
tego typu analize. W 1986 roku ukazala
sie powazna monografia astronoma
Johna Barrowa i fizyka Franka Tiplera
pt. Antropiczna Zasada Kosmologiczna.
Sformulowana jest w niej tak zwana silna
i tak zwana slaba zasada antropiczna.
W formie silnej twierdzi ona: Wszechswiat

mu.si miec takie wlasciwosci, aby na pewnym
stopniu. rozwoju. moglo powstac zycie. Oto
do jakich wniosków moze doprowadzic
dziwienie sie wlasnemu istnieniu.

Ale nie koniec na tym. Jezeli powiazemy te
zasade z wnioskami dotyczacymi pomiarów
w mechanice kwantowej, to mozemy dojsc
do nastepujacej konkluzji: Na poczatku. bylo
tylko prawdopodobienstwo zaobserwowania.

Wszechswiat mógl wiec powstac tylko wtedy,

gdy znalazl sie ktos, kto go obserwu.je.

I to niewazne, ze obserwator pojawil sie
szereg miliardów lat pózniej. Wszechswiat
istnieje, poniewaz jestesmy tego swiadomi.

Ktos moze powie, ze to, co tu napisalem,
jest rzeczywiscie wbrew zdrowemu
rozsadkowi. Nie moge temu calkowicie
zaprzeczyc. Chcialem jednak w tym
ostatnim przykladzie pokazac nieco
spekulacji, jakie spotyka sie w bardzo
powaznych pracach naukowych. Moze
rozwazania te prowadza donikad, moze
rzeczywiscie sa bezsensowne, ale chyba
wnosza jakis ferment i niepokój do
ustalonych pogladów. Rozwój nauki nie
przebiega wedlug planu badan naukowych:
w tym roku. odkryjemy to i tamto. Czasami
najwiekszy postep wynika z dziwienia sie
wszystkiemu, co nas otacza. A jest czemu
sie dziwic.
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x - dlugosc kroku,
a - dlugosc nogi,

1
= Za· ----
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czyli im mniejszy wspólczynnik tarcia, tym mniejsze kroki trzeba
robic.

R

W chwili, gdy zacznie sie poslizg, mamy mg sin et cos et = Tmax, ale
Tmax = fmg cos2 et. Wynika stad, ze

mg sin et cos et = fmg cos2 et,

Proces chodzenia mozemy potraktowac jako ciagle przewracanie
sie i podpieranie, w wyniku którego przesuwa sie srodek ciezkosci.
- Unosimy lewa noge, pochylamy sie lekko, tak by rzut srodka
ciezkosci na podloze przesunal sie poza prawa stope. Zaczynamy
sie przewracac, podpieramy sie lewa noga, przenosimy na nia ciezar
ciala, unosimy prawa itd.

Dla uproszczenia potraktujmy chodzacego czlowieka na etapie
przewracania sie jako przewracajacy sie prosty kij. Obliczmy, przy
jakim kacie et miedzy kijem a pionem zacznie sie on slizgac, jesli
wspólczynnik tarcia statycznego miedzy kijem i podlozem wynosi f.

. /)

T - sila tarcia,
R - reakcja podloza,
mg - Clezar.

Przeniesmy wektor skladowej
sily ciezkosci równoleglej do
kija do punktu stycznosci
kija z podlozem i rozlózmy
go na skladowa równolegla
i prostopadla do podloza.

Zakladajac, ze w momencie, gdy podpieramy sie druga noga, aby
zatrzymac przewracanie sie, obie nogi sa wyprostowane, mozemy,
korzystajac ze wzoru (*) obliczyc maksymalna dlugosc kroku, jaki
mozna zrobic bez obawy poslizgniecia sie

Chodzenie
Bartosz ZIELINSKI

Oczywiscie, czlowiek nie jest kijem, ale w przyblizeniu, zwlaszcza dla
niewielkich kroków, wzór mozna uznac za prawdziwy równiez dla
czlowieka.

Przyroda jest pelna niespodzianek. Ziemia jest ciagle bombardowana przez
czastki nadlatujace z przestrzeni kosmicznej, tzw. promienie kosmiczne. Niektóre
z nich niosa energie miliony razy wieksza niz energie rzedu 1O11 eV, do których
mozemy rozpedzac czastki elementarne w najwiekszych ziemskich akceleratorach.
W listopadowym numerze PhysicaJ Review Letters z 1993 roku grupa doswiadczalna
z Uniwersytetu Utah pracujaca z detektorem promieni kosmicznych F1y's Eye
(oko muchy) powiadomila o wynikach badan wskazuj acych, ze jedno ze zródel
wysoko energetycznych ciezkich jader o energii rzedu 1019 eV "wypalilo sie"
i stalo sie zródlem wysoko energetycznych protonów. Takie wnioski wyciagnieto
z przypadku zarejestrowania czastki o energii 3 . 1020 eV. Jest to olbrzymia
energia. Zauwazmy, ze 3.1020 eV = 3 .1020 '1,6.10-19 J = 48 J. Widac,
ze energia tej czastki jest porównywalna z energia kinetyczna cegly o masie
okolo 5 kg, spadajacej z wysokosci l m!
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Geometryczne uzasadnienia

Równasc
1

1 + 2 + 3 + ... + n = 2 o n o (n + 1)
wynika z ulo.zenia jednastkawych kwadratów tak, jak na rysunku 1.

n

I
n

n

1
.----

2

Rys. 1

Aby przekanac sie a równasci

2 2 2 2 1 ( ) ( 1)1 +2 +3 + ... +n =3ono n+1 o n+2 '

wystarczy zbudawac trzy "piramidy" z jednastkawych szescianów, palaczyc je i ... zerknac na rysunek 2.

(a) (b)

Rys. 2

n+~
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Latwiejsza wydaje sie interpretacja równosci

13 + 23 + 33 + ... + n3 = (1 + 2 + 3 + ... + n)2 = (~ .n· (n + l) r
Wynika ona z rysunku 3 i z tozsamosci udowodnionej na samym poczatku.

l

2

...•....•
•.....

+~
+

+
-=-

n

y

n·(n+l)

Rys.3

Mala Delte przygotowal Jaroslaw GÓRNICKI
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Redaguje Jaroslaw KULPA

l
J(xy) + J(xz) - 2J(x)J(yz) 2: 2"

(zadanie z zawodów III stopnia III Malej Olimpiady Matematycznej, Gdynia,
20 lutego 1994).
Rozwiazanie na str. 14

M 719. Wyznaczyc wszystkie funkcje J: R --> R spelniajace dla wszelkich x, y, z ER
nierównosc

F 391. Oszacowac, w jakiej najnizszej temperaturze mozna przebywac w skapym
stroju plazowym przez bardzo dlugi okres, aby nie narazic organizmu na zachwianie
równowagi cieplnej.
Moc cieplna produkowana przez organizm wynosi okolo 100 W, powierzchnia czlowieka
jest w przyblizeniu równa l m2. Czlowiek w zakresie promieniowania ,podczerwonego
zachowuje sie j ak cialo doskonale czarne o temperaturze 36° C.
Rozwiazanie na str. 13

F 392. Oszacowac temperature we wnetrzu Ziemi przy upraszczajacym zalozeniu,
ze Ziemia jest jednorodna kula charakteryzujaca sie srednia wartoscia wspólczynnika
przewodnictwa cieplnego>. = 50 mWK' Strumien ciepla wydobywajacy sie na
powierzchnie Ziemi wynosi Q = 63 mWjm2, promien Ziemi jest równy 6400 km.
Rozwiazanie na str. 13

Zadania Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 717. W probówce znajduje sie dziesiec bakterii bialych i dwadziescia bakterii
czarnych. Co minute dokladnie jedna z bakterii dzieli sie na dwie o takim samym jak
ona kolorze, przy czym wszystkie bakterie znajdujace sie wówczas w probówce maja
jednakowe szanse na podzial. Po godzinie w naczyniu bedzie 90 bakterii. Wylosujmy
jedna z nich. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze bedzie ona biala?
Rozwiazanie na str. 12

M 718. Po nacisnieciu przycisku maszyna szczescia daje nam l punkt

z prawdopodobienstwem ~, 2 punkty z prawdopodobienstwem ~, itd. (n punktów2 4

z prawdopodobienstwem 2-n). Zaczynamy gre majac na koncie O punktów i naciskamy
przycisk 30 razy (rezultat kazdego uruchomienia maszyny jest niezalezny od stanu
konta i dotychczasowych wyników). Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze dokladnie
dwa razy stan naszego konta bedzie liczba z przedzialu (10; 19)?
Rozwiazanie na str. 12

,-----~-------------------------------------------------------------------------------------- ..------------------------.
Prenumerata "Delty"
za okres:

Prenumerata "Delty"
za okres:

Prenumerata "Delty"
za okres:

~-------------------------------~-----------------------------------------------------------------------------------------
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Ciekle krysztaly
Robert HOL YST

fantazja natury

(b)

Odkrywca cieklych krysztalów jest przyrodnik Friedrich Reintzer, ich ojcem
chrzestnym zas fizyk Otto Lehman. Dzialo sie to na przelomie lat 1888/1889,
czyli ponad sto lat temu. Byly ciekawostka naukowa az do 1971 roku,
kiedy to pojawil sie pierwszy wyswietlacz cieklokrystaliczny. Wielka zaleta
takich wyswietlaczy w porównaniu z wyswietlaczami lampowymi bylo male
zuzycie pradu, co mialo istotny wplyw na wzrost produkcji przenosnych
urzadzen elektronicznych na baterie, takich jak zegarki, kalkulatory, a ostatnio
- komputery podreczne (laptopy i notebooki). Na rysunkach 4a i 4b pokazano,
jak dziala naj prostszy wyswietlacz wykorzystujacy anizotropowe wlasnosci
cieklego krysztalu.

(a)

Latwiej jest powiedziec, czym nie sa, niz czym sa ciekle krysztaly. Nie sa
to zwykle ciecze, choc mozna je nalac do szklanki. Niektóre z nich maja
konsystencje mleczka kosmetycznego, inne gestego miodu. Plyna, ale nie calkiem
tak, jak zwykla woda. Nie sa to tez krysztaly, choc ich mikroskopowa struktura
(lokalne ustawienie czasteczek) upodabnia je bardziej do krysztalów niz do
cieczy. Sa anizotropowe, to znaczy, ze wykazuja rózne wlasnosci elastyczne,
elektryczne i magnetyczne w zaleznosci od kierunku, w którym przeprowadzamy
pomiary. Zwykle ciecze sa izotropowe i nie wyrózniaja zadnego kierunku.

Podstawa anizotropii cieklych krysztalów jest wydluzona lub plaska budowa
czasteczek chemicznych, które je tworza. N a rysunku la pokazana jest
schematycznie typowa wydluzona czasteczka cieklego krysztalu. Sklada sie ona
z czesci sztywnej utworzonej z co najmniej dwóch pierscieni benzenowych oraz
z czesci gietkiej utworzonej z lancucha weglowodorowego. Czesc sztywna jest
niezbedna do utworzenia cieklego krysztalu. W przypadku plaskich czasteczek
wystarczy jeden pierscien benzenowy (rys. 1b). Z symulacji komputerowych
i badan teoretycznych wynika, ze dla wydluzonych czasteczek stosunek
dlugosci L do szerokosci D czesci sztywnej czasteczki (pierscienie benzenowe
na rysunku la) musi byc co najmniej równy 2,5, aby utworzyc struktury
cieklokrystaliczne pokazane na zamieszczonych rysunkach. Czesci gietkie pelnia
tylko role pomocnicza. Latwo stad zrozumiec, dlaczego w wydluzonej czasteczce
cieklego krysztalu sa co najmniej dwa pierscienie benzenowe.

W odpowiednio niskiej temperaturze (czesto duzo wyzszej niz lOO°C) czasteczki
cieklego krysztalu ukladaja sie wzdluz pewnego kierunku w przestrzeni
(rys. 2a, 2b). Ten typ porzadku, podstawowy dla cieklych krysztalów, nazywamy
porzadkiem orientacyjnym, a strukture pokazana na rysunkach 2a i 2b
nazywamy struktura nematyczna lub po prostu nematykiem. Jezeli jednak
podgrzejemy ciekly krysztal do odpowiednio wysokiej temperatury, to zmienia
sie on w zwykla izotropowa ciecz, w której czasteczki nie wyrózniaja juz zadnego
kierunku w przestrzeni (rys. 3). Ta zmiana nazywana jest przejsciem fazowym,
tak samo jak topnienie lodu. Latwo mozemy teraz zrozumiec, ze anizotropia
cieklych krysztalów wynika glównie z porzadku orientacyjnego.

CN

Rys. 2. Struktura nematyczna.
Strzalka okresla kierunek

uporzadkowania orientacyjnego
w cieklym krysztale. W rzeczywistym
ukladzie czasteczki sa ulozone bardr.o
gesto, nic tak j ak na rysunku.

Rys. 1b. Typowa plaska C7.asteczka
ciekleg'o krysztalu.
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Rys. la. Typowa wydluzona czasteczka
cieklego krysztalu.

Rys. 3. Struktura izotropowa. Ciekly
krysztal podgr7.any do odpowiednio
wy!'>okiej temperatury traci sw6j
porzadek orientacyjny (patrz rys. 2)
i powstaje wtedy zwykla klarowna ciecz
o typowych wlasnosciach.

Rys. 4. Wyswietlacz cieklokrystaliczny. Paleczki okreslaja kierunek uporz<:lllkowania
orientacyjnego. Na górze rnamy polaryzator, a na dole analizator. Uklad znajduje si(~ 11li~d7,Y
okladkami kondensatora.

a. Bez pola elektrycznego. Skrecony kierunek uporzadkowania cieklego krysztalu umol.liwia
prl,ejscie swiatla przez uklad.
b. W polu elektrycznym. Czasteczki ukladaja sie wzdluz pola elektrycznego i swia.tlo nie
przechodzi przez analizator. Na ekranie wyswietlacza zobaczymy wtedy cicrnn ..\ plarne;.
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Rys. 5. Struktura smektycl.na.
Wydluzone czasteczki ukladaja sie
w warstwy.

Rys. 6. Struktura kolumnowa. Plaskie
czasteczki ukladaja sie w kolumny,
kt6re z kolei tworz.a regularna siec
szesciokatna.

Rys. 7. Struktura skreconych kolumn.
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Rys. 8. R6zne typy dysklinacji (rzut
z góry). Ciagle linie oznaczaja kierunek
uporzadkowania orientacyjnego
(rys. 2a, 2b) czasteczek, a czarne
punkty reprezentuja, linie dysklinacji.
Sa, to typowe defekty wystepujace
w cieklych krysztalach, latwo widoczne
pod mikroskopem.

Swiatlo padajace na wyswietlacz przechodzi wpierw przez polaryzator, który
polaryzuje je wzdluz jednego kierunku. Nastepnie w cieklym krysztale nastepuje
skrecenie tego kierunku zgodne ze skreceniem kierunku uporzadkowania
orientacyjnego. Po przejsciu przez analizator na dole wyswietlacza swiatlo
odbija sie od lusterka i wraca ta sama droga. Gdy jednak przylozymy do
tego ukladu napiecie, tak jak to pokazano na rysunku, to wówczas ciekly
krysztal porzadkuje sie prostopadle do polaryzatorów i zgodnie z polem
elektrycznym oraz nie skreca kierunku polaryzacji swiatla - wtedy swiatlo nie
przechodzi przez analizator. W tym miejscu wyswietlacza zobaczymy ciemna
plame. Skrecenie kierunku uporzadkowania w cieklym krysztale pokazane na
rysunku 4a wystepuje czesto spontanicznie i jest wtedy nazywane struktura
cholesteryczna. W wyswietlaczu struktura ta moze byc wymuszona przez
odpowiednie przygotowanie scianek wyswietlacza. Nazywamy ja wówczas
skreconym nematykiem.

Ciekle krysztaly tworza wiele róznych struktur. Czasteczki moga ukladac
sie w warstwy jak w smektyku (rys. 5) lub w kolumny tworzace regularna
siec szesciokatna (rys. 6). Kolumny moga byc dodatkowo skrecone (rys. 7).
Struktury kolumnow~ tworza sie w ukladach plaskich czasteczek, które
nazywamy dyskoidalnymi cieklymi krysztalami. Istnieje cala menazeria struktur
cieklokrystalicznych: smektyków, których nazwy stanowia kolejne litery
alfabetu - A, B, C itd, smektyków antyferroelektrycznych, heksatycznych I,
J, F, skreconych, róznych struktur kolumnowych czy wreszcie faz blekitnych
I, II, III, o pieknej opalizujacej barwie. Co roku odkrywane sa nowe, i wydaje
sie, ze natura realizujac najbardziej wymyslne struktury przesciga ludzka
wyobraznie.

Nazwy, które badacze nadali róznym cieklym krysztalom, powstaly, zanim
zrozumiano ich strukture. I tak, na przyklad, nazwa nematyk (rys. 2a, 2b),
nadana przez G. Friedela, pochodzi od slowa greckiego uzywanego na okreslenie
nici. Nazwa ta dobrze odzwierciedla to, co mozna zobaczyc patrzac na
nematyk pod mikroskopem. "Nici" sa tworzone przez czesto pojawiajace
sie w nematykach defekty zwane dysklinacjami. Przyklady takich defektów,
pokazane na rysunku 8, zostaly zaczerpniete z pracy F.C. Franka z 1958 roku,
jednego z pierwszych uczonych, którzy je opisali. Na rysunku 8 linia ciagla
okresla kierunek orientacyjnego uporzadkowania w cieklym krysztale,
a czarny punkt oznacza srodek (jadro) dysklinacji. Rozmiar jadra jest
rzedu rozmiarów czasteczki. W jadrze dysklinacji czasteczki ukladaja sie
wzdluz linii dysklinacji (prostopadle do plaszczyzny rysunku) lub tworza
strukture dwuosiowa (dwuosiowy nematyk) i z grubsza leza w plaszczyznie
prostopadlej do linii dysklinacji (w plaszczyznie rysunku). To, która z tych
dwóch struktur dominuje, zalezy od dlugosci czasteczek cieklego krysztalu;
dla dlugich czasteczek (LI D ~ 10) tworzy sie pierwsza z nich. Rozmiary
te odpowiadaja makroczasteczkom takim, jak np. wirus mozaiki tytoniowej
(L = 3000 A, D = 150 A, 1 A = 10-10 m), który w roztworze wodnym
tworzy fazy cieklokrystaliczne. Dla typowych cieklych krysztalów (uzywanych
w wyswietlaczach), zwanych tez termotropowymi cieklymi krysztalami (kolejny
przyklad chybionej nazwy), LI D jest duzo mniejsze niz 10. Fazy blekitne,
utworzone ze stabilnego ukladu dysklinacji uporzadkowanych w regularna
siec, uzyskaly nazwe dzieki pieknej barwie, choc nie zawsze niebieskiej. Nazwa
smektyk pochodzi od greckiego slowa uzywanego na okreslenie mydla i zostala
nadana przez G. Friedela ze wzgledu na mechaniczne wlasnosci struktur
smektycznych (rys. 5). Generalnie rzecz biorac - nazwy cieklych krysztalów
powstaly na podstawie ich wygladu i zachowania makroskopowego, a nie ze
wzgledu na strukture i wlasnosci mikroskopowe.

Ostatnie lata przyniosly wzrost zainteresowania cieklymi krysztalami w fizyce,
a zwlaszcza fazami blekitnymi, smektykami antyferroelektrycznymi i skreconymi,
cienkimi blonami smektycznymi o najmniejszych grubosciach równych
dwóm dlugosciom czasteczki, tj. 60 A, oraz mikroskopowymi mechanizmami
powstawania struktur cieklokrystalicznych. Schematyczny rysunek
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Rys. 9. Schematyczny rysunek
cienkiej blony smektycznej rozpietej
na metalowej obreczy tuz przy jej
powierzchni. Czasteczki nie zostaly
zaznaczone. W srodku blony widac
dyslokacje (niepelne warstwy), typowe
defekty w smektykach i krysztalach.
Najmniejsze grubosci takich blg,n
wynosza, 60 A, zaledwie dwie dlugosci
cza,steczki!

cienkiej blony smektyka, rozpietej na metalowej obreczy, jest pokazany
na rysunku 9 (wg. P. Pieranskiego). W poblizu brzegu obreczy tworzy sie
menisk z charakterystycznymi stopniami wywolanymi przez dyslokacje (typ
defektu obserwowany w smektykach i krysztalach) znajdujace sie w srodku
blony. Na rysunku zostala zaznaczona tylko struktura warstwowa smektyka,
przy czym polozenie warstwy jest okreslone przez polozenia srodków mas
czasteczek. Niezwykle jest to, ze blona skladajaca sie tylko z dwóch warstw
czasteczkowych ma dobrze okreslone napiecie powierzchniowe, takie samo jak
blona o grubosci tysiace razy wiekszej. Napiecie powierzchniowe jest zapewne
dobrze znane Czytelnikom Delty z doswiadczen, które kazdy moze przeprowadzic
z rozciaganiem blonki mydlanej rozpietej na kawalku drutu. Bardzo cienkie
blony smektyczne dostarczaja nam wielu informacji o wlasnosciach ukladów
w dwóch wymiarach, normalnie nieosiagalnych w naszym trójwymiarowym
swiecie. Na okladce pokazane jest zdjecie, wykonane w swietle spolaryzowanym,
3D-warstwowej blony (grubosc 900 A) o srednicy 7 mm i mikroskopowej
strukturze heksatycznej (zdjecie wykonane jest przez B. Swansona).

Inna grupe badan nad cieklymi krysztalami stanowia symulacje komputerowe.
Na rysunkach 10, 11 i 12 (wg. D. Frenkela) zostaly pokazane typowe
konfiguracje czasteczek w fazie izotropowej, nematycznej i smektycznej,
uzyskane w symulacjach. Rysunki te daja tez wyobrazenie o typowych
gestosciach cieczy, a w tym przypadku - cieklych krysztalów. Dzieki teorii
i symulacjom komputerowym cieklych krysztalów zrozumiano, ze do utworzenia
sie podstawowych struktur cieklokrystalicznych, takich jak nematyk, smektyk,
struktura kolumnowa czy heksatyczna, nie potrzeba przyciagania miedzy
czasteczkami. Najwazniejsze w tworzeniu takich struktur sa geometryczne efekty
upakowania czasteczek zwiazane z ich wydluzonym lub plaskim ksztaltem.
Mozna samemu przeprowadzic nastepujace doswiadczenie: rzucamy zapalki na
powierzchnie wody. Przy malej liczbie zapalek sa one przypadkowo rozrzucone
na powierzchni, jednak przy wiekszej liczbie zapalki ukladaja sie w regularne
struktury cieklych krysztalów. Jest to, oczywiscie, zwiazane z ich upakowaniem
na powierzchni. Analogicznie zachodzi proces porzadkowania sie czasteczek
w cieklym krysztale.

Rys. la. Struktura izotropowa
w symulacji komputerowej.

Rys. 11. Struktura nematyczna
w symulacji komputerowej.

Rys. 12. Struktura smektyczna
w symulacji komputerowej.

Wzrost zainteresowania cieklymi krysztalami znalazl swoje odbicie w decyzji
komitetu Nagrody Nobla, który w 1991 roku przyznal te prestizowa nagrode
Pierre'owi Gilles de Gennesowi, miedzy innymi za jego wklad w zrozumienie
istoty cieklych krysztalów. Wsród polskich uczonych najbardziej znanym w tej
dziedzinie jest profesor Marian Miesowicz, pionier badan nad anizotropowym
charakterem lepkosci cieklych krysztalów.

Dla mnie, jako dla fizyka, ciekle krysztaly wypelniaja, swymi jedno-, dwu-
i trójwymiarowymi strukturami, luke pomiedzy nieuporzadkowanymi cieczami
a idealnie uporzadkowanymi krysztalami. Nie jest to pelna odpowiedz na
pytanie, czym sa te fantazyjne twory natury tak czesto spotykane w przyrodzie.
Jednak wierze, ze nowe fascynujace odkrycia pozwola nam zrozumiec w pelni
niezwykly swiat cieklych krysztalów.
Autor dziekuje Komitetowi Badan Naukowych za grant przeznaczony na badania nad cieklymi
krysztalami.
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Anizotropia lepkosci

Grzegorz D ERF EL

Anizotropie lepkosci najbardziej pogladowo mozna przedstawic za pomoca
efektywnych wspólczynników lepkosci rJl, rJ2, rJ3 rzadzacych przeplywem

w trzech sytuacjach pokazanych na rysunku 1: nllv, nll"lv, nllv x "lv.

>ii

rJl

Rys. 1

Tradycyjnie ciecze wyobrazamy sobie jako osrodki pozbawione uporzadkowania.
Slusznosc tego pogladu potwierdzaja wyniki badan rentgenowskich swiadczace
o zaniku uporzadkowania na odleglosciach rzedu kilku rozmiarów molekul

(atomów). Z tego powodu wszystkie wlasnosci makroskopowe cieczy sa
izotropowe. Inaczej jest w przypadku cieklych krysztalów, które bedac plynnymi
wykazuja anizotropie.

Skupimy sie tu na nematycznych cieklych krysztalach, w których
uporzadkowanie jest najslabsze: dotyczy ono tylko kierunków dlugich osi

molekul. W niewielkiej próbce nematyka ustawiaja sie one srednio w pewnym
kierunku. Wersor n (wektor o jednostkowej dlugosci) zwiazany z tym
kierunkiem zwany jest direktorem i stanowi podstawowe pojecie w fizyce
cieklych krysztalów. Mozemy wprowadzic pojecie pola direktora, podobnie jak
wprowadza sie pojecie pola predkosci cieczy. W skali makroskopowej mozna
opisac ciekly krysztal jako osrodek ciagly, którego strukture opisuje, oprócz
tradycyjnych charakterystyk, takich jak pole gestosci czy predkosci, takze
pole direktora. Bardzo interesujace i wazne sa wlasnosci sprezyste cieklych

krysztalów zwiazane z odksztalceniami tego pola (Delta 4/1986). Orientacyjne
uporzadkowanie molekul pociaga za soba anizotropie wlasnosci fizycznych, czyli
ich zaleznosc od kierunku wzgledem direktora.

Polaczenie anizotropii i plynnosci rodzi wiele ciekawych zjawisk, wsród
których efekty zwiazane z przeplywem naleza do najbardziej zaskakujacych.
W szczególnosci sposób, w jaki zachodzi przeplyw cieklego krysztalu, zalezy
od kierunku - sytuacja nie do pomyslenia w zwyklych cieczach. Relacja

miedzy naprezeniem scinania (tj. stosunkiem sily F przylozonej stycznie do
powierzchni S, T = F/S) a szybkoscia scinania dv / dz (tzn. zmiana predkosci

przeplywu w kierunku sily F ze zmiana polozenia w kierunku prostopadlym)
definiuje efektywne wspólczynniki lepkosci: T = rJejdv/dz. Zaleza one od
wzajemnej orientacji direktora n, predkosci v i gradientu wartosci predkosci "lv,

Ponadto na ogól nie jest spelnione prawo Newtona orzekajace proporcjonalnosc T

do dv/dz. Oznacza to, ze lepkosc efektywna zalezy od szybkosci scinania.
Zachowanie takie nazywamy nienewtonowskim.

Rozwiazanie zadania M 718.
Wyobrazluy sobie, 7,e w rna.szynic
szcz<;scia ukryty jest c7.lowiek, który
po nacisni~ciu pn',cz na.s przycisku
zaczyna rzucac sYluetrYCl',na ITIOncta.
Po kazdyrrl rzucie dodaje nafn jeden
punkt, a jesli wypadnie reszka,
przestaje rzuca.c. Maszyna podaje
stan konta wtedy i tylko wtedy, gdy
ukryty w nicj c7.lowick wyr7,uci reszk~.
Czytelnik zechce sprawdzic, ze taka
"maszyna" nie rózni siG d7,ialanicm
od opisanej w zadaniu. Wystarczy
zatern znale1.c prawdopodobieilstwo
t ego, ,;,e w d7,icsi(~cill kolejnych rzutach
(od uzicsiatcg'o do dziewietnastego)
wypadna dokladnie dwie reszki.
Prawdopodobici'istwo to, jak dobrz('
wiadorHo, wynosi

Rozw-iazanie zadania M 717.
Zalózrny, 7.Ckaj;da bakteria jest. w nicco
innyrn odcieniu (bieli luh czerni)
i podczali podzialu odcieIl. koloru jest
za.chowywany. P rawdopo do bie Illitwo
tego. 7,e wyloliowana prze7. nas bakteria

rna dany odcicli, wynolii ~ (wszystkie
30

odcienie sal: "równoupra.wnione" ).
Poniewaz 10 sposr6d odcieni jest
bialycl1. S7,ansa., iz wylosuj emy Lia.la"
bakterie, jest równa

1 1
10· - - -.

30 3

(10 )2 /210 = 15/1024"" 0,044.
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Rozwiazanie zadania F 891.
Ozn3czlny prl.el. W nlOC cieplna
produkowana przez organizm,
a przez S - powierzchni~ ciala
czlowieka. Energia oddawana przez
czlowieka musi bilansowac energi~
wytwarzana w organizmie. Z prawa
Stefana-Boltzmanna znajdujemy

(7(T~ - Tt) . 5 = W ,

gdzie To = 309 K jest temperatura
czlowieka. Stad

(t W ) l/t .T = To - (75 = 293 K.

Przeliczajac na stopnie Celsjusza
dostajemy ostatecznie telnpcratur~
otoczenia 20°C.

Pierwsze pomiary tych wspólczynników zostaly wykonane w latach 1934-1936
przez Mariana Miesowicza (w eksperymentach, które o ponad 30 lat wyprzedzaly
teoretyczna analize zagadnienia). Ich wzajemna relacja: 171 < 173 < 172 wydaje sie
intuicyjnie zrozumiala, jesli wyobrazic sobie, jak ulozone sa molekuly w kazdej
z trzech sytuacji. Anizotropia lepkosci sprawia, ze traca sens pomiary tej
wielkosci metodami stosowanymi w przypadku zwyklych cieczy, np. metoda
spadajacej kulki. Dla cieklych .krysztalów wazne jest jednoznaczne okreslenie
orientacji direktora na powierzchniach, z którymi styka sie ciekly krysztal.
Najprostszy przeplyw ma miejsce przy tak zwanym prostym scinaniu, gdy ciecz
zawarta jest miedzy dwiema równoleglymi plytkami, z których jedna porusza sie
z predkoscia V wzgledem drugiej.

W latach·60. i 70. powstalo kilka prac teoretycznych opisujacych hydrodynamike
cieklych krysztalów z dwóch odmiennych punktów widzenia: makroskopowego
i mikroskopowego. Powszechniej stosowane jest to pierwsze podejscie oparte
na klasycznej mechanice osrodków ciaglych i znane jako teoria ELP (Ericksen,
Leslie, Parodi).

Nawet w tak nieskomplikowanej sytuacji, jaka jest proste scinanie, anizotropia
lepkosci daje niezwykle efekty. Orientujace dzialanie przeplywu moze miec dosc
skomplikowany przebieg. Niech np. direktor pozostaje w plaszczyznie scinania

Efektywne wspólczynniki lepkosci w róznych konfiguracjach wyrazaja sie
przez kombinacje ai. Pomiary tych efektywnych wspólczynników lepkosci
pozwalaja wyznaczyc kazde ai oddzielnie. Godny uwagi jest fakt, ze niektóre
ze zmierzonych wartosci sa ujemne. W pewnych przypadkach ten ujemny znak
ma przejrzysta interpretacje. Mozna wykazac, ze w sytuacjach przedstawionych
na rysunku 2 moment sil lepkich M usilujacy obrócic direktor zalezy tylko od
wspólczynnika a3. W materialach, dla których a3 > O, moment ten dziala tak,
jak pokazuje rysunek 2a, powodujac wychylenie w kierunku zgodnym z biegiem
wskazówek zegara. Natomiast gdy a3 < O - wychylenie nastepuje w kierunku
przeciwnym (rys. 2b). Powyzszy przyklad ilustruje, jak przeplyw oddzialywa
- za posrednictwem tarcia wewnetrznego - na orientacje direktora (zmieniajac
zreszta wartosc efektywnej lepkosci).

L a3>O j-v / _a3<O j-v(~) (r)
/. / / /
Rys. 2

3Q
R

q=

QRT = - ~ 4000 K.
2),

4 3 ,

q' "31fR - Q . 41fR

otnymujemy

i ostatecznie

Przeplyw zwyklej cieczy izotropowej jest okreslony równaniem Naviera-Stokesa.
W cieklych krysztalach równanie to przybiera forme znacznie bardziej
skomplikowana. Dzialanie tarcia wewnetrznego jest w nim uwzglednione poprzez

Rozwiazanie zadania F 892 .. 'l k' h l' d' ,. 'l 'k' .Z ki d .. I d k tensor napre zen ep IC , za ezny oaz. szesclU wspo czynnI ow o wymIarzea a amy, ze CICp o pro u owane o

w Ziemi na jednostke objetosci jest lepkosci: al, a2, a3, a4, as i a6. Dzieki istnieniu relacji miedzy nimi liczba
wartoscia stala, tj. q = const. R6wnanie niezaleznych wspólczynników maleje do pieciu. Dodatkowym zjawiskiem
przewodnictwa cieplnego przyjmuje . kl h k l h . k' b ., d 't C W Cle yc ryszta ac , Ja le trze a WZlaCpo uwage oprocz transportu masy,pas a

dT jest mozliwosc zmian kierunku direktora. Opisuje je II zasada Newtona dla
). . 5 . d;:-= v q, ruchu obrotowego. Pomija sie w niej - jako znikomy - moment bezwladnosci

4 . d' k 'gdzie V = _1I"r3, S = 411"r', natomiast r ZWIaZanyz lre torem.3
jest odlegloscia od srodka Ziemi. Stad
wyznaczamy temperature

n

T = -2-!rdr = qR' ,3). 6),
o

gdl.ic R jest promieniem Ziemi.

Z drugiej strony z bilansu energii

13



Rozwiaza.nie zadania M 719.
Podstawiajac x = y = z = O otrzYlnarny

1
Z/(O) - Z/(O)' ~ 2"'

czyli

(/(0) _ ~)' $ O,

skad
1

1(0) = 2"'
Podstawiajac x = y = z = l
i rozumujac jak przed chwila
otrzymujemy, ze

1
1(1) = 2"'

Niech x bedzie dowolne, a y = z = 1.
Wówczas

l
Z/(x) - I(x) ~ 2"'

czyli
1

I(x) ~ 2"'

Podobnie, gdy przyjmiemy y = z = O,

otrzymamy przy dowolnym x, ze
1

I(x) $ 2"

Ostatecznie
1

I(x) == 2"'

Latwo sprawdzic, ze funkcja ta spelnia
warunki zadania.

prostopadlej do warstwy i równoleglej do predkosci V jednej z plytek. Jesli
spelniony jest warunek o.3/o.Z > O, to rozklad direktora dazy - przy rosnacej
wartosci dv/dz - do granicznego uporzadkowania, tworzac z v kat "nasycenia"

()= arctg V0.3/ o.z.W przeciwnym przypadku taka graniczna orientacja nie
istnieje i kat moze przybrac dowolnie duza wartosc (jesli nie przeszkodza
temu inne efekty zaburzajace idealny przeplyw). Warto wymienic jeszcze
inne przypadki zdarzajace sie w nematykach, gdy o.3/o.Z > O. Jesli direktor
nie lezy w plaszczyznie scinania, to pojawiaja sie sily poprzeczne, które moga
nadac przeplywowi predkosc prostopadla do predkosci plytki. Jesli direktor

pierwotnie jest prostopadly do wymienionej plaszczyzny, to przeplyw jest
newtonowski (rJel = rJ3 = 0.4/2), dopóki V nie przekroczy krytycznej wartosci.
Jesli ja przekroczy, direktor obraca sie w kierunku plaszczyzny scinania.
Istnieje tez szeroka klasa zjawisk polegajacych na rozwijaniu sie niestabilnosci
przypominajacych ruch konwekcyjny.

Przeplyw zwyklej cieczy mozna scharakteryzowac za pomoca bezwymiarowej

liczby Reynoldsa R = {2vd/rJ utworzonej z gestosci cieczy {2 i z
charakterystycznych dla danego przeplywu dlugosci d, predkosci v i lepkosci rJ.

Liczba ta okresla, czy w danej sytuacji o zachowaniu sie cieczy decyduje
bezwladnosc czy lepkosc. Umozliwia takze rozpatrywanie podobienstw
przeplywów zachodzacych w róznych skalach. W cieklych krysztalach
oprócz R mozna utworzyc inna wielkosc bezwymiarowa zwana liczba Ericksena

E = rJvd/ K, w której K charakteryzuje wlasnosci sprezyste direktora. Liczba

ta wyznacza wzgledna role zjawisk dynamicznych (przeplyw) i statycznych
(deformacja pola direktora). Przy malych E przeplyw prawie nie zmienia
orientacji direktora, przy duzych - uporzadkowanie direktora okreslone jest
silami lepkimi a nie sprezystymi.

W cieklych krysztalach opór lepki moze wystapic nawet bez przeplywu - przy
samych tylko zmianach orientacji direktora wywolanych np. polem elektrycznym
lub magnetycznym. Na ogól jednak odksztalcenie pola direktora pociaga za soba
niewielkie przemieszczenie cieczy.

Role tarcia wewnetrznego przy tego rodzaju efektach mozna stwierdzic

obserwujac szybkosc zanikania ciemnych cyfr na cieklokrystalicznym ekraniku
kalkulatora lub zegarka. Lepkosc hamuje powrót direktora do niezaburzonego

polem elektrycznym stanu, który nie powoduje zaciemnienia ekranu. Szczególnie
wyrazne jest spowolnienie zanikania cyfr w niskich temperaturach. (Przy
obserwacji tego efektu nie nalezy przekraczac granic zakresu temperatur pracy

wskaznika cieklokrystalicznego podanych w instrukcji obslugi urzadzenia.)
Zwykle pozadane sa jak najkrótsze czasy reakcji wskaznika. Dlatego jednym
z kryteriów sporzadzania mieszanin, jakimi napelnia sie te urzadzenia, jest
minimalizacja lepkosci.

Wspólczynniki lepkosci dla T = 25°
p- n- metoksybenzy lideno- p' -butyloaniliny

[10-3 kg m-l s-l]

rJl = 24,0 ± 0,5

rJz = 136 ± 6

rJ3 = 41,3 ± 0,8

0.1 = -18 ± 6
o.z = -109 ± 2

0.3 = -1,0 ± 0,2

0.4 = 83 ± 2

o.s = 80 ± 15

0.6 = -34 ± 2

14



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do koilca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S / N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

!=44
Termin nadsylania rozwiazan: 31 I 1995

Zadania z matematyki nr 287, 288

Redaguje Marcin E. KUCZMA

287. Czy istnieje trójkat, w którym dwusieczna jednego z katów wewnetrznych
jest prostopadla do jednej ze srodkowych, a dlugosci boków sa trzema kolejnymi
liczbami naturalnymi?

Czolówka ligi zadaniowej 288. Przyjmijmy
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rDr. wiazan
zadan 273 (WT=1,53) i 274 (WT=2,88)

l. numeru 1/1994

dla n = 1,2,3, . :.

Toma.sz Klllpa. - Ka.towice 48,26
Pa.wel Liza.k - Pula.wy 40,17
Wa.ldema.l" Pornpe - Wa.l"Sza.wa. 38,83
Pl"zemysla.w Gadzinski - Sl"oda. Sl. 37,48

Pan Kulpa: siedemdziesiata piata
osoba w matematycznym Klubie 44.

Wykazac istnienie i obliczyc wartosc granicy

lim n~.
n--+oo

Zadanie 288 zaproponowal pan Józef Banas z Rzeszowa.

I I , ,- -, ,

Zadania z fizyki nr 185, 186

Redaguje Jerzy B. BROJAN

185. Odpowiednio rzucona jednorodna
sprezysta pileczka moze skakac tam
i z powrotem po poziomej powierzchni (rys.)
na skutek ruchu obrotowego. W rozwiazaniu
zadania pomijamy poslizg wystepujacy na
poczatku zderzenia, powodujacy straty
energii i w konsekwencji powrót pileczki po
nieco innym torze.

d

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadal' 175 (WT=2,26) i 176 (WT=3,28)
z numeru 3/1994

Andl"Zej Nowogrodzki- Chocia.n6w 35,48
Andrzej Dorowski - Aleksandr6w K. 32,85
Aleksa.nder Surma. - Myszk6w 18,56

A

I
D

Jaka jest minimalna wartosc wspólczynnika tarcia pileczki o podloze,
jesli maksymalna wysokosc lotu jest równa h, a punkty odbicia sa odlegle
od siebie o d? Ile wynosi predkosc katowa pileczki w czasie lotu? Promien r

pileczki jest dany. Pominac straty energii.

186. Odcinek kolejowej trakcji elektrycznej jest zasilany w punktach A i B
napieciem U = 1000 V, a opornosc przewodów wynosi e = 2 fi na kazde
100 m dlugosci (przyjmijmy, ze jest to opornosc przewodów wiszacych,
natomiast szyny sa bezoporowe). Pociag o masie m = 100 ton stoi w chwili
poczatkowej w punkcie C odleglym o dl = 500 m od podstacji AB (rys.).
Pociag rusza z maksymalnym przyspieszeniem w prawo i po czasie t mija
punkt D lezacy w odleglosci d2 = 2 km od AB. Jesli opory ruchu mozna
pominac, to ile razy zmaleje ten czas, gdy podwoimy napiecie U? Obliczyc
numerycznie wartosc t dla podanych wartosci stalych. Czy w bardzo duzej
odleglosci od AB (d2 -> 00) predkosc pociagu rosnie nieograniczenie, czy
tylko do pewnej granicy?
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Kacik olimpijski (5)

Porównaj tez z Kacikiem Olimpijskim
w Delcie 5/1994.

Medal Fieldsa jest w swiecie
matematyków odpowiednikiem
Nagrody Nobla (matematyki nie uznal
Nobel za dzialalnosc sluzaca ludzkosci);
przyznaje sie go raz na cztery lata,
podczas kolejnych miedzynarodowych
Kongresów Matematycznych. Zaden
Polak nie byl jeszcze laureatem medalu
Fieldsa.

Historia pewnego zadania

Na radzieckiej Olimpiadzie Matematycznej w 1968 roku w Kijowie pojawilo sie
ciekawe i dosc trudne

Zadanie. Udowodnic, ze dla dowolnych liczb dodatnich Xl, ... ,Xn zachodzi
nierównosc

Xl X2 Xn-2 Xn-l Xn n---+ ---+ ...+----+---+ --->-
X2 +X3 X3 +X4 Xn-l +Xn Xn +Xl Xl +X2 - 4

Rozwiazanie jest dosc krótkie. Pomysl polega na tym, by szacowac lewa strone
z dolu odrzucajac ulamki o niewielkich licznikach; oto szczególy.

Wybierzmy tak numer il, aby Xi, = max Xi. Otóz Xi, jest licznikiem jednego
l:<::;i:<::;n

Z ulamków. W mianowniku tego ulamka sa dwa skladniki. Wiekszy z nich
oznaczmy przez Xi2. Dalej, niech Xi3 bedzie wieksza z dwóch liczb stojacych
w mianowniku ulamka o liczniku Xi2 itd. - ogólnie, XiI oznacza wieksza z dwóch
liczb stojacych w mianowniku ulamka o liczniku XiI_l' Przy tych oznaczeniach

XiI XiI
------~ ---, l= 1,2, ...
Xil+l + Xil+2 2Xil+1

Zauwazmy, ze liczby XiI oraz Xil+1 wystepuja we wzorze (1) w licznikach
ulamków badz to sasiednich, badz oddzielonych dokladnie jednym ulamkiem
(przyjmijmy, ze ulamki pierwszy i ostatni tez sa sasiednie). Poniewaz Xi,

wystepuje w mianownikach dwóch sasiednich skladników naszej sumy oraz
jest najwieksza ze wszystkich liczb Xi, wiec dla pewnego k mamy Xik+1 = Xi,.

Jak juz powiedzielismy, przechodzac od ulamka z licznikiem XiI do tego
z licznikiem Xil+1 przeskakujemy o jeden lub o dwa skladniki. Aby dojsc od Xi,

do Xik+1 = Xi1, musimy wykonac "petle" dlugosci nj skad k ~ n/2.

Oszacujmy teraz nasza sume S z dolu, wybierajac jedynie skladniki o licznikach
Xi" Xi2, •.• , Xik' Poslugujac sie nierównoscia o sredniej arytmetycznej
i geometrycznej, otrzymamy teze:

X· X· X· ~ nS ~ _"_ +~ +...+~ ~k· k k ~- .
2Xi2 2Xi3 2Xi1 2 4

To jednak nie koniec historii. Zauwazmy, ze w naszym dowodzie czasami

zapominamy o niektórych. skladnikach w sumie S - moze sie nawet zdarzyc tak,
ze zapominamy o co drugim skladniku. Zapewne wiec udowodnione przez nas
oszacowanie nie jest najlepsze z mozliwych.

W 1954 roku amerykanski matematyk H.S. Shapiro wysunal hipoteze, ze dla
kazdego n E N i dla dowolnych dodatnich Xl, •.. , Xn zachodzi nierównosc
mocniejsza od (1): z lewa strona nie zmieniona, i n/2 zamiast n/4 po prawej
stronie. Udowodniono jednak, ze przypuszczenie Shapiro nie jest prawda dla
parzystych n ~ 14 oraz dla nieparzystych n ~ 27.

Ostra wersje nierównosci (1) zdolal udowodnic wkrótce po zakonczeniu

kijowskiej olimpiady jeden z jej zwyciezców, W.G. Drinfeld, pózniejszy (1990)
laureat medalu Fieldsa.

Okazuje sie, ze dla n E N oraz dodatnich Xi, 1 ::; i ::;n, mamy zawsze

( ) ( ) Xl Xn-l Xn n2 S X!, ••• , Xn .= --- +...+---- +--- ~l . - .
X2 +X3 Xn +Xl Xl +X2 2

Liczba l ~0,989 ... jest rzedna punktu, w którym wspólna styczna do
wykresów funkcji y = exp(-x) oraz y = 2/(exp(x/2) + exp(x)) przecina
os OY. Oszacowania (2) nie mozna poprawic: jesli 11 > " to istnieje takie n
i liczby dodatnie Xi, ze S(Xl"'" xn) < 11 . n/2. Ten wynik byl trescia jednej
z pierwszych publikacji naukowych Drinfelda.

Historyjka wydaje sie miec dwa moraly. Po pierwsze, przed uczestnikami
Olimpiady Matematycznej otwiera sie sciezka do swiata trudnej nauki, w którym
jest miejsce nawet na medal Fieldsa. Po drugie, elementarne zadania z pozornie
prostymi rozwiazaniami moga byc zródlem ciekawych uogólnien, interesujacych
nawet dla wielkich matematyków.

Pawel STRZELECKI
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W pierwszych czterech tegorocznych EPSILONACH

umiescilismy rysunki (cztery sposród prawie dwustu) z ksiazki
K. Ciesielskiego i Z. Pogody Bezmiar matematycznej wyobrazni

wraz z adnotacja, ze na poczatku 1994 roku (czyli wlasnie
w czasie, gdy odpowiednie Delty sie ukazywaly) ksiazka bedzie
do nabycia w ksiegarniach. Naplynely do nas reklamacje
Czytelników, ze w ksiegarniach o takiej ksiazce nie slyszano.
I to prawda - jestesmy winni przeprosiny, ale to nie nasza
wina. Wiec male wyjasnienia.

Krzysztof CIESIELSKI

Odleglosci

Trzy wierzcholki trójkata równoramiennego, ale nie
równobocznego, maja te wlasnosc, ze jesli rozwazymy
odleglosci miedzy nimi, to jedna wartosc jest przyjeta raz,
a druga dwa razy. Podobnie banalna jest inna obserwacja:
gdy do tych wierzcholków dolaczymy srodek okregu
opisanego na trójkacie, to wsród wzajemnych odleglosci
jedna jest przyjmowana raz, druga dwa razy, trzecia trzy
- chyba ze akurat ktos pechowo wybral trójkat, w którym

miara kata miedzy równymi ramionami wynosi 30° (czemu
wtedy jest inaczej?). Te prosciutkie fakty prowadza jednak
do oryginalnego uogólnienia ...

Zauwazmy: jezeli mamy na plaszczyznie n punktów,

to po polaczeniu ich w pary otrzymamy (;)
ukladów dwupunktowych - i tym samym tyle tez
mozliwych teoretycznie odleglosci. Ale przeciez
niektóre odleglosci moga sie powtórzyc ... Wiemy,

ze (;) = 1 + 2 + ... + (n - 1) - to juz szybko prowadzi
do pytania o naturalne uogólnienie naszych poczatkowych
obserwacji. Czy mozna umiescic na plaszczyznie
n punktów tak, by przyjmowanych odleglosci miedzy nimi
bylo dokladnie n-l, przy czym jedna osiagnieta raz,

druga dwa razy ... (n - l)-sza n-l razy?

Znalezienie takiej konfiguracji nie jest specjalnie trudne.
Wystarczy tak polozyc n punktów na jednej prostej,
by dwa sasiednie byly zawsze w tej samej odleglosci.

Wobec tego utrudnijmy sobie zadanie, wyrzucajac
specyficzne przypadki. Zalózmy zatem, ze wsród
n punktów zadne trzy nie sa wspólliniowe i zadne cztery

nie leza na jednym okregu (skad ten drugi warunek?).

Dla n równego 3 i 4 zadanie jest niezwykle proste - wlasnie
je rozwiazalismy. Ale juz dla n równego 5 troche trudniej
wskazac odpowiednie punkty.

Ogólny problem wcale nie jest taki stary. Postawil go
w roku 1982 znakomity matematyk, Paul Erdos. Ale,

Ksiazka Bezmiar matematycznej wyobrazni byla w planie
wydawniczym na 1993 rok (zlozona zostala w wydawnictwie
w styczniu 1991 roku, ale nie byly to wspomnienia sekretarza
KW PZPR pt. Nie kradJem wiecej niz inni czy cos w tym
rodzaju, wiec musiala swoje odczekac). Przewiduj ac pewien
poslizg, sadzilismy, ze do ksiegarni. dotrze na poczatku
roku 1994. Niestety - opóznienie okazalo sie istotnie wieksze,
a EPSILONY przygotowywane sa do druku z kilkumiesiecznym
wyprzedzeniem, nie moglismy wiec notki zmienic. Zgodnie
z obecnymi (wiosna 1994) informacjami z Wydawnictwa,
ma ona byc w ksiegarniach jesienia 1994 roku - mniej wiecej
wtedy, gdy ukaze sie ten, 10/1994 numer Delty. Mamy
nadzieje, ze tym razem okaze sie to prawda. A ksiazke
(konsekwentnie) goraco polecamy.

(A.P.)

Rysunek z ksiazki Bezmiar matematycznej wyobrazni

co ciekawe - jeszcze niedawno zagadka nie byla rozwiazana
i nic nam nie wiadomo o tym, aby ja ktos ostatnio
rozstrzygnal.

Do roku 1991 znano konstrukcje odpowiedniego ukladu
punktów dla n równych 3, 4, 5, 6, 7, 8. Juz dla liczby
dziewiec nie wiadomo bylo, co z tym fantem zrobic. Erdos
oferowal nagrody! Za dowód nieistnienia takiego ukladu
w ogólnym przypadku oferowal 50 dolarów, za konstrukcje
dla dowolnego n natomiast 500 dolarów. Erdos byl
przekonany, iz istnieje takie k, ze dla n > k problem nie
ma rozwiazania.

Oto odpowiedz dla n równego 8, podana przez Ilone

Palasti w 1989 roku. Owe punkty (zapisane we

wspólrzednych kartezjanskich) to: (0,2), (y3, 7), (2y3, O),
(2y3, 4), (3y3, 7), (3y3, 9), (4y3, O), (5y3, 5). Kazdy
moze we wlasnym zakresie sprawdzic, ze odleglosci 2,
2y19, 2y'2i, 2y3, 4, 2..;7 i 2v'13 sa przyjmowane
odpowiednia liczbe razy.

A poza tym mozna rozwazac analogiczny problem
w przestrzeni trójwymiarowej, chyba równiez wciaz
otwarty.

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posrniechowskil Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskieul t.
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