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Halo, halo ...
Krzysztof REJMER

W optyce atmosferycznej pojecie "halo" oznacza
caly zespól zjawisk wywolanych zalamaniem,
rozszczepieniem i odbiciem swiatla przez krysztalki
lodu znajdujace sie w chmurach (najczesciej
cirrostratus). Halo ma postac barwnych kregów,
luków, pionowych slupów swietlnych i pojedynczych,
swiecacych punktów. Takie zlozone postacie halo
sa bardzo rzadkie, najczesciej spotykane jest tak
zwane male halo, majace postac barwnych kregów
otaczajacych Sl0l1ce lub Ksiezyc w odleglosci katowej
okolo 22°. Niektóre statystyki szacuja liczbe dni,
w których pojawia sie male halo, na 200 w ciagu
roku. Jest to zapewne liczba zawyzona. VVedlug
Edwarda Stenza w Polsce obserwuje sie je srednio
kilkadziesiat razy na rok. Jest wiec male halo
zjawiskiem powszechnym, a mimo to nie tak dobrze
znanym jak, na przyklad, tecza, która obserwuje
sie w naszym kraju zaledwie kilka razy na rok.
Prawdopodobnie jest tak dlatego, ze obserwacja
malego halo wymaga patrzenia w strone Sl0l1ca,
podczas gdy tecze obserwujemy odwróceni do naszej
Gwiazdy Dziennej plecami. Halo ksiezycowe jest
z oczywistych wzgledów takze trudne do zauwazenia.
Duze halo wyglada podobnie jak male, jego barwne
kregi maja jednak wieksze rozmiary. Znajduja
sie one w odleglosci katowej 46° od Slonca. Jest
ono obserwowane z czestotliwoscia podobna do
czestotliwosci pojawiania sie teczy.

Zjawiska halo znane sa od dawna. Sama nazwa
wywodzi sie z jezyka greckiego i oznacza okragly
ksztalt. Zródloslowem jest archaiczny termin 'o;..\w

pierwotnie oznaczajacy klepisko. W starozytnosci
i w sredniowieczu zj awiskom halo przypisywano
sens profetyczny. Gdy po smierci Juliusza Cezara
w 44 roku przed nasza era Oktawian wkraczal
do Rzymu, dookola Sl0l1ca pokazal sie wielki
krag swietlny (a wiec prawdopodobnie duze halo)
o krwistych barwach, który uwazano za "zapowiedz
bogów o czekajacych Oktawiana niepokojach" .
VVsredniowieczu na ludzka wyobraznie szczególnie
silnie oddzialywalo zjawisko Sl0l1Cpobocznych, czyli
dwóch jasnych plam swietlnych po obu stronach
Slonca. Jesli towarzyszyly im pionowe slupy swietlne
i kolo przysloneczne przechodzace przez Slonce
i sl0l1ca poboczne, zjawisko to przypominalo
trzy krzyze gorejace blaskiem. Automatycznie
nasuwalo to interpretacje religijna; te postac
zlozonego halo nazywano "krzyzami Golgoty" .
Znamiennym wydarzeniem bylo pokazanie sie "krzyzy
Golgoty" 21 kwietnia 1551 roku podczas toczacej sie
w Niemczech wojny religijnej. Oblegajacy Magdeburg
cesarz Karol V ujrzal na niebie "trzy Slol1ca i trzy luki
teczowe". Najwyrazniej zinterpretowano je jako znak
Nieba, gdyz wojsko odstapilo od oblezenia. Rzadkie
zjawisko atmosferyczne ocalilo miasto.
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Rys. 1. Zjawisko rzymskie (1630 r.);
S - SlOlice,
1 - male halo (22°),
2 - duze halo (46°),
3 - slol1ca poboczne malego halo,
4 - slonca poboczne duzego halo,
5 - krag przysloneczny,
6 - górny luk styczny malego halo,
7 - luk zenitalny.

Sredniowieczne kroniki rejestruja wiele zjawisk
halo. Jan Dlugosz podaje, ze 7 wrzesnia 1169 roku
obserwowano w Polsce halo sloneczne, a w ciagu
nastepnych lat pokazywaly sie trzy ksiezyce. Obecnie
uwaza; sie, ze wzmianka ta jest zapozyczeniem
z kroniki Rolewincka, gdyz brak jej potwierdzenia
w innych polskich zródlach. Podobnie brak jest
potwierdzenia informacji o pojawieniu sie nad
Polska halo i trzech ksiezyców zima 1314 roku.
Jest ona prawdopodobnie zapozyczona z dziela
"Historia ecclesiastica" Ptolemeusza z Lukki.
N atomiast dwa niezalezne zródla: Rocznik Tvlalopolski
i Rocznik Traski podaja, ze 19 stycznia 1271 roku
zaraz po wschodzie Slonca pojawily sie sl0l1ca
poboczne obserwowane na terenie Malopolski.
Podczas krakowskich studiów Mikolaja Kopernika,
w grudniu 1491 roku w samo poludnie obserwowano
trzy sl0l1ca w Krakowie, co zapewne wywolalo tym
wieksze podniecenie, ze 8 maj a tego roku obserwowano
zacmienie Slol1ca. Pod koniec XVI stulecia

przebywajacy w Lanckoronie wojewoda krakowski
(przyszly rokoszanin) Mikolaj Zebrzydowski ujrzal



na szczycie góry Zar "krzyze Golgoty" , a bylo to
wieczorem w 'iVielki Czwartek .... Gdy albowiem
I asnie Wielmozni W oyewodowie Mikolay y Dorota
ZEBRZYDOWSCY zabawiali sie pod ten czas
rozmyslaniem Meki Pa1iskiey, uyzrzeli z okien zamku
Landskoro1iskiego nad Gora Zarek na on czas a teraz
K alwaryia nazywana troie swiatla nadzwyczaynie
iasnieiace, kiórym widzeniem wewnetrznie ku Mece
IEZVSOWEY zapaleni, trzy Krzyze na tymze mieyscu
wystawic rozkazali ... Tak pisal o tym wydarzeniu
ksiadz Jan Kapistran Polaniecki, Ex-Prowincjal
Konwentu Kalwaryjskiego w ksiazce "Ozdoba
Korony Polskiej ... Kalwarya Nazywana" wydanej
w 1760 roku. W 1600 roku w miejscu widzenia
rozpoczeto budowe kosciola wzorowanego na
Swiatyni Jerozolimskiej. Takie byly poczatki Kalwarii
Zebrzydowskiej.

'r 1-/./ ..,

Rok 1630 zapoczatkowal nowy sposób obserwacji
zjawisk halo. Jezuita Krzysztof Scheiner podczas
obserwacji tak zwanego zjawiska rzymskiego jako
pierwszy zmierzyl rozmiary duzego halo, otrzymujc1c
nieco zawyzona wartosc 47° 40'. VV tym samym roku
zlozone halo zaobserwowano takze w Norymberdze.
Na marginesie warto wspomniec, ze Scheiner
toczyl dlugi i niezbyt elegancki spór z Galileuszem
o pierwszenstwo odkrycia plam na SlOllcu. Jako
pierwszy wykonal lunete wedlug pomyslu Keplera,
a takze przyczynil sie do zbudowania przez Karola
Malaperta, z pochodzenia Belga, wykladajacego
w kolegium jezuitów w Kaliszu, nowego typu
zawieszenia teleskopu - montazu paralaktycznego.
Byl wspólzalozycielem i przez 28 lat rektorem
kolegium jezuitów w Nysie na Slasku.

Rys. 2. Siedem SIOI1cGdanska (1661 r.) - rysunek Jana Heweliusza. Oprócz elementów widocznych w zjawisku rzymskim rysunek
pokazuje: D, E - sloI1ca poboczne 90° (tzw. slonca poboczne Heweliusza) oraz luki ukosne tych slonc pobocznych - HE j DP. Sa to
rzadko wystepujace elementy halo. Z - przeciwslonce.
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Ponownego pomiaru katowych rozmiarów duzego
halo dokonal 20 lutego 1661 roku w GdaIlsku Jan
Heweliusz, otrzymujac wartosc okolo 45°, nieco
zanizona. Zjawisko gdanskie bylo bardzo rozbudowane,
pojawily sie, miedzy innymi, rzadko ogladane slonca
poboczne znajdujace sie w odleglosci 90° od Slonca.
Te forme halo nazwano pózniej imieniem Heweliusza.
GdaIlski astronom sporzadzil rysunek zjawiska
zatytulowany "Septern soles Gedani" (Siedem slonc
Gdallska), który przeslal na polski dwór jeszcze przed
publikacja proszac przy tym Des Noyersa, swego
przyjaciela i posrednika w kontaktach z dworem,
a zarazem sekretarza królowej, aby pokazal go
królewskiej parze - Ludwice Marii Gonzadze i Janowi
Kazimierzowi, zastrzegajac jednoczesnie staranne
baczenie, by jego praca nie wpadla w niepowolane rece
i nie zostala opublikowana pod cudzym nazwiskiem.
VVrok pózniej, na zlecenie Jana Kazimierza, przeslano
Heweliuszowi rysunek podobnego zjawiska ogladanego
we Lwowie.

Do najslynniejszych zjawisk halo nalezy tak zwane
halo petersburskie, opisane przez Tobiasza Lowitza,
które 18 lipca 1794 roku przez piec godzin podziwiano
nad Petersburgiem. Po raz pierwszy zostaly wtedy
opisane tak zwane luki Lowitza, bedace jedna
z najrzadszych postaci halo. Jeszcze rzadszym

n

zjawiskiem jest "luk Parry'ego" opisany dokladnie
w 1820 roku, choc obserwowano go juz w 1630 roku
w Norymberdze. Do wybuchu drugiej wojny swiatowej
luk Parry'ego widziano zaledwie kilkakrotnie. Zlozone
postacie halo czesto mozna obserwowac w okolicach
podbiegunowych. Do najbardziej rozbudowanych
nalezy zaliczyc halo z 10 marca 1920 roku w Finlandii
opisane przez Johanssona. VVPolsce, po ostatniej
wojnie zlozone halo zaobserwowal 22 lutego 1948 roku
w Deblinie Jan Kanarek, natomiast 10 kwietnia
nastepnego roku zlozone halo ksiezycowe zarejestrowal
w Poznaniu dyrektor tamtejszego obserwatorium,
profesor Józef Witkowski.

Pierwsza, choc bledna teorie halo podal w swej
"Meteorologice" Arystoteles. Dopiero J\llariotte (ten
sarn, którego nazwisko trwale zwiazane jest z prawem
opisuj acym przemiane izotermiczna gazu doskonalego)
tlumaczyl powstawanie halo zalamaniem swiatla
przez krysztalki lodu, które, jego zdaniem, mialy
miec postac miniaturowych pryzmacików o kacie
lamiacym 60°. Rzeczywiscie halo wywolane jest
przez zalamanie swiatla, odbicie i calkowite odbicie
wewnetrzne swiatla w krysztalkach lodu; geometria
tego zjawiska jest jednak bardziej skomplikowana niz
to sobie wyobrazal Mariotte.

Rys. 3. I-lala petersburskie (1794 r.). Charakterystycznymi rzadkimi elementami halo, przedstawionymi na rysunku, sa luki Law; tza (i ,k)
oraz sloIlca poboczne 120° (f,g).
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po slonecznej stronie sfery niebieskiej

Wybrane elementy
s - Slonce

a - male halo (22°)
b - duze halo (46°)
c - krag przysloneczny (wywolany odbiciem od scianek

krysztalków)
d - slonce poboczne 22° (widoczne, gdy SlOlice znajdzie

sie na wysokosci mniejszej niz 61°)
e - slonce poboczne 46°
f - luki Lowitza (zjawisko rzadkie)

g - luk styczny dolny malego halo
h - luk styczny górny duzego halo (gdy Slolice znajdzie

sie na wysokosci wiekszej niz 40°, g oraz h lacza sie
tworzac "halo opisane")

i - luk Parry'ego (zjawisko bardzo rzadkie, od 1630 roku
do 1930 roku zarejestrowane tylko 7 razy)

j - górny luk styczny duzego halo (luk zenitalny), gdy
Slonce znajduje sie na wysokosci mniejszej niz 32°

k - luki styczne górno-boczne duzego halo (tak jak j)
l - luki styczne dolno-boczne duzego halo (dla

wszystkich wysokosci SlOlica)
m - slup swietlny SlOlica (wywolany odbiciem na

sciankach krysztalków)
n - dolny luk styczny duzego halo (luk horyzontaln.t),

gdy Slonce jest na wysokosci wieksz~j niz 58°

- to, co widac oraz to,

a b c

@',L ~" ,-< __u_m __ uu, u~

d f

··-0--

h
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zjawiska halo

p - slonca poboczne 90° (slonca poboczne Heweliusza)
q - slonca poboczne 120°
r - przeciwslOllce
t - luki skosne przeciwsloneczne

co jest przyczyna tych zjawisk - po przeciwnej stronie sfery niebieskiej

ID

r

n q

~~. ~\;::~~i)
.....~ - - - -

;..::.~ , .~..'~
'. '

'\
t
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Inne luki styczne duzego halo, nie pokazane na górnych
rysunkach, sa wywolane przez wirujace wokól osi

krysztalki (hipoteza nie potwierdzona).



Male halo

Rys. 1

l-, ,,,,,

Rys. 2

Zanim przystapimy do omówienia mechanizmu powstawania malego halo,
przypomnijmy sobie, jak wyglada zalamanie swiatla przez pryzmat (rys. l).
Oznaczmy przez 'Y kat lamiacy pryzmatu oraz przez b kat, o jaki zalamany
promien odchylil sie od pierwotnego kierunku. Odchylenie to jest minimalne
w przypadku symetrycznego biegu promienia przez pryzmat, to znaczy gdy
0:1 = 0:2. Spelnione sa wtedy zwiazki:

sin ~('Y + bmin) = nsin ~'Y' 0:1 = 0:2 = ~('Y + bmin),

gdzie n jest wspólczynnikiem zalamania pryzmatu.

Male halo jest wywolane zalamaniem swiatla na dwóch prostokatnych scianach
bocznych (oddzielonych jedna) krysztalka lodu o ksztalcie szesciokatnego
graniastoslupa. Tworza one pryzmat o kacie lamiacym 60° ~ tak slusznie
twierdzil Mariotte (rys. 2), patrz str. 3. Wspólczynnik zalamania lodu dla
swiatla czerwonego jest równy 1,307, natomiast dla swiatla fioletowego 1,317.
Kat bmin wynosi odpowiednio 2P34' dla barwy czerwonej i 22°22' - dla
fioletowej.

Jesli w powietrzu znajduja sie krysztalki rozmieszczone w sposób chaotyczny,
to promienie Slonca, które mozemy uwazac za równolegla wiazke, padaja na
nie pod wszystkimi mozliwymi katami. Za powstawanie swietlistej obreczy
halo odpowiedzialne sa te promienie, które w minimalnym stopniu odchylaja
sie od pierwotnego kierunku. Jesli krysztalek lodu znajduje sie wlasnie
w takim polozeniu, to niewielka zmiana jego polozenia nie wplywa w znaczacy
sposób na kierunek zalamanego promienia, dzieki czemu natezenie swiatla
obserwowanego z tego kierunku jest wieksze - po prostu wieksza liczba
krysztalków wnosi swój wklad do obserwowanego zjawiska. Mówiac inaczej,
krysztalki polozone tak, ze zalamane przez nie promienie w miIlimalny sposób
odchylaja sie od pierwotnego kierunku, tworza zbiór osobliwy odwzorowania
zbioru mozliwych polozen krysztalków na sfere niebieska, a kregi halo tworza
kaustyke (zob. np. str. 8) tego odwzorowania.

Przy chaotycznym rozkladzie krysztalków obserwujemy swietlisty krag
wokól Slonca o fioletowym zewnetrznym i czerwonym wewnetrznym brzegu,
o rozmiarach katowych okolo 22°. Na rysunkach 3 i 4 pokazano geometrie
powstawania malego halo.

powierzchnia Ziemi

Rys. 3. Powstawanie malego halo (Omin ~ 22°).

powierzchnia Ziemi

Rys. 4. Powstawanie malego halo (Ómin,Jiolet = 22°22',
8min,czerw = 21 °34'). Poniewaz Slo11ce nie jest punktowyn1 zl'ódlenl

swiatla, lecz katowe rozmiary jego tarczy wynosza 30', pierscierl malego
halo jest dodatkowo poszerzony o 30'.

Przy okazji zagadka.

Dlaczego rozpatrujemy zalamanie swiatla przez dwie powierzchnie o kacie lamiacym 60°, a nie bierzemy pod uwage
- wydawaloby sie - bardziej naturalnego pryzmatu utworzonego przez sasiednie scianki boczne?
Odpowiedz wewnatrz numeru.
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Rys. 5. Powstawanie duzego halo
(8m,in ~ 460).

powierzchnia Ziemi

Rys. 6. Mechanizm powstawania duzego
i malego halo.

Rys. 7

Rozwiazanie zadania M 724.
AC :S ..IX + XC = ~
i BD:S BX +XD =~, wiec
° :S AC" + BD" :S 8. Aby sprawdzic,
ze wyrazenie AC::! + Bn':? Inoze osiagnac
kazda wartosc z pr'zedzi alu [0,8],
wystarczy rozwazyc punkty X = (0,0),
A = B = (1,0), C = D = (cosO',sin 0'),
gdzie O' E [O,7r).

Duze halo

Mechanizm powstawania duzego halo jest bardzo podobny do sposobu, w jaki
powstaje male halo. Róznica polega na tym, ze zalamanie zachodzi pomiedzy
boczna, prostokatna scianka i szesciokatna podstawa graniastoslupa (rys. 5).
Warunkiem koniecznym jest wiec, by krysztalki mialy plaskie podstawy,
co nie zawsze ma miejsce. Krysztalki lodu moga przypominac, na przyklad,
zatemperowane olówki. Kat lamiacy pryzmatu z rysunku 5 wynosi 90°. Warunek
minimalnego odchylenia promieni prowadzi do wartosci kata 5",;n równej 45°441
dla barwy czerwonej i 47° 16' dla fioletowej. Tak wiec bledy pomiarów Scheinera
i Heweliusza (patrz str. 2 i 3) byly niewielkie. Jednoczesnie mocniejsze warunki
konieczne do powstania duzego halo powoduja, ze zjawisko to wystepuje rzadziej
od malego halo.

Slonca poboczne
SlOllca poboczne sa to dwie jasne plamy (czasami widoczna jest tylko jedna)
polozone symetrycznie wzgledem Slonca, na tej samej co ono wysokosci.
N aj czesciej pojawiaja sie wraz z malym halo. Istniej a takze inne, bardziej
egzotyczne odmiany slonc pobocznych, na przyklad slOllca pojawiajace sie wraz
z duzym halo czy tez slonca poboczne Heweliusza. Zjawisko to nosi równiez
nazwe parhelium (gr. para - blisko i Helios - Slonce). VVliteraturze anglosaskiej
spotyka sie równiez nazwe "sun dogs" - "sloneczne psy" .

Dokladniej omówimy powstawanie najpowszechniejszych slOllc pobocznych
malego halo. Ich polozenie wzgledem jego pierscienia zalezy od wysokosci
horyzontalnej Slonca. Kiedy znajduje sie ono na linii horyzontn, slOllca
poboczne leza dokladnie na pierscieniu malego halo. W miare jak SlOllce
podnosi sie ponad widnokrag, oddalaja sie od pierscienia i maleje natezenie
ich swiatla. Przy czterdziestostopniowej wysokosci Slonca oddalone sa one
o okolo 5°30' od malego halo w kierunku na zewnatrz.

Za powstawanie parheliów malego halo odpowiedzialne sa krysztalki lodu
pionowo opadajace w atmosferze. Bieg promieni w ich wnetrzach jest taki sam,
jak wtedy, gdy powstaje male halo, tak wiec slOllca poboczne mozna uznac za
jego czesc. Jesli w powietrzu znajduja sie krysztalki o wszystkich mozliwych
orientacjach, ale z przewaga ustawionych pionowo, to obserwujemy zarówno
male halo, jak i jego slonca poboczne.

Pozostaje jeszcze wyjasnic, dlaczego pionowa orientacja dlugiej osi krysztalka
mialaby byc wyrózniona. Dzieje sie tak wtedy, gdy spelnione sa dwa warunki:
1) jest bezwietrzna pogoda, 2) czesc krysztalków przypomina ksztaltem
gwozdziki. Taka budowa krysztalka ma miejsce, gdy do plaskiej podstawy

szesciokatnego slupka przyklei sie plaska, równiez szesciokatna plytka (rys. 7).
Ta plaska plytka dziala wtedy mniej wiecej tak, jak czasza spadochronu.
Pozycja, w której krysztalki spadaja z dluga osia ustawiona pionowo, jest
pozycja stabilna. W miare jak Slonce wznosi sie coraz wyzej, bieg promieni
we wnetrzu tych krysztalków coraz bardziej odbiega od warunków biegu
symetrycznego. Z tego powodu slonca poboczne oddalaja sie od pierscienia halo
i traca swoja intensywnosc.

KR.

Rozwiazanie zadania M.,723. Oznaczluy srodek okregu przez Xl punkt wspólny prostych
zawierajacych cieciwy AB i CD przez Y, a srodki cieciw ..In i CD odpowiednio przez S' i T.
Czworokat X SYT jest prostokatem, bo LSYT, LYT X i LY SX sa katami prostymi. Zat~[]l, na.
mocy twierdzenia Pitagorasa,

AC" + BD" = (AY" + CY") + (BY" + DY") = (AY" + BY") + (CY" + Dl'") =
= (AS + SY)" + (AS - SY)" + (CT + TY)" + (CT _ TY)" =

= 2(."15" + TY") + 2(CT2 + SY") =
= 2(."15" + SX") + 2(CT" + TX") = 2AX" + ~CX" = 4.
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Na odwzorowanie f plaszczyzny R
w siebie mozemy patrzec jak na pare
funkcji okreslonych na R 2 i o wartosciach
w zbiorze R liczb rzeczywistych,
symbolicznie f = (h, h). Mówimy,
ze odwzorowanie f jest gladkie, gdy
kazda z funkcji h, h jest nieskonczenie
wiele razy rózniczkowalna.

Czytelnik zechce sie zastanowic, czy
istotnie kazde gladkie odwzorowanie
f : R 2 -> R 2 mozna w ten sposób
przedstawic.

Rozwiazanie zadania M 725.

Roz~a~zm~2P~a::czYzne P o równaniu
z = - --- . x. Czytelnik

a e2 _ b2

z latwoscia sprawdzi, ze dla punktów
nalezacych do tej plaszczyzny zachodzi

, ,,:1.,,2 y2 z] :Lo::! y2 z2

rownosc a:J + b2 + e2 = b2 + uJ + b2'
z~tem j~j czes')c wspólna z elipsoida
x- y - z-
a2 + b2 + e2 = 1 jest równa

x2 y'2 Z 2

przecieciu P ze sfera b2 + bO + b2 1,

a wiec jest okregienl.

Rozwiazanie zadania F 396.
Masa powietrza o objetosci pilki jest
równa n/, = ~7rR3(] = 6,7 g. Porównujac
sile dosrodkowa do sily Magmisa mamy

J\1v2
= 2mwv.

"
tV

Podstawiajac predkosc katowa w - R do
powyzszego wzoru otrzYlTIujelny

MR1'=--:::::17m
2mE

Punkty osobliwe odwzOrOWal1- gladkich

Niech f bedzie ...

(Zlosliwi twierdza, ze gdyby Juliusz Verne byl matematykiem, to Dwadziescia
tysiecy mil podmorskiej zeglugi zaczynaloby sie nastepujaco.

Niech Ned Land bedzie oszczepnikiem, a Conseil - sluzacym narratora. Niech
ponadto Nautilus bedzie statkiem podwodnym i niech kapitan N(l1ltilusa nazywa
sie Nemo.

My tego twierdzenia komentowac nie bedziemy.)

Jako sie wiec rzeklo, niech f bedzie gladkim odwzorowaniem plaszczyzny R2

w siebie. Przy omawianiu wlasnosci f nie sposób posluzyc sie kartka papieru
z wykresem, bo do jego narysowania potrzebne sa 2 + 2 = 4 wymiary. Pomózmy
zatem naszej ubogiej wyobrazni w inny sposób. Pomyslmy mianowicie o dwóch
plaszczyznach, poziomej (et) i pionowej ((3). Bierzemy punkt A E et i rzutujemy
go pionowo na gladka powierzchnie 'iT, która ma te wlasnosc, ze nad kazdym
punktem et lezy dokladnie jeden punkt 'iT. Otrzymany punkt z 'iT rzutujemy
poziomo na (3 i w ten wlasnie sposób otrzymujemy f(A). Moze sie zdarzyc
tak, ze dwa rózne punkty Al i A2 maja ten sam obraz. Punkt A, który ma te
wlasnosc, ze w dowolnie malym jego otoczeniu znajdziemy takie punkty Al i A2,
nosi nazwe punktu osobliwego odwzorowania f. Poslugujac sie nasza pogladowa
interpretacja f stwierdzimy bez klopotu, ze plaszczyzna styczna do 'iT w punkcie
lezacym pionowo nad punktem osobliwym A jest prostopadla do plaszczyzny (3.

Zbiór wszystkich punktów osobliwych f nazwiemy krótko zbiorem osobliwym f,

obraz zas zbioru osobliwego - kaustyka.

Pora na przyklady. Pierwszy z nich, odwzorowanie g(x, y) = (x2, y), pokazany
jest na rysunku l.

/3

kaustyka

Rys. 1. Przeksztalcenie g z osobliwoscia "falda". Gdy np. g(x, y) = (x2, y), to dowolne dwa

punkty Al i A2, symetryczne wzgledem prostej zlozonej z punktów osobliwych g, maja ten
sam obraz.

Widzimy tu osobliwosc zwana falda. Zbiór osobliwy i kaustyka odwzorowania g

to linie proste. Drugi rodzaj osobliwosci to tzw. plisa (rys. 2); niech nam krawcy
wybacza terminologie· Obrazowo mozna powiedziec, ze plisa to falda, która
ma swój poczatek. Zbiór osobliwy plisy to krzywa przypominajaca wygladem
parabole, a kaustyka ma ksztalt "dzióbka".

Okazuje sie, ze w zasadzie innych osobliwosci przeksztalcenia gladkie
plaszczyzny w siebie nie miewaja. Co to znaczy? Rozpatrzmy zbiór g wszystkich
przeksztalcen gladkich f :R2 -+ R2. Umówmy sie, ze dwa przeksztalcenia

z tego zbioru sa bliskie, jesli w kazdym punkcie R2 maja bliskie wartosci (razem
z pochodnymi dowolnego rzedu).

8



Czytelnik moze latwo sprawdzic, ze kaustyka tego odwzorowania to krzywa z dzióbkiem
skladajaca sie z dwóch polówek paraboli pólszesciennej.

& 3 2
- (x - xy) == 3x - y = O.&x

kaustyka

(3r zbiór osobliwy

~AJ
Rys. 2. h(x, y) = (x3 - xy, y) to jeden z naj prostszych przykladów odwzorowania
z osobliwoscia zwana plisa. W tym konkretnym przypadku zbiór osobliwy to parabola
o równaniu

W zbiorze g wyróznijmy mniejszy podzbiór D przeksztalcen "dobrych": takich,
które maja wylacznie punkty osobliwe odpowiadajace faldzie lub wierzcholkowi
plisy. Amerykanski matematyk Hassler Whitney udowodnil w 1955 roku
nastepujace

Twierdzenie. D jest otwartym i gestym podzbiorem g.

Gestosc D oznacza tyle, iz blisko kazdej funkcji f E g lezy pewna funkcja
"dobra", z otwartosci D zas wynika, ze kazda funkcja "dobra" ma malutkie
otoczenie skladajace sie wylacznie z innych funkcji "dobrych". Przyklady
niedobrych osobliwosci Czytelnik Wnikliwy zechce sobie sam wyobrazic,
a Czytelnik Leniwy moze zerknac na rysunek 3.

Rozwi"azanie zadania F 395.
Wspólczynnik zalamania zalezy od
gestosci powietrza e:

. e NAe
(n - l)= (no - 1)-, N = --

eo I'
gdzie N A oznacza liczbe Avogadro.
Podstawiajac n - l oraz N do wyrazenia
na p, otrzymujemy

327r3 (no - l?ep
l" = 3.:\4 e~NA

Poniewaz e zalezy od wysokosci,
przechodzimy do wzoru calkowego

x

I(x) = Ioexp (- J I"dh)
o

Dla promienia slonecznego padajacego
pod katem 0° (prostopadle do
powierzchni Ziemi) mozemy skorzystac
ze wzoru na cisnienie hydrostatyczne

p= J eg dh otrzymujac

J l'a= edh=g,1'=1013hPa,

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.
Ostatecznie otrzymujemy relacje

I=Ioe-o-,

327r3 (no - 1?1'1'

a = 3.:\·1 e~gNA
Stosunek natezenia swiatla rozproszonego
do padajacego wyraza ulamek

10 - I _"k=-.--=l-e
10

Dla swiat la niebieskiego wynosi
on k = 28,6%, dla czerwonego k = 3,5%.

Rys. 3. Blisko przeksztalcenia "stok z plaska galeria" ze zbiorem osobliwym w postaci
nieskonczonego pasa leza rozmaite przeksztalcenia ze zbioru V: na przyklad fI z dwiema
faldami i h bez zadnych osobliwosci.

Twierdzenie Whitneya fizycy stosuja do wyjasniania zjawiska halo (mozna o tym
przeczytac w tym numerze Delty). Ten fakt oraz ukuta przez Stanislawa Lema,
przy okazji porównywania matematyki z fizyka, przenosnia o szalonych krawcach
usprawiedliwiaja po czesci uzycie terminów falda i plisa.

Twierdzenie Whitneya uogólnil na przypadek wymiaru ~ 3 Francuz, Rene
Thom, medalista Fieldsa z 1958 roku. Moment ukazania sie w 1971 roku
jego pracy Stabilnosc strukturalna i morfogeneza to narodziny slynnej teorii
katastrof, która z róznym powodzeniem usilowano stosowac w biologii, socjologii,
medycynie, aerodynamice, termodynamice, klimatologii itd. To juz jednak temat

na zupelnie inny artykul. P.S.

brak osobliwosci
L'Mka pmiorna

galeria na stoku

Z twierdzenia

Pitagorasa
111an1Y

:L':} + R'J = 1'2 

= (R+ h)2
"

x'-
Zaniedbujac hO mamy h ~ ~2R
(bo grubosc atmosfery h ~ 20 km « R).

;= J= - = eo r:;;R{3= edx= eoe OR dX=2V~;
o o

l J27rRgeO
{3= - ---. a = 10,9· a.

2 l'

10 - I {3Stad tez k = --- = 1- e- ,
10

dla swiatla niebieskiego k ~ 97,5%,
a dla swiatla czerwonego k ~ 32,5%.
Z powyzszych rezultatów jasno wynika,
ze kolor zachodzacego Slonca jest
czerwony. W istocie wynik uzyskany dla
promienia stycznego jest zanizony, gdyz
nie uwzglednilismy wydluzonej (na skutek
zalamania drogi) swiatla w atITIosferze.

Gdy swiatlo pada pod katem 90°
(stycznie do powierzchni Zielni), mozemy
skorzystac ze wzoru barometrycznego

-ah 620g
{2=eoe ,a=--.l'

O ilosci rozmaitych prób stosowania teorii
katastrof w innych naukach mozna sie
przekonac wertujac ksiazke" Catastrophe
theory for scientists and engineers"
autorstwa Roberta Gilmore'a pracujacego
w Institute for Defense Analyses w
Arlington w USA.
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Zbiory osobliwe, kaustyki zjawiska halo

Odwzorowanie zbioru polozen krysztalka
lodu w sfere niebieska zdefiniowane
jest mniej wiecej tak: krysztalek
lodu o danym polozeniu zalamuje
swiatlo sloneczne, w wyniku czego
otrzynlalny prol11ieli biegnacy w kierunku
zaleznym od polozenia krysztalka.
IGerunek owego prolnienia wyznacza
punkt na sferze niebieskiej, z którego
obserwujemy swiecenie. W ten
sposób kazdemu polozeniu krysztalka
przyporzadkowalismy punkt na sferze
niebieskiej. Zauwazmy, ze tak okreslone
odwzorowanie (tzw. funkcja Halo)
zalezy od polozenia SIOIlca, dlatego
tez obserwowane na niebie zjawisko,
bedace kaustykami funkcji Halo, zalezy
od polozenia Slonca.

,
r---------------

Rys. l

Teoria osobliwosci odwzorowan, a w szczególnosci twierdzenie Whitneya, bardzo
dobrze nadaja sie do analizy zjawisk halo. Zajmijmy sie znajdujacym sie w atmosferze
ziemskiej krysztalkiem lodu, który ma ksztalt graniastoslupa szesciokatnego.
Naj czesciej jest to jeden z wielu milionów krysztalków tworzacych chmure typu
cirTostratus. Bedziemy interesowac sie dwiema sciankami krysztalka: t'b przez któI<);
promien swiatla slonecznego don wnika i ta, przez która go opuszcza po zalamaniu.
W naszej analizie pominiemy zjawiska takie, jak odbicie swiatla, rozszczepienie swiatla
bialego czy tez cala game zjawisk falowych, które moga wystapic; skoncentrujemy sie
wiec na uproszczonym opisie geometrycznym. Swiatlo sloneczne potraktujemy jak
wiazke promieni równoleglych, bedziemy te promienie utozsamiac.

Jeden krysztalek da, oczywiscie, tylko jeden promiell zalamany pomiedzy wybrana
para scianek. Mozemy zbudowac odwzorowanie wszystkich mozliwych polozell
krysztalków w sfere niebieska; rózne polozenia krysztalka dadza na ogól rózne
kierunki zalamanych promieni, które mozemy utozsamiac z punktami sfery niebieskiej.
Sfera niebieska jest zbiorem dwuwymiarowym, natomiast zbiór mozliwych polozeli
krysztalków lodu jest zbiorem trójwymiarowym. Krysztalek ma trzy stopnie swobody:
dwa z nich sa zwiazane z polozeniem jego dlugiej osi symetrii, trzeci z obrotem wokól
niej (translacyjne stopnie swobody nie wnosza nic nowego). Tak wiec odwzorowanie
zbioru mozliwych polozen krysztalków w sfere niebieska jest odwzorowaniem zbioru
trójwymiarowego w dwuwymiarowy. To odwzorowanie nazwiemy funkcja Halo.

Moze sie zdarzyc, ze krysztalki lodu znajdujace sie w przestrzeni rozmieszczone S,);

w sposób przypadkowy i chaotyczny. Wtedy dziedzina funkcji Halo jest rzeczywiscie
trójwymiarowa. Moze byc jednak i tak, ze niektóre orientacje krysztalków beda
uprzywilejowane (na przyklad, przez warunki meteorologiczne), inne zas nie wystapia,
tak wiec dziedzina funkcji Halo nie bedzie pelnym zbiorem mozliwych polozeii
krysztalków. Jesli jest ona zbiorem jedno-, dwu- lub trójwymiarowym, mówimy
odpowiednio o halo jedno-, dwu- lub trójwymiarowym. W dalszym ciagu dziedzine
funkcji Halo bedziemy nazywac zbiorem generujacym.

Przykladem halo jednowymiarowego sa slonca poboczne, które powstaj,l:, gdy
wszystkie krysztalki lodu sa ustawione pionowo dlugimi osiami; tworza one wtedy zbiór
jednowymiarowy, a kaustyka sklada sie z dwóch punktów, które sa wlasnie slOllcami
pobocznymi. Na przeciwnym biegunie sytuuja sie male i duze halo, które powstaji);
przy przypadkowym rozkladzie krysztalków w atmosferze. Zbiór generujacy jest wtedy
trójwymiarowy.

Skupmy nasza uwage na dwuwymiarowych zbiorach generujacych. Zgodnie
z twierdzeniem Whitneya typowe odwzorowania gladkie zbiorów dwuwymiarowych
w zbiory dwuwymiarowe moga miec osobliwosci dwojakiego rodzaju: faldy i plisy.
W szczególnosci dotyczy to takze dwuwymiarowej funkcji Halo. Jej osobliwosci wazne
sa z tego powodu, ze krysztalki znajdujace sie w poblizu punktu osobliwego zalamuja
swiatlo prawie w tym samym kierunku, tak wiec obserwujemy z tego kierunku silne
swiecenie. Obserwowane na niebie zjawisko halo jest wiec kaustyka odwzorowania
zbioru polozen krysztalków lodu w sfere niebieska.

Halo dwuwYlniarowe

Pierwszym przykladem niech beda krysztalki lodu o ksztalcie szesciokatnych
kolumienek, spadajace w ten sposób, ze ich glówna os pozostaje w plaszczyznie
poziomej (rys. l). Taki krysztalek ma dwa stopnie swobody. Pierwszy zwiazany jest,
z obrotami jego dlugiej osi w plaszczyznie poziomej, drugi z obrotami wokól tej osi.
Interesuja nas promienie wchodzace przez jedna z szesciokatnych podstaw krysztalka
i wychodzace przez prostokatna scianke boczna. Zbiór generujacy jest dwuwymiarowy.
Jest on niespójny, gdyz sklada sie z dwóch osobnych kawalków odpowiadajacych dwóm
szesciokatnym podstawom krysztalka. Równiez niespójna jest kaustyka funkcji Halo.
Tworzy ona luki styczne dolno-boczne duzego halo (rys. 2). Osobliwosc jest w tym
przypadku falda.
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halo 46'

krag
przysloneczny

zbiór

osobliwy

Drugim przykladem jest jedna z rzadszych postaci halo, tak zwane luki Lowitza.
Tworzone sa one przez promienie zalamane pomiedzy dwiema sciankami plaskiego,
szesciokatnego krysztalka, wirujacego wokól poziomej, dluzszej osi symetrii
szesciokata (rys. 3). Powstanie luków Lowitza wymaga bardzo szczególnych
warunków, dlatego sa one tak rzadkie. Podobnie jak poprzednio, zbiór generujacy jest
dwuwymiarowy i niespójny, jednak osobliwosci odwzorowania Halo sa bardziej zlozone,
gdyz równoczesnie istnieje i falda, i plisa (rys. 4). Jak pokazuja symulacje komputerowe
wykonane w 1980 1'. przez Roberta Greenlera i jego wspólpracowników z Uniwersytetu
Wisconsin w Milwaukee, czesc kaustyki odpowiadajaca plisie cechuje sie bardzo malym
natezeniem swiatla, dlatego w wiekszosci przypadków, gdy luki Lowitza sa widoczne,
plisa pozostaje niezauwazona.

zbiÓr

generujacy

POZiOllUt
os obrotu

Rys. 3. Szesciokatne lodowe plytki
wirujace wokól dlugiej osi symetrii
szesciokata odpowiadaja za powstawanie
luków Lowitza.

Rys. 2. Zbiór generujacy i zbiór osobliwy
luku stycznego dolno-bocznego duzego
halo (po lewej stronie). Kaustyka funkcji
halo (po prawej stronie). Osobliwosc ma
charakter faldy. Rysunek odpowiada
wysokosci Slonca równej 28°.

Rys. 4. Zbiór generujacy i zbiór osobliwy
luków Lowitza (po lewej stronie) oraz
kaustyka (po prawej). Zbiór osobliwy
sklada sie z dwóch krzywych. Osobliwosci
maj a charakter zarówno faldy, j ak i plisy.
Rysunek odpowiada wysokosci SlOllca
równej 20°.

zhiór

generujacy krag
przysloneczny

Kolejnym, trzecim przykladem dwuwymiarowego halo sa (duzo powszechniejsze od
luków Lowitza) górny i dolny luk styczny malego halo (rys. 5).

Rys. 5. Zbiór osobliwy, zbiór generujacy
i kaustyka luku stycznego górnego
i dolnego malego halo. Osobliwosci maja
charakter faldy. Rysunek odpowiada
wysokosci Slonca równej 28°.

zbiÓr

gelleruj'lcy

zbiór

osobliwy

krag
przysloneczny

.........•... ' .,"

Slollce

halo' .. /

u~'"~''"

Osobliwosci wyjatkowe

Twierdzenie Whitneya mówi, ze typowymi osobliwosciami gladkiego, dwuwymiarowego
odwzorowania sa faldy i plisy. Zostalo analitycznie dowiedzione, ze poza kilkoma
wyjatkami, o których za chwile, osobliwosci górnego i dolnego luku stycznego sa falda.
Jednak w przypadku pewnych rodzajów dwuwymiarowego halo nie istnieje dowód
gladkosci funkcji Halo, która jest wymagana przez zalozenia twierdzenia Whitneya ..
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Fakt, ze wiekszosc tych osobliwosci rzeczywiscie wyglada jak falda lub plisa, nie jest
jeszcze dowodem. Istnieja tez takie osobliwosci dwuwymiarowych halo, które nie sa
ani falda, ani plisa. Tak jest wtedy, gdy swiatlo ulega nie tylko zalamaniu, ale równiez
odbiciu, co powoduje, ze funkcja Halo nie jest gladka.

Rys. 6. Zbiór generujacy, zbiór osobliwy
i kaustyka dolnego luku stycznego malego
halo dla wysokosci Slonca równej 170.

Zbiór osobliwy sklada sie z dwóch
przecinajacych sie krzywych, faldowej
i podslonecznej . Krzywa podsloneczna
jest osobliwoscia innego rodzaju niz falda
czy plisa.

krzywa
faldowa

krzywa

podslollcczua

Wierzcholek dolnego luku stycznego, pokazanego na rysunku 6, polozony jest wówczas
na wysokosci 22° - 17°, czyli 5° ponad linia horyzontu. Taki luk styczny mozna
ogladac z pokladu samolotu, ale nie z ziemi. Zbiór osobliwy jest w tym przypadku
bardzo szczególny. Sklada sie on z dwóch krzywych, faldowej i podslonecznej,
dwukrotnie przecinajacych sie. Pierwsza z nich odpowiada osobliwosci typu
falda, jednak druga nie jest ani falda, ani plisa, jest czyms zupelnie innym niz
osobliwosci, o których mówi twierdzenie Whitneya. Funkcja Halo 'odwzorowuje
krzywa podsloneczna na jeden punkt nazywany punktem podslonecznym. Zgodnie
z twierdzeniem Whitneya ten rodzaj osobliwosci jest jednak czyms wyjatkowym.
Powyzej opisana osobliwosc zwiazana z krzywa podsloneczna moze sie pojawic gdy
SlOlIce znajdzie sie na wysokosci od 11° do 25° nad horyzontem.

Rys. 7. Odpowiednio dobrane male
zaburzenie odwzorowania z rysunku 6
daje kaustyke bedaca obrazem faldy.
Zbiór osobliwy z poprzedniego rysunku
zostal rozerwany w miejscu przeciec
dwóch krzywych. Tak zdeformowany
przypomina "wyciagnieta" litere Z.
Odpowiednio male zaburzenie nie zmienia
jego jakosciowego charakteru.

zbiór

o"obliwy

Model zjawisk halo oparty na analizie osobliwosci odwzorowalI jest modelem
uproszczonym, gdyz nie uwzglednia falowej natury swiatla, a zatem nie pozwala
analizowac rozkladu natezenia swiatla, jednak bardzo dobrze daje sobie rade
z opisem geometrii zjawiska. Teoria osobliwosci stosuje sie do odwzorowalI gladkich.
I choc w kazdym przypadku funkcji Halo problem ten nalezy analizowac osobno,
to wydaje sie, ze "na ogól", poza pewnymi wyjatkowymi sytuacjami rzeczywiscie
jest to odwzorowanie gladkie. Z tego powodu Walter Tape, matematyk amerykaliski
zajmujacy sie zastosowaniami matematyki w naukach przyrodniczych, takich jak
geologia czy meteorologia (na którego pracach opiera sie ten tekst) powiada z lekka
przesada: Czemu zawdziecza swoje istnienie zjawisko halo? Istnieje ono dzieki
rózniczkowalnosci (oczywiscie, funkcji Halo)!
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Zadania Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ
M 723. Dany jest okrag o promieniu 1. Jakie wartosci moze przyjmowac wyrazeme
AC2 + BD2, jesli AB i CD sa prostopadlymi cieciwami tego okregu?
(Zadanie z egzaminu wstepnego na Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego)
Rozwiazanie na str. 7

M 724. Jakie wartosci moze przyjmowac wyrazenie AC2 + D B2 , jesli A, B, C, D, X sa

takimi punktami plaszczyzny, ze AX = BX = CX = DX = 1 i AB o c:75 = O

(v o w oznacza iloczyn skalarny wektorów)?
Rozwiazanie na str. 7

Odpowiedz na zagadkQ.
Sasiednie scianki szesciokata tworza

pryzma.t o kacie lamiacym l~Oo. Przy

synletl'ycznym biegu prolnienia kat

padania wynosi GOo. Tymczasenl
kat graniczny (dla n::: 1,31) wynosi

okolo SOo. Pl'omiell swiatla ulegnie nie

zalamaniu, Ice-j calkowitenlU odbiciu
wewnetrznemu.

Patrz w niebo

Tak, kiedy Jowisz poprzedniczym

grzmotem

I razacymi blyski swiat uciska,

Trzesie sie Atlas okropnym loskotem,

Jecza pieczary i Etny lozyska,
Pelne cyklopów; pod hartownym mlotem

Gronl sie rozzarza i iskralni pryska,
Wulkan je nagli, a z swego warsztatu

Raz wraz pociskielTI strasznYITI grozi
swiatu.

Ignacy Krasicki

Monachomachia, piesn III, LVIII.

222

M 725. Dana jest elipsoida o równaniu :2 + t2 + :2 = 1, O < a < b < c. Udowodnic,
ze pewien przekrój tej elipsoidy plaszczyzna jest okregiem.
Rozwiazanie na str. 8

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 395. Swiatlo sloneczne o mniejszej dlugosci fali jest silniej rozpraszane w atmosferze
niz swiatlo o wiekszej dlugosci. Dzieki temu zjawisku niebo ma kolor niebieski,
a zachodzace Slonce jest czerwone. Ocenic, jaka czesc swiatla niebieskiego
(..\= 400 nm), a jaka czerwonego (>' = 700 nm) padajacego pionowo na Ziemie ulega,
rozproszeniu w atmosferze. Przeprowadzic analogiczne rachunki w przypadku promieni
pochodzacych od zachodzacego Slonca i padajacych na Ziemie stycznie. Gestosc
powietrza przy powierzchni Ziemi wynosi {ja = 1,2 kg/m3, masa molowa powietrza,
JL = 0,029 kg/mol. Rozpraszanie swiatla w jednorodnym osrodku opisuje wzór

I I I' x d' 327['3 (n - l? 'l 'k' l .,. l= oe- 1 , g zle tlI = 3>.4 N ' n Jest wspo czynm 'lem za amama, sWla,t a,
przy powierzchni Ziemi wspólczynnik zalamania dla powietrza wynosi no = 1,00028,
N oznacza liczbe czasteczek powietrza w jednostce objetosci, lo jest poczatkowym
natezeniem swiatla, I zas natezeniem swiatla po przejsciu drogi <r:. Promieit Ziemi
wynosi R ~ 6400 km.
Rozwiazanie na str. 9

F 396. Pilka kopnieta przez pilkarza niemal poziomo uzyskala predkosc obrotowa na
obwodzie równa E: = 20% predkosci ruchu postepowego. Os obrotu pilki jest pionowa ..
Oszacowac poczatkowy promieit krzywizny toru, po którym porusza. sie pilka .. Na pilke
obracajaca sie w powietrzu z predkoscia katowa w dziala sila zwiazana z efektem
Magnusa okreslona przyblizonym wzorem F = 2mvw, gdzie m jest masa powietrza
o objetosci pilki. Sila ta jest prostopadla do predkosci pilki v i wektora w. Gestosc
powietrza wynosi {j = 1,2 kg/m3. Dane dotyczace pilki futbolowej: prorniell R = 11 cm,
masa M = 0,42 kg.
Rozwiazanie na str. 8

Niejeden raz podkreslalismy w Delcie, ze ciala Ukladu Slonecznego nie s(~ do konca,
"martwe" - zycia tam, oczywiscie, nie ma (poza Ziemia), ale chodzi o to, czy na
powierzchni danego globu cos sie w ogóle dzieje. Na Ksiezycu akurat malo co. Poza
powolna termiczna erozja skal, ciaglym dzialaniem promieniowania kosmicznego,
wiatru slonecznego i cial meteorowych zdarzaja sie czasami slabe wyplywy niewielkich
porcji gazów z glebi gruntu. N a Marsie natomiast wieja bardzo silne wiatry,
na planetach olbrzymich wiatry te sa w skali ziemskiej niewyobrazalne, na ich
satelitach widac efekty ruchów górotwórczych i dzialalnosc wulkaniczna (lo, Tryton).

A pioruny? Otóz wyladowania elektryczne, poza Ziemia, wystepuja na Jowiszu
i zapewne na Saturnie oraz Uranie. Voyager 1 przelatujac 12 XI 1980 r. w poblizu
Tytana wykonal m.in. pomiary majace na celu stwierdzenie, czy na, tym satelicie
Saturna blyska sie. Mówiac w skrócie, fale radiowe towarzyszace wyladowa.niom
powinny zostac zarejestrowane przez radioodbiorniki sondy, a czulosc aparatury
umozliwiala zauwazenie blyskawic 1000 razy slabszych od ziemskich.

Obserwacje nie daly zadnego wyniku, rejestrowane byly tylko sygnaly z Saturna.
A sprawa jest powazniejsza, niz zwyczajne stwierdzenie, czy na Tytanie bija pioruny.
Otóz zawartosc rozmaitych weglowodorów obecnych w atmosferze Tytana czesciowo
moze byc wytlumaczona dzialaniem promieniowania slonecznego. Jednak za.wa,rtosc
np. etylenu C2H4 przekracza mozliwosci tego mechanizmu. Produkcja etylenu moglaby
byc wspomagana wlasnie przez blyskawice, a skoro ich nie stwierdzono, to znaczy,
ze teoretycy powinni poszukiwac jeszcze innych mechanizmów. Nastepna natomia,st
szansa zbadania tego problemu "na miejscu" pojawi sie nie wczesniej niz w XXI wieku,
gdy do Saturna ewentualnie dotrze sonda Cassini i zrzuci na Tytana próbnik zdolny
zarejestrowac blyskawice 100 razy slabsze, niz mógl to zrobic Voyager 1.

Tomasz ]{WAST
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Klub 44

j!=44
Termin nadsylania rozwiazall:

31 III 1995

Liga zadaniO\ya Wydzialu l\Iatematyki, Informatyki i Mechaniki, Wydzialu
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kOI1ca J11iesiaca n + 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nUlnerze 11+ 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do
1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: vVT =
4 - 35, gdzie 5 oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly
rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle
punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek
z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Zadania z nlatematyki nr 291, 292

292. Udowodnic, ze dla kazdych liczb Xl, X2, ... , Xn E (O;7i/4) zachodzi nierównosc

291. Wyznaczyc wszystkie liczby calkowite x, dla których X2 + 19x + 9'1 jest
kwadratem liczby calkowitej.

\/tg Xl . tg X2 ..••• tg Xn :::;
sin2 Xl + sin2 X2 + + sin2 Xn

cos2 Xl + cos2 X2 + + cos2 Xn

292 zaproponowal pan Leslaw Skrzypek z Rzeszowa.Zadanie

Przemyslaw Gadziliski - Sroda SIa.ska.·17,30
Pa\vel Lizak - Pulawy 43,47
\Valdemar Pompe - Warsza.wa 10,24
Krzysztof Jedziniak - Ka.t.owice 39,72
Leslaw Skrzypek - Rzeszów 36,67

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadal; 277 (WT=3,46) i 278 (WT=l,41)

z numeru 3/1994

Pan Przemyslaw Gadzinski jest
czternastym Weteranem matematycznego
Klubu 44.

Rozwiazania zadalI z luatematyki z numeru 8/1994

Przypominamy tresc zadan:

283. Wyznaczyc wszystkie liczby dodatnie a, dla których funkcja f(J:) = a.,·( l - .,.) ma nasl':pllj'l(''l
",Jasnosc: istnieje taka liczba e E (O; 1), ze fU(e» = e op f(c).

284. Na bokach AD i AC trójkata ostrokatnego ADC obrano odpowiednio pllnkl y .II i S
Okregi, których srednicami sa odcinki BN i CllI, przecinaja sie w punktach P i Q. Udowodnic,
ze ortocentrum trójkata ABC lezy na prostej PQ.

283. Jesli liczba c E (O; l) spelnia postulowane warunki

a2e(1 - c)(l - ae + ac2) = c =1= aC(l - e) ,

czyli

a2(1 - c)(l - ac + ac2) = l =1= (L(l - e),

to liczba b = l - c spelnia warunki

(l) a2b(1- ab+ ab2) = l =1= ab.

Pierwszy z nich zapisujemy w postaci równania

a2b(1 - ab) = 1- a3b3 ,

które nastepnie dzielimy stronami przez rózny od zera czynnik (l - CLb):

(2) a2b = 1+ ab + a2b2 .

Traktujac to jako równanie kwadratowe z niewiadoma b (i "paranletrem" a), obliczamy
wyróznik 6. = a2(CL + l)(a - 3), który musi byc nieujemny. Stad a 2': 3.

Gdy a = 3, równanie (2) ma pierwiastek podwójny b = 1/3, niedopuszczalny, w mysl
wanmku ab =1= 1. Gdy a > 3, równanie (2) lna dwa pierwiastki rzeczywiste, których Sluna
równa sie (a2 - CL)/a2 > O, a iloczyn równa sie 1/a2 ::; 1/9 (Viete); zatem co najmniej jeden
z pierwiastków lezy w przedziale (O; l). Z postaci równania (2) widac, ze ab nie moze byc
jedynfu} (ella a > 3); sa wiec spelnione wanmki (l).

Wniosek: funkcja f ma omawiana wlasnosc wtedy i tylko wtedy, gdy a > 3.

284. Niech B' i C' beda spodkami wysokosci poprowadzonych odpowiednio z wierzcholków
B i C na przeciwlegle boki. Oznaczmy rozwazane w zadaniu okregi (o srednicach BN i CNI)
odpowiednio przez kl i k2, a okrag, którego srednica jest bok BC - przez k3; przechodzi on
przez punkty B' i C'. Tak wiec

kl n k3 = {B,B'}, k2 n k3 = {C, C'}, kl n k2 = {P, Q}.

Zatem prosta PQ przechodzi przez punkt przeciecia prostych BB' i CC', czyli ortocentrum
trójkata ABC.
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189. Gdy wlaczono rotacyjna pompe prózniowa, cisnienie pod kloszem spadlo w czasie
tl = 30 s od cisnienia atmosferycznego patm do wa,rtosci (1/2)patm. Po dlugim czasie

praca pompy doprowadzila do obnizenia cisnienia do wartosci Pk = (1/100)Pat"';

nizszego cisnienia nie udalo sie osiagnac ze wzgledu na nieszczelnosci klosza. Jesli
pompe wylaczyc (i zamknac zawór prowadzacy do niej), to po jakim czasie doplyw
powietrza przez nieszczelnosci spowoduje wzrost cisnienia do IPatm?

Wskazówka: Przyjmijmy, ze ilosc gazu przeplywajacego przez maly otwór jest

proporcjonalna do róznicy cisnie li (jest to uzasadnione wtedy, gdy o szybkosci
przeplywu decyduje lepkosc, tzn. w praktyce dla bardzo malych szczelin).

190. Ocenic orientacyjnie maksymalna wysokosc, na jaka moze sie wzbic lata.wiec

o powierzchni platu S = 0,5 m2 i masie m = 400 g uwiazany na lince o masie na
jednostke dlugosci a = 10 g/m, jesli predkosc wiatru wynosi v = 15 m/s. Gestosc

powietrza jest równa (! = 1,3 kg/m3.

I I , I- -, ,

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazar1
zadal1 173 (WT=3,23), 174 (WT=3,23),

179 (WT=2,80) i 180 (WT=3,95)
z numerów 2/1994,5/1994 i 6/1994

Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 38,37
Andrzej Borowski - Aleksandrów 1(.34,'J6
Aleksander Surma. - Myszków 21,'J9
Dariusz \Nilk - Rczszów 19,'J3

Artur Gawryszcza.k - Dubeczno 12,30

Przemyslaw Gaclzillski - Sroda Sla,ska 11,70
Przemyslaw Gworys - Cz~stochowa 11,69

Zadania z fizyki lU' 189, 190 Redaguje Jerzy n. 13ROJAN

Rozwiazania zadalI z fizyki z nUll1.el'U 8/1994

Przypominamy tresc zadali:

181. Cienka powloka kulista o 111<.lsie nz. i prolnieniu r znajdujaca sie vv prózni i naladow<.1llcl

ladunkienl Q rozpadla sie nagle na male kawaleczki, Obliczyc predkosc uzyskana przez odpryski
w wyniku ich wzajen1nego odpychania.

182. Sila sprezystosci wywierana przez sprezyne dana jest wzorem F = ),::1,' (:1: - \vydlu'l-enie),
przy czynl stala sprezystosci kinaleje ze wzrostem temperatury. Udowodnic, ze adiabatycznemu
rozciaganiu tej sprezyny towarzyszy spadek temperatury.

Q2
181. Powloka ma poczatkowo energie elektrostatyczna równa E = -, gdzie C' jest.

2C'
pojemnoscia kuli równa C' = 41rcor. Energia ta przechodzi w energie kinetyczna odprysków,
zateul

Q

czyli v = y'41rcorm
F

182. a) Zalózmy na poczatek, ze przy adiabatycznym rozciaganiu sprezyny nic ma zmiany
telnperatury, tzn. adiabata jest jednoczesnie izoterma. Z dwóch takich "adiabato-izoterm"
odpowiadajacych temperaturom TI i T2 oraz dwóch "izochor" (przenlian prowadzacych.
od jednej temperatury do drugiej, przy stalym wydluzeniu x) mozeury zbudowac cykl
przedstawiony na rysunku. Jesli obieg cyklu jest lewoskretny, to kurczac sie (wzdluz
"adiabato-izotermy" T2) sprezyna wykonuje wieksza prace, niz trzeba wlozyc w jej rozciaganie
(wzdluz TI), zatem mamy do czynienia z silnikiem. Z zalozenia o wzroscie sily przy
spadku temperatury wynika, ze TI > T2• Energia jest dostarczana silnikowi w fonnie ciepla
przekazywanego na pionowych "izochorach": wzdluz lewej "izochory" ternperatura rosnie,
czyli cieplo jest dostarczane, a wzdluz prawej cieplo jest odbierane. Zauwazmy jcdnak,
ze nie zmieniajac lewej czesci cyklu mozemy dowolnie odsunac prawa "izochor,,", czyli
dowolnie zwiekszyc prace silnika nie zmieniajac dostarczonego ciepla. Jest to sprzeczne
z pierwsza zasada termodynamiki. Zalozylismy tu, ze cieplo dostarczone na lewym odcinku

X jest ograniczone, czyli cieplo wlasciwe sprezyny ma skollczona wartosc.

b) Skoro adiabata nie pokrywa sie z izoterma, to zbudujmy cykl Carnota z dwóch izoterm
i dwóch adiabat. Aby go zilustrowac graficznie, wystarczy zastapic pionowe odcinki na rysunku
bardziej skomplikowanymi krzywymi (adiabatami), podczas gdy izoterrny TI i 12pozostana
nie zmienione. Zgodnie z druga zasada termodynamiki cieplo m.llsi odplywa.: przy wyzszej
temperaturze, czyli wzdluz dolnej izotermy Tl. Skoro utrzymanie stalej tempcratury przy
rozciaganiu sprezyny wymaga dostarczania ciepla, to jasne jest, ze zaprzestanie doplywu ciepla
spowoduje spadek temperatury, cbdo.

Poslugujac sie nieco bardziej zaawansowanymi metodami rnozna udowodnionelnu powyzej
twierdzeniu nadac postac ilosciowa:

(dT) _ Tx dk ~dx adiab - dT ex '

gdzie Cx jest pojemnoscia cieplna sprezyny przy stalym wydluzeniu, tzn. ilorazem
dostarczonego ciepla i przyrostu teulperatury.
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Krzysztof CIIELMINSKI
vValdemar POMPE

Kacik olin1.pijski (7) Zasada szufladkowa Dirichleta (1)
Czestym motywem zadall olimpijskich jest zasada sZ1lfladkowa Dirichleta, która
mówi, ze jezeli kp + 1 kul wrzucimy do p szuflad, to w pewnej szufladzie znajdzie
sie co najmniej k + 1 kul. Stad na mocy tej zasady stwierdzamy, ze np. wsród
13 liczb naturalnych jest co najmniej 7 jednakowej parzystosci oraz co najmniej
dwie, których róznica jest podzielna przez 12; podobnie w klasie 25-osobowej
znajdziemy co najmniej troje uczniów urodzonych w tym samym miesiacu itd.
Mamy nadzieje, ze podane przyklady pokazuja, jak prosta jest sama zasada
szufladkowa Dirichleta. Dlaczego trafia wiec ona do zadall olimpijskich? Otóz
przy rozwiazywaniu zadania, w którym chcemy zastosowac zasade szufladkowa,
naj trudniej jest stwierdzic, czym w zadaniu sa "kule", a czym "szuflady".

Zadanie 1. (Bundeswettbewerb Mathematik - Olimpiada Niemiecka, 1994)

Danych jest 11 liczb rzeczywistych. Udowodnic, ze co najmniej dwie sposród
nich maja rozwiniecia dziesietne pokrywajace sie w nieskOllczonej ilosci miejsc
po przecinku. (Jesli liczba ma skOllczone rozwiniecie dziesietne, to uzupelniamy
je zerami.)

Rozwiazanie.

Przypuscmy, wbrew tezie, ze kazda para rozwazanych liczb pokrywa sie na
skOllczonej ilosci miejsc po przecinku. Par tych liczb jest równiez skOllczenie
wiele (dokladnie CD = 55). Zatem dla dostatecznie duzej liczby naturalnej n,
na n-tym miejscu po przecinku zadna para nie bedzie sie pokrywac. To jednak
jest niemozliwe - liczb mamy 11, cyfr w ukladzie dziesietnym 10, wiec - na
mocy zasady szufladkowej Dirichleta - pewne dwie liczby pokrywaja sie na
n-tym miejscu po przecinku. Uzyskana sprzecznosc dowodzi tezy zadania.

Zadanie 2. (Olimpiada JapOllska, 1991)

Dany jest szesnastowyrazowy ciag liczb jednocyfrowych róznych od zera.
Wykazac, ze sposród wyrazów tego ciagu mozna wybrac kilka kolejnych, których
iloczyn jest kwadratem liczby calkowitej.

Rozwiazanie.

Niech al, , al6 bedzie rozwazanym ciagiem. Dla kazdego i E {l, ... , 16} niech
Pi = al ai· Rozlózmy liczbe Pi na czynniki pierwsze:

Pi = 22ai+1Ui ·32j3i+Xi . 52,;+Yi . 72b;+z;,

gdzie kazda z liczb Wi, Xi, Yi, zi jest równa ° lub 1. Oznaczmy czwórke
uporzadkowana (Wi,Xi,Yi,Zi) przez Si. Jesli dla pewnego ijest Si = (0,0,0,0),
to liczba Pi jest pelnym kwadratem, co dowodzi tezy zadania. Zalózmy wiQc,
ze ella kazdego i mamy Si -j. (0,0,0, O). Czwórek takich jest pietnascie, liczb
zas Pi szesnascie. Zatem na mocy zasady szufladkowej Dirichleta istnieja takie
dwie liczby k, l nalezace do zbioru {l, , l6}, ze k < l i Sk = SI. Stad latwo
dostajemy, ze liczba PI/pk = akH al jest kwadratem liczby calkowitej.

Ponizsze zadania mozna rozwiazac wykorzystujac zasade szufladkowa .. J ak?

3. Dana jest liczba pierwsza P> 5. Udowodnic, ze w nieskonczonym ciagu
l, lI, 111, 1111, ... istnieje nieskonczenie wiele wyrazów podzielnych przez p.

4. Dane sa liczby calkowite al, a2, ... ,au· Udowodnic, ze istnieje taki ciag
Xl, X2, ... , Xu o wyrazach ze zbioru {-l, O, l} nie zlozonych z samych zer, dla
którego liczba al Xl + a2x2 + ... + auxu jest podzielna przez 1994.

5. Udowodnic, ze dla kazdej liczby calkowitej k > 1 istnieje wielokrotnosc
liczby k, mniejsza od k4, która mozna zapisac za pomoca co najwyzej czterech
róznych cyfr (w dziesietnym ukladzie pozycyjnym).

6. Okreslamy rekurencyjnie ciag {Fn}: FI = l, F2 = l, Fn+"2 = Fn+1 + F".
Udowodnic, ze w zbiorze {Fl' F2, ... , FlOOOOOl}istnieje liczba zakonczona
co najmniej trzema zerami.

7. Dowiesc, ze z (k2 + l)-wyrazowego ciagu róznych liczb rzeczywistych mozna
wybrac (k + l)-wyrazowy podciag monotoniczny.
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Rok temu oglosilismy kolejny konkurs swiateczny (zatytulowany:
"Czy Pan istnieje?"). Tynl razem otrzymalismy sporo
odpowiedzi, ale jedynie Panowie: Przemyslaw Gadzinski
ze Srody Slaskiej, Hubert Klekowicz z Warszawy i Janusz
Olszewski z Suwalk nadesIali poprawne rozwiazania wszystkich
pieciu zadan. Serdecznie gratulujemy! Przypominamy,
ze rozwiazania podalismy w numerach 2/1994 i 3/1994.

Znowu nadchodza Swieta, chcielibysmy wiec zaproponowac
Czytelnikom kolejna zabawe - tym razem innego rodzaju.

Ostatnio czesto spotykamy sie z tym, ze rozmaite firmy,
instytucje itp. uzywaja w swej nazwie slowa "Delta". Istnieje
wiec Radio DELTA (w Bielsku-Bialej), Przedsiebiorstwo
Produkcji Spoi,ywczej DELTA (w Tarnowie PodgórnYln),
\lVydawnictwo DELTA (nie wiemy, gdzie ma swoja siedzibe,
ale wydalo co najn1niej jedna ksiazeczke - "Sportowcy",
przeznaczona dla malych dzieci, ISBN 83-900628-0-1 - na
okladce jest chlopak lecacy na lotni, na której jest wielki
napis: ,,1 Q DELTA"), w wypozyczalniach wideo znajduja
sie kasety z filmem "DELTA Force" ... Stop! Znamy jeszcze
pare, ale na razie ich nie podan1Y. Mamy natOlniast prosbe do
Czytelników. Jesli zauwazycie gdzies cokolwiek wykorzystujacego
w nazwie slowo "DELTA" - napiszcie do nas! Po pewnyn1
czasie wydrukujemy wszystkie nadeslane informacje. A moze
ktos dostrzeze wykorzystanie slowa "EPSILON"? Nam sie nie
udalo ...

vVszyscy, którzy troche blizej zetkneli sie z matematyka
(i nie tylko oni), wiedza, ze liczba e jest niewymierna .. Gdy
jednak zapytalem pare znajomych osób, zajmujacych sie
matematyka, czy znaja dowód tej wlasnosci, uslyszalem
"musial(a)bym sie zastanowic ... to chyba nie jest
elementarne?" czy cos w tym rodzaju. Moze warto WIeC
przypomniec prosty dowód niewymiernosci e.

Najbardziej zaawansowanym faktem, który
wykorzystamy, bedzie dobrze znana juz studentom
I roku (a. i niektórym mlodszym) informacj a, ze

11 l P u . l'e = + - + - + .... rzypuscmy teraz, ze e c a SIe
2! 3'

przedstawic w postaci ulamka E, gdzie p i q sa naturalne.
q

Wobec tego p = eq, wiec eq! jest liczba naturalna. Ale
,-,:t :t _1_ l.

eq.-q.+ ,+ ... + 1+ . + .." ~, + ... ,czyh2. q. q+l

__ + ( . )l( ) + ... jest liczba naturalna. To jestq+l q+l q+2

jednak niemozliwe, gdyz O < _1_ + ( )l( , + ... ::;q+l q+l q+2l l l l l .
< - + -- + ... < - + -- + --- + ... = l, Jako suma
- 2 2·3 2 2·2 2·2·2
nieskOllczonego ciagu geometrycznego.

Niewymiernosci liczby e dowiódl Leonhard Euler
w 1748 roku. Powyzszy dowód podal w 1815 roku Jean
Baptiste Fourier. (KC)

Oj, mysle sobie czasem, aze sam sie smIeje,

Dlaczego to zbiór wszystkich zbiorów nie istnieje.

Oj, bylby to halas spory,
Gdyby zebrac wszystkie zbiory.

Oj, dana, dana ...

Tak brzmi pierwsza sposród osiemnastu zwrotek

znakomitego "Hymnu Matematyków". Piosenka. (spiewac
ja nalezy na znana melodie "U marl Ma.ciek, uma.rl")

powstala w latach szescdziesiatych w srodowisku
warszawskim. Nie czujemy sie upowaznieni do umieszcza.nia.

w EPSILONIE calosci (ale moze Della. ... ?). Caly
hymn zostal opublikowany w "Rajdowym spiewniku

matematyków" (wydanym w Warszawie pod koniec la.t

siedemdziesiatych), a 10 zwrotek w slynnym spiewniku

"Bazuna" (wyd. II poprawione i rozszerzone, tO.ITI.I,
Gdal'isk 1977).

Przez wiele lat w Krakowie rózne osoby próbowaly dopisa.c

dalsze zwrotki, ale im sie to nie udawalo. Co sie jednak

odwlecze ... Ponizej zamieszczamy osiem zwrotek, których

autorem jest Jacek Szybowski, student matematyki UJ.

Oj, czy ktos zna odpowiedz? Ja sie ciagle waham:

J ak szybko mozna biegac w przestrzeni Banacha.?
Oj, zapytam sie Cauchy'ego,

Bo w niej zbiezne ciagi jego.

Oj, ludzie mi wmawiaja rzeczy niepojete

Ze wszystkie zbiory zwarte musza byc domkniete.
A ja chetnie sie zaloze -

Lomem kazdy zbiór otworze.

Oj, móglby mi MKOl zrobic frajde swietn'l
Pomiarów dokonujac metryka dyskretna·

W pchnieciu kula i w trójskoku

Mial bym medal juz co roku.

Oj, widzac C do trzeciej wielu tak myslalo:

"Ta przestrzelI jest normalna i ma piekne cialo".
Lecz niejeden sie przekonal,

Ze w polowie urojona.

Oj, byla dzisiaj w barze draka nadzwyczajna.,

Barmanke klient prosil o butelke 1<lein'L
Ona sie tym nie zrazila:

Czas do ceny doliczyla.!

Oj, jest to dla kierowców teza niebanalna,

Ze nie ma drogi, która nie jest prostowalna ..
Ale ja sie zapytuje:

1<to nam drogi wyprostuje?

Oj, mialem ja ostatnio wyraz twarzy dziwny,
Gdym w ciele C element znalazl prymitywny.

Wiec zadanie sie szykuje:
Ja go ucywilizuje.

Oj, straszny to wypadek, acz pouczajacy:
Raz zero w siebie wchlonal zbiór pochlaniajacy.

Otoczenie sie nadelo

I zbiór caly pochlonelo.

Redakcja EP5'ILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda) Ananiasz PosI11iechowski, lVlarcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem €.

17


