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Przygody matematyki

wsród. ludzi (IV)

Operowanie glebia ostrosci nalezy do podstawowych srodków,
jakimi dysponuje fotograf w celu osiagniecia ekspresji zdjecia. Mala
glebia ostrosci pozwala wydzielic fotografowany obiekt z tla, które
w przeciwnym razie rozpraszaloby uwage widza. Zdarzaja sie tez
sytuacje, w których pozadana jest jak najwieksza glebia ostrosci,
niezbedna do wyraznego przedstawienia obiektów polozonych
w róznych planach.

W artykule wyjasnimy po pierwsze, dzieki czemu istnieje glebia
ostrosci, to jest dlaczego mozna uznac za ostro zobrazowane
przedmioty lezace w pewnym (czasem bardzo szerokim) przedziale
odleglosci od aparatu, a nie tylko te, które leza w scisle okreslonym
planie, na który nastawiony jest obiektyw. Po drugie, wykazemy,
jakie czynniki maja wplyw na szerokosc tego przedzialu. I po trzecie,
przedstawimy sposoby obliczania glebi ostrosci w zaleznosci od
ogniskowej obiektywu, przyslony i odleglosci do fotografowanego
obiektu. Do wymienionych zagadnien beda zastosowane prawa
optyki geometrycznej, które sa dobrym przyblizeniem w praktyce
fotograficznej.

(na podstawie wykladów wygloszonych
na antenie Radia Bis)

Calkowite
zwyciestwo
Marek KORDOS

Podstawowa zaleta matematyki dla
starozytnych filozofów byla pewnosc jej
stwierdzen. Zadna dyscyplina nauki tak
ongis, jak i dzis nie moze sie pochwalic tak
niewatpliwa, niepod wazalna prawdziwoscia
swoich orzeczen. Zaleta ta zostala
matematyce dana przez greckich twórców
jej kanonów, kanonów uzyskiwania
jej twierdzen, kanonów prowadzenia
rozumowan.

Dla ludzi XVII wieku glówny walor
matematyki znajdowal sie gdzie indziej
- matematyka stosowala sie do kazdej
wlasciwie dyscypliny ludzkiej dzialalnosci,
przynoszac kazdej z nich nowe osiagniecia
praktyczne. Bardzo szeroko do dzis jest
dyskutowana zdumiewajaca stosowalnosc

matematyki w praktyce. Istotnie - jest
czemu sie dziwic. Okazuje sie bowiem,
ze stworzone na drodze intelektualnej
spekulacji Starozytnych zasady, podstawy
matematyki, zawieraja istotnie to,
co w nich widziec chcieli pitagorejczycy:
naj glebsza prawde o Wszechswiecie
i zamieszkujacych go ludziach. Pomysl,
ze nasi przodkowie sprzed 2,5 tysiaca
lat umieli uchwycic to najistotniejsze,
jest dosc szokujacy. Wymyslono dla
uzasadnienia tego zjawiska wiele
róznorodnych objasnien. Sama sprawa
skutecznej stosowalnosci matematyki
uwazana jest jednak ciagle za otwarta.

Niemniej, niezaleznie od tego, czy umiemy
przyczyne tego wyjasnic, czy tez nie,
od siedemnastego wieku nastepuje (az po
wiek dwudziesty) bezustanna ekspansja
metod matematycznych we wszystkich
galeziach ludzkiego dzialania. Najbardziej
spektakularne jest przenoszenie nowych
dyscyplin do ,matematyki. Zdanie to
wymaga wyjasnienia. Otóz powstajace
w XVII wieku akademie nauk mialy
w zasadzie dwa wydzialy: matematyke.
i fizyke. Do matematyki zaliczano te
wszystkie dziedziny wiedzy, w których
dopracowano sie bezwzglednie scislych
metod pozyskiwania prawd. Byla wiec
w matematyce no. geometria. byla

Rysunki l i 2 przedstawiaja sytuacje, w której przedmiotem zdjecia
sa trzy figury szachowe polozone w róznych odleglosciach od
aparatu: król, skoczek i pion. Oba rysunki ilustruja role wielkosci
otworu wzglednego przyslony. Czytelnikom nie parajacym sie
fotografia pomocne bedzie wyjasnienie, ze stosunek ogniskowej
obiektywu f do srednicy otworu D, przez który do aparatu dostaje
sie swiatlo, oznaczany jest liczba przyslony P. Liczby te tworza
standardowo ciag: l; 1,4; 2; 2,8; 4; 5,6; 8; 11; 16; 22; ... poczawszy
od otworu najwiekszego do najmniejszego. Poniewaz kolejne liczby
ciagu oznaczaja srednice rózniace sie w przyblizeniu o czynnik ..;2,
a oswietlenie blony jest proporcjonalne do (D / f)2, to zmienia sie
ono dwukrotnie przy zmianie przyslony o jedna "dzialke" .

Rys. 2

Rys. l
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Po tych jakosciowych wyjasnieniach podamy wzory przydatne do
obliczenia maksymalnej i minimalnej odleglosci, miedzy którymi
znajdujace sie obiekty zostana sfotografowane ostro.

Zwykle obiektywy fotograficzne sa zespolami wielu soczewek;
tu przyjmiemy, ze obiektyw to pojedyncza, pozbawiona wad cienka
soczewka o ogniskowej f.

Na rysunku 1 wybrano duzy otwór wzgledny przyslony, np. 2,
a ostrosc nastawiono na skoczka. Oznacza to, ze obiektyw tak
odsunieto od blony, aby swiatlo dochodzace od pewnego punktu
tej figury bylo skupione na blonie takze w jednym punkcie. Dzieki
temu odwzorowaniu punktu w punkt obraz jest ostry. Inaczej
przedstawia sie sprawa z królem lub pionem. Promienie wychodzace
z punktu na powierzchni króla skupiaj a sie przed blona. N a filmie
tworza wiec slad w postaci krazka, a nie punktu. Podobny krazek na
blonie utworza promienie opuszczajace punkt na powierzchni piona.
Wskutek tego odwzorowania punktów w krazki obrazy króla i piona
na filmie sa nieostre. Mozna wiec stwierdzic, ze glebia ostrosci jest
za mala i nie objela calej scenki.

Zwrócmy uwage, od czego zalezy wielkosc powstalych krazków.
Sa one tym wieksze im wiekszy jest kat utworzony przez skrajne
promienie przechodzace przez otwór w przyslonie i padajace na
blone· Duzy otwór przyslony z rysunku 1 dal wiec slady w postaci
duzych krazków.

I
1,22 2,23

odleglosc od srodka obrazu

dyfrakcyjnego w Aj/D

o

Zobaczmy, co sie dzieje, gdy otwór zostaje zmniejszony. Rysunek 2
przedstawia te same figury, ale fotografowane z przyslona 16.
Widac, ze wspomniany kat utworzony przez skrajne promienie,
zmniejszyl sie i stosownie do tego zmniejszyly sie krazki bedace
odwzorowaniem punktów. Jesli rozmiary tych krazków na odbitce sa
na tyle male, ze nie wywoluja nieprzyjemnego wrazenia rozmazania
obrazu przez nie utworzonego, to uznamy, ze obraz ten jest
ostry. Stwierdzimy wtedy, ze glebia ostrosci jest duza i obejmuje
wszystkie trzy obiekty. Jest to kryterium dosc subiektywne.
W zaleznosci od wymagan stawianych odbitce przyjmuje sie rózne
graniczne dopuszczalne srednice krazków na blonie: od 0,005 mm
do 0,03 mm. Mozna rozwazac tez bardziej obiektywne kryterium
wynikajace z falowej natury swiatla. Wyidealizowanym modelem
powstawania obrazu punktu jest dyfrakcja Fraunhofera na
otworze kolowym. Rozklad natezenia swiatla ma centralne
maksimum otoczone znacznie slabszymi pierscieniami (rys. 3).

Srednica pierwszego minimum
ograniczajacego centralna
plame wynosi c = 2,44).f / D.
Grube oszacowanie uzyskane po
przyjeciu, ze 2,44), = 1 JLm, daje
srednice plamki dyfrakcyjnej
równa P mikrometrów.
Dokladniejszy rachunek
przeprowadzony dla). = 0,58 JLm

(co odpowiada maksimum
natezenia w widmie swiatla
bialego) i f/D = P = 8, daje
c = 11,3 JLm. Usprawiedliwieni
falowa natura swiatla
mozemy wiec dopuscic
rozmycie geometryczne obrazu
o porównywalnych rozmiarach.
Jest to dosc wymagajace
kryterium ostrosci, lecz staje sie
ono lagodniejsze ze wzrostem
liczby przyslony.Rys. 3

Najbardziej spektakularnie matematyzowal
rozmaite dyscypliny do dzis nie
majacy sobie równych w plodnosci
i wszechstronnosci Leonhard Euler
(wystepuje zreszta z tego powodu
w ksiedze Guinnessa). Euler - tu znów
ciekawe zjawisko - reprezentowal w nauce
barwy (kolejno) Szwajcarii, Rosji, Prus
i znów Rosji: uczonych do akademii nauk
danego kraju kupowano tak, jak dzis
kupuje sie pilkarzy do renomowanych
klubów. W przypadku Eulera zakupów
dokonywali kolejno: Piotr Wielki, Fryderyk
Wielki i Katarzyna Wielka, a wiec nie
byle kto. Prace Eulera dotycza wlasciwie
wszystkiego - poza analiza matematyczna,
algebra czy teoria liczb mamy prace
z teorii grafów, dynamiki tak punktu
materialnego, jak i cial sztywnych, prace
z astronomii, hydrauliki, budowy okretów,
artylerii, optyki, muzyki. Jest nawet
pierwsza ksiazka popularnonaukowa,
zeby bylo ciekawiej: dla dzieci - Listy do
ksiezniczki niemieckiej.

od poczatku istnienia akademii optyka
geometryczna. "Reszta" - jeszcze na
poczatku. XIX wieku np. elektrycznosc,
magnetyzm, fizjologia, mineralogia
- byla w fizyce. Znamy konkretna date
przeniesienia mechaniki teoretycznej
z fizyki do matematyki: jest to 1788 rok

osiem lat temu obchodzono nawet

dwóchsetlecie tego wydarzenia (data ta
to rok wydania Mechaniki analitycznej

Lagrange'a). O surowosci wymagan
przy kwalifikowaniu do dyscyplin
matematycznych moze swiadczyc fakt,
ze rezultaty Galileusza, Newtona,
Bernoulliego czy d' Alemberta nie byly dla
takiego awansu mechaniki wystarczajace.

Gdyby ktos chcial porównac
swoje, wlasciwie juz prawie
dwudziestopierwszowieczne umiejetnosci
z umiejetnosciami osiemnastowiecznego
Eulera, niech spróbuje obliczyc, ze sila
kilkuletniego dziecka wystarczy,
by zatrzymac nawet silny samochód
za linke w sytuacji, gdy jest ona
kilkakrotnie (np. 5 razy) owinieta - ale
nie zawiazana - wokól dostatecznie
wytrzymalego slupka.

Efektowne przyklady mocy matematyki
zostaly uzyskane przez Gaussa. W noc
sylwestrowa 1800/1801 Piazzi odkryl
niewielkie ruchome cialo niebieskie,
pierwsza planetoide. I zostala ona
zagubiona, to znaczy po kilku dniach
nikt nie umial tej planetoidy na
niebie odnalezc. Gauss z notatek o jej
kilkugodzinnej obserwacji odtworzyl
polozenie Cerery (bo tak ja potem
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(7)

(6)

(l)

Ich wyprowadzenie wymaga zastosowania równania soczewki
l/f = l/x + l/y oraz wykorzystania proporcjonalnosci boków
odpowiednich trójkatów widocznych na rysunku 1. Tak wiec
odleglosc minimalna wyraza sie wzorem

df2

j2 + Pc(d - J) ,
a maksymalna wzorem

dp

(2) dmax = j2 _ Pc(d - J) ,
gdzie c oznacza najwieksza akceptowalna srednice krazka nieostrosci,
a d - odleglosc, na jaka nastawiono ostrosc aparatu. W praktyce
mamy d ::? f i wystarczy uzycie wzorów przyblizonych

df2

(3) dmin R:! j2 + p "

df2

(4) dmaxR:! j2-Pcd

Jesli d i f sa porównywalne (co moze miec miejsce przy
wykonywaniu makrofotografii, np. d = 500 mm, f = 135 mm),
sensowne moze byc uzycie wzorów dokladnych. W przypadku, gdy
wzory na dmax daja wartosc ujemna, plamka nieostrosci jest mniejsza
od zalozonej wartosci c i nalezy przyjac, ze glebia ostrosci siega do
nieskonczonosci.

Zdarzaja sie sytuacje, w których chcemy, aby glebia ostrosci byla
jak najwieksza i obejmowala zarówno obiekty bardzo oddalone
(np. góry na horyzoncie, dmax = (0), jak i bliskie (np. kepe kwiatów,
dmin = 2 m). Warto wtedy nastawic obiektyw na pewna posrednia
odleglosc zwana odlegloscia hiperfokalna H. Glebia ostrosci bedzie
sie wtedy rozciagac od odleglosci minimalnej równej polowie
odleglosci hiperfokalnej, dmin = H /2, do nieskonczonosci, dmax = 00.
Odleglosc hiperfokalna mozna obliczyc ze wzoru

(5) H = f2 / Pc,

który latwo znalezc ze wzorów (l) lub (2). Zalózmy, ze wspomniane
kwiaty na tle gór fotografujemy obiektywem szerokokatnym
o ogniskowej f = 24 mm i ze dopuszczamy c = 0,03 mm.
Przeksztalcony wzór (5) informuje, ze zamiar sie uda, gdy przyslona
bedzie wyrazac sie liczba wieksza niz 4,8, a wiec np. 5,6. Dyfrakcyjna
granice rozdzielczosci osiagniemy dla P = 10. Przy wiekszych
przyslonach H maleje, co oznacza, ze coraz blizsze plany moga byc
sfotografowane mozliwie najostrzej .

Przytoczmy jeszcze wzór na wielkosc glebi ostrosci g = dmax - dmin

2dPc(d - J)
g = j2 - [Pc(d- J)/fJ2'

który w przyblizeniu d::? f przyjmuje postac
2d2 Pc

g R:! j2 _ (Pcd/ f)2 .

(Ujemny wynik liczbowy oznacza ostrosc od dmin do 00.) Inne
przyblizenie, warte stosowania w makrofotografii, sluszne gdy
f / Pc::? d - f, daje wzór

(8) g = 2(k + l)kPc,

gdzie k jest stosunkiem rozmiarów przedmiotu do rozmiarów obrazu
na blonie. W tym przyblizeniu g nie zalezy od ogniskowej, jesli
tylko obraz zachowuje te sama wielkosc. W wielu dziedzinach
makrofotografii warto poslugiwac sie obiektywem o nieco dluzszej
ogniskowej niz standardowy (np. 80-135 mm), co pozwala utrzymac
wygodna zwiekszona odleglosc od obiektu i zmniejszyc udzial tla na
zdjeciu, a nie ma wplywu na glebie ostrosci.
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nazwano) tak, ze dala sie ona odszukac.
Podobna sprawnoscia popisal sie póltora
roku pózniej (tym razem zaginela
planetoida Pallas odkryta przez Olbersa).
Z tego rodzaju powodów najwyzsza
miedzynarodowa nagroda astronomiczna
jest imienia Gaussa. Ale gauss to równiez
jednostka magnetyzmu. Od Gaussa
pochodzi telegraf i uzywany do dzisiaj
system map wojskowych. Doswiadczalnicy
beda mu zawsze wdzieczni za teorie bledów
pomiarowych itd., itp.

Najwieksza slawe przynioslo jednak
matematyce wojsko. Jak wiadomo,
od 1789 roku (czyli od rewolucji) do 1815
(czyli Waterloo) Francja toczyla - przez
wieksza czesc czasu zwycieskie - wojny
z cala Europa. Bylo to zdumiewajace,
ze kraj, w którym dokonywala sie
rewolucja i zasadnicze zmiany wszystkiego
byly chlebem powszednim, mial tak
sprawna armie i tak sprawne dla tej armii
zaplecze przemyslowe, iz dawala rade wiele
liczniejszym armiom ustabilizowanych
panstw. To, ze w koncu przegrala, nie
mialo tu istotnego znaczenia. Duzym
problemem dla obradujacych na kongresie
w Wiedniu byla odpowiedz na pytanie,
jak doszlo do tego "wypadku przy pracy".
Odpowiedzi szukano we wlasciwym
miejscu: zdecydowali o tym oficerowie
armii i oficerowie przemyslu, czyli
inzynierowie. Jesli oni byli lepsi, to znaczy,
ze lepiej byli ksztalceni. Juz piecdziesiat
lat wczesniej Fryderyk Wielki wprowadzil
w Prusach i ksiestwach satelitarnych
obowiazkowe i darmowe szkolnictwo
podstawowe, gdyz twierdzil, iz zolnierz
umiejacy czytac, pisac i rachowac
jest lepszym zolnierzem. Rewolucyjna
Francja jakobinów od razu zadeklarowala
powszechne szkolnictwo podstawowe
i srednie, ale z tego - po likwidacji
jakobinów - nic nie wyszlo. Rozwinely
sie natomiast bujnie szkoly wyzsze,
poczatkowo glównie oficerskie. Stalo sie
tak, poniewaz jeszcze za Ludwika XVI
w szkolach oficerskich szukala zatrudnienia
duza czesc intelektualnej opozycji.
Sprawy szkolnictwa wyzszego polaczone
z kierowaniem przemyslem - cóz na
to dzisiejsi wladcy Rzeczpospolitej?
- rewolucja powierzyla (i - o dziwo

nie zmieniano tego mimo zmian ekip
rzadzacych) Gaspardowi Monge'owi,
matematykowi, i Claude' owi Louisowi
de Bertholletowi, chemikowi. Z tej
racji, jak tez z uwagi na zaangazowanie
przez nich do reformy szkolnictwa
matematyków tej klasy, co Lagrange
i Laplace, matematyki w szkolnictwie
wojskowym i inzynierskim bylo bardzo
duzo. Nawiasem mówiac, laczenie



kierowania szkolnictwem i przemyslem
oraz powierzanie tej funkcji matematykowi
utrzymal.o sie we Francji az do wojny
francusko- pruskiej.

Dostrzezenie duzego udzialu matematyki
w szkolnictwie wojskowym i technicznym
i powiazanie tego z sukcesami armii
stalo sie obowiazujaca doktryna·
Wszystkie zwycieskie panstwa, a wiec tak
Anglia, jak nasi trzej rozbiorcy: Rosja,
Prusy i Austria, uczynily z nauczania
matematyki sprawe strategiczna i to
z tej racji nauczyciel matematyki stal sie
najwazniejszy w szkole, a postawiona przez
niego dwójka zapora nie do przebycia.
Prawie az po dzien dzisiejszy. Powróce do
tego nastepnym razem.

Teraz jeszcze o determinizmie i losowosci
- doktrynie swiatopogladowej praktycznie
wszystkich dziewietnastowiecznych
uzytkowników matematyki. Najwiekszym
bodaj wydarzeniem wydawniczym
przelomu XVIII i XIX wieku byla
Mechanika nieba Pierre'a Simona Laplace'a

ogromne pieciotomowe dzielo nie
tylko o niebie, ale przede wszystkim
o nowoczesnych metodach analizy
matematycznej. Sarn Laplace nie budzil
sympatii - potrafil zmieniac swoja
przynaleznosc polityczna z niewiarygodna
szybkoscia. Jednak wlasnie wypov"iedzi
tego, pogardzanego za brak kregoslupa
ideowego, uczonego wyznaczyly horyzonty
swiatopogladowe ludzi nauki i techniki.
Laplace glosil, ze gdyby miec dostatecznie
wiele danych o aktualnym stanie swiata
i gdyby móc dostatecznie szybko obliczac,
to mozna by sie dowiedziec wszystkiego
tak o przeszlosci, jak i przyszlosci
(choc dzis jest tak jedynie w astronomii
- dodawal). Taki poglad nazywa sie
determinizmem. Nie jest on calosciowo
do obrony, bo przeciez trudno sobie
wyobrazic, jakby to bylo, gdybym wczoraj
obliczyl sobie, co powiem Panstwu za
minute - dlaczego nie móglbym (na zlosc)
powiedziec czegos innego? Determinizm
nie daje sie pogodzic z zadna koncepcja
etyczna czy religijna. A jednak jego
podstawowa zaleta - oddzielenie pracy
uczonego od wszelkich koniunkturalnych
wplywów (i to mówil Laplace!) byla
tak necaca, ze praktycznie wszyscy
uczeni przyrodnicy ubieglego stulecia
glosili determinizm jako swoja ideologie,
jako sztandar niezaleznosci nauki.
Determinizm uzupelniany byl rachunkiem
prawdopodobienstwa - to znów
z dziela Lapla.ce'a Rachunkowa teol'ia

prawdopodobienstwa. Prawdopodobienstwo
ma sta.nowic proteze wiedzy pewnej
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Przypadkowa prawidlowosc
czy prawo przyrody?
Tomasz KWAST

Od tzw. nauk scislych oczekuje sie na ogól, ze w kazdej
sytuacji dostarcza sposobu na przewidzenie (obliczenie) wyniku
doswiadczenia czy zjawiska, a jezeli jest to nie wykonalne dzis,
to zapewne wkrótce ktos taki sposób wynajdzie. Otóz niekoniecznie!
Sa mianowicie zjawiska i doswiadczenia, których wyniki sa
zasadniczo nieprzewidywalne. Nie nalezy do nich tradycyjny rzut
moneta, gdyby bowiem znac dokladnie sily dzialajace na nia
w czasie rzutu, opór powietrza itd., to mozna by przewidziec,
co wypadnie; tu wynik jest nie do przewidzenia z powodu braku
pelnej informacji o zjawisku. Prawde mówiac, nawet gdyby
taka informacja istniala, to nie wiadomo by bylo, co z nia
zrobic. Sa jednak takie zjawiska, o których wiadomo, ze nigdy
przewidywalne nie beda, np. w którym momencie rozpadnie
sie konkretny atom w promieniotwórczej próbce. O rozpadzie
promieniotwórczym prawa przyrody mówia, ze jezeli nietrwalych
atomów jest duzo, to w okreslonym czasie rozpadnie sie ich polowa,
nie wiadomo natomiast - które. I nigdy tego nie bedzie wiadomo'
Prawa przyrody przewiduja tu wynik tylko statystyczny. N a tym
przykladzie widac, ze nie kazda przypadkowosc oznacza brak prawa
przyrody.

Jest tez odwrotnie: nie kazda prawidlowosc jest od razu prawem
przyrody. Znamy bez liku rozmaitych wzorów empirycznych,
a chyba jednym z najslynniejszych jest regula Titiusa-Bodego
(orzeka ona, ze promienie orbit kolejnych planet opisuje wzór
'rn = 0,4 + 0,3 . 2n-l, gdzie n = -OJ, 1,2,3, ... ). Jej sukcesy byly
swego czasu zdumiewajace: znaleziono planetoidy w miejscu, gdzie
brakowalo planety, pomogla w odkryciu Neptuna, choc potem
okazalo sie, ze akurat Neptun do niej nie pasuje. Podobne potegowe
wzory mozna zreszta znalezc dla promieni orbit satelitów Jowisza
czy Saturna .. Choc zgodnosc takiej "teorii" z obserwacjami jest
zastanawiajaca, nie zmienia to faktu, ze regula Titiusa-Bodego
jest tylko zaleznoscia empiryczna, a nie prawem przyrody jak
np. którekolwiek z praw KepIera.

No to jak odróznic prawo przyrody od zaleznosci empirycznej?
Pytanie nie jest banalne, bo przeciez np. Balmer swoje wzory
na dlugosci fal linii wodorowych znalazl metoda prób i bledów,
a z czasem okazalo sie, ze istotnie tak ma byc i ze wynika to
z glebszych przyczyn, z praw bardziej fundamentalnych. Tak samo
bylo w przypadku KepIera: on doszedl do swoich praw szukajac
harmonii w Ukladzie Slonecznym, przy czym, jak wiemy, robil
to w sposób wrecz daleki od naukowego. I tak samo dopiero
pózniej okazalo sie, ze równiez one wynikaja scisle z prawa
bardziej podstawowego, mianowicie z prawa grawitacji. Mozna
wiec zaryzykowac twierdzenie, ze nowa prawidlowosc jest prawem
przyrody, jezeli wynika z innych, bardziej ogólnych praw przyrody.
Tylko ze z pewnoscia nie znamy wszystkich fundamentalnych
praw przyrody, nie wiemy, jak je znajdywac, ile ich jeszcze mamy
odkryc. Podejrzewam, ze gdyby to bylo wiadome, mozna by badanie
przyrody powierzyc automatom. Tymczasem nie zanosi sie na to
i to wcale nie dlatego, ze czlowiek nie chce okazac sie zbednym. Jest
bowiem gorzej: odkrycie nowego prawa fundamentalnego jest na ogól
okupione obaleniem prawa uwazanego dotychczas za fundamentalne,
a tego nie pojmie zadna maszyna.



Patrz w niebo
Co jakis czas przez tzw. szeroki ogól przechodzi fala zainteresowania
niebem spowodowana domniemanym "ustawieniem planet na jednej linii"
i zwiazanymi z tym obawami. Kiedys nawet telefonowal ktos do mnie
do Obserwatorium Warszawskiego pytajac, o której konkretnie godzinie
planety tak sie ustawia, bo on chcialby wtedy opuscic dom i przeczekac
kataklizm na otwartej przestrzeni.

Tymczasem sile oddzialywania planet na Ziemie kazdy moze z latwoscia
obliczyc. Bezposrednie przyspieszenie Ziemi wywolane przyciaganiem
przez planete o masie M z odleglosci r wynosi, oczywiscie, G M Ir2 •

Masy niektórych planet sa wprawdzie znacznie wieksze od masy
Ziemi, ale planety te dziela od Ziemi odleglosci wyrazajace sie setkami
milionów kilometrów. Wszystkie te przyspieszenia okazuja sie bardzo
male w porównaniu z przyspieszeniem Ziemi wywolanym przez Slonce,
a ono przeciez rzadzi ruchem Ziemi. No to moze plywowe dzialanie
planet jest niebezpieczne? W tym przypadku mechanika mówi,
ze róznica przyspieszen grawitacyjnych na koncach obiektu (tu: Ziemi)
o rozmiarach R wywolana obecnoscia innej planety o masie M w
odleglosci r wynosi GM Rlr3. Ta wlasnie róznica przyspieszen moglaby
rozerwac Ziemie, gdyby byla dostatecznie duza. Ale znowu prosty
rachunek przekonuje, ze najsilniejsze dzialanie plywowe na Ziemie wywiera
Ksiezyc, bo jest najblizej, powodujac zreszta raptem kilkumetrowe
podnoszenie sie wody w oceanach. Inne planety zupelnie tu sie nie licza,
nawet gdyby polaczyly swoje wysilki i ustawily sie na jednej linii.

A tak naprawde, dokladne ustawienie sie planet w jednej linii nie daje
sie przewidziec. Mozna jedynie okreslac szanse znalezienia sie planet
w jakims kacie, gdyby je obserwowac np. ze Slonca. W dodatku, im wiecej
planet dopuscic do tej konkurencji, tym mniejsza jest szansa znalezienia
ich w malym kacie. W czasach nowozytnych planety grupowaly sie
kilkakrotnie w kacie liczacym kilkadziesiat stopni:

wrzesien 1126 1". - 69°,
pazdziernik 1304 1". - 59°,
listopad 1483 1". - 58°,
styczen 1665 1". - 450,

styczen 1844 1". - 86°,
listopad 1982 1". - 64°.

W zasadzie poszukiwanie takich dziwnych konfiguracji planet jest
w dzisiejszych czasach proste. Calkujemy mianowicie równania ruchu
planet przy czasie biegnacym wstecz i komputer na zyczenie znajduje,
co trzeba. Tyle ze rzadko to sie robi, bo na ogól nie jest to specjalnie
ciekawe. Jednak przynajmniej dwa takie przypadki okazaly sie bardzo
ciekawe i brzemienne w skutki. Ustalono, chyba dosc pewnie, ze Gwiazda
Betlejemska mogla byc wlasnie koniunkcja Wenus i Jowisza, która
nastapila bardzo blisko Regulusa (alfy Lwa). Na krótko przed poczatkiem
- teraz tak przez nas nazywanej - nowej ery to rzadkie zjawisko
zapowiedzialo przyjscie Mesjasza i - przy okazji - dalo poczatek
wspólczesnej rachubie czasu.

Drugi analogiczny przelom nastapil, jak sie wydaje, dawno w Chinach.
Próby ustalenia, co bylo poczatkiem starozytnego chinskiego kalendarza
(wykorzystujacego okresowosci w ruchach planet) doprowadzily do
wyniku, ze byla nim data, we wspólczesnym zapisie, 5 marca 1953 p.n.e.
(dzien moze nie jest na sto procent pewny). Obliczenia przeprowadzone
w JPL (Jet Propulsion Laboratory, Kalifornia) potwierdzily informacje
zawarta w dawnym chinskim zapisie, ze tego dnia o wschodzie Slonca
nad wschodnim horyzontem widac bylo Ksiezyc w fazie 2 dni przed
nowiem oraz wszystkie piec planet widocznych golym okiem. Kazda
planeta od sasiedniej byla odlegla nie wiecej niz o 3°, a cale zjawisko
zbieglo sie jeszcze dosc blisko z poczatkiem wiosny. Byla to podobno
najbardziej zwarta konfiguracja planet w ciagu ostatnich 6000 lat. Tak
wiec "ustawienie planet na jednej linii" wprawdzie trzesien ziemi nie
powoduje, lecz znaczenie dla kultury miewa ogromne.

Tomasz KWAST
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w sytuacji, gdzie wymagana przez
determinizm baza danych badz moc
obliczeniqwa jest nie do osiagniecia.
Potencjalnie mozemy wiedziec wszystko
na pewno, chwilowo tu i ówdzie musimy
podpierac sie prawdopodobienstwem.

Taka byla matematyka wtedy, gdy
powszechnie za królowa nauk byla
uwazana. I gdy istotnie ofiarowala
ludzkosci postep techniczny z niczym
wczesniejszym nie mogacy sie równac.
Byc królowa to sztuka - trzeba bardzo
uwazac, zeby sie w glowie nie przewrócilo.
W przypadku matematyki jednak uwazano
za malo - i o tym nastepnym razem.

Rozwiazanie zadania F 435. Równanie ruchu
czastki

dv

mcit = qE + q(v X B)
mozna zapisac w postaci

dTJ. iwt

dt - 'W1J = ae

gdzie 1J = Vr + ivy, a = ~. Ro,?,wiazaniem tego
równania jest funkcja

1J(t) = ateiwt .

Calkujac ja otrzymujemy

(x + iy)(t) = :2 [(1- iwt)eiwt - l]
Jest to linia spiralna na plaszczyznie (x, y),

punkty na osiach sa odlegle o 2~;,wspólrzedna
z-owa czastki nie zmienia sie. w

x

Energia kinetyczna wynosi
l 2 l 2 2 2

Ek = "2ml1J1 = "2mq E t .

Rozwiazanie zadania F 436. Na podstawie
drugiego prawa KepIera (zasada zachowania
momentu pedu) mozemy napisac:

Vb = ua(l + e) = va(l- e),

gdzie e jest mimosrodem elipsy. Dostajemy stad

V2b2 = uva2(1 _ e2).

Poniewaz l - e2 = b2 / a2, dostajemy

V=y'UV.

Jest to jeszcze jeden przyklad sredniej
geometrycznej w fizyce. O róznych rodzajach
srednich w problemach fizycznych pisalismy
w Malej Delcie (Delta 6/1994).



Najprostsze wypelnienie przestrzeni
jednakowymi wieloscianami
Malgorzata DWORSKA

Widzimy jednak, ze wypelnienie - co prawda - stalo sie minimalne,
ale przestalo byc normalne. Czy zatem istnieje normalne
i minimalne wypelnienie przestrzeni jednakowymi wieloscianami?
Ono wlasnie zaslugiwaloby na okreslenie najprostsze. Okazuje sie,
ze wypelnienie takie istnieje i przedstawienie go jest celem tego
artykulu.

Oczywiscie, nie bedzie to wypelnienie szescianami. Najpierw wiec
przedstawie odpowiedni wieloscian.

Wyobrazmy sobie osmioscian foremny o krawedzi 1, który ma
naroza sciete plaszczyznami przechodzacymi przez punkty lezace
na krawedziach wychodzacych z jednego wierzcholka w odleglosci
~ od tego wierzcholka. Otrzymana figura (rys. 3) nosi nazwe
tetrakaidekahedron, co znaczy, ze ma 14 scian, mianowicie

6 kwadratów i 8 foremnych szesciokatów (prosze sprawdzic).

Podejrzewam, ze zdecydowana wiekszosc osób, które obejrza
rysunek 3 lub wezma do reki model czternastoscianu, na
pytanie czy da sie takimi brylami szczelnie wypelnic przestrzen?
odpowie NIE. Mozna, oczywiscie, zaproponowac wtedy wykonanie
kilkunastu modeli (np. sklejonych z tekturki) i podjecie
doswiadczen.

Kazdy zapytany o tytulowe wypelnienie przestrzeni wymieni równe ulozenie
w niej szescianów w ten sposób, by - jesli juz sie dotykaja - dotykaly sie
wierzcholkami, calymi krawedziami lub calymi scianami. Wypelnienie
spelniajace taki wlasnie warunek na stykanie sie wieloscianów nazywa
sie normalne i uchodzi za regularniejsze, prostsze od innych wypelnien.

Przedstawione na rysunku 1 wypelnienie szescianami jest normalne, czego wiec
mu brakuje, by uznac, ze jest ono naj prostsze z mozliwych?

Wada ta jest fakt stykania sie w jednym punkcie przestrzeni
az osmiu szescianów. Czy istnieje takie wypelnienie przestrzeni
jednakowymi wieloscianami, ze w zadnym punkcie nie styka sie
8 wieloscianów? Tak. Mozna nawet wskazac takie wypelnienie
szescianami - przesunmy troche kolejne warstwy wypelnienia,
od którego zaczelismy nasze rozwazania. Remi Lebesgue zauwazyl
w 1911 roku (a z czasem i udowodnil), ze przestrzen euklidesowa
n-wymiarowa mozna tak wypelnic wieloscianami, by w kazdym
punkcie stykalo sie ich nie wiecej niz n + 1, i liczby tej zmniejszyc
juz sie nie da. Takie wypelnienie przestrzeni nazywa sie minimalne.
Dla zwyklej, trójwymiarowej przestrzeni oznacza to mozliwosc
wypelnienia jej wieloscianami w ten sposób, ze w jednym punkcie
spotykac sie ich bedzie co najwyzej cztery. To znów mozna
zrealizowac za pomoca szescianów - trzeba je tylko poprzesuwac
bardziej wymyslnie.

/
V///

IV
V/IV/

V

/ /
V

V/V/

/

V/
1/

////

Rys.!. Normalne wypelnienie przestrzeni szescianami.

Rys. 2. Minimalne wypelnienie przestrzeni szescianami;
narysowane zostaly tylko dwie warstwy (czarna i kolorowa),
na dodatek widziane wzdluz krawedzi, ale chyba mozna
wyobrazic sobie, jakie jest to wypelnienie.

Rys. 3. Otrzymywanie tetrakaidekahedronu z osmioscianu.

Rys. 4.

Jak jednak przekonac sie bez wykonywania modeli (bo dla wielu sklejenie chocby
kilku takich wieloscianów moze okazac sie zbyt pracochlonne), ze prawidlowa
odpowiedz na to pytanie brzmi TAK?

Dla usprawnienia dalszych rozwazan oznaczymy sciany czternastoscianu
w nastepujacy sposób: szesciokaty widziane na rysunku 4 jako górne beda nosily
litere A, a widziane jako dolne - litere B, kwadraty dolny i górny odpowiednio
litere D i G, wszystkie zas kwadraty boczne - C.
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Rys. 5. Rzut prostokatny
tetrakaidekahedronu.

Przyjrzyjmy sie rzutowi prostokatnemu czternastoscianu na plaszczyzne jego
sciany D. Jest to osmiokat. Mozna z takich osmiokatów ulozyc posadzke
na plaszczyznie. Mianowicie ulózmy osmiokaty w ten sposób, by stykaly sie
bokami C. Otrzymana posadzka nie bedzie szczelna - pomiedzy jej kafelkami
pozostana kwadratowe otwory (rys. 6). Ta sama posadzka to widok z góry
czternastoscianów ustawionych (na plaszczyznie, np. na stole) obok siebie w ten
sposób, by stykaly sie scianami C. Wyglada to troche tak, jak kartonowe
panele uzywane w sklepach do jajek.

Rys 6.

Fakt, Ze tetrakaidekahedron wypelnia
szczelnie przestrzeil, jest dobrze znany
biologom, którzy zajmuja sie struktura
komórek roslinnych, gdyz niektóre z nich
maja wlasnie taki ksztalt.

Przy tym wglebienia sa dokladnie takie same jak wypuklosci. Biorac zatem
identyczna druga warstwe czternastoscianów mozna ja tak ulozyc na pierwszej,
by w miejsce wolnych kwadratów dolnej warstwy weszly sciany D warstwy
górnej, otwory zas w drugiej warstwie byly od dolu zatkane scianami G dolnej
warstwy. Sciany A dolnej warstwy beda dokladnie przylegac do scian B warstwy
górnej. I tak mozemy dodawac nowe warstwy bez konca.

Na zakonczenie wypada spróbowac przedstawic rzecz przestrzennie. Rysunek 7
przedstawia trzy sasiadujace czternastosciany, a rysunek 8 wieksza ich liczbe.
Ten ostatni jest zdjeciem modelu tej sytuacji zamieszczonym w ]( alejdoskopie

M atematycznym Hugona Steinhausa. Tam mozna tez znalezc sugestie, jak
mozna wpasc na pomysl, ze czternastoscian jest bryla realizujaca minimalne
wypelnienie normalne przestrzeni. Nie ma natomiast zadnych wskazówek
sugerujacych, jak wykazac, ze jest to jedyna bryla o foremnych scianach
spelniajaca oba te zadania. Pozostaje to zatem do zupelnie samodzielnych
dociekan Czytelnika.

Rys. 7. Mozna wyobrazic sobie, ze kazdy z narysowanych
czternastoscianów nalezy do innej warstwy budowanego wypelnienia.
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Rys. 8.



mala delia

Dwie latwe do wykonania pomoce geometryczne do arytmetyki

457 = m . k, co oznacza, ze punkt (457, m) jest

punktem wspólnym prostej x = 457 i prostej Pk.

Otrzymalismy zatem prosta (?!) tablice do

wyszukiwania dzielników liczb naturalnych. Do tej

pomocy naukowej producent dodaje premie: przeciecie

prostej y = m ze zbiorem punktów kratowych lezacych

na prostych Pk daje wszystkie wielokrotnosci liczby m.

Ot, taka nieskonczona geometryczna tabliczka
111nozema.

Druga pomoc naukowa, która chce Wam dzisiaj

ofiarowac, pomoze wyszukac wszystkie liczby pierwsze

(sa w swiecie instytucje gotowe wiele zaplacic za

bardzo duza liczbe pierwsza; takie liczby sa potrzebne

do szyfrowania danych). Otóz tym razem zaznaczcie

na osi Oy wszystkie punkty postaci (O, t) dla
k = 1,2, o o o, a na osi Ox wszystkie punkty postaci

(m + 1, O) dla m = 1,2, o o o Teraz kazdy z takich

punktów na osi Oy polaczcie prosta z kazdym

z wyznaczonych punktów na osi O x. Pierwsze

wspólrzedne punktów przeciecia tych prostych z prosta

y = -1 dadza zbiór wszystkich liczb zlozonych.
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Geometria i arytmetyka wydaja sie róznymi swiatami.

Tak bardzo, ze czesto nauczyciele matematyki

uprzedzaja, którego dnia na lekcji bedzie geometria,

a którego "reszta". Zobaczmy wiec, jak geometria

moze wyrazac fakty wybitnie arytmetyczne.

Poszukamy na plaszczyznie najpierw dzielników

dowolnej liczby naturalnej, a potem znajdziemy

wszystkie liczby zlozone (a co za tym idzie takze

wszystkie liczby pierwsze).

Zacznijmy od zaznaczenia na plaszczyznie

z prostokatnym ukladem wspólrzednych wszystkich

punktów, których obie wspólrzedne sa liczbami

calkowitymi. No dobrze, zaznaczcie tylko tyle, na ile

Wam cierpliwosci starczy, ale spróbujcie objac

wyobraznia jak najwiekszy obszar plaszczyzny. Takie

punkty nazywane sa punktami kratowymi.

Teraz przez kazdy punkt postaci (k, 1), gdzie

k jest dodatnia liczba naturalna, poprowadzcie

prosta przechodzaca przez punkt (O, O) (zgadzam

sie na ograniczenie: tyle, ile zdazycie poprowadzic

przed obiadem). Taka prosta przechodzaca przez

punkt (k, 1) nazwijmy Pk. I juz pierwsza pomoc

naukowa jest gotowa. Chcecie sprawdzic, jakie

dzielniki ma liczba 457? To proste. Poprowadzcie

z punktu (457, O) prosta pionowa. Punkty kratowe,

w których ta prosta przecina proste ]h, wyznaczaja

dzielniki 457 (wszystkie, jesli zdazyliscie poprowadzic

wszystkie proste Pk od Pl az do P457): sa nimi rzedne

owych kratowych punktów przeciecia.

Dlaczego? To jasne. Kazda prosta Pk ma równanie

y = f, wiec jesli prosta x = 457 przecina

prosta Pk w punkcie (457, m), to m = 4~7, czyli
Tn jest dzielnikiem 457. I odwrotnie: jesli m jest

dzielnikiem 457, to dla pewnej liczby naturalnej k,
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Wyjasnienie znów nie jest skomplikowane. Prosta

przechodzaca przez punkty (O, t) i (m + 1, O)

ma równanie m':;.l + ky = 1, a zatem punktem
przeciecia tej prostej z prosta y = -1 jest punkt,

którego pierwsza wspólrzedna jest (m + 1) . (k + 1).
Otrzymalismy zatem liczbe zlozona. Z kolei jesli n jest
liczba zlozona, to dla pewnych liczb naturalnych m

i k jest n = (m + 1). (k + 1), zatem n jest pierwsza
wspólrzedna punktu przeciecia prostej przechodzacej

przez punkty (O, t) i (m + 1, O) z prosta y = -l.
Zatem przedstawiona tu metoda wylapuje wszystkie
liczby zlozone i tylko takie liczby.

A skad wziac wszystkie liczby pierwsze? Cóz,
nalezaloby sie zastanowic ...

Mala Delte przygotowal Wiktor BARTOL

Sily dzialajace na balonik
w hamujacym autobusie

F~ - Fb = (12 - 12b)va,

gdzie a jest
przyspleSZeOlelTI
autobusu. Wypadlwwa
sil Fw i Fg jest
zrównowazona przez sile
reakcji dachu autobusu.

przeciwnie niz sila bezwladnosci i wiekszej od niej,
jesli tylko balonik wypelniono gazem lzejszym od
powietrza. Tak wiec podczas gdy w hamujacym
autobusie pasazerowie poddani dzialaniu sily
bezwladnosci beda przesuwac sie do przodu, balonik
poddany dzialaniu wypadkowej sily bezwladnosci
i "antybezwladnosciowego" wyporu przesunie sie do
tylu. A co sie stanie z plomieniem swiecy w podobnej
sytuacji?

Innego przykladu dzialania sil bezwladnosci mozemy
sie dopatrzyc (uwaga na oczy!) podczas trzepania
dywanu. Uderzajac w dywan trzepaczka nadajemy
mu przyspieszenie. Na czasteczki kurzu i piasku,
tkwiace w jego wlóknach, zadziala sila bezwladnosci
o takim samym kierunku, jak uderzenie trzepaczka,
ale o przeciwnym zwrocie .. JeSli czasteczki piasku
i kurzu sa mocno zaklinowane, to - aby je usunac
- potrzebujemy duzej sily, poniewaz musimy
pokonac spore sily tarcia. Dlatego sila bezwladllosci
powinna byc wieksza od maksymalnej wartosci tarcia
statycznego dzialajacego na niepozadane czasteczki.
Dywan musi uzyskac duze przyspieszenie, te zas jest
odwrotnie proporcjonalne do jego (zazwyczaj dosc
duzej) masy. Wszystko to sprawia, ze trzepanie jest

takie meczace! Krzysztof REJ !\IIER

Fw - Fg = (12 - 12b)vg,

v - objetosc balonika, 12 - gestosc powietrza,
(!b - gestosc gazu w baloniku, g - przyspieszenie
grawitacyjne.

Wypadkowa sily wyporu i ciezaru balonika
wypelnionego gazem lzejszym od powietrza jest
skierowana pionowo do góry i ma wartosc

Autobus, balonik i trzepak
Kiedy autobus gwaltownie hamuje, wszyscy
pasazerowie doznaj a dzialania sily skierowanej do
przodu, kiedy rusza - do tylu. Gdy skreca w prawo,
sila dziala w lewo, gdy skreca w lewo, sila dziala
w prawo. Jest to sila bezwladnosci, jej istnienie
wynika nie z oddzialywania innych cial, ale z tego,
ze poruszajacy sie ruchem zmiennym autobus jest
nieinercjalnym ukladem odniesienia. W rzeczywistosci
pasazerowie caly czas poruszaja sie w ten sam
sposób; to autobus przesuwa sie "pod nimi" . Sila
pozorna dzialajaca na pasazera o masie m dana jest
równaniem F = -ma, gdzie a jest przyspieszeniem
autobusu wzgledem inercjalnego ukladu odniesienia.
Oczywiscie, na pasazerów w autobusie dzialaja takze
i inne sily (chociazby tarcie), które po pewnym czasie
"dostosuja" ich ruch do ruchu autobusu.

A co bedzie sie dzialo z balonikiem unoszacym sie
pod dachem autobusu? Takze i na niego zadziala
sila bezwladnosci. To jednak nie wszystko. Kiedy
balonik unosi sie tylko w polu grawitacyjnym, prócz
sily ciezkosci dziala na niego takze sila wyporu. Sila
bezwladnosci jest jakby dodatkowym ciezarem, tyle,
ze skierowanym poziomo. Obecnosc powietrza skutkuje
powstaniem dodatkowej sily wyporu skierowanej
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Rys. 1. Pomiar wydluzenia próbki D.l:

1 - próbka, 2 - nakretki, 3 - nic,
4 - linijka.

Ferroelastyczne kompozyty
Stanislaw BEDNAREK

Juz przed kilku tysiacami lat czlowiek zaczal wytwarzac materialy zlozone.
Istotne znaczenie dla rozwoju naszej cywilizacji miala epoka brazu, a material
ten tworza dwa pierwiastki - miedz i cyna. Równiez bardzo dawno zaczeto
budowac chaty, których sciany skladaly sie z wyschnietych lodyg roslin
spajanych glina.

Struktury wewnetrzne tych materialów róznia sie zasadniczo. Ogladajac kawalek
brazu, nawet pod duzym powiekszeniem, trudno jest wyróznic granice miedzy
jego skladnikami. W przypadku drugiego materialu juz golym okiem mozna
zobaczyc fragmenty roslin i laczaca je gline. Pierwszy z tych materialów jest
przykladem stopu, a drugi - kompozytu. Dokladniej: kompozytern nazywa sie
material zlozony z polaczonych ze soba róznych substancji lub materialów,
pomiedzy którymi daje sie wyróznic okreslone granice.

Niektóre kompozyty czlowiek produkowal mniej lub bardziej swiadomie
od dawna, inne wytwarza sama Przyroda. Naturalnym kompozytern jest
np. drewno. Gwaltowny wzrost zainteresowania kompozytarni nastapil jednak
okolo 40 lat temu, kiedy zaczela powstawac nowa, interdyscyplinarna dziedzina
badan, nazywana obecnie nauka o materialach.

Glównym powodem, dla którego wytwarza sie i bada wciaz nowe kompozyty,
jest zapotrzebowanie na materialy o specjalnych wlasciwosciach, np. bardzo
lekkie i wytrzymale. Czesto sie zdarza, ze pozadanych wlasciwosci nie maja
znane pierwiastki i zwiazki chemiczne. Nie da sie równiez uzyskac stopu
o poszukiwanych wlasciwosciach, bowiem nie wszystkie metale· w stanie cieklym
mieszaja sie. Rozwiazanie problemu moze dac wówczas sporzadzenie kompozytu.

Interesujacym przykladem kompozytów sa ferroelastyki, czyli materialy o dosc
silnych wlasciwosciach magnetycznych i duzej podatnosci na odksztalcenia
sprezyste, stosowane np. w czujnikach i przetwornikach elektromechanicznych.

Ferromagnetyki sa malo podatne na odksztalcenia. Zeby zwiekszyc o 0,2%
dlugosc stalowego preta o srednicy 1 cm, potrzebna jest sila okolo 3,4.104 N.
Przy tym wydluzeniu pret naprezony jest prawie do granic wytrzymalosci,
poniewaz sila 3,9 . 104 N spowoduje juz jego rozerwanie. Niektóre stopy
ferromagnetyczne sa kruche i ulegaja zniszczeniu przy jeszcze mniejszych
odksztalceniach. Istnieja jednak materialy wytrzymujace wydluzenie nawet
10 razy wieksze od ich dlugosci poczatkowej. Sa to tzw. elastomery, np. kauczuki
chloroprenowe lub silikonowe. Materialy te wykazuja bardzo slabe wlasciwosci
magnetyczne.

Ferroelastyk otrzymamy umieszczajac czastke ferromagnetyka wewnatrz
elastomeru. Wytworzenie takiego materialu kompozytowego i zbadanie
niektórych jego wlasciwosci jest mozliwe w warunkach amatorskich. Do tego
celu potrzebne beda: kilkadziesiat gramów drobnych opilków stalowych, tubka
silikonu, strzykawka lekarska, podstawka do szklanki, drewniana lopatka,
linijka, male naczynie - naparstek albo kieliszek do lekarstw, niewielki magnes,
np. od zatrzasku meblowego lub tablicy magnetycznej, nici oraz kilka duzych,
jednakowych nakretek. Silikon mozna kupic w sklepie chemicznym, poniewaz jest
powszechnie stosowany jako masa klejaco-uszczelniajaca. Ma on konsystencje
pasty ulegajacej samoistnej polimeryzacji w kontakcie z powietrzem. W wyniku
tego otrzymuje sie bardzo elastyczne cialo stale podobne do gumy.

Od strzykawki odcinamy koncówke do nakladania igly, uzyskujac w ten
sposób powiekszony otwór wylotowy o srednicy 3-4 mm. Wyjmujemy tlok
strzykawki i wyciskamy do niej z tuby 3-4 cm3 silikonu. Nastepnie wkladamy
tlok, strzykawke przesuwamy powoli i jednostajnie nad kartka papieru
wyciskajac silikon. W ten sposób powstaje wlókno o przekroju kolowym, które
pozostawiamy na kilka godzin do spolimeryzowania. Bedzie to nasza próbka
kontrolna. Tym samym sposobem sporzadzamy kilka próbek uzywajac
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Rys. 2. Badanie wlasciwosci
magnetycznych próbki: 1 - próbka,
2 - magnes.

zamiast czystego silikonu jego mieszaniny z coraz wieksza iloscia opilków.
Objetosci opilków odmierzamy za pomoca naczynia, a mieszanine sporzadzamy
na podstawce do szklanki korzystajac z drewnianej lopatki, która równiez
wkladamy mieszanine do strzykawki uwazajac, zeby nie bylo w niej pecherzyków
powietrza. Za kazdym razem uzywamy tyle samo silikonu wyciskajac z tuby
slupki o jednakowej dlugosci, natomiast objetosc opilków zwiekszamy o stala
wartosc, np. 00,5 cm3.

Spolimeryzowane próbki przycinamy na jednakowa dlugosc i przystepujemy
do badania. Najpierw bierzemy próbke z czystego silikonu i zawieszamy za
jeden koniec, a do jej drugiego konca przywiazujemy kolejno jedna, dwie,
trzy ... nakretki (rys. 1). Mierzymy przyrosty dlugosci próbki spowodowane
tymi obciazeniami. Te same pomiary powtarzamy dla kolejnych próbek
zawierajacych coraz wieksze ilosci opilków. Okazuje sie, ze im wieksza jest
zawartosc opilków, tym mniejsze sa przyrosty dlugosci próbek spowodowane tym
samym obciazeniem.

Nastepnie oceniamy wlasciwosci magnetyczne. W tym celu do swobodnie
zwisajacego konca próbki zblizamy powoli magnes i mierzymy, z jakiej odleglosci
przyciagnal on koniec próbki (rys. 2). Próbki o optymalnych wlasciwosciach
magnetycznych i elastycznych otrzymuje sie przy sredniej zawartosci opilków.
Jezeli do sporzadzenia kompozytu uzyjemy opilków stali magnetycznie twardej,
mozemy próbki trwale namagnesowac. Uzyskamy w ten sposób elastyczne
magnesy przydatne do róznych interesujacych doswiadczen i stosowane nieraz,
np. jako uszczelki w lodówkach .

.• Zadania
Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 783. Udowodnic, ze jesli wszystkie plaskie przekroje srodkowosymetrycznego
wieloscianu wypuklego J( maja pole powierzchni nie wieksze niz 2, to jego objetosc jest
mniejsza niz 4.
Rozwiazanie na str. 14

M 784. Czy jesli dwie bryly srodkowo-symetryczne maja takie same pola wszystkich
przekrojów plaszczyznami przechodzacymi przez srodek symetrii, to musza miec
jednakowa objetosc?
Rozwiazanie na str. 13

M 785. Udowodnic, ze z dowolnej bryly o objetosci 1000 mozna wybrac 200 punktów,
z których zadne dwa nie sa odlegle o mniej niz 1.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Krzysztof REJMER

F 435. Czastka o masie m i ladunku q znajduje sie w skrzyzowanych polach:
elektrycznym i magnetycznym:

E = Eo (i cos wt +j sin wt) ,

B = -Bok,

gdzie w = ~ (i, j, k sa wersorami kartezjanskiego ukladu wspólrzednych). W chwili
poczatkowej (to = O) czastka spoczywa w poczatku ukladu wspólrzednych. Znalezc jej
trajektorie i energie kinetyczna w chwili t.
Uwaga: przyjmujemy, ze pole E jest wolnozmienne i zaniedbujemy efekty zwiazane...
z promlemowmem.
Rozwiazanie na str. 5

F 436. Predkosc planety w peryhelium jest równa v, natomiast w aphelium jest
równa u. Obliczyc predkosc V tej planety w chwili, gdy znajdzie sie ona na malej osi
elipsy bedacej jej trajektoria.
Rozwiazanie na str. 5
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Christopher Milne
Zaczarowane miejsca

Rys. l. Strumien cieczy o duzej lepkosci
zatrzymany na plaszczyznie tworzy
stozek.

(A) gruby strumien "zwija sie" w stozek
powoli, tworzac stozek o duzym
promieniu i niewielkiej wysokosci.
(B) waski strumien "zwij a sie" w stozek
znacznie szybciej l tworzac wysoki stozek
o malym promieniu.

pierwotny
kierunek
ruchu
strumienia

w tym obszarze
czasteczki cieczy
kraza wokól
kierunku ruchu
strumienia

\
,~)/------_ ...•. /

lIzwoje" cieczy
rozplywaja sie
tracac swoja
odrebnosc

Rys. 2. Stozek cieczy o duzej lepkosci.

Male "conieco" dla Kubusia Puchatka
Krzysztof REJMER
W rodzinie naszej mawiano, ze ojciec po zjedzeniu gruszki mial rece mokre az do
lokci, a po chlebie z miodem potrzebna mu byla kapiel.

Tak po latach scharakteryzowal swego ojca dawny bohater Kubusia Yuchatka,
juz nie maly Krzys, ale dorosly Christopher.

Jedzenie miodu moze byc nie tylko przyjemnoscia (lub utrapieniem), ale
takze pretekstem do obserwacji wlasnosci plynów o duzej lepkosci. Strumien
plynnego miodu spadajacy z pewnej wysokosci na plaszczyzne (moze nia byc
zarówno kanapka, jak i swobodna powierzchnia miodu w sloiku) zachowuje
sie zupelnie inaczej niz woda. Jesli strumien ma kolowy przekrój, to po
zblizeniu sie do plaszczyzny odchyla sie od pionu i wykonuje ruch okrezny
wokól pierwotnego kierunku spadania. Struzka plynu uklada sie na plaszczyznie
w stozek przypominajacy zwoje liny ulozone jeden na drugim. Dól stozka powoli
rozplywa sie po powierzchni, jednak w najwyzszej czesci zwoje sa wyraznie
rozdzielone, a w srodku stozka tworzy sie niewielkie zaglebienie. Zjawisko
to jest charakterystyczne nie tylko dla miodu, ale takze dla innych plynów
o duzej lepkosci: smoly, gliceryny, syropów czy niektórych rodzajów oleju.
Szczególnie ladne zwoje o duzym promieniu i na dodatek nie rozplywajace sie po
plaszczyznie mozna uzyskac poslugujac sie prawie pustym pojemnikiem z zelem
do golenia.

Zanim zastanowimy sie nad tym pozornie niezwyklym zjawiskiem, dokonajmy
podzialu plynów na dwie grupy. Do pierwszej naleza plyny, których
lepkosc zalezy jedynie od temperatury (maleje z jej wzrostem'); sa to plyny
newtonowskie. Druga grupa to plyny nienewtonowskie, których lepkosc zalezy
nie tylko od temperatury, ale takze od naprezen w plynie - na ogól im wieksze
jest naprezenie, tym mniejsza lepkosc. Z plynami nienewtonowskimi o duzej
lepkosci mamy do czynienia na co dzien, najlepszym przykladem jest maslo
czy margaryna, które w niezbyt wysokich temperaturach ze wzgledu na duza
lepkosc same nie rozplywaja sie po powierzchni kanapki, jednak mozna je
rozsmarowac nozem, gdyz pod naciskiem ich lepkosc w znacznym stopniu
zmniejsza sie. Plynami nienewtonowskimi sa liczne inne produkty spozywcze:
ketchup, majonez, musztarda, roztwory zelatyny oraz tytulowy miód. Sa nimi
takze krochmal oraz farby, które nie powinny same rozplywac sie po malowanej
powierzchni, powinny natomiast latwo dac sie rozprowadzic pedzlem. Nie
potrafimy do konca odpowiedziec na pytanie, jaki mechanizm powoduje zmiany
lepkosci pod wplywem naprezenia. Prawdopodobnie istotna role odgrywa tu
struktura czasteczkowa; plyny nienewtonowskie maja zwykle duze czasteczki
o zlozonej budowie. Pod wplywem naprezenia czasteczki te ulegaja rozciagnieciu
i wyprostowaniu w kierunku dzialajacej sily, co powoduje zmniejszenie
wewnetrznego tarcia. Gdy naprezenie znika, czasteczki powracaja do swoich
pierwotnych ksztaltów. Zmniejszenie sie lepkosci wywolane naprezeniem ulatwia
takze wyciskanie lepkiego plynu z tubki.

Wlasnosciami nienewtonowskich plynów najprawdopodobniej nalezy tlumaczyc
zjawisko znane jako "cud Sw. Januarego". Swiety ten mial zostac zabity na
poczatku czwartego wieku za odmowe zaparcia sie wiary. Jedna z jego relikwii
jest krew umieszczona w oprawnej w zloto szklanej ampulce, przechowywanej
w Neapolu, którego San Gennaro jest patronem. Regularnie dwa razy
w roku, a takze w sytuacjach szczególnych zakrzepla brylka krwi uplynnia
sie; jest to zjawisko bardzo dobrze udokumentowane. Podczas uroczystosci
ampulka wielokrotnie jest odwracana w celu sprawdzenia, czy cud sie dokonal.
Moze to spowodowac powstanie naprezen dostatecznie duzych, by lepkosc
substancji ulegla znacznemu zmniejszeniu. Wyjasnienie to wydaje sie tym
bardziej prawdopodobne, ze uplynnienie sie krwi Sw. Januarego obserwowano
takze podczas reperacji ampulki. Jej zawartosc nie zostala nigdy zbadana.
Neapolitanczycy nie przyjeli do wiadomosci skreslenia ich patrona z listy
swietych, a komisje papieska, która miala cud zbadac, przepedzili z miasta.
Zjawiska tego rodzaju, polegajace na uplynnianiu sie niektórych zeli podczas
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Rys. 3. Plaski strumien lepkiej cieczy
uklada sie "w harmonijke" .

Rozwiazanie zadania M 784. Nie.
Rozwazmy kule o promieniu 3 i kule
o promieniu 5 z usunieta z jej wnetrza
koncentryczna z nia kula o promieniu 4.

Przekroje plaszczyznami przechodzacymi
przez srodki symetrii tych bryl maja
pola odpowiednio 911" i (25 - 16)11", a wiec
równe, jednakze objetosc pierwszej bryly
wynosi 361r, drugiej zas - az 2;4 71'".

mieszania lub wstrzasania, a potem zestalaniu sie, kiedy pozostawic je
w spokoju, nazywane sa tiksotropia. Znane sa zele, które uplynniaja sie juz przy
bardzo malych zaburzeniach.

Powrócmy jednak do spadajacego na plaszczyzne strumienia plynu. Jesli
jego predkosc jest wieksza niz predkosc, z jaka moze sie on rozplynac po
plaszczyznie, w miejscu zetkniecia sie plynu z plaszczyzna tworzy sie stozek.
Wyhamowanie plynu powoduje powstanie w nim naprezenia, które jest
odpowiedzialne za wygiecie i wirowy ruch strumienia. Dokladny opis tego
zjawiska nie istnieje, posluzmy sie wiec analogia. Jesli sprezysty pret postawimy
pionowo na plaskim podlozu i podzialamy na niego sila skierowana pionowo
w dól, to w przypadku twardego podloza pod wplywem naprezenia pret moze
sie wygiac w bok, a nawet peknac. W która strone sie wygnie, tego okreslic nie
mozna, decyduja o tym drobne niejednorodnosci preta oraz mozliwe nieznaczne
odchylenia od pionu. Podobnie jest w przypadku liny i strumienia lepkiej
cieczy, z ta róznica, ze nie sa to ciala sprezyste, wiec ich odksztalcenie ma inny
charakter. Ale takze i w tym przypadku istniejace w strumieniu niejednorodnosci
decyduja o tym, w która strone strumien zacznie sie wyginac.

Strumien cieczy spadajacej w polu grawitacyjnym w trakcie spadania zweza sie.
Wytlumaczenie tego jest proste. Przez kazdy poprzeczny przekrój strumienia
w jednostce czasu przeplywa taka sama objetosc cieczy, skoro jednak wzrasta
jej predkosc, musi zmniejszyc sie pole jej przekroju. Im wezszy jest strumien
(a wiec im wieksza jest jego predkosc), tym wezszy i wyzszy stozek powstaje na
plaszczyznie i wieksza jest czestotliwosc wirowania strumienia. W przypadku
plynów nienewtonowskich przebieg zjawiska jest bardziej skomplikowany;
duza predkosc strumienia oznacza, ze w trakcie hamowania przy zderzeniu
z plaszczyzna powstaje w nim duze naprezenie, a zatem duzy.jest tez spadek
lepkosci i znacznie szybsze rozplywanie sie po plaszczyznie. Interesujace nas
zjawisko moze wtedy wcale sie nie pojawic. Jesli przekrój strumienia nie jest
kolem, zjawisko takze przebiega inaczej. Plaski strumien zachowuje sie jak
tasiemka - zwija sie w harmonijke. Strumien nieregularny wije sie w chaotyczny
sposób ukladajac jedna warstwe na drugiej, ale w rózne strony.

Wirowy ruch strumienia w obszarze znajdujacym sie bezposrednio nad stozkiem
na pozór moze sie wydawac sprzeczny z zasada zachowania momentu pedu;
tak jednak nie jest. Kiedy strumien odchyli sie od pionu, czasteczki plynu
nie tylko poruszaja sie wzdluz strumienia, ale takze wykonuja ruch obrotowy
wokól kierunku spadania; przyczyna tego ruchu jest dzialanie momentów sil
ciezkosci i bezwladnosci. Istnienie tego ruchu jest trudne do zaobserwowania,
a w warunkach domowych raczej niemozliwe. Najprostszy sposób polega na
dodaniu do plynu drobnych czasteczek, na przyklad metalowych opilków
i sledzeniu ich ruchu z wykorzystaniem stroboskopu.

Kuchnia jest doskonalym miejscem do zabaw z lepkimi plynami, trzeba jednak
uwazac, by nie stac sie obiektem podobnych zartów jak A.A. Milne. Bardziej
wyrafinowane, choc podobne eksperymenty mozna wykonac ze strumieniem
lepkiej cieczy spadajacym w innej cieczy o mniejszej lepkosci. Naj ciekawszy
jest ruch strumienia w warstwie podwójnej, w której ciecz o mniejszej gestosci
znajduje sie nad ciecza o gestosci wiekszej (na przyklad benzyna nad woda).
Przyspieszenie strumienia jest wieksze w warstwie górnej, dlatego gdy trafi on
na granice warstw, ulega wyhamowaniu, a powstajace w nim naprezenie - jesli
jest dostatecznie duze - powoduje, ze ruch strumienia przestaje byc stabilny,
strumien wygina sie i zaczyna krazyc wokól pionu.

Na koniec wspomnijmy o czyms tylko pozornie odleglym. Wiele cial stalych,
poddanych dzialaniu naprezen, zachowuje sie podobnie jak nienewtonowski,
lepki plyn - zmniejsza sie ich tarcie wewnetrzne. Naleza do nich miekkie skaly,
na przyklad piaskowce. To wlasnie ta cecha, a nie precyzyjnym wykonaniem
(nie umniejszajac w niczym inzynierskich umiejetnosci starozytnych Egipcjan),
nalezy tlumaczyc swietne dopasowanie skalnych bloków, z których zbudowane
sa piramidy. Cisnienie u podnóza piramidy, wywolane jej ciezarem, jest przeciez
ogromne; w tych warunkach nastepuje znaczne zmniejszenie sie wewnetrznego
tarcia i miekka skala zachowuje sie jak cialo plastyczne.

8
Rozwiazanie zadania M 785. Wyboru
dokonamy indukcyjnie. Pierwszy
punkt mozemy wybrac dowolnie.
Zalózmy, ze wybralismy juz z bryly
n < 200 punktów, z których zadne
dwa nie sa oddalone mniej niz o 1.
Rozwazmy zbiór bedacy suma kulek
o srodkach w tych punktach i promieniach
równych 1. Objetosc tego zbioru nie
przekracza !1I"n < 5n < 1000, zatem nie
moze on zawierac calej bryly. Wybierzmy
dowolny punkt bryly nie nalezacy do
tego zbioru - bedzie on odlegly od
kazdego z wybranych uprzednio punktów
o co najmniej 1. Indukcje mozna wiec
prowadzic az do osiagniecia n = 200,
co konczy dowód.
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44
Termin nadsylania rozwiazan:

30 XI 1996

Pan Witkowski: numer 79
w Klubie 44 M.

Redaguje Marcin E. KUCZMAZadania z matematyki nr 325, 326

325. Okrag wpisany w trójkat ostrokatny ABC jest styczny do boków AB i AC
odpowiednio w punktach P i Q. Prosta przechodzaca przez jego srodek i równolegla do
boku BC przecina boki AB i AC odpowiednio w punktach KiL. Odcinki KQ i LP
przecinaja sie w punkcie S. Odcinek SN jest wysokoscia w trójkacie K LS. Dowiesc,
ze LPNS = LQNS.

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

--,•
Klub 44
®

Jerzy Witkowski - Wodzislaw Sl. 46,10
Piotr Lipinski - Radom 41,89
Henryk Kornacki - Augustów 40,45

Tadeusz Józefczyk- Poznan 38,10
Krzysztof Zapisek - Warszawa 37,54

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 311 (WT=2,13) i 312 (WT=2,71)
z numeru 12/1995

1. Obliczyc

V4 = [m,n].V3 = [-m, n],V2 = [-n,m],VI = [n, m],

oraz wektory

S= ~J(k» jn J(x) dx > tJ(k»S-J(l)=S-1.k=l l k=2

Dzielny nasz kon jest w stanie przemiescic sie o kazdy z wektorów ±Vi, wiec takze i o wektor

w = q(VI - V2) + C2(V3 - V4) + C3(V3 + V4) + C4(-VI - V2) - V4

= [kn(m+1) - Im(m+1) - m, (kn-lm-1)n] = [1,0]

- wiec takze i o kazdy z wektorów [O,l], [-1,0], [O,-l]. To znaczy, ze jest w stanie osiagnac

kazde pole szachownicy. Zatem warunek (*) charakteryzuje szukane pary (m, n).

322. Funkcja J(x) = x-lip jest ciagla oraz malejaca na przedziale (O; 00). Niech n = m q.
Rozwazana w zadaniu suma S spelnia zaleznosci:

A poniewaz

jn J(x) dx = axl/q [ = a(m _ l),

otrzymujemy stad dwustronne oszacowanie a(m - l) < S < a(m - l) + l, które pokazuje,
ze czesc calkowita liczby S równa sie a(m - l).

326. Udowodnic, ze dla liczb ex, (3 E (-7r /2; 7r/2) zachodzi nierównosc

l l - sin ex l l + sin (3 ((3 )2n . ·n . > -ex .
l-sm(3 l+smex-

jest konieczny na to, aby (m, n l-kon mógl osiagnac kazde pole szachownicy.

Wykazemy, ze jest to takze warunek dostateczny. Jesli jest on spelniony, to liczby m i n sa

róznej parzystosci - mozna przyjac, ze n jest liczba parzysta, a mnieparzysta - oraz istnieja
liczby naturalne k, l spelniajace równosc kn - lm = 1. Wezmy pod uwage liczby naturalne

CI = l(m+1)k, C2 = l(m+1)1, C3 = lnk, C4 = lnl

Zadanie 326 zaproponowal pan Krzysztof Zapisek z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/1996
Przypominamy tresc zadan:

321. Po nieskonczonej szachownicy porusza sie (m, n )-kon, czyli figura, która w kazdym ruchu
przemieszcza sie o m pól poziomo i n pól pionowo - lub odwrotnie. Wyznaczyc wszystkie pary
liczb naturalnych m, n ~ 1, dla których (m, n)-kon, startujac z dowolnego pola szachownicy, moze
osiagnac kazde inne pole.

322. Dane sa liczby naturalne m, q > 1 oraz liczba p okreslona przez równanie ~ + !
czesc calkowita sumy l-lip + 2-l/p + ... + (ma _ 1)-'/p. P q

321. Przyjmijmy, ze (m,n)-kon startuje z pola (0,0). Jesli liczby m i n maja wspólny

dzielnik d > 1, to (m, n)-kon porusza sie tylko po polach (x, y) O obu wspólrzednych

podzielnych przez d. Jesli suma m + n jest liczba parzysta, to (m, n)-kon porusza sie tylko po
polach (x,y) o obu wspólrzednych jednakowej parzystosci. Zatem warunek:

(*) NWD(m,n) =1; m+n:=l (mo d 2)

s~I "
W

K
d

Ps-

- a,
:1 -. r~-

Rozwiazanie zadania M 783.
Oznaczmy objetosc wieloscianu K
przez V. Niech s bedzie plaszczyzna
zawierajaca jedna ze scian K, s' zas
jej obrazem w symetrii wzgledem
srodka symetrii wieloscianu. Oznaczmy
przez Ps pas przestrzeni zawarty miedzy
plaszczyznami s i SI. Niech d oznacza
szerokosc pasa Ps, czyli odleglosc miedzy
plaszczyznami s i s I, a W niech bedzie
walcem o polu podstawy 2 i podstawach
zawartych w plaszczyznach s i s'.

s'

Przekrój K dowolna plaszczyzna
równolegla do s ma pole nie wieksze
niz 2, czyli niz jej przekrój z W, wiec
na mocy zasady Cavalieriego objetosc
wieloscianu K nie przekracza objetosci
walca W; zatem 2d ~ V, co oznacza,
ze kula o promieniu f i srodku w srodku
symetrii wieloscianu I( zawiera sie
w pasie Ps. Podobne rozumowanie
mozna przeprowadzic dla dowolnej sciany
wieloscianu, wiec kula ta zawiera sie
w przecieciu pasów przedluzajacych
wszystkie pary równoleglych scian,
czyli w samym wieloscianie J(. Stad
wynika oczywista nierównosc miedzy
objetosciami kuli i wieloscianu:

4 (V)'
-1r - < V
3 4 - ,

skad V :S ~ < 4, co kOIlczy dowód.

Z twierdzenia Andersona (patrz
zadanie M 732, Delta 3/1995) wynika,
ze w zalozeniach zadania wystarczy
rozpatrywac przekroje plaszczyznami
przechodzacymi przez srodek symetrii
wieloscianu. Czytelnik zechce zastanowic
sie, czy podobne szacowania zachodza dla
wieloscianów niesymetrycznych.
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Redaguje Jerzy B. BROJANZadania z fizyki nr 223, 224

223. Na powierzchni wody plywa:
a) prostopadloscian o bokach a, b i h, przy czym krawedz h jest pionowa.
b) walec o promieniu r i wysokosci (pionowej) h,
c) stozek o kacie rozwarcia 20' i wysokosci h, podstawa do góry.
Jesli wszystkie bryly sa jednorodne, to jakie warunki musza spelniac gestosc (] oraz
wymienione parametry, aby w tej pozycji równowaga byla stabilna, tzn. aby po malym
wychyleniu bryla powracala do pozycji poczatkowej?

E

Rys. 1.

Wystarczy podanie jednego z trzech rozwiazan, przy czym maksymalna ocena
wynosi 0,8 w przypadku a), 0,9 w przypadku b) i 1 w przypadku c).

224. Punktowe zródlo swiatla S oswietla ekran E (rys. 1). Czy wstawienie miedzy
zródlo a ekran plaskorównoleglej, plytki szklanej spowoduje wzrost natezenia
oswietlenia srodkowej czesci ekranu (okolicy punktu A), czy spadek, czy tez natezenie
oswietlenia nie zmieni sie? Jesli wystapi zmiana, to czy bedzie ona silniejsza, gdy
plytke o ustalonej grubosci wsuniemy blizej zródla, czy blizej ekranu? Zakladamy,
ze plytka jest pokryta warstwa przeciwodblaskowa eliminujaca odbicie, a szklo jest
doskonale przezroczyste.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/1996

Przypominamy tresc zadan:
219. Jeden koniec nierozciagliwej i niewazkiej nitki o dlugosci l
jest przymocowany do pewnego punktu na powierzchni bocznej
walca o promieniu r, a drugi koniec - do malej kulki znajdujacej
sie w odleglosci l + r od osi walca (rys. 2). W chwili poczatkowej
kulka byla nieruchoma, a walec wprawiono w ruch obrotowy ze
stala predkoscia katowa w wokól jego osi. Gdy nitka sie nawinie,
z jaka predkoscia kulka uderzy w walec? Na kulke dziala tylko sila
wywierana przez nitke (pomijamy sile ciezkosci i opory ruchu).

220. Trzy woltomierze mierza napiecia na trzech "czarnych
skrzynkach" polaczonych szeregowo. Poczatkowo napiecia byly
równe zeru, a gdy do ukladu dolaczono stale napiecie 60 V, pierwszy
woltomierz wskazal napiecie 10 V, drugi - 20 V, a trzeci - 30 V.
Po pewnym czasie napiecie na pierwszej nczarnej skrzynce" wzroslo
do 30 V, na drugiej zmalalo do 10 V, a na trzeciej zmalalo do 20 V.
Po jeszcze dluzszym czasie napiecia wynosily kolejno 20 V, 30 V
i 10 V. Zaprojektowac jak naj prostsze wnetrze "czarnych skrzynek",
które da taki efekt. Mozna przyjac, ze woltomierze nie zaklócaja
mierzonego napiecia (maja bardzo duzy opór wewnetrzny).

Rys. 2

219. Zastosujmy zasade zachowania energii w ukladzie nieinercjalnym obracajacym sie
razem z walcem. W tym ukladzie na kulke znajdujaca sie w odleglosci r' od osi dziala sila
odsrodkowa mw2r', której mozna przypisac "potencjalna energie odsrodkowa" - wyzsza
blizej osi, a nizsza z dala od niej. Standardowe calkowanie prowadzi do wzoru na te energie:
Eodsr = -(1/2)mw2r12. Ponadto na kulke dziala tez sila Coriolisa, ale - podobnie jak
sila napiecia nitki - jest ona skierowana prostopadle do kierunku ruchu kulki, wiec nie
wykonuje nad nia pracy i w bilansie energii mozna ja pominac. Poniewaz w chwili poczatkowej
kulka w ukladzie inercjalnym byla nieruchoma, wiec w ukladzie obracajacym sie jej
predkosc wynosila wrl (gdzie rl = 1+ r) i widzimy, ze energia kinetyczna byla równa energii
odsrodkowej z przeciwnym znakiem, czyli calkowita energia jest równa zeru. Tak samo bedzie
i w chwili uderzenia kulki o walec, gdy odleglosc od osi bedzie równa r - zatem predkosc
uderzenia wyniesie v = wr. Predkosc ta bedzie skierowana prostopadle do powierzchni walca,
czyli w ukladzie inercjalnym predkosc kulki bedzie miala takze skladowa styczna o tej samej
wartosci wr.

Rys. 3

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 211 (WT=1,19) i 212 (WT=3,02)

z numeru 1/1996
Ja.roslaw La.zuka. - Wa.rsza.wa

Aleksa.nder Surma. - Myszków

Przemysla.w Gworys - Czestochowa.
Przemysla.w Gadzinski - Sroda. SL

38,77
36,60
31,80
27,87

Altematywna metoda rozwiazania jest zastosowanie zasad zachowania energii i momentu
pedu w ukladzie inercjalnym, przy czym poczatkowo nalezy przyjac, ze walec ma pewien dany
moment bezwladnosci l, po czym przejsc do granicy l -+ 00 (lub m -+ O, gdzie m - masa
kulki).

220. Rozwiazaniem moze byc obwód przedstawiony na rysunku 3, przy czym zakladamy,
ze R~ > Rj, R~ > R2, R~ > R3. Poczatkowo prad plynie glównie przez dolna galaz
wszystkich trzech "czamych skrzynek" , a dopóki kondensatory sie nie naladuja w znaczacym
stopniu, dopóty napiecia beda proporcjonalne do oporów Rj, R2 i R3. Zgodnosc z pierwsza
seria danych osiagniemy wiec kladac R3 = 3Rj oraz R2 = 2Rj. Po pewnym czasie
kondensatory naladuja sie jednakowym ladunkiem i - jesli wciaz mozna pominac górne galezie
- prad przestanie plynac. Wtedy napiecia beda odwrotnie proporcjonalne do pojemnosci
kondensatorów - przyjmijmy wiec C3 = 1,5Cj i C2 = 3Cj. Wreszcie po odpowiednio dlugim
czasie bedziemy mieli do czynienia tylko z bardzo malym pradem plynacym w górnej galezi,
a napiecia beda proporcjonalne do oporów "primowanych" - nalezy zatem polozyc R~ = 2R~,
R~ = 3R~.

Czas charakterystyczny dla przejscia od pierwszego do drugiego zestawu wskazan woltomierzy
jest równy T = RzCz, gdzie Rz jest oporem zastepczym trzech dolnych oporników polaczonych
szeregowo, a Cz - analogiczna pojemnoscia zastepcza. Oznacza to, ze dojscie do drugiego
zestawu wskazan nastapi po czasie rzedu kilku (3-5) T. Czas charakterystyczny dla
"wlaczenia sie" gómej galezi jest rzedu R~ Cj (lub R~C2, lub R~C3; dla uproszczenia
zaniedbajmy róznice). Oczywiscie, ten czas powinien byc znacznie dluzszy od T, a ustalenie
sie stanu koncowego nastapi po czasie jeszcze kilka razy dluzszym.

Zgodnie z podana wskazówka nalezalo zalozyc, ze opór wewnetrzny woltomierzy jest bardzo
wielki (znacznie wiekszy od wszystkich innych oporów). Ewentualnie mozna równiez przyjac,
ze ten opór jest podobnego rzedu co opory "primowane" i uwzglednic go (w sensie polaczenia
równoleglego) przy obliczaniu wartosci R~, R~ i R~.
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XLVIII OLIMPIADA MATEMATYCZNA

I serIa

Zadania konkursowe zawodów stopnia pierwszego

II seria III serIa

1. Rozwiazac uklad równan

{X, lxi + y . Iyl = l,[x] + [yJ = l.
Uwaga. [t] jest najwieksza liczba
calkowita nie wieksza od t.

2. Punkt P lezy wewnatrz
równolegloboku ABCD, przy
czym LABP = LADP. Wykazac,
ze LPAB = LPCB.

3. Udowodnic, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych a, b 2: l,
e 2: O oraz dla kazdej liczby
naturalnej n 2: l zachodzi nierównosc

(ab+c)n-cS; ((b+c)n-c)an.

4. Udowodnic, ze liczba naturalna n 2: 2
jest zlozona wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja liczby naturalne a, b, x, y 2: l
spelniajace warunki: a + b = n,
x y-+-=l.
a b

5. Dwusieczne katów wewnetrznych A, B,
C trójkata ABC przecinaja przeciwlegle
boki odpowiednio w punktach D, E,
F, a okrag opisany na trójkacie ABC
- odpowiednio w punktach K, L, M.
Dowiesc, ze

AD BE CF
DK + EL + FM 2: 9.

6. Wielomian P(x) stopnia n spelnia
warunek

P(k) = ~ dlak=1,2,4,8, ... ,2n.k

Obliczyc prO).

7. Obliczyc kres górny objetosci
czworoscianów zawartych w kuli o danym
promieniu R, których jedna z krawedzi jest
srednica tej kuli.

8. Niech an bedzie liczba wszystkich
niepustych podzbiorów zbioru
{l, 2, ... ,6n}, których suma
elementów daje przy dzieleniu przez 6
reszte 5 oraz niech bn bedzie liczba
wszystkich niepustych podzbiorów
zbioru {l, 2, ... , 7n}, których iloczyn
elementów daje przy dzieleniu przez 7
reszte 5. Obliczyc iloraz an/bn.

9. Wyznaczyc wszystkie funkcje
f: (1;00) - (1;00) spelniajace
nastepujace warunki:

(f(x))2 - l
(i) f(x + l) = ---- dla x 2: l;x

(") f k' () f(x) ..11 un cJa g x = -- Jest ograllIczona.x

10. Punkty P, Q leza wewnatrz
trójkata ostrokatnego ABC,
przy czym LACP = LBCQ oraz
LCAP = LBAQ. Punkty D, E, F
sa rzutami prostokatnymi punktu P
odpowiednio na boki BC, C A, AB.
Dowiesc, ze kat DEF jest prosty wtedy
i tylko wtedy, gdy punkt Q jest punktem
przeciecia wysokosci trójkata BDF.

11. Dana jest liczba naturalna m 2: l
oraz wielomian P(x) stopnia dodatniego
o wspólczynnikach calkowitych majacy
co najmniej trzy rózne pierwiastki
calkowite. Dowiesc, ze wielomian
P(x) + 5m ma co najwyzej jeden
pierwiastek calkowity.

12. Grupa zlozona z n osób stwierdzila,
ze codziennie przez p.ewien okres czasu
trzy z nich moga wspólnie zjesc obiad
w restauracji, przy czym kazde dwie
z nich spotkaja sie na dokladnie jednym
obiedzie. Dowiesc, ze liczba n przy
dzieleniu przez 6 daje reszte l lub 3.

Rozwiazania powyzszych Zadal) (kazde na osobnym arkuszu) maja byc wyslane
pod adresem wlasciwego komitetu okregowego Olimpiady najpózniej dnia

10 pazdziernika 1996 r. 10 listopada 1996 r. 10 grudnia 1996 r.

Rozwiazania przeslane w terminie pózniejszym nie beda rozpatrywane.

Adresy komitetów okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla województwa elblaskiego, gdanskiego i slupskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdansku, ul. Abrahama 18,81-825 Sopot.
Dla województwa bielskiego, czestochowskiego i katowickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla województwa krakowskiego, krosnienskiego, nowosadeckiego i tarnowskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Kraków.

Dla województwa bialskopodlaskiego, chelmskiego, lubelskiego, przemyskiego, rzeszowskiego, siedleckiego, tarnobrzeskiego i zamojskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii
Sklodowskiej-Curie 1, pok. 323, 20-031 Lublin.

Dla województwa kieleckiego, lódzkiego, piotrkowskiego, radomskiego, sieradzkiego i skierniewickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Lódzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lódz.

Dla województwa koninskiego, leszczynskiego, pilskiego, poznanskiego i zielonogórskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Matejki 48/49, pok. 24, 60-769 Poznan.

Dla województwa gorzowskiego, koszalinskiego i szczecinskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15,70-251 Szczecin.

Dla województwa bydgoskiego, ciechanowskiego, olsztynskiego, plockiego, torunskiego i wloclawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18,
87-100 Torun.

Dla województwa bialostockiego, lomzynskiego, ostroleckiego, suwalskiego i warszawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8,00-656 Warszawa.

Dla województwa jeleniogórskiego, kaliskiego, legnickiego, opolskiego, walbrzyskiego i wroclawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4,
50-384 Wroclaw.
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KILKAN ASCIE lat ternu rozpoczela sie wielka kariera
fraktali. W przeciwienstwie do wielu innych matematycznych
obiektów, te staly sie bardzo szeroko znane poza matematyka.
Szybko zaczely byc wykorzystywane do rozmaitych ilustracji,
plakatów ... Tymczasem okazuje sie, ze wystarczylo sledzic
dokladnie twórczosc naszych wybitnych literatów, by poznac
fraktale znacznie wczesniej. Nie wierzycie?

"Oblok Magellana" to jedna z pierwszych powiesci Stanislawa
Lema. Wsród jej bohaterów byl mlody matematyk, który
postanowil wyprowadzic scisla formule piekna - wzór, z którego
mozna by otrzymac wszystkie przypadki piekna pojawiajace
sie w sztuce i w naturze, tak, jak z równal~ Maxwella
wyprowadza sie wszystkie prawa rzadzace elektromagnetyzmem
lub równaniem Einsteina opisuje sie grawitacje. Praca
byla niezwykle trudna, wymagala zapoznania sie z cala
dotychczasowa twórczoscia malarska i rzezbiarska ludzkosci.
Po wielu miesiacach katorzniczej pracy i wielu nieprzespanych
nocach formula byla gotowa; nalezalo teraz sprawdzic jej
przydatnosc.

Po wprowadzeniu do komputera odpowiedniego programu
powinno sie otrzymac dzielo niemal idealne - kwintesencje
piekna. Gdy komputer zrealizowal program, matematyk spojrzal
na wydruk i zobaczyl, ze:

Powierzchni~ wypelnial zawily, powtarzajacy si~ rytmicznie

desen. Nieskonczona mnogosc arabesek mrowila si~ w oczach,
kazda rozpadala si~ na roje coraz drobniejszych i cala ta

przestrzen zabudowana wedle zelaznej konsekwencji praw

wynikajacych z formuly, stanowila tlo, z którego wyst~powal

w samym srodku wlasciwy tWÓ1' tej martwo zrodzonej
kompozycji,- puste, idealnie okragle, biale kolo.

A oto przyklad kolejny - wiersz Juliana Tuwima, zaczerpniety
z rozdzialu"Z rekopisów" w tomie " Poezje" .

SPOSTRZEZENIE

W naturze nie ma linii prostej,
Ludzki to wymysl sztuczny.
Patrzac w sklebione zyworosty,
Chaosu, chaosu sie uczmy.
Pogiety, krety i strzepiasty
Jest kazdy stwór w naturze,
A prosta linia lacza gwiazdy
Glupce i tchórze.

Wiersz Tuwima przyslal nam staly wspólpracownik
EPSILONA, Dariusz Miklaszewski z Torunia.

Moze Czytelnicy znaja jeszcze inne "fraktalne utwory z czasów
przedfraktalnych"? Czekamy na listy!

)1~

~'"

- No cóz, zawsze w taka pogode robi sie troche fraktalny.

Copyright The Mathematical Inte//igencer - przedruk za zgoda Redakcji czasopisma. rys. David Piggins

Obchodzimy wlasnie dziesiata rocznice pewnego wydarzenia,
bo bylo to we wrzesniu 1986; jest zatem dobra okazja,
by opowiedziec te historie szerszemu gronu.
Otóz jubileuszowy, 150. numer Delty (6/1986) byl numerem
specjalnym - znalazlo sie w nim 150 "drobiazgów". Pozycja
nr 115 brzmiala nastepujaco:
Niektórzy nazywaja twierdzenie o trzech ciagach (jesli
an :::::en :::::bn oraz limn_oo an = lin1n_oo bn = g, to ciag (en)
jest zbiezny i lim en = g) twierdzeniem o milicjantach

11..-00

i formuluja je tak: Jesli znajdziesz si~ mi~dzy dwoma
milicjantami idacymi do tego samego komisariatu, to tez tam
trafisz.

Wiele zdarzen wykazuje niezbicie, ze Polacy maja krótka
pamiec ... Dzis w tym cytacie nie widac nic niezwyklego,

ale wówczas na przyklad my (jeszcze nie autorzy Delty),
w Krakowie, podziwialismy (oprócz dobrego dowcipu) odwage
Redakcji, zadziwialo nas, ze cenzura puscila ... Delt~ czytali
wtedy i liczni studenci, a we wrzesniu IV rok matematyki mial
praktyke w szkole. Studentowi M., nie pozbawionemu poczucia
humoru i cywilnej odwagi, przyszlo mówic uczniom o tym
wlasnie twierdzeniu. Student M. zapowiedzial zatem kolezankom
(odbywajacym praktyke w tej samej szkole), ze powtórzy
na lekcji dowcip Delty. I rzeczywiscie, powiedzial na lekcji
o twierdzeniu o milicjantach, po lekcji zas podszedl dumnie do
kolezanek obserwujacych jego (oceniana) lekcje i spytal dumnie:
- No i co?
A kolezanki:

- Ale dlaczego im nie powiedziales, ze to twierdzenie naprawd~
nazywa si~ twierdzeniem o trzech ciagach?

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4,30-059 Kraków, z dopiskiem F:.
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