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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS
01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21)
Wplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesiace. Cena
jednego numeru w 1997 roku wynosi 2 zl 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.
W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech luiesiecy)
cena numeru w 1997 r. wynosi 5 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.
Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO VIII O/W-wa, nr 1586-77578-136

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na II kwartal 1997 r. wynosi 7 zl 50 gr.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

"Ruch" S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposób. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. "pod opaska".

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
Wplaty przyjmuje "RUCH" S.A. Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A.
XIII Oddzial Warszawa 370044-16551-2700-1-06 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 800 - 14°0
Dostawa odbywa sie poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem
zlecenia dostawy droga lotnicza, której koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

krajowa ze zleceniem za granice
5 XII 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
5 III 20 II na II kwartal,
5 VI 20 V na III kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane od osób zamieszkalych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamówienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela "RUCH" S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, u\. Towarowa 28, te\. 620-12-71
wewn. dla osób fizycznych 2507, 2508, wewn. dla osób prawnych 2576, a takze
te\. 620-10-19 i 620-12-17 wewn. 2366.
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c = (P + k) mod 26,

gdzie k jest kluczem szyfrowania, P jest numerem litery, która szyfrujemy, a C jest
numerem litery po zaszyfrowaniu. Rozszyfrowywanie odbywa sie wedlug wzoru

P = (C - k)mod 26.

Szyfr Cezara bardzo latwo jest opisac w sposób matemat.yczny. Kolejnym literom
alfabetu lacinskiego przyporzadkujemy liczby od Odo 25. Przyjmijmy oznaczeme:
a mod b oznacza (zawsze nieujemna!) reszte z dzielenia liczby calkowitej a przez
dodatnia liczbe calkowita b. System kryptograficzny Cezara moie teraz byc
zdefiniowany wzorem

Jesli ktos zadaje sobie tyle trudu, by szyfrowac wiadomosci wysylane
do kogos innego, to pewnie dlatego, ze nie chce, by inne, niepowolane
do tego osoby, mogly te wiadomosci odczytac. I pewnie znajda
sie te inne osoby, które chca koniecznie przeczytac to, co zostalo
zaszyfrowane. Jesli nie znaja one sposobu szyfrowania, to musza ten
szyfr "zlamac". W jaki sposób mozna tego dokonac?

W tym artykule zajmiemy sie naj prostszymi sposobami szyfrowania,
znanymi od wielu stuleci i nie majacymi juz wiekszego znaczenia
praktycznego. Zostana one pokazane po to, by wyjasnic,
co nazywamy "klasycznym systemem kryptograficznym" .
W kolejnym artykule (Delta 3/1997) opiszemy znacznie nowsze
i lepsze sposoby szyfrowania, tzw. szyfry z publicznym kluczem.

Jeden z najstarszych sposobów szyfrowania pochodzi od Juliusza
Cezara, który szyfrowal swoja korespondencje z Cyceronem.
Sposób ten polegal na tym, ze zamiast kazdej litery pisalo sie litere
wystepujaca w alfabecie trzy miejsca dalej. Tak wiec, jesli uzyjemy
dzisiejszego alfabetu lacinskiego:

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ,

to zamiast litery A bedziemy pisac D, zamiast K piszemy D, zamiast y
piszemy B. Widzimy wiec, ze alfabet traktujemy "cyklicznie", tzn. po
ostatniej literze Z nastepuje znów pierwsza A itd.

Slynne slowa Cezara ALEA IACTA EST zaszyfrowalibysmy wiec jako
DOHD LDFWD HVW. Na tym przykladzie objasnimy dwa wazne pojecia
kryptografii (czyli nauki o szyfrowaniu): systemu kryptograficznego
i klucza. System kryptograficzny to, mówiac nieprecyzyjnie,
ogólny sposób szyfrowania. W naszym przykladzie polega. on na
tym, ze zamiast danej litery alfabetu piszemy litere wystepujaca
w tym samym alfabecie iles miejsc dalej. Cezar zdecydowal sie
akurat na trzy miejsca dalej, ale równie dobrze móglby pisac litere
wystepujaca siedem miejsc dalej. Sposób szyfrowania (tzn. system
kryptograficzny) bylby w zasadzie ten sam, róznilby sie tylko
wyborem klucza, czyli liczby wskazujacej, o ile miejsc dalej
w alfabecie stoi litera, która mam napisac. Mozna powiedziec,
ze system kryptograficzny polega tu na pisaniu litery stojacej
k miejsc dalej, a liczba k jest kluczem. Podsumujmy: szyfrowanie
polega na wyborze ogólnego sposobu, algorytmu szyfrowania.,
zwanego systemem kryptograficznym i pewnych parametrów, od
których ten algorytm jest zalezny, nazywanych kluczem szyfrowania.

Kazda zaszyfrowana wiadomosc trzeba kiedys rozszyfrowac.
W szyfrze Cezara znajdujemy litere stojaca w alfabecie trzy miejsca
blizej, czyli w istocie stosujemy ten sam algorytm szyfrowania
z innym kluczem. Do szyfrowania uzywamy klucza +3, a do
rozszyfrowywania klucza -3. Gdy znamy klucz szyfrowania,
to znamy tez klucz rozszyfrowywania. Tak naprawde jest to ten sam
klucz, jesli pominiemy jego znak.

Sen Kartezjusza

lab. byla. nat,ura objawionej prawdy?
Najlepiej chyba syntetyzuje ja· poczat.ek
pierwszej z' Medytacji o pierwszej filozofii
napisanej w ]630 r.: Przed kilkoma jui laty
spostrzeglem, jak wiele· rzeczy falszywych
uwazalem w mojej mlodosci za prawdziwe
i jak watpliwe jest to wszyriko, co pózn.iej
na ich podsta.wie zbudowalem; doszedlem
wiec do przekonania, ie jesli chce nare·szcie
cos pewnego i trwalego w naukach
'llstalic, to trzeba raz w iyciu z gruntu
wszystko obalic i na nowo rozpoczac 00
pierwszych podsta,w. Program, który
Kartezjusz realiwwal od chwili swojego
olsnienia, polegal wiec na poddaniu calej
wiedzy testowi radykalnego sceptycyzmu
i sprawdzeniu, co z niej pozostanie.
Dopiero od. tego fundamentu mozna bylo
zaczac budowe gmadm wiedzy wolnej od
zludzen i przesadów. Oczywiscie, z::czego

Nowoczesny swiat, nasz swiat triumfujacej
racjonalnosci, narodzil sie 10 listopada.
1619 rokv, wraz z objawieniem. i koszmarem
nocnym. Tak Philip J. Davis i Reuben
Hersh rozpoczynaja swa piekna ksiazke
Sen Kartezjusza (z podt;Ytulem S'>wlat
wedlu.g matematyki). To Karlezjusz
bowiem, wówczas 23-letni oficer VI!' sluzbie
Maks:ymiliana Bawarskiego, owej nocy
doznal olsnienia, które zmienilo nie tylko
jego wlasne zycie. Przez poprzedzajace
t,o przezycie tygodnie zmagal sie on
z filozoficznym problemem zasadnosci
naszego poznania. W czasie postoju
w wiejskiej chacie, gdzies kolo niemieckiego
miast a mm, w naglym blysku intuicji
dostrzega. podst.awy zdumiewajacej
nauki, po czym zapada. w ~en i SIIi trzy
sny. Pierwsze dwa, wedle jego wlasnej
interpretacji, z:d.ajasie: kwestionowac
dot,ychczasowe zycie Karlezjusza, trzeci
- zdaje sie dawac wsbzówki co do
przyszlego postepowania. - unifikacji Balllki
dzieki syst.ematycznemu i metodycznemu
uzyciu rozumu. Godzi sie jeszcze dodac,
ze filozof w dowód wdziecznosci za
objawione prawdy zobowiazal sie odbyc
piesza pielgrzymke do saili,uanum Matki
Boskiej w Loreto we Wloszecli, która
istotnie odbyl z czteroletnim opóznieniem.

Radykalne zwatpienie

Kartezjanski
przewrót
w filozofii?
Jan WASZKIEWICZ

klasyczne
GUZICKI

Szyfry
Wojciech
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filozof zdaje sobie sprawe, analiza
wszystkich poszczególnych stwierdzen
bylaby - jak to ujmuje - nie konczacym

sie przedsiewzieciem, proponuje wiec
droge na skróty. Polega ona na kolejnym
rozpatrzeniu calych kategorii twierdzen
i odrzucania ich, jesli tylko znajdziemy
powody do odrzucenia niektórych
z nich. Poza tym, trzeba skupic sie
na fundamentalnych zasadach, gdyz
po zburzeniu fundamentów wszystko,
co na nich zbudowane, samo upada.

Jako pierwsze ulegaja zakwestionowaniu
wszystkie stwierdzenia oparte na
swiadectwie zmyslów. Nietrudno bowiem
podac przyklady, kiedy swiadectwo owo
zawodzi. Jasne jest, ze tym bardziej
kartezjuszowy test kaze zakwestionowac
koncepcje wczesniejszych szkól
filozoficznych. Kazda z nich dostarcza
zreszta argumentów za odrzuceniem
konkurentów. Testu nie wytrzymuja
równiez twierdzenia teologiczne. Opieraja
sie one bowiem na pewnych mniemaniach,
dotyczacych natury Boga, których
zaprzeczenie równiez prowadzi do spójnych
konsekwencji.

Mysle, wiec jestem

Co ostatecznie zostaje na pobojowisku?
Otóz jedynym, co wytrzymuje krytyke,
jest fakt krytycznego myslenia i myslacy
podmiot. Mam watpliwosci, byc moze
jestem zwodzony przez zmysly albo
nawet przez samego Stwórce (nawet
tak radykalna hipoteze rozpatrywal
Kartezjusz), ale to jednak ja istnieje,
a co wiecej - to ja watpie. Tej prawdy
nie moga obalic zadne argumenty. Gdyby
bowiem jakis argument doprowadzil do
mojego zwatpienia we wlasne istnienie,
to jednak musialby on dotrzec do mnie
i to poprzez proces myslowy. Potwierdzilby
tym samym i to, ze istnieje, i to, ze jestem
bytem myslacym. Mysle, wiec jestem

- podsumowuje ten stan rzeczy najbardziej
chyba znany aforyzm filozoficzny
wszechczasów.

I
Od tego fundamentu Kartezjusz
odbudowuje gmach swojej wiedzy,
a poniewaz w róznych punktach
wychodzi daleko poza ustalenia swoich
poprzedników, ukazuje równiez potege
swojego systemu, swej metody i jej
glównego narzedzia - sceptycznie
nastawionego ludzkiego rozumu.

Jak jednak wyglada rekonstrukcja?
Co wlacza Kartezjusz do obszaru
niewatpliwej wiedzy? Wiedza ta, jesli ma
byc doskonalsza od odrzuconych mnieman,
musi byc z góry odporna na test
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Po pierwsze, bedziemy zakladac, ze osoba lamiaca szyfr zna system
kryptograficzny i nie zna tylko klucza. Dlaczego przyjmujemy takie
zalozenie? Wsród wielu powodów mozna wymienic ten, ze system
kryptograficzny na ogól trudniej zmienic niz klucz. Uzywa sie wiec
tego samego systemu na tyle dlugo, ze osoby niepowolane moga
wykrasc informacje o samym systemie. Bezpieczenstwo szyfrowania
bedzie zapewnione dzieki czestym zmianom kluczy. Innym powodem
jest ten, ze czesto tego samego systemu uzywa bardzo wiele osób
i sam system jest dobrze wszystkim znany.

A jak w takim razie zdobyc klucz, jesli dysponuje sie tylko tekstem
zaszyfrowanym? Czasami nie jest to trudne. Np. szyfr Cezara mozna
zlamac bardzo latwo. Przeciez ma on tylko 26 kluczy. Wystarczy
spróbowac wszystkich, by przekonac sie, ze tylko jedna wiadomosc
brzmi sensownie, a pozostale stanowia niezrozumialy belkot. Klucz
uzyty w tym rozszyfrowywaniu jest wlasciwym kluczem. Widzimy
wiec, ze system kryptograficzny dopuszczajacy niewiele kluczy
nie jest bezpieczny i latwo taki szyfr zlamac. Kiedys myslano,
ze bezpieczenstwo szyfru zalezy po prostu od liczby kluczy. Girolamo
Cardano, wybitny uczony XVI wieku, pisal, ze niemozliwy do
zlamania jest nieco inny szyfr, polegajacy na tym, ze zamiast kazdej
litery alfabetu piszemy ustalona inna litere. Wyjasni to najlepiej
przyklad. Przyjmijmy, ze zamiast litery A piszemy Q, zamiast B

piszemy 101 itd. wedlug nastepujacego schematu:

ABCDEFGHIJKLMNoPQRSTUVIoJXYZ

QIoJERTYUIoPASDFGHJKLZXCVBNM

(zamiast litery stojacej w górnym wierszu piszemy litere znajdujaca
sie pod nia w dolnym wierszu). Zdanie ALEA !ACTA EST zostanie
teraz zaszyfrowane jako QSTQ oQEZQ TLZ. System kryptograficzny
polega tu na zastepowaniu kazdej litery inna, a kluczem jest
stojaca w dolnym wierszu permutacja liter alfabetu. Kluczem
rozszyfrowywania jest oczywiscie permutacja odwrotna, która
nietrudno wypisac:

ABCDEFGHIJKLMNoPQRSTUVIoJXYZ

KXVMCNoPHQRSZYIJADLEGIoJBUFT

Liczba kluczy jest ogr~mna. Jest ich 26!, czyli
403291461126605635584000000. Oczywiscie, przeszukanie wszystkich
mozliwych kluczy nie jest wykonalne, trwaloby zbyt dlugo. Jak wiec
mozna zlamac ten szyfr? Siegamy do metod statystycznych. Okazuje
sie, ze w tekstach napisanych w danym jezyku poszczególne litery nie
wystepuja z ta sama czestotliwoscia. I tak, na przyklad, w jezyku
angielskim najczesciej wystepuje litera E (okolo 13% wszystkich
liter odpowiednio dlugiego tekstu). Druga z kolei jest litera T

(okolo 9%), nastepnymi sa A, O, N, I, R. W jezyku polskim nie ma
litery tak bardzo wyrózniajacej sie od innych i dlatego lamanie
zaszyfrowanego tekstu napisanego po polsku bedzie nieco trudniejsze.
Najczesciej wystepuja litery A oraz I (po okolo 9%), a po nich E i O

(po okolo 7,5%).

Taki sposób lamania szyfru opisal w opowiadaniu "Tanczace sylwetki" Artur
Conan Doyle. Czytelnik-koneser moze sprawdzic, czy Sherlock Holmes korzystal
z odpowiednich rozkladów czestosci.

Przypuscmy teraz, ze mamy dany tekst zaszyfrowany za pomoca
opisanego wyzej systemu. Musimy, oczywiscie, wiedziec, w jakim
jezyku napisano zaszyfrowana wiadomosc i znac rozklad czestosci
wystepowania liter alfabetu w tekstach napisanych w tym jezyku.
Jesli nasz tekst jest wystarczajaco dlugi (wystarczy juz kilkaset



liter), to rozklad czestosci jego liter powinien byc podobny.
Najczesciej wystepujace litery w tekscie zaszyfrowanym powinny
odpowiadac naj czestszym literom danego jezyka (choc niekoniecznie
w tej samej kolejnosci). Próbujemy przypisac te litery sobie;
po kilku próbach okaze sie, ze dosc latwo mozemy domyslec sie
znaczenia nastepnych liter, potem jeszcze nastepnych, az wreszcie
domyslamy sie znaczenia wszystkich liter klucza i odczytujemy caly
tekst. Duza liczba kluczy nie jest wiec warunkiem wystarczajacym
bezpieczenstwa szyfru.

Przyjrzymy sie jeszcze jednemu systemowi kryptograficznemu.
Od poprzedniego systemu bedzie sie on róznic tym, ze ta sama
litera moze byc zaszyfrowana w rózny sposób, w zaleznosci od
tego, w którym miejscu tekstu wystepuje. Wezmy ciag kilku liczb
mniejszych od 26, na przyklad (3,7,1,11,2). Sposób szyfrowania
polega teraz na tym, ze zamiast pierwszej litery tekstu piszemy
litere znajdujaca sie w alfabecie 3 miejsca dalej, zamiast drugiej
litery tekstu piszemy litere znajdujaca sie w alfabecie 7 miejsc dalej,
zamiast trzeciej litere znajdujaca sie 1 miejsce dalej, potem litere
znajdujaca sie 11 miejsc dalej, potem 2 miejsca i zaczynamy od
poczatku: 3 miejsca, 7 miejsc, 1 miejsce itd. A wiec zdanie ALE A

!ACTA EST po zaszyfrowaniu bedzie brzmialo DSFL KDJUL GVA.

Zauwazmy, ze litery A w pierwszym slowie zostaly zaszyfrowane
inaczej. Natomiast pierwsza litera A i druga w drugim slowie
zostaly zaszyfrowane tak samo - dlatego, ze druga z nich wystepuje
w tekscie piec miejsc dalej i klucz ma piec liczb. Ten system
kryptograficzny, nazywany szyfrem Vigenere'a, jest wiec jakby
kombinacja wielu systemów Cezara, a kluczem szyfrowania jest
odpowiedni ciag liczb. Klucze, oczywiscie, moga byc dowolnej
dlugosci. Czesto zapamietujemy klucz w postaci slowa. Na przyklad
slowo CEZAR odpowiada ciagowi (3,5,26,1,18): litera C jest trzecia
litera alfabetu, litera E piata itd. Liczba kluczy w tym systemie jest
naprawde olbrzymia. Kluczy dlugosci 26, a wiec takiej dlugosci jak
permutacje w poprzednim systemie, jest 2626; ta liczba jest znacznie
wieksza niz 26!. A jednak ten szyfr tez mozna latwo zlamac.

Lamanie polega na tym, by najpierw odgadnac dlugosc klucza.
N astepnie latwo juz odgadnac liczbe stojaca w kluczu na kazdym
miejscu. Na przyklad, odgadlismy, ze klucz ma dlugosc 5.
Zliczamy litery stojace na co piatym miejscu: na pierwszym,
szóstym, jedenastym itd. Rozklad czestosci tych liter powinien byc
przesunietym o kilka miejsc rozkladem czestosci wystepowania liter
danego alfabetu. Te dwa rozklady mozna bardzo latwo do siebie
"dopasowac" i w ten sposób odnajdujemy liczbe stojaca w kluczu
na pierwszym miejscu. Potem tak samo odnajdujemy liczbe stojaca
na drugim miejscu, na trzecim itd.

A jak odgadnac dlugosc klucza? Mozna po prostu próbowac po
kolei: najpierw przypuscic, ze klucz ma dlugosc 2 i spróbowac
dopasowac odpowiednie rozklady. Jesli sie nie uda, to próbujemy
dlugosci 3, potem 4 i tak dalej, dotad, az znajdziemy wlasciwa
dlugosc. Istnieja zreszta metody statystyczne, dzieki którym mozna
te dlugosc wyznaczyc z dosc dobrym przyblizeniem. Tak wiec ten
system kryptograficzny tez nie jest bezpieczny.

Przyjrzyjmy sie sposobom lamania tych dwóch szyfrów. Wobu
przypadkach próbowalismy znalezc klucz szyfrowania. Wydaje
sie, ze ten sposób postepowania jest najbardziej naturalny. Jesli
znajdziemy klucz szyfrowania, to latwo odzyskamy z niego klucz
rozszyfrowywania i odczytamy zaszyfrowana wiadomosc. Ale czy jest
to jedyny sposób lamania szyfru? Czy odczytanie zaszyfrowanej
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watpliwosci. Mozemy wiec akceptowac
jedynie te sady, które stanowia pewne,

jasne i wyrazne ujecie tego, co twierdze.
Co wiecej, owa jasnosc i pewnosc musi byc
cecha wszystkich elementów akceptowanego
stwierdzenia. Mozemy wiec przy ich
konstrukcji odwolywac sie jedynie do
tego, co przez radykalny test zostalo
dopuszczone. Konstrukcja przypomina
wiec budowanie gmachu matematyki
od pojec pierwotnych i dotyczacych ich
pewników (prosze zauwazyc, ze slowo
to jest jakby zapozyczone ze slownika
Kartezjusza!) do coraz mniej oczywistych
stwierdzen, majacych wszakze za soba
sankcje scislego rozumowania, w którym
odczucie oczywistosci odgrywa istotna role.

Zgoda, ze zarówno okreslenia pewne, jasne,
wyrazne, jak tez dyrektywa oparcia na
nich poznania moga budzic watpliwosci.
Zauwazmy jednak, ze te sama dyrektywe
mozemy sformulowac w sposób mniej
kontrowersyjny. Otóz Kartezjusz przeciwny
byl uznaniu czegokolwiek, co do czego

nie mamy pewnosci, co nie jest dla nas

jasne, czego nie potrafimy wyraziscie

przedstawic (chcialoby sie uzyc potocznego
okreslenia: byl przeciwny metniactwu).
I nie ulega watpliwosci, ze taka dyrektywa
przyswiecala calemu nowozytnemu
rozwojowi nauki.

Rekonstrukcja obrazu swiata

Co wiec Kartezjusz wlaczyl w swój
obraz swiata? Pewne konsekwencje
pociaga za soba akceptacja istnienia mnie
samego. Jesli bowiem istnieje, to jako
ktos przezywajacy pewne doswiadczenia
zmyslowe, z których niektóre sa jasne
i wyrazne (jak ból zeba). To samo dotyczy
najbardziej oczywistych mysli - na
przyklad tych, które odnosza sie do
idei matematycznych. Obszar pewnosci,
a wiec po kartezjuszowsku pojmowanej
prawdy, poszerza sie stopniowo. Pojawiaja
sie w nim idee wrodzone (jako jasne
i wyrazne), wsród których jest idea
Boga. Kartezjusz idzie dalej i wykazuje,
ze istnieje nie tylko idea Boga, ale i Bóg,
jako byt doskonaly. Ulomny ludzki
umysl nie moze byc twórca tej idei,
gdyz rzecz doskonala nie moze powstac
z niedoskonalych. Zródlo wiec idei bytu
doskonalego musi byc co najmniej tak
doskonale, jak owa idea. To kOllczy dowód.

Tak konstruowana rzeczywistosc
Kartezjusza rozpada sie wiec na dwa
obszary: myslacy umysl i swiat materialny.
Cecha pierwszego jest myslenie, cecha
drugiego - rozciaglosc w przestrzeni i ruch
majacy mechaniczny charakter. Jakie



wszakze zwiazki lacza obie te dziedziny?
Komentatorzy wskazuja, ze pojecie
Boga bylo Kartezjuszowi niezbedne do
zalatania istniejacej tu wlasnie dziury
w tworzonym systemie. J ak bowiem
mial on uzasadnic zwiazek miedzy
doswiadczeniem a powstajaca racjonalna
rekonstrukcja rzeczywistosci?, Bóg, jako
byt doskonaly, stawal sie poreczycielem
prawdziwosci konstrukcji rozumowych.
Musza one odpowiadac stworzonemu
swiatu, gdyz w przeciwnym przypadku
jego Stwórca, jako zwodziciel czy oszust,
nie zaslugiwalby na przypisywany mu
atrybut doskonalosci. Miedzy zasadnicza
struktura rzeczywistosci (w pewnej mierze
potwierdzana w doswiadczeniu) a jej
racjonalna rekonstrukcja zachodzi wiec
zasadnicza zgodnosc.

Z ta chwila pojawia sie mozliwosc
pogodzenia sie z obiektywna
rzeczywistoscia, choc akceptowane
z niej bedzie tylko to, co przetrwa test
radykalnego watpienia badz da sie
rozumowo - w sposób jasny i oczywisty!
- wyprowadzic z zaakceptowanych juz
elementów. Na pewno zas nalezy z gmachu
wiedzy usuwac wszystko, co opiera sie
na ideach niejasnych i niewyraznych i na
sadach nie wytrzymujacych krytyki.

Jesli wezmiemy pod uwage, jak zbudowany
byl obraz swiata przed Kartezjuszem,
w jakim stopniu zasiedlony byl przez
rózne, pochodzace z niejasnych zródel byty

widzialne i niewidzialne, to zobaczymy,
do jakiego stopnia swiat kartezjanski
stal sie prostszy, a w perspektywie mógl
ulegac dalszym uproszczeniom. Jakim?
To juz zalezalo od tego, kto i w jakim
celu puszczal w ruch wypracowane przez
filozofa narzedzia. On sam zakwestionowal,
jako nie wytrzymujace racjonalnej
krytyki, pojecia prózni i oddzialywania
na odleglosc. Dlatego jego racjonalna
konstrukcja fizyki, która miala tlumaczyc
fakty odkryte i analizowane przez
Galileusza i innych wielkich badaczy
owego okresu, opierala sie na calym
szeregu zalozen, które raczej oddalaly
niz przyblizaly newtonowska synteze.
Co wazniejsze, fizyka Kartezjusza
byla znacznie mniej zmatematyzowana
od tego, co robil Galileusz i pod tym
wzgledem lepiej miesci sie w tradycji
arystotelesowskiej.

Tak wiec, radykalny racjonalizm
Kartezjusza nie we wszystkich obszarach
byl równie owocny. Zastosowany do
matematyki przyniósl konstrukcje
geometrii analitycznej, co dalo dalszemu
rozwojowi matematyki silny impuls.
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wiadomosci musi byc równowazne znalezieniu klucza? Dla tych
dwóch systemów kryptograficznych jest to równowazne. Przypuscmy
bowiem, ze otrzymalismy jednoczesnie tekst jawny (tzn. tekst
oryginalny, przed zaszyfrowaniem) i tekst zaszyfrowany. Bez trudu
w obu przypadkach wyznaczymy klucz, a wlasciwie oba klucze:

szyfrowania i rozszyfrowywania. Wystarczy przyjrzec sie, jakie litery
w tekscie zaszyfrowanym odpowiadaja kolejnym literom tekstu
jawnego. Czy jednak tak bedzie dla wszystkich innych systemów
kryptograficznych? Spróbujmy sformulowac wyraznie pytania, które..
SIe narzucaja.

Po pierwsze, jesli poznamy klucz szyfrowania, to czy latwo
mozemy odtworzyc z niego klucz rozszyfrowywania? We wszystkich
powyzszych przykladach bylo to oczywiste, ale nie zawsze musi
tak byc. Po drugie, jesli mamy jednoczesnie tekst jawny i tekst
zaszyfrowany, to czy umiemy odtworzyc klucz szyfrowania (lub
rozszyfrowywania)? Znów okaze sie, ze nie zawsze bedziemy umieli
to zrobic.

Klasyczne systemy kryptograficzne to wlasnie takie systemy, których
zlamanie polega w istocie na znalezieniu klucza szyfrowania i tym
samym klucza rozszyfrowywania. W nastepnym artykule poznamy
tzw. szyfry z publicznym kluczem. Polegaja one na tym, ze klucz
szyfrowania moze byc powszechnie znany i kazdy bedzie mógl go
uzyc do zaszyfrowania dowolnej wiadomosci. Klucz rozszyfrowywania
bedzie jednak tajny i tylko jego "wlasciciel" bedzie mógl z niego
skorzystac. W tych systemach kryptograficznych zn,ajomosc klucza
szyfrowania nie wystarczy do rozszyfrowania tekstu zaszyfrowanego.
Potrzebna jest jeszcze pewna dodatkowa informacja, której nie
udostepnia sie publicznie i której w praktyce nie mozna uzyskac, jesli
zna sie tylko klucz szyfrowania. Do skonstruowania takich szyfrów
wykorzystano subtelne metody teorii liczb, algebry, geometrii
algebraicznej i kombinatoryki.

Wycieczka
w wirtualna przestrzen
Jan BARANOWSKI

W Delcie 9/1996 Malgorzata Dworska opisywala Najprostsze
wypelnienie przestrzeni wieloscianami. Byla tam mowa
o pewnym wieloscianie archimedesowym. Zamiast uzytej tam
nazwy tetrakaidekahedron wolalbym nazwe osmioscian sciety.
Ta pierwsza nazwa to (po grecku) czternastoscian, a róznych
czternastoscianów moze byc duzo (na przyklad szescian sciety czy
inny: szescio-osmioscian, znalazl sie w M alej Galerii M atematycznej
Zdzislawa Pogody). Osmioscian sciety jest jeden - powstaje przez
sprytne obciecie narozy osmioscianu foremnego, takie, ze po
narozach zostaja kwadratowe slady, ze scian trójkatnych zas
- szesciokaty foremne. Caly wspomniany numer Delty jest pelen
podobizn osmioscianu scietego.

W artykule Malgorzaty Dworskiej przedstawiona jest argumentacja
przekonujaca, ze osmioscian sciety wypelnia przestrzen.
Rozumowanie odwoluje sie do intuicji plaskiej. Proponuje przyjrzenie
sie temu w przestrzeni. Moze sie uda w wyobrazni, bez ani jednego
rysunku?



II - Co sie tyczy rycin, to zaraz moge ci wyrysowac smoka z oczami z tysiaca slonc
kazde - jesli rysunek masz za dowód prawdy - rzeki Klapaucjusz na to."

(Stanislaw Lem, Cyberiada, Wyprawa szósta)

Widac, ze zarówno Klapaucjusz, jak Lem podzielaja opinie Autora o rysunkach. (Red.)

Wyobraz sobie, Drogi Czytelniku, szescian i jego przekatna laczaca
przeciwlegle wierzcholki. Poprowadzmy taka plaszczyzne prostopadla
do tej przekatnej, zeby dzielila szescian na polowy. Taka plaszczyzna
przecina 6 krawedzi, kazda w polowie. Uzyskalismy znany przekrój
szescianu - szesciokat foremny. Czy widzisz go? Kiedys Krzysztof
Nowinski rysowal w Delcie piekne przekroje bryl foremnych
w anaglifach ... Mamy dwie polówki szescianu.

Jak wyglada jedna taka polówka? Ma jedna sciane szesciokatna,
trzy sciany to kwadraty z odcietymi narozami i trzy male scianki
- takie jak te naroza, trójkaty prostokatne równoramienne. Kiedy
ustawimy taka brylke na scianie szesciokatnej, moze przypominac
statek kosmiczny. Tam, gdzie spotykaja sie kwadraty bez narozy
(pieciokaty), jest wierzcholek, zupelnie nienaruszony wierzcholek
szescianu.

Ustawmy teraz osiem "statków kosmicznych" , zeby spotkaly sie
w jednym punkcie tymi wlasnie wierzcholkami. Jest to mozliwe tak
samo, jak jest to mozliwe z szescianami. Bryla, która powstala, ma
osiem scian szesciokatnych ... Jesli nie widzisz, ze to osmioscian
sciety, zamiast "statków kosmicznych" wstaw cale szesciany. Osiem
szescianów tworzy kostke 2 x 2 x 2. Trójkaciki - sciany "statków
kosmicznych" - leza na scianach tej kostki i zbiegaja sie po cztery
na srodkach.

Wygodnie jest teraz operowac calymi takimi kostkami, po osiem
szescianów, w kazdej siedzi w srodku osmioscian sciety. Jako
szesciany - oczywiscie wypelniaja przestrzen szczelnie. Wezmy
pod uwage wypelnienie normalne, co w tym przypadku znaczy,
ze w wierzcholkach spotyka sie zawsze osiem kostek.

Jak w tych kostkach ustawione sa nasze osmiosciany sciete?
Spotykaja sie scianami kwadratowymi. Do kazdej sciany
szesciokatnej przylega polówka szescianika. Tak jest w kazdej
sasiedniej kostce. W wierzcholkach kostek (za kazdym razem osmiu)
spotykaja sie polówki szescianów bedace na zewnatrz osmioscianów
scietych. Za kazdym razem jest ich osiem.

Jezeli jeszcze chcesz wyobrazac sobie cokolwiek - widzimy dwie
uzupelniajace sie, przystajace struktury zlozone z osmioscianów
scietych stykajacych sie scianami kwadratowymi. Struktury te
dotykaja sie scianami szesciokatnymi.

Wydaje mi sie, ze taka argumentacja jest bardziej przekonujaca,
bowiem rozumowanie na rzucie moze byc zludne. Obracanie brylami
w wyobrazni moze jest trudniejsze, ale w tym przypadku pewniejsze.

Ciekawe jest, ze osmiosciany sciete wypelniajace przestrzen mozemy
inaczej ustawic w dwie uzupelniajace sie, przystajace struktury.
Wybierzmy tak cztery sciany osmioscianu scietego, by zadna para
nie miala wspólnej krawedzi (sa fragmentami scian czworoscianu
foremnego, który mozna by na nim opisac). Jezeli bedziemy
teraz sklejac kolejne osmiosciany sciete tylko tymi wybranymi
scianami (pilnujac, by kwadratowe sciany byly zawsze pionowe
lub poziome), uzyskamy strukture, która przypomina z grubsza
strukture diamentu. Wolna przestrzen miedzy sklejonymi brylami
ma dokladnie ten sam ksztalt, co one.

Zachecam do takiego wyobrazania sobie przestrzennych faktów.
Udane wycieczki po "wirtualnych" brylach przynosza duzo
satysfakcj i.
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Odniesiony do funkcjonowania organizmu
ludzkiego prowadzil do wizji organizmu
jako ukladu mechanicznego, dominujacej
co najmniej do XIX wieku. Mozna by
wspomniec tez o przyczynkach Kartezjusza
w innych obszarach nauki. Inna sprawa,
ze znaczna czesc spv.scizny zostala dosc
pózno opublikowana i jej wplyw na rozwój
nauki byl mniejszy niz powinien.

Trwaly byl ton nadany ludzkiemu dazeniu
do poznania prawdy: zaufanie do ludzkiego
rozumu, zadanie klarownosci konstrukcji
intelektualnych, poddawanie wszystkich
elementów wiedzy testowi radykalnego
watpienia.

Jestem, wiec musze myslec

Taki napis pojawil sie kilka lat temu na
wroclawskich murach. Dobrze oddaje
on wspólczesna pozycje kartezjanskiego
racjonalizmu. Nadaje sie on do
formulowania nostalgicznych zartów,
ale nie przemawia do wyobrazni. Mozna
nan spojrzec jak na pewien program
badawczy, który wyczerpal swoje
mozliwosci. Polegal on na radykalnym
kwestionowaniu wczesniej akceptowanych
praw i prawidlowosci, na zaczynaniu
niejako wszystkiego ciagle od nowa, bez
ogladania sie na poprzedników i uznane
autorytety. Ostatecznymi sedziami
pozostawaly rozum, myslenie i poczucie
oczywistosci.

Kartezjusz mógl jeszcze uwazac, ze te
podstawy systemu sa jednakowe dla
wszystkich i dlatego jego analizy maja
uniwersalna wartosc. Z kazdym kolejnym
kartezjanista sprawa stawala sie coraz
mniej oczywista. Na francuskiego
filozofa powolywaly sie bowiem
wszystkie bez mala pózniejsze systemy
filozoficzne. Kazdy ich twórca zaczynal od
radykalnego zakwestionowania dokonan
poprzedników, kazdy przeciwstawial
im wlasne rozumowania i wlasne
odczucie oczywistosci, a wnioski bywaly
diametralnie rózne.

Dodatkowo, w ostatnich dekadach
- i to przez nauki scisle - zmuszeni
zostalismy do akceptacji sadów dalekich
od oczywistosci i zgodzic sie na
stosowanie pojec niejasnych dla laików.
Dla uratowania racjonalnego obrazu
swiata konieczne stalo sie odwolanie do
autorytetów! Co gorsza, stracilismy wiele
z pewnosci siebie. Nie bardzo wiemy,
co oznacza slowo ja, a i termin myslenie

nie jest tak jednoznaczny, jak kiedys.
Przyczynily sie do tego nauki szczególowe
- psychologia (z psychoanaliza),
lingwistyka, antropologia, logika ...



Nie mozemy wiec wyjsc z systematycznego
stosowania kartezjuszowego zwatpienia
w tym samym punkcie co on - na gruncie
stwierdzenia oczywistosci: mysle, wiec
jestem. Tym bardziej ze i z poczuciem
oczywistosci nie jest najlepiej. Zwatpienie
dokonalo swojego dziela - zakwestionowalo
niemal wszystko, co zakwestionowac bylo
mozna, a co gorsza - nie podsuwa zadnego
punktu oparcia dla odbudowy obrazu
swiata.

Tu moze lezec jeden z powodów tego,
ze w 400 lat od chwili urodzenia sie
twórcy nowozytnego racjonalizmu widac
regres racjonalizmu jako filozoficznej
i zyciowej postawy. Jesli racje mieli
cytowani na wstepie Davis i Hersh, to, byc
moze, oznacza to i koniec nowoczesnosci
- postmodernizm, jak zwie sie modny
obecnie prad filozoficzny i kulturowy.
Towarzyszy mu przyplyw postaw
irracjonalnych (tarot, kabala, astrologia,
znachorstwo ... ).

Zreszta moze nie warto zapominac,
ze wszystko zaczelo sie od olsnienia, snu
i pielgrzymki filozofa.

Patrz w niebo

Teoria ewolucji gwiazd glosi, ze kazda gwiazda po wyczerpaniu swoich
zapasów wodoru zwieksza rozmiary stajac sie chlodnym czerwonym
olbrzymem. Jezeli masa gwiazdy jest zblizona do slonecznej, to zewnetrzne
warstwy gwiazdy oderwa sie tworzac tzw. mglawice planetarna. Odbywa
sie to lagodnie, tzn. nie w wyniku eksplozji, lecz raczej w wyniku silnego
wiatru gwiazdowego. Niezbyt szczesliwie sformulowana nazwa - mglawica
planetarna - pochodzi, jak wiadomo, stad, ze pierwszym obserwatorom
niektóre, bardziej regularne z tych mglawic przypominaly tarcze planet.

Gdy wziac doslownie przedstawiony tu w zarysie opis powstawania
mglawicy planetarnej, mozna by sie spodziewac, ze ogladajac ja
z dowolnego kierunku powinno sie widziec pierscien - jako zbiór tych
miejsc sferycznej rozszerzajacej sie otoczki, gdzie wzrok przenika przez
najgrubsza warstwe materii, czyli w przyblizeniu na obrzezu mglawicy.
Przynajmniej tak powinna mglawica wygladac w swojej mlodosci, gdyz
napotykajac rózne przeszkody w osrodku miedzygwiazdowym powinna
z biegiem czasu tracic symetrie i rozplywac sie w przestrzeni.

Tymczasem skrupulatne obserwacje ruchów gazu w najslynniejszej chyba
mglawicy planetarnej MS7, czyli Pierscienia w Lutni, przeprowadzone
kilka lat temu w obserwatorium na Wyspach Kanaryjskich wykazaly,
ze nie jest ona po prostu rozszerzajaca sie sfera. Wykryto w niej dwa
wyrazne strumienie gazu, jeden ku obserwatorowi i drugi w przeciwna
strone, wyplywajace z centrum mglawicy. Mechanizm powstawania
takiego obiektu moze wygladac nastepujaco. Gwiazda pecznieje do
stadium czerwonego olbrzyma, ale wiatr gwiazdowy jest naj silniejszy
w plaszczyznie równika. Gwiazda otacza sie wiec rzeczywiscie pierscieniem
materii, który staje sie przeszkoda dla dalszych fal wiatru gwiazdowego.

W pózniejszym wiec okresie materia bedzie latwiej wyplywac wzdluz osi obrotu gwiazdy. W sumie powstanie obiekt
o wyróznionej osi symetrii, który ogladany wlasnie z kierunku osi bedzie wygladal jak pierscien - np. mglawica MS7. Gdyby
ogladac ten sam obiekt w plaszczyznie równika, to byloby widac owe dwa plynace osiowo strumienie materii. I takie mglawice
tez sie obserwuje.

Zdawaloby sie, ze nic w tym nadzwyczajnego: niesferyczny wyplyw materii powoduje powstanie niesferycznego obiektu; ale
godne uwagi chyba jest, ze jeden mechanizm moze wytlumaczyc wyglad calej klasy obiektów, przy czym to, co widac na

niebie, zalezy tylko od "punktu widzenia". Tomasz KWAST

_ Zadania
Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 795. Funkcja f: [O, l] -> [O, <Xl) ma te wlasnosc, iz dla dowolnych liczb nieujemnych
x, y, których suma nie przekracza l, spelniona jest nierównosc f(x + y) 2: f(x) + f(y).

Ponadto f(l) = 1. Udowodnic, ze dla kazdej liczby x E [O, l] spelniona jest
nierównosc f (x) :::; 2x.

Rozwiazanie na str. 15

M 796. Czy przy zalozeniach poprzedniego zadania mozna udowodnic, ze dla kazdej
liczby x E [O, l] spelniona jest takze nierównosc f(x) :::; l, 99x?
Rozwiazanie na str. lS

M 797. Dana jest liczba naturalna n > 1. Znalezc wszystkie wielomiany P
o wspólczynnikach rzeczywistych spelniajace równosc p(xn) = p(x)n dla dowolnej
liczby rzeczywistej x.

Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Krzysztof REJMER

F 443. Znalezc ksztalt orbity czastki o masie m poruszajacej sie w polu centralnym
o potencjale

A
V(r) = -4 (A> O),r

jesli calkowita energia czastki ma wartosc równa zero.
Rozwiazanie na str. 16

F 444. Oszacowac rozmiary kropli kapiacych podczas deszczu z sufitu w domu,
którego dach przecieka. Gestosc wody jest równa (! = 103 kg/m3, napiecie
powierzchniowe zas (J' = 7,3.10-2 N/m.
Rozwiazanie na str. 16
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mala delia
Alkohol i kostka lod li

W piosence Wyznanie barmana zespolu Pod Buda slyszymy nastepujace slowa:

- ... a juz wpadles jak oliwka do Martini, wytrawnego, z kostka lodu gdzies na
dnie.

Ladnie powiedziane, ale lód na dnie? Przeciez wiadomo, ze lód plywa po
powierzchni wody. No dobrze, ale napoje alkoholowe to nie sama woda ...

Postanowilem wiec cala sprawe wyj asnic dokladniej. Juz po chwili siedzialem

nad kartka z wypisanymi gestosciami: woda - 1,0, lód - 0,92, alkohol

etylowy - 0,79 g/cm3. No tak, kostka lodu na pewno utonie w czystym

spirytusie. Po dalszej chwili poszukiwan znalazlem wykres gestosci roztworów

etanolu w wodzie (Witold Mierski, Tablice chemiczne, Wyd. Adamantan,

Warszawa 1993) i odczytalem, ze gestosc lodu osiagana jest przez roztwór
o stezeniu okolo 46% wagowych etanolu.

Skoro tak, to znaczy, ze kostka lodu bedzie tonac tylko w bardzo stezonych

trunkach. Polecam eksperymentalne sprawdzenie tych rozwazan - ze zdobyciem
materialów nie powinno byc wiekszych problemów.

Mozna wiec powiedziec, ze skoro ktos pije drinka z kostka lodu gdzies na dnie,

to musi to byc mocna wódka (a jesli zawiera cukier - to bardzo mocna). Swoja
droga jest to ciekawy sposób przemycenia informacji o stezeniu alkoholu.

Kolejny raz potwierdza sie, ze teksty niektórych piosenek sklaniaja do
refleksj i ...

Mala Delte opracowal Jaroslaw CHOJNACK!

Aby zamknac ostatecznie kwestie tlumaczenia, jak wpasc na to, ze przestrzen

mozna szczelnie wypelnic wieloma jednakowymi czternastoscianami

pólforemnymi, dorzucmy do wyjasnien p. Dworskiej (Delta 9/1996)

i p. Baranowskiego (str. 4 w tym numerze Delty) jeszcze jedno, pochodzace
z Kalejdoskopu M atematycznego Hugona Steinhausa.

P.S.

Rys. 2Rys l

Rozpatrzmy wielowarstwowy, rozchodzacy sie we wszystkie strony mur z cegiel,

taki, jak na rysunku 1. Czarna kreska zaznaczone sa cegly z jednej warstwy,

kolorowa - z drugiej; cegly trzeciej warstwy leza dokladnie nad ceglami
z pierwszej warstwy itd. Kazdy widzi, ze w tym murze dowolna cegla sasiaduje
z 4 + 6 + 4 = 14 innymi. Wyjmujac z muru jedna cegle ujrzelibysmy na jej

scianach 14 wieloboków (rys. 2) zarysowanych przez krawedzie cegiel sasiednich.

Szesc z nich ma po cztery "wierzcholki" - to sa "kwadraty"; pozostale osiem ma

po 6 "wierzcholków", i to sa "szesciokaty". Zatem, jak widac, ktos zlosliwy po
prostu "splaszczyl" wszystkie czternastosciany.
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TYM, KTÓRZY W SZKOLNYCH KLASACH WALCZA, CIERPIA, PADAJA NAWET,

Rysunki 3 i 4 nie przedstawiaja, doslownie rzecz
biorac, zwyklych wielokrazków - w kazdym badz
razie róznia sie od tych z rysunków 1 i 2. Rysunek 3
pochodzi z cytowanego podrecznika, rysunek 4
jest narysowany 90 lat pózniej, ale do obu stosuje
sie podany wyzej przepis. Czy zatem w ogóle
istnieja wielokrazki, gdzie zliczanie kólek nie
prowadzi natychmiast do informacji o wielkosci
sily utrzymujacej dany, zawieszony na wielokrazku
ciezar w równowadze? Czy mozna tak zlosliwie
zaprojektowac wielokrazek, by biedny uczen
rozwiazujacy zadanie na jego temat musial sie zmusic
do myslenia?

Czy mozna zrobic na zlosc?
W starym podreczniku (Prof. dr Adolf Kadesch, Zarys fizyki, kurs nizszy,
spolszczyl Jan Babinski, Warszawa 1907, cena kart. 1 rub.) znajduje sie definicja
wielokrazka zwyklego i stosowne o nim informacje. Cytujemy:

Jezeli mamy sile skierowana w dól, wówczas chcac by takowa dzialala na blok

ruchomy, uciec sie musimy do posrednictwa bloku stalego. Przytwierdzajac sznur
bloku ruchomego do nozyc bloku nieruchomego otrzymamy tzw. wielokrazek
zwykly z jednym blokiem ruchomym i jednym nieruchomym (rys. 1).
Wielokrazek zwykly skladac sie równiez moze z kilku bloków stalych i kilku
ruchomych. Wszystkie bloki stale posiadaja jedne nozyce wspólne, podobniez

wszystkie bloki ruchome. Sznur kieruje sie (od nozyc stalych poczawszy) na dól,
przechodzi najpierw dokola pierwszego bloku ruchomego, nastepnie owija u góry
pierwszy blok staly, kieruje sie nastepnie ku dolowi, przechodzi dokola drugiego
bloku ruchomego itd. (rys. 2). W wielokrazku zwyklym - ciezar (opór) rozklada sie

równomiernie na tyle czesci sznura, ile bloków znajduje
sie w wielokrazku ....

Zatem uczen, majac do czynienia z wielokrazkiem
zwyklym, mógl niczego w zadaniu o wielokrazku
nie obliczac, a jedynie policzyc liczbe widocznych
na obrazku kólek. Jest jednak tutaj peszace slowo
zwykly, które sugeruje, ze przed tak bezmyslnym
- a skutecznym przeciez - postepowaniem powinnismy
zorientowac sie, czy umieszczony w zadaniu przez
nauczyciela wielokrazek jest zwykly, czy tez nie.
A moze to slowo zwykly jest dodane tylko tak, dla
zwiekszenia naukowosci, powiedzmy?

Rys. 3

Rys. 4

~

.Q
Rys. l

Rys. 2

Dlaczego nie liczyc prosciej?

Kazdy wie, ze ulamki mnozy sie bardzo prosto: licznik
przez licznik, mianownik przez mianownik i juz.
N atomiast dodaje sie o wiele bardziej zawile:

a p a·q+p·b-+-=----
b q b· q

Zastanówmy sie, co by bylo, gdybysmy dodawali
ulamki tak, jak je mnozymy, a wiec, gdyby suma
ulamków takich, jak we wzorze wyzej, bylo

a+p
b + q .

Nazwijmy takie dodawanie dodawaniem prostym.
Jezeli ograniczymy sie do naj prostszych ulamków

- czyli takich, których i licznik, i mianownik jest
liczba naturalna, to okaze sie, ze wynik zwyczajnego
dodawania jest zawsze wiekszy od wyniku dodawania
prostego:

a+p a·q+p·b--<----.
b+q b·q

Spróbuj, Czytelniku, uzasadnic, ze faktycznie tak jest.
Jezeli nie pogardzisz wskazówka, to jest ona taka,
jak to sie w matematyce czesto zdarza - zamiast
dowodzic tego, co Ci proponuja, spróbuj udowodnic
cos mocniejszego: wynik dodawania prostego zawsze
miesci sie miedzy dodawanymi ulamkami, czyli

[*] gdy :: <!!. to:: < _a _+_p < !!..
b-q' b-b+q-q
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ALE SIE NIE PODDAJA

Rys. 2. Przeciec kwadratowych jest 3.

Okazuje sie, ze

Rys. 1

sposobów jest nieskonczenie wiele
Co bardziej sprytni i obdarzeni wyobraznia przestrzenna Czytelnicy bez trudu
odpowiedza twierdzaco na pytanie czy mozna czworoscian foremny przeciac tak,

by obie powstale w ten sposób czesci byly jednakowe?, jak równiez przeczaco
na pytanie czy jest tylko jedna taka mozliwosc? Istotnie, mozna czworoscian
rozciac plaszczyzna przechodzaca przez jedna z krawedzi i przez majaca z nia
wspólny koniec wysokosc czworoscianu - otrzyma sie wtedy dwa przystajace

czworosciany (rys. 1). Niezaleznie od tego, czy zaliczymy to rozwiazanie jako
jedno, czy jako szesc (bo tyle jest krawedzi), to istnieje jeszcze inny sposób
- przeciac przez srodki czterech, parami skosnych krawedzi. Otrzymuje sie wtedy
dwie bryly nie majace (chyba) standardowej szkolnej nazwy, a majace dwie
sciany trójkatne, dwie trapezowe i jedna kwadratowa (rys. 2).

A czy istnieja jeszcze inne rozwiazania tego zadania? Istnieja, i kazdy, kto
mialby trudnosci z ich znalezieniem, powinien po przeczytaniu nastepnego
zdania splonac rumiencem.

Kazda plaszczyzna przechodzaca przez srodek badz os symetrii
wieloscianu dzieli go na dwie przystajace czesci.

Wlasciwie nie ma tu nawet nad czym myslec - owa symetria naklada jedna
z czesci na druga.

Czworoscian foremny nie ma srodka symetrii, ma natomiast trzy osie symetrii:
proste laczace srodki skosnych krawedzi (prawda?). Kazda plaszczyzna
przechodzaca przez taka os dzieli ten czworoscian na jednakowe czesci (rys. 3).
Nasze zadanie ma zatem nieskonczenie wiele istotnie róznych rozwiazan.

Rys. 3. Osie symetrii czworoscianu
foremnego.

Rys. 4. Kazde plaskie przeciecie polowiace
czworoscian foremny zawiera przynajmniej jedna
jego os symetrii, gdy nie jest trójkatem, jest
deltoidem.

Rys. 5. Os symetrii maja nie tylko foremne
czworosciany. Ma ja kazdy czworoscian,
w którym prosta laczaca srodki jednej z par
krawedzi skosnych jest do nich obu prostopadla.

To powinno sie lepiej poddac dowodzeniu. Nasuwa sie
jednak, rzecz jasna, pytanie:
jesli miedzy, to gdzie, w którym punkcie odcinka osi
liczbowej majacego konce w punktach odpowiadajacych
dodawanym ulamkom?
I tu odpowiedz jest naprawde zaskakujaca: otóz
miejsca tego nie da sie ustalic. Zalezy ono od postaci
ulamka. Rozszerzajac jeden z ulamków (a drugi
pozostawiajac bez zmian) przesuwamy wynik w jego
strone. Uzasadnienie znów pozostawiamy Czytelnikom,
tu tylko kilka liczbowych przykladów:

1 4+2 2+2 1+2 1+4 1+6 2
2" < 8 + 3 < 4 + 3 < 2 + 3 < 2 + 6 < 2 + g < 3'

9

Taka sytuacja, gdy wynik dzialania zalezy od postaci
ulamków, na których je wykonujemy, jest zupelnie
nie do przyjecia. Dlatego tez pozostaniemy, niestety,
przy tradycyjnym, niewygodnym sposobie dodawania
ulamków.

Aby jednak na koniec bylo cos pozytywnego,
zauwazmy, ze
dodawanie proste jednakowych ulamków daje
jako wynik ten sam ulamek
(to wynika bezposrednio z nierównosci l*J). Jezeli
slowo ulamek zastapic tyle samo znaczacym slowem
proporcja, to nasze spostrzezenie moze przyniesc wiele
korzysci. Np. w geometrii, gdzie proporcji jest bez liku.
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Samozorganizowane stany krytyczne:
od badan sterty piasku
do modeli ewolucji
Lech SZYMANOWSKI

Samozorganizowana krytycznosc oznacza dazenie duzych ukladów dynamicznych
do ich samoczynnej ewolucji do stanu krytycznego, w toku której wystepuja
fluktuacje o rozmiarach porównywalnych ze wszystkimi skalami wielkosci
charakteryzujacymi dany uklad. Okreslenie samozorganizowana oznacza,
ze uklad ewoluuje do stanu krytycznego niezaleznie od warunków poczatkowych
tej ewolucji, zadanych przez zaburzenie stanu krytycznego. Samozorganizowane
stany krytyczne (SSK) sa czasami okreslane jako "stany na granicy chaosu".
Powstaje wiec pytanie: gdzie wystepuja SSK?

Najczesciej przytaczanym przykladem, w którym wystepuje SSK, jest budowa
sterty piasku. Uklad ten jest przedmiotem wielu modeli teoretycznych. Jest on
równiez przedmiotem doswiadczenia, które chcialbym krótko omówic. N a talerzu

o danym promieniu (rzedu kilku centymetrów) buduje sie sterte piasku dodajac
do ukladu po jednym ziarenku. Po osiagnieciu masy krytycznej masa piasku
dalej nie wzrasta, lecz zaczyna fluktuowac w nastepstwie wystepowania lawin
o róznej wielkosci. Przedmiotem badan sa wlasnie te fluktuacje masy sterty
piasku. Struktura tych fluktuacji ma charakter fraktalny, z okresami oscylacji
zmian masy sterty piasku (mierzonymi liczba ziaren dodanych do ukladu),
zmieniajacymi sie od jednego do tysiaca ziaren. Wielkosc lawin zaobserwowanych
w doswiadczeniu jest równiez bardzo róznorodna i zmienia sie od jednego
do kilkuset ziaren. Prawdopodobienstwo wystapienia lawiny o danej masie
maleje wraz z jej wzrostem tak, jak funkcja potegowa z pewnym wykladnikiem
krytycznym. Takie zachowanie jest charakterystyczne dla ukladu bedacego
w stanie krytycznym. Nalezy je przeciwstawic narastaniu wykladniczemu
rozkladu prawdopodobienstwa (uklad w stanie chaotycznym) lub rozkladowi
z wyraznym maksimum dla jakiejs szczególnej wielkosci masy.

Innym przykladem, w którym wystepuje SSK, jest "Gra zycia" . Rozgrywa
sie ona na plaskiej sieci, której wezlom przypisane sa: liczba l, symbolizujaca
istnienie w nich zycia, lub liczba O, symbolizujaca pustke (brak zycia). Reguly
gry zadaje sie lokalnie. I tak, w danym przykladzie, zycie zaniknie, gdy
w sasiednich wezlach nie ma istoty zywej lub jest tylko jedna (odsloniecie).
Zycie zaniknie równiez wtedy, gdy w sasiednich wezlach sa wiecej niz trzy istoty
zywe (zatloczenie). Z kolei zycie powstanie, gdy obok jest dokladnie trzech
sasiadów. "Gre zycia" rozpoczyna sie przypisaniem wezlom sieci w sposób
przypadkowy liczb O lub l (na tej i trzech nastepnych stronach odbywa sie
jedna gra; jako l jest a, natomiast jako O nic nie ma). Po tym nastepuje
ewolucja, która przebiega wedlug powyzszych regul. Po dluzszym okresie
przejsciowym uklad znajdzie sie w stanie stacjonarnym, charakteryzujacym
sie wystepowaniem prostych cykli zlozonych z wezlów, w których istnieje
zycie. Ten uklad stacjonarny podlega nastepnie zaburzeniu, polegajacemu na
przypisaniu liczby l pustemu wezlowi sieci, wybranemu w sposób przypadkowy.
Po zakonczeniu ewolucji ukladu, wywolanej tym zaburzeniem, uklad znowu
zaburza sie. Po wielu zaburzeniach ewolucja ukladu do stanu stacjonarnego nie
zalezy juz od pierwotnego przypisania wezlom sieci liczb O lub 1. Przedmiotem

badan sa ewolucje ukladu bedace nastepstwem zaburzen stanu stacjonarnego.
Jedna z charakterystyk tej ewolucji jest aktywnosc ukladu, zdefiniowana jako
calkowita liczba "urodzin" i "zgonów" majacych miejsce od zaburzenia ukladu

aaa aaa
aa a aa

aaaa

a a a
a a a
aaaaa

a a
a aaa aa aa a

aaa

1.

4.

52 momenty
z zycia
lezacej litery E

2. aa aa
a a a
aaa

3.

5.
aaaaaa aaa aa aaa aaaaaaaaaa

6.

aaaa
a

a
a

a
a

a

a
aaa

7.

aaaaaaaaaaa
aa

aaa

aaaa

8.

aaaa
a

a
a

aa a aa
a

a a
aaa

9.

aaaaaaaaaa a a aaa
aa

a a aaa aaa

10.

aaaa
a

a

a
a a a aaaaaaaaaaaaa aaaa

11.

aaaaaaa
a

a
a a a a

a

a
a

a
a a a

aaaa
a

aaa

20. a~

aaa
12. 13.14.15.16.a17.aaa 18.a a 19.aa a
aaa

a aaa aaaaaaa a a a aaa aaaa a aa aaaa a aaa
a a

a aa aaa aaaa a a aaaaa aaaa
aaa

a aa aaa 11.11.a.a aaaaaaa a a a aa a aa
a

a aa 11.11.aa a a aaaaaaaaa aaa
a

a a a aa a aa a aaaaa.aaa

a.

a. aaaa
aa

aa a aa a
aa aa aa aaaaa aaaaaaaaa

aaa
aa aaaa aaaa aaaa aa aaaa aaaa aaa

a
aa aa aa aa aaaa aa aaaaa aaaaa aaa'l.aaa aaa aaaa aaa aa

a laaaaaaaaaaaaaa



aaaa aaa a
aaa

aa
aa a
aa aaa a a a

a a a aaaa a aaa aa

a
a

a aaa aa aa aaa

aaa
aaaa a

aa aaa
aa aaa a a
a aaa aa aaa.

aaaa a
a aaaaa

a a aa
a a a a
aa aaaaaa aa aa aa

aa aa

aaaa aa aa a
aaa

a
aaa

aa aa
aaaa

aaa
a a a a
aaa aaa

a aa aa aa a a a
aaa aaa

aa aaa a

aaa
aaa aaaa a a aa a a a
a a a aa a

a
aa aaa a

a aa aaa aa
a a a aa aaa aa
aa aa

aa
a

aaa aaaa a
a a a a
aa aaa a
aaa aaa

aaa
a aaaa
aaa aaaa aa

a a a
a aaa a
aaa a

30.

31.
aaa

a

a
aaa

aaa
a a

a a
a

a
a

a
a

a
a

a

33.

32.

aa
aa a

aaaaa aaa a aa a a a
aaa aaa

34.

aa
aa a

aa a aa a a
aa a a a

a a aa
aaa

aaa aa
aa aaa aaa
aa a a a

a a aaa aa
a

aaa
a a
aaa

aaa aaaa a a a a a
aaa a a aaa

a a a aa aa a a a
aa a a a a aa

a a aaaaaaaaa a a
a aaaaaaaaaaaaa a
aa a a a aa

aaa aaaa a aaaaa

a
aaaa a

aaaa
aa

a
aaaaa a
aaa

aaa

a
aaaaa a

aaa

a a
aa a a aa

aa a a aa
aaa aaa
aaa aaa

29.

aaaaaa
aaaa

aa

aaaaa
a aaaa aa a
a aa
a aaaa a

aaa

a
aaa
aaaa a a a

a aa aa aa a a a
a a a aa aa a

28.

aa
aaaaa a

a aaa aaa aa aa

aaaa aaaa aa
a aa

aaa a
aaa

a

aaaa
a aaa
a aaaaaaa

aaa
aaaa

aaaa

aaa
aaaa a

a

a
aa aaa

aa a
a aaa
aaa

27.

aaa a
a a

aa aaa aaa a
aaaaa
aaa

26.

a a
aa a a a aa

aa aaaa aaaa aa
a a a a
a a a a
aa a a aa

a
aaa

a
aa aaa

do czasu osiagniecia przez niego stanu stacjonarnego. Rozklad prawdopodobienstwa
wystapienia ewolucji o zadanej aktywnosci ma postac charakterystyczna dla ukladu
znajdujacego sie w stanie krytycznym. Prawdopodobienstwo to maleje wraz ze wzrostem
aktywnosci tak, jak funkcja potegowa z pewnym wykladnikiem krytycznym. Taka
sama postac ma rozklad prawdopodobienstwa wystapienia ewolucji o zadanym czasie
jej trwania, który równiez maleje potegowo wraz ze wzrostem czasu trwania ewolucji.
Obie te cechy swiadcza, ze zycie i smierc w "Grze zycia" sa skorelowane w czasie
i przestrzeni. Obserwowana aktywnosc zmienia sie o kilka rzedów wielkosci. To samo dotyczy
obserwowanych czasów trwania ewolucji. Wszystko to swiadczy o tym, ze uklad znajduje sie
w SSK.

Ostatnio wysunieto przypuszczenie, ze przy opisie ewolucji biologicznej moga miec
zastosowanie SSK. Wiaze sie to z pytaniem dotyczacym sposobu, w jaki przebiega ewolucja
biologiczna: czy jest ona jednostajna, czy tez przebiega w sposób niejednostajny, a okresy
wielkiej aktywnosci sa poprzeplatane okresami malej aktywnosci? Ostatnie dane geologiczne
dotyczace przezywalnosci wielu gatunków zwierzat morskich w ciagu minionych 600 mln lat
sugeruja, ze proces wymierania tych zwierzat przebiegal bardzo niejednorodnie.

Model Baka-Sneppena (BS) jest teoretycznym modelem ewolucji biologicznej, w którym
wykorzystano SSK. Oczywiscie, jest on modelem zbyt uproszczonym, aby uznac go
za realistyczny. Niemniej pewne jego wlasnosci moga odzwierciedlac cechy ewolucji
rzeczywistej. W modelu BS kazdemu gatunkowi przypisany jest punkt na sieci
jednowymiarowej. Miara sklonnosci gatunku do mutacji jest wysokosc bariery, która
w modelu przyjmuje wartosci z przedzialu (0,1). Im bariera przypisana gatunkowi jest
mniejsza, tym latwiej podlega on mutacji. Jest przy tym rzecza bardzo wazna, ze mutacja
danego gatunku ma wplyw na mutacje innych gatunków. W praktyce ewolucja ukladu
przebiega wedlug ponizszych zasad. Po przypisaniu w sposób przypadkowy punktom
reprezentujacym gatunki wysokosci ich barier szuka sie wezla z najmniejsza bariera,
która zmienia sie w sposób przypadkowy, jednoczesnie zmieniajac w podobny sposób
wysokosci barier w sasiednich wezlach sieci. Po okresie przejsciowym, w którym mutacje
sa nieskorelowane, uklad znajdzie sie w stanie stacjonarnym, który jest obiektem badan.
W stanie stacjonarnym najbardziej prawdopodobne sa przypadki, w których kolejnym
mutacjom podlegaja gatunki w sasiednich wezlach, czyli mutacje sa skorelowane. Sledzac
ewolucje wybranego gatunku w czasie (mierzonym calkowita liczba mutacji zachodzacych
w ukladzie) widac, ze mutacje tego gatunku zachodza w bardzo niejednorodny sposób:
okresy spokoju sa poprzeplatane okresami duzej sklonnosci do mutacji. W tym sensie
model BS odtwarza pewne cechy ewolucji obserwowane w badaniach geologicznych.
Ewolucja w modelu BS dazy do zwiekszenia wysokosci barier przypisanych poszczególnym
gatunkom. W stanie stacjonarnym wysokosc wiekszosci barier jest wieksza niz pewna
wartosc progowa i ich rozklad powyzej tej wartosci jest jednorodny. Warto to przeciwstawic
modelowi ewolucji bez oddzialywania na sasiadów, w którym ewolucja ulega zakonczeniu
po osiagnieciu przez wszystkie gatunki barier o wysokosci jednakowej i równej 1. Ciekawe
wyniki w modelu BS dotycza wielkosci lawin, zdefiniowanych jako liczba kolejnych mutacji
z barierami mniejszymi od zadanej wartosci progowej. Rozklad wielkosci tych lawin opisuje
funkcja potegowa, która maleje wraz ze wzrostem wielkosci lawiny w sposób okreslony przez
wartosc wykladnika krytycznego. Ponadto wielkosci lawin, które wystepuja w ukladzie,
róznia sie miedzy soba o wiele rzedów wielkosci, od bardzo malych do przybierajacych
forme katastrof. Stanowi to ilustracje podstawowej wlasnosci SSK, jaka jest samoczynne
wystepowanie w nim zjawisk o róznych stopniach natezenia, bez koniecznosci odwolywania
sie do wplywu czynnika zewnetrznego.
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Znowu sukces!

W Helsinkach, od 25 do 28 wrzesnia 1996 roku, odbyly sie kolejne, juz ósme finaly
Konkursu Prac Mlodych Naukowców Unii Europejskiej. Startowali przedstawiciele 14
panstw Unii (bez Luksemburga) oraz zapraszani juz systematycznie przedstawiciele
Islandii, Norwegii, Polski, Szwajcarii, Ukrainy i Wegier, a takze - goscinnie - finalisci
Amerykanskiego Konkursu Prac Naukowych i Technicznych.

W Konkursie moga startowac mlodzi ludzie w wieku 15-21 lat, uczacy sie nie wyzej
niz na pierwszym roku studiów. Kazdy kraj ma prawo wystawic do Konkursu 3 prace.
Polske reprezentowaly w tym roku dwie prace: matematyczna (jak i w roku ubieglym)
i biologiczna.

Praca matematyczna to rozszerzenie nagrodzonej w 1995 roku zlotym medalem
w Konkursie Prac Uczniowskich z Matematyki ZG PTM i Delty (o Konkursie w 1996 roku
piszemy na str. 16) pracy Tomasza Osmana, absolwenta I Liceum Ogólnoksztalcacego
im. Stefana Zeromskiego w Kielcach, pod tytulem Wielowymiarowe uogólnienie

twierdzenia Bezout. Rozszerzenie zostalo dokonane wspólnie z Maciejem Kurowskim,
absolwentem IV Liceum Ogólnoksztalcacego im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu.

Za te prace i jej prezentacje (w jezyku angielskim) Tomasz Osman i Maciej Kurowski
otrzymali II nagrode (3000 ECU). Przypomnijmy, ze w 1995 roku (inni) Polacy zdobyli
w tymze konkursie III nagrode równiez za prace matematyczna.

W roku 1996 powiodlo sie Polakom jeszcze lepiej - do matematyków dolaczyl biolog,
scislej paleontolog. Radoslaw Skibinski z Rzeszowa, student Politechniki Wroclawskiej,
uzyskal za prace pod tytulem Próba odtworzenia wygladu i trybu zycia oraz ustalenia

przynaleznosci systematycznej wymarlego gatunku ryby oligocenskiej z terenu dzisiejszych

Karpat na podstawie samodzielnie zebranych skamienialosci z Rudawki Rymanowskiej

III nagrode (1500 ECU).

43.

41.

aa aa
aaa aaaa a a a

aa aaa a

aa
a

a a
aa aa
a aa aa a

aa aa
aaa
aaaa

aaaaaaa a
a aaaa

aa aa aaa aa

GRATULUJEMY!
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Szerzej o Konkursie Prac Mlodych Naukowców napiszemy w numerze marcowym.
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Dla majacych inna strukture pamieci
podajemy inny sposób: w okregu o srodku O
rysujemy dwie prostopadle srednice AB i CD.
Ze srodka S odcinka AO zakreslamy okrag
o promieniu sa. Przecina on odcinek CS
w punkcie P. Odcinek CP odkladamy
wielokrotnie na wiekszym okregu. Okaze sie,
ze uzyskamy w ten sposób 10 punktów. Laczac
co czwarty z nich otrzymamy pentagram.

A moze nasi Czytelnicy znaja jeszcze inne,
proste konstrukcje pentagramu?

Pentagram do zapamietania
W Delcie 10/1996, w EPSILONIE 10(67)

znajduje sie opis konstrukcji pentagramu,
jedyny, który zostal zapamietany przez D. C.
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Foton

Czytelnikom proponujemy zastanowienie sie nad tym, jakie pary wielomianów maja te wlasnosc,
ze P(Q(x)) = Q(P(x)) dla dowolnej liczby rzeczywistej x

Rozwiazanie zadania M 797. Przez prosta indukcje wykazujemy, ze dla dowolnej liczby naturalnej k

i dowolnej liczby rzeczywistej x mamy

47. aa
aa

a a a aaa aa
aa

aa
a

a aa
a

a
aa

aaaaaa
aaa

aaaaaaa
a

a aa
a

a

aaa48.

aa
aaa a a aaa aa

aa

aa
a

a
aaa

aaa
aa

aaaaaaa
aaaaa

a
a

a

aa

49.

aa
aaa a a aaa aa

a

a
a a

a a
a aa

aaaaaa aa aa aaa

aaa50.

aa
aa

a a a aaa aa

aa

aa
aa

aaaaaa
aa

aaaaaa

a

aa

51.

aa
aa

a a a aaa aa

aa

aa
a

a.a.a.a.aaa
aa

a.a.a.a.a.a

aaa
52.

na
na

a a a aaa aa

aa

aaa
aaa aaaa

aa aaaaaa

a

aa

a dalej bylo juz spokojnie,
choc moze nudno- kolejne momentyprzynosily na zmianesytuacje51,52,51,52,51,52, ...i na takim monotonnymkiwaniu ogonkiem powolimijala wiecznosc.

lim logxIP(x)1 = degP.
x-+=

In IP(x)J
lnx

lim
r-+oo
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a zatem degP = lim logxk IP(Xk)1 = logy IP(y)l· Stadk_=

IP(y)1 =ydegP

dla dostatecznie duzych liczb y. Poniewaz wielomian jest funkcja ciagla, wiec P(y) = ydegp dla
dostatecznie duzych y lub P(y) = _ydegp dla dostatecznie duzych y. Wiadomo, ze wielomiany zmiennej
rzeczywistej· zgodne w nieskonczenie wielu punktach sa równe (bo ich róznica ma nieskonczenie wiele
zer, wiec jest wielomianem zerowym). Przeto P(y) == ydegp lub P(y) == _ydegp Jak poprzednio, latwo
sprawdzic, ze ten drugi przypadek zachodzic moze tylko dla n nieparzystych. Ostateczna odpowiedz
brzmi wiec: warunki zadania spelniaja wielomiany stale O i 1, wszystkie wielomiany postaci xTn, a jesli
n jest liczba nieparzysta, to takze wielomian staly - 1 i wszystkie wielomiany postaci - x m.

Rozwazmy dwa przypadki. Jesli wielomian P jest staly, P(x) == e, to e = en, czyli e = O, e = 1, lub, o ile
n jest liczba nieparzysta, e = -1. Jesli natomiast P nie jest wielomianem stalym, to lim JP(x)1 = 00, a

Niech wiec y > 1 bedzie taka liczba, ze IP(y)1 > 1; wówczas ciag Xk = ynk jest rozbiezny do
nieskonczonosci i na mocy dowiedzionego na poczatku wzoru jest

k k nk (k)IOgYIP(Y)1JP(xk)1 = IP(yn )1 = IP(y)ln = (yl0gyIP(Y)I) = yn = (xkiogyIP(y)l,

Chcemy polecic Waszej uwadze Foton - ciekawy miesiecznik dla nauczycieli fizyki i ich
uczniów, sponsorowany przez Instytut Fizyki Uniwersytetu Jagiellonskiego i w nim
wydawany. Spelnia on tez funkcje biuletynu informacyjnego Sekcji Nauczycielskiej
Polskiego Towarzystwa Fizycznego. Znajdziecie w nim nowosci ze swiata nauki, wywiady,
kacik eksperymentatora, zadania z komputerem, informacje o konferencjach, warsztatach,
pokazach, konkursach itp. W Fotonie ukazuja sie artykuly dydaktyczne dotyczace
nauczania fizyki i - ogólnie biorac - edukacji (np. reforma nauczania).

Oprócz normalnych zeszytów (do tej pory 45), zaczela sie ukazywac seria niebieska
- fizyka z komputerem oraz seria zólta - dla nauczycieli fizyki i studentów.

Zeszyt 44 zawiera, miedzy innymi, artykuly: "Po co badamy strukture materii i czastki
elementarne?" - Jacka Turnaua; "W poszukiwaniu granic struktury materii, czyli co to
znaczy, ze cos sie z czegos sklada?" - Krzysztofa Fialkowskiego; "Dlaczego noce sa
ciemne i jaki ma to zwiazek z poczatkiem Wszechswiata?" - Edwarda Malca; wywiady
z G. Bednorzem, laureatem Nagrody Nobla, i M. Turala (CERN).

Numer 46 - "doswiadczalny" bedzie zawierac: artykul "Zagadka neutrin slonecznych"
(M. Wójcik); rozmowy i wywiady z fizykami na temat waznych doswiadczen w fizyce
(K. Fialkowski, T. Dohnalik, A. Szytula); doswiadczenia, pokazy, zagadki i ciekawostki
(B. Warczak).

Foton mozna zamówic listownie: Instytut Fizyki, 30-059 Kraków, ul. Reymonta 4 (12 zl za
szesc numerów).

Polecamy zeszyty dydaktyczne: 43 - Wklad psychologii w nauczanie fizyki;
45 - O przeszkodach poznawczych w nauczaniu fizyki; 47 - O rozwiazywaniu zadan
z fizyki; oraz zeszyt niebieski Fizyka z komputerem, a w nim: "Fraktalna nieznosnosc bytu,
czyli historia demonów Mandelbrota" (E. Gudowska-Nowak); "Fizyka statystyczna - to nie
takie trudne" (P. Pawlowski); "Rysujemy fraktale" , "Komputerowe bilardy", "Cykloida"
(A. Dyrek).
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!=44
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 319 (WT=I,20), 320 (WT=3,03),
321 (WT=I,90) i 322 (WT=I,60)

z numerów 4 i 5/1996
Krzysztof Zapisek - Warszawa 39,12
Leslaw Skrzypek - Rzeszów 38,45
Piotr Zmijewski - Lódz 37,71

Klub 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 35/ N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1996.

Termin nadsylania rozwiazan: 31 III 1997

Zadania z matematyki nr 333, 334

Redaguje Marcin E, KUCZMA

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 219 (WT=3,30) i 220 (WT=2,80)

z numeru 5/1996
Jaroslaw Lazuka - Warszawa
Aleksander Surma - Myszków
Przemyslaw Gwarys - Czestochowa
Przemyslaw Gaclzinski - Sroda 51.
Andrzej Idzik - Boleslawiec

43,06
41,92

35,06
29,85
21,59

333. Zbiorem "klubowym" bedziemy nazywali 44-elementowy zbiór K liczb
calkowitych majacy nastepujaca wlasnosc: suma liczb w kazdym niepustym podzbiorze
zbioru K jest niepodzielna przez 45. Ile jest zbiorów klubowych zawartych w zbiorze
{1,2,3" ..,1997}?

00 k

334. Dla kazdej liczby naturalnej n szereg""" _1_ (_n_) . j~st zbiezny. OznaczmyL..-n+k n+1
k=O

jego sume przez Sn. Dowiesc, ze istnieje skonczona granica lim Sn.n-oo

334 zaproponowal pan Marcin Kasperski z Warszawy,

Rozwiazania zadal'i. z matematyki z numeru 9/1996

Przypominamy tresc zadan:

325. Okrag wpisany w trójkat ostrokatny ABC jest styczny
do boków AB i AC odpowiednio w punktach P i Q. Prosta
przechodzaca przez jego srodek i równolegla do boku BC przecina
boki AB i AC odpowiednio w punktach KiL. Odcinki KQ i LP
przecinaja sie w punkcie S. Odcinek SN jest wysokoscia w trójkacie
KLS. Dowiesc, ze LPNS = LQNS.

326. Udowodnic, ze dla liczb a, (3 E (--rr/2; -rr/2) zachodzi

1 - sin a 1 + sin (3 )2In --- . In --- > ((3 - a .
1 - sin (3 1 + sin a -

nierównosc

cB

ILQI
ILWI;

325. W trójkacie AKL prowadzimy wysokosc AW oraz
dwusieczna Al kata A; punkt I jest srodkiem okregu wpisanego
w trójkat ABC. Zachodza proporcje:

IKPI _ lIKI _ I!LI
JKWI - lAKI - lALI

dwie skrajne równosci wynikaja z podobienstw trójkatów
prostokatnych t:,.IKP '" t:,.AKW oraz t:,.ILQ '" t:,.ALW,
a srodkowa równosc jest trescia twierdzenia o podziale boku
trójkata przez dwusieczna. Zatem

1- _II'>._rW_I_'_IL_Q_1__ IK_W_I. _ILQ_I. _lAP_I
- IKPI·ILWI - IWLI IQAI IPKI

(bowiem IAPI = IAQI) i na podstawie twierdzenia Cevy
wnosimy, ze punkt przeciecia odcinków KQ i LP, czyli punkt S,
lezy takze na odcinku AW. Stad wniosek, ze punkt W pokrywa
sie z N. Punkt ten, jak równiez punkty P i Q, leza na okregu,
którego srednica jest odcinek Al. Wpisane w ów okrag katy
P N A i Q N A, oparte na przystajacych lukach AP i AQ, sa
równe. Skoro zas S lezy na odcinku AN, otrzymalismy równosc,
która trzeba bylo wykazac.

326. Mozna zalozyc, ze O' < {3(obie strony danej do
udowodnienia nierównosci zachowuja swa wartosc przy zamianie
O' i (3 miejscami). Dla kazdej pary funkcji ciaglych na dowolnym
przedziale (a; b) zachodzi nierównosc Cauchy'ego-Schwarza

( r )2 b b(CS) Ja j(x)g(x) dx :::;1 j(x)2 dx·l g(xf dx.

Przyjmijmy: a = sina, b = sin{3 (zatem -l < a < b < 1) oraz
j(x) = l/~, g(x) = IIvfl+X, Wówczas

Lewa strona (eS) = (lb ~) 2

= (arcsinb - arcsina)2 = ({3- 0')2,

lb dx lb dx 1 - a I + b
Prawa strona (eS) = -- . -- = In -- ·ln -- ;l-x l+x l-b I+aa a
stad teza.
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231. Jacek siedzi na lekkiej hustawce w odleglosci 2 m od punktu podparcia, a Marek
zeskakuje z pewnej wysokosci na drugie ramie hustawki. W jakiej odleglosci od punktu
podparcia powinien zeskoczyc, aby Jacek wzbil sie jak najwyzej? Marek wazy trzy razy
wiecej od Jacka, a hustawka jest doskonale sprezysta.

232. Na rysunku 1 przedstawiona jest charakterystyka diody tunelowej w kierunku
przewodzenia. Diode te wlaczono w obwód zawierajacy zródlo napiecia E i cewke
o indukcyjnosci L (rys. 2), przy czym wartosc napiecia E lezy w opadajacym obszarze
charakterystyki (zostala zaznaczona na rys. 1). Opisac jakosciowo procesy zachodzace
w obwodzie po zamknieciu klucza.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1996

Przypominamy tresc zadan:

I

Rys. 1

Zadania z fizyki nr 231, 232 Redaguje Jerzy B. BROJAN

223. Na powierzchni wody plywa:
a) prostopadloscian o krawedziach a, b i h, przy czym krawedz h jest pionowa.
b) walec o promieniu r i wysokosci (pionowej) h,
c) stozek o kacie rozwarcia 2", i wysokosci h, podstawa do góry.
Jesli wszystkie bryly sa jednorodne, to jakie warunki musza spelniac gestosc e oraz wymienione
parametry, aby w tej pozycji równowaga byla stabilna, tzn. aby po malym wychyleniu bryla
powracala do pozycji poczatkowej?E
224. Punktowe zródlo swiatla S oswietla ekran E (rys. 3). Czy wstawienie miedzy zródlo a ekran
plaskorównoleglej plytki szklanej spowoduje wzrost natezenia oswietlenia srodkowej czesci ekranu
(okolicy punktu A), czy spadek, czy tez natezenie oswietlenia nie zmieni sie? ,Jesli wystapi zmiana,
to czy bedzie ona silniejsza, gdy plytke o ustalonej grubosci wsuniemy blizej zródla, czy blizej
ekranu? Zakladamy, ze plytka jest pokryta warstwa przeciwodblaskowa eliminujaca odbicie, a szklo
jest doskonale przezroczyste.

j(x) = { ~

L

Rys. 2

Rys.3

Rys. 4

Rozwiazanie zadania M 795.
Dla 1 2: x 2: y 2: O mamy j ex) =
= j((:" - y) + y) 2: j(x - y)+ j(y) 2: j(y),

co dowodzi, ze funkcja j jest niemalejaca.
Skoro j(O) = j(O + O) 2: j(O) + j(O),
to O 2: j(O) 2: O, czyli j(O) = O. Teza
jest prawdziwa dla x E (~, 1], bo wtedy
j(x) :S j(1) = 1 :S 2x. Takze dla
x E (2"~' ' 21,,], gdzie n jest dowolna
liczba naturalna, mamy

1 1
j(x) = "2U(x) + j(x)):S "2j(2x):S

1 1" )
:S 4 j (4x) :S ... :S 2" j (2 x :S

1 1
:S ~j(l) = 2" :S 2x,

natomiast dla x = O teza zadania jest
oczywista.

Rozwiazanie zadania M 796. Nie.
Za kontrprzyklad moze sluzyc funkcja

dla x E [O, H
dla x E (~, 1]

223. We wszystkich trzech przypadkach srodek masy bryly znajduje sie ponad srodkiem
masy czesci zanurzonej - oznaczmy te punkty przez S i Sz, a róznice wysokosci przez d.
Gdyby wiec czesc zanurzona nie zmieniala ksztaltu, to przy przechyle o maly kat e punkt Sz
przesunalby sie w poziomie wzgledem S o odcinek ed, przy czym moment powstalej pary
sil mialby zwrot poglebiajacy przechyl. Stabilnosc pozycji pionowej moze wystapic tylko
wtedy, gdy wskutek zanurzenia sie pewnej czesci bryly po jednej stronie "(oznaczmy te czesc
przez O) i wynurzenia po drugiej srodek masy czesci zanurzonej przesunie sie w poziomie
o odcinek t::,.x dluzszy od ed. W obliczeniach bedziemy uwzgledniac tylko wyrazy pierwszego
rzedu wzgledem e. W tym przyblizeniu przechyl mozna uznac za obrót wokól osi "lezacej na
powierzchni wody" i przecinajacej prosta SzS, a obie czesci O (zanurzona i wynurzona) - za
"cienkie" i identyczne. Wielkosc t::,.x wyznaczamy ze wzoru

t::,. x = 2JxdV = 2xs.m.t::,.V,
Vz Vz

gdzie Vz jest objetoscia czesci zanurzonej (wprowadzmy tez oznaczenie glebokosci
zanurzenia hz), t::,. V - objetoscia jednej z czesci O, a x s.m. - odlegloscia srodka masy O od osi
przechylu. Dalsze obliczenia przeprowadzimy oddzielnie dla kazdego przypadku.

a) Znajdujemy Vz = abhz, hz = eh (symbolem e bedziemy oznaczac stosunek gestosci bryly do
gestosci wody), d = (h - hz)/2 = (1 - e)h/2. Jesli prostopadloscian przechyla sie obracajac
wokól osi równoleglej do krawedzi a, to O jest klinem (w przyblizeniu wycinkiem walca)
o wysokosci b/2 i objetosci t::,.V = (1/2)a(b/2)2e, a srodek masy O lezy - tak jak w przypadku
trójkata - w odleglosci 2/3 wysokosci od krawedzi klina. Zatem xs.m. = b/3 i obliczamy
t::,.x = (1/12)b2e/(eh), a warunek t::,.x > ed sprowadza sie do

b> hJ6e(1 - e).

Oczywiscie, ten sam warunek musi spelniac takze parametr a.

b) Wzory na hz i d sa takie, jak w przypadku a), natomiast Vz = 1rr2 hz. Na rysunku 4
widzimy, ze O jest tym razem w przyblizeniu klinowym wycinkiem kuli, a objetosc t::,. V jest
proporcjonalna do e czescia objetosci kuli: t::,. V = (2/3)er3• Aby znalezc polozenie srodka masy
takiego wycinka, trzeba wyliczyc odpowiednia calke - otrzymujemy x s. m. = (31r /16)r, a dalej
t::,.x= (1/12)r2e/(eh). Warunek równowagi ma postac podobna do poprzedniej:

r > hJ6e(1 - e) .

c) Teraz hz = he1/3, a poniewaz srodek masy stozka jest w odleglosci (3/4)h od wierzcholka,
wiec d = (3/4)h(1 - e1/3). Wartosci t::,. V i xs.m. wylicza sie tak, jak w punkcie b),
z tym ze promien r nalezy zastapic przez rz = hz tga. Stad t::,.x= (3/4)ehz tg2 a, a po
przeksztalceniach znajdujemy warunek równowagi

tg2 a> e-1/3 - 1.

224. Niech odleglosc zródla od ekranu wynosi r, a grubosc plytki - d. Rozwazmy wiazke
swiatla wybiegajaca ze zródla pod katem wzgledem osi nie przekraczajacym malej wielkosci e
(wewnatrz stozka o kacie rozwarcia 2e). W nieobecnosci plytki wiazka ta oswietli na
ekranie kolo o promieniu er. Po wsunieciu plytki promienie ulegna zalamaniu i przesunieciu
równoleglemu; wewnatrz plytki skrajne promienie wiazki beda biegly pod katem Ó < e do osi
(w przyblizeniu malych katów ó = e/n, gdzie n - wspólczynnik zalamania szkla). Widzimy,
ze promien kola oswietlonego przez wiazke zmaleje do wartosci e(r - d) + ód, czyli natezenie
oswietlenia odpowiednio wzrosnie. Efekt ten nie zalezy od polozenia plytki.
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Rys. l

Szczecin, 5.09.1996
Protokól posiedzenia Jury

Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

(-) podpisy czlonków Jury

biorac pod uwage zawartosc prac i sposób ich prezentacji postanowilo:

1) przyznac zloty medal i nagrode w kwocie 300 zlotych Michalowi Stukowowi
z I LO im. M. Kopernika w Gdansku za prace Krótka historia dowodu pewnego
twierdzenia,

2) przyznac srebrny medal i nagrode w kwocie 250 zlotych Adamowi Osekowskiemu
z XIV LO im. S. Staszica w Warszawie za prace Zastosowanie liczb zespolonych
w zadaniach geometrycznych,

3) przyznac brazowe medale i laczna nagrode w kwocie 150 zlotych Tomaszowi
Kowalskiemu i Arturowi Wirowskiemu z I LO im. M. Kopernika w Lodzi za prace
Cechy podzielnosci liczb,

4) przyznac wyróznienie i kwote 100 zlotych Adamowi Dzedzejowi z I LO
im. M. Kopernika w Gdansku za prace O obliczaniu granic pewnego rodzaju ciagów,

5) przyznac cztery nagrody po 100 zl opiekunom uczestników finalu:
- Aleksandrze Grabowskiej, opiekunce zlotego medalisty,
- Grzegorzowi Rzadkowskiemu i Tomaszowi Zukowskiemu, opiekunom srebrnego

medalisty,

- Oldze Stande, opiekunce brazowych medalistów,
- Andrzejowi Daszke, opiekunowi wyróznionego uczestnika.

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w skladzie: Antoni Leon Dawidowicz

- przewodniczacy, Stanislaw Fudali, Pawel Strzelecki, Agnieszka Wojciechowska,
Jaroslaw Wróblewski,

r:::::::3,7mm.

Wynik ten jest zawyzony. Rozumowanie,
które do niego prowadzi, zawiera dwa
istotne uproszczenia. Po pierwsze,
przyjelismy, ze kropla przyczepiona
do sufitu ma ksztalt pólkuli (rys. l),
podczas gdy w rzeczywistosci ma ksztalt
pokazany na rysunku 2.

Otrzymujemy stad

~a
R = - ~ 4,7 mm.

gg

Promiel1 kropli, która oderwala sie od
sufitu, jest ij2 razy mniejszy od R
i wynosi

Rozwiazanie zadania F 444. Kropla
wody moze sie oderwac od sufitu, gdy jej
ciezar stanie sie wiekszy od sil napiecia
powierzchniowego. Maksymalny promiel1
kropli przyczepionej do sufitu okresla
równanie

Rys. 2

Po drugie, przyjelismy dla
napiecia powierzchniowego wartosc
charakteryzujaca powierzchnie rozdzialu
woda-powietrze, zaniedbujac wplyw
podloza (sufitu)

Tradycyjnym zwyczajem redakcja Delty oglasza Konkurs Uczniowskich Prac
z Matematyki. Zachecamy uczniów zainteresowanych matematyka do opracowywania
swoich matematycznych rozwazan i nadsylania rezultatów do redakcji Delty. Ponizej
przypominamy szczególowy regulamin konkursu.

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Rozwiazanie zadania F 443.
Poslugujac sie zmiennymi biegunowymi
energie czastki mozemy zapisac jako

m (dr)2 L2 A
E-- - +----

- 2 dt 2mr2 r4'

gdzie L = mr2 ~~ jest momentem pedu
czastki (stala ruchu). Wykorzystujac
stalosc momentu pedu wyeliminujemy
czas z wyrazenia okreslajacego energie,

L2 (dr)2 L2 A
E--- - +----

- 2mr4 dq, 2mr2,.4 .

Dla zerowej energii powyzsze równanie
sprowadza sie do postaci

gdzie a2 = 2mA/L2 Calkujacje
otrzymujemy r = a cos q, . Jest
to równanie okregu o promieniu

~a = ~ przechodzacego przez
centrum przyciagania!

Powyzszy problem ma rozwiazanie,
które opisuja funkcje elementarne, takze
dla E = ~. W tym przypadku16m ).
tor czastki jest spirala asymptotycznie
zblizajaca sie do okregu o promieniu

~ (proponujemy potraktowanie tego
jako cwiczenie). Dla wszystkich innych
wartosci energii zaleznosc r( tjJ) opisuja
funkcje eliptyczne.

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i redakcje miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowej.
2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typów szkól.
3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.
4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, który w terminie do 1 maja przesle pod adresem
redakcji Delty jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy dolaczyc
nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa i adres szkoly; imie, nazwisko
i adres opiekuna pracy.
5. Praca powinna zawierac samodzielny wklad ucznia i pelna informacje O zródlach, z których
korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.
6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez Jury Konkursu i kompetentnych
recenzentów. Te sposród prac, które spelniaja warunki konkursu, zostana zakwalifikowane
przez Jury do finalu. Final odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.
7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przeslane autorom prac i ich
opiekunom przed koncem roku szkolnego.
8. Finalisci i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu Glównego PTM zaproszenia do
udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa.
9. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez ucznia, podczas specjalnego otwartego
posiedzenia sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji na
temat, któremu poswiecona byla praca.
10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprócz merytorycznej
wartosci pracy, równiez samodzielnosc i oryginalnosc ujecia tematu oraz przebieg referatu
i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebmy i brazowy, wyróznienia oraz nagrody
pieniezne ufundowane przez Ministerstwo Edukacji Narodowej.
11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.
12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesieczniku Delta.

13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Glówny PTM na wniosek Komitetu
Redakcyjnego Delty.
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W poprzednim numerze EPSILONA opisalismy dziwne
przygody pana Heliodora, który codziennie wieczorem
grywal partyjke szachów z jedna ze swoich dwóch stalych
partnerek. Kazdego dnia wieczorem, losowo, o róznych
godzinach, pan Heliodor przychodzil na przystanek
MPK i wsiadal do tramwaju, który nadjechal pierwszy.
"Jedynka" zawozila pana Heliodora do panny Chwalislawy,
"siódemka" do panny Dzierzyslawy. I mimo iz tramwaje
kursowaly regularnie co 10 minut, po roku okazalo sie,
ze u panny Dzierzyslawy pan Heliodor bywal mniej wiecej
dziewiec razy czesciej niz u panny Chwalislawy. Wyglada
to na zdecydowanie sprzeczne z prawami rachunku
prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej ...

Otóz nie! Rzecz w tym, ze tramwaje jezdzily
regularnie co 10 minut wedlug rozkladu jazdy: siódemka
o 1600, 1610, 1620, ... , jedynka o 1601, 1611, 1621, ... Jesli
pan Heliodor przychodzil na przystanek miedzy godzina
n10k a n10k+1, to wsiadal do jedynki, w przeciwnym
przypadku do siódemki. Nic wiec dziwnego, ze u panny
Dzierzyslawy bywal czesciej.

Z historyjki wynika bardzo prosty wniosek: prawa
rachunku prawdopodobie11stwa i statystyki matematycznej
nalezy stosowac umiejetnie, w przeciwnym przypadku
wyciagniete wnioski sa do niczego. Na przy klad,
w glównym wydaniu "Wiadomosci" czesto podawane
sa "wyniki badania opinii publicznej" w rozmaitych
sprawach, po czym slyszymy, ze sondaz przeprowadzono na
"reprezentatywnej grupie tysiaca osób" i "dopuszczalny
blad sondazu wynosi 3%". Podany czasem bywa
nawet rozklad op.inii na poszczególne województwa.
Wystarczy chwile pomyslec, by dostrzec albo naiwnosc,
albo niekompetencje, albo swiadome manipulowanie
telewidzami. Jak moze byc dobrana tysiacosobowa grupa
ludzi o wlasnych, indywidualnych opiniach, by byc

Zbliza SIe seSja

(autentyczne historie z egzaminów matematycznych)

Po egzaminie student wychodzi z gabinetu egzaminatora,
pokladajac sie ze smiechu. Podchodzi do niego oczekujacy
na egzamin kolega.
- No i co, jak facet?
- Facet? Facet bomba! Mówie ci, wspanialy egzamin!
Dawno sie tak nie ubawilem! - i dalej ryczy ze smiechu.
- A co dostales?
- Co? A, oblalem, cha, cha, cha!

reprezentatywna dla mieszkanców czterdziestomilionowego
kraju? Latwo zauwazyc, ze na jedno województwo
przypada okolo 20 badanych osób. Jak wybrac próbke
reprezentatywna co do pogladów, gdy czesto wsród osób
o tym samym wyksztalceniu, zawodzie, podobnym wieku,
stanie majatkowym (na przyklad mlodych pracowników
instytutu matematycznego) poglady na rozmaite sprawy
róznia sie diametralnie? Inaczej nalezy interpretowac
badania statystyczne dotyczace cech "obiektywnych",
takich, jak waga i wzrost zwierzat, trwalosc zarówek
czy czestosc pojawiania sie liter w danym jezyku (gdzie
prawa statystyki pozwalaja dokladnie oszacowac blad),
a inaczej trzeba postepowac, próbujac uogólnic na cale
spoleczenstwo odpowiedzi grupki osób na zadane pytanie.
Opinie ludzi sa zbyt chwiejne, odpowiedz zalezec moze od
bardzo wielu czynników, takich, jak okolicznosci, w których
pytanie zostalo zadane, sformulowanie czy nawet intonacja
glosu pytajacego. Nie mówiac juz o tym, ze mozna klamac.

Modelowy przyklad mielismy w studiu wyborczym drugiej
tury ostatnich wyborów prezydenckich. Po godzinie 2000,

zaraz po zamknieciu lokali wyborczych, ogloszono
w telewizji wstepne wyniki ~ opracowane na podstawie
pytan zadawanych co dziesiatemu wychodzacemu z lokalu
wyborcy przez ankieterów stojacych przed wybranymi
punktami wyborczymi w calej Polsce, do godziny 1600.
Mozliwe odpowiedzi byly tylko dwie, w badaniach opinii
publicznej na rózne tematy czesto zaden z kilku wariantów
odpowiedzi przedstawionych w telewizji nie odpowiada
mojej opinii (a wiec zapewne i niejednego ankietowanego).
Odpowiedzi udzielano zaraz po dokonaniu wyboru, zatem
niewatpliwie bardziej wiarygodnej, niz przy odpowiadaniu
na pytanie ankietera - czesto bez namyslu. Przebadano
co najmniej kilkadziesiat tysiecy osób. Trudno o lepszy
sondaz! Róznica miedzy wynikami przedstawionymi
wówczas a ostatecznymi byla wieksza niz 3%...

O innym przypadku "nadinterpretacji" statystyki mozna
przeczytac w Delcie 9/1981, str. 14.

Nie jest dobrze, gdy rachunkiem prawdopodobienstwa
i statystyka niewlasciwie operuja osoby bez odpowiedniej
znajomosci matematyki. Ich bledami moze zostac
obarczona matematyka.

K.C.

* * *

Egzaminator dal studentowi twierdzenie do udowodnienia,
po czym wyszedl zalatwic jakas sprawe. Student napisal
dowód na tablicy, egzaminatora nie ma. Czeka, czeka
... Usiadl na krzesle, wzial gazete z biurka i zaczal czytac.
Po chwili wbiegl do pokoju egzaminator, popatrzyl
nieprzytomnym wzrokiem na studenta, na tablice, na
studenta ... otworzyl swoja teczke.
- Tu ma pan dzisiejsza gazete! - po czym wybiegl
z pokoju.

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4,30-059 Kraków, z dopiskiem €.
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