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o rnozliwych formach naszej przestrzeni

Jak wyglada przestrzell, w której zyjemy?
Tak sformulowane pytanie pojawia sie w czasopismach dosc
czesto, a odpowiedzi udziela zwykle architekt, ekolog lub
geograf. Co w tej sprawie ma do powiedzenia matematyk?

Mozna go, na przyklad, zapytac o wlasnosci geometryczne
otaczajacej nas przestrzeni. Naturalnie, interesuje nas
sama przestrzen, a nie przedmioty, które ja wypelniaja.
Dlatego, dla uproszczenia, nie bedziemy sie zajmowac
wypelniajacymi ja obiektami.

Wyobrazmy wiec sobie, ze stoimy na srodku ogromnego,
pustego i mrocznego hangaru. Jakie geometryczne cechy
przestrzeni zdolamy zauwazyc? Wydaje sie, ze jedyna
sensowna obserwacja bedzie to, ze mozemy sie w niej
swobodnie przemieszczac. Gdy skupimy uwage na jednym
punkcie (np. na czubku nosa N), to jestesmy w stanie
przesunac go w dowolnym kierunku na praktycznie
dowolna odleglosc. Przy tym, choc mamy do wyboru
nieskollczenie wiele kierunków, to kazde przesuniecie
punktu N moze byc zrealizowane przez kolejne wykonanie
przesuniec w trzech (tylko!) "podstawowych" kierunkach:
przód-tyl, prawo-lewo i góra-dól. Jesli chodzi o odleglosci,
to wygodnie jest umówic sie, ze przesuniecie o 10 metrów
do tylu jest tym samym co przesuniecie o -10 metrów do
przodu (i podobnie dla dwóch pozostalych wyróznionych
kierunków). Wtedy ruch w kazdym z podstawowych
kierunków mozna opisac jedna liczba rzeczywista,
a podanie trzech liczb (x, y, z) wystarczy, by zadac
jednoznacznie dowolne przesuniecie.

Niewykluczone wiec, ze popelnilismy blad, pochopnie
uogólniajac wyniki lokalnych badan na cala przestrzell.

Latwo sobie wyobrazic taki blad w sytuacji
dwuwymiarowej: sfera o wielkim promieniu istotnie
wyglada z bliska jak kawalek plaszczyzny, choc wcale nia
nie jest. Dlatego poglad, ze Ziemia jest plaska, mial kiedys
wielu zagorzalych zwolenników.

Co zatem wiemy na pewno? Punkt No ma otoczenie, które
wygla.da jak kawalek R3. Nie ma tez powodu wierzyc,
ze zyjemy w czesci przestrzeni, która jest w jakikolwiek
sposób wyrózniona. Dlatego zapewne kazdy punkt N
bedzie mial podobne otoczenie.

Prowadzi to do pojecia TOzmaito§ci. Rozmaitoscia
n-wymiarowa. nazywamy przestrzell, w której kazdy punkt
ma otoczenie wygladajace tak, jak kawalek przestrzeni
kartezjanskiej Rn. Tak wiec, zyjemy na pewnej rozmaitosci
trójwymiarowej. Ale na jakiej?

Uzyskanie odpowiedzi na to ostatnie pytanie wymaga
eksperymentów fizycznych. Jest tu jednak takze zadanie
dla matematyka. Powinien on mianowicie przedstawic liste
mozliwych swiatów, wraz z opisem ich geometrycznych
wlasnosci. Wtedy fizyk bedzie mógl, po wykonaniu
odpowiednich doswiadczell, rozstrzygnac, który
z zaproponowanych modeli odpowiada rzeczywistosci.

Zadanie polega wiec na stworzeniu pelnej listy rozmaitosci
trójwymiarowych.

góra

dól
prawo

Ustalmy dowolnie jeden
z punktów No naszej
przestrzeni. Polozenie kazdego
innego punktu N mozemy teraz
wyrazic poprzez wskazanie
trójki liczb rzeczywistych,
opisujacej ruch nasuwajacy No
na N. Zabieg ten pozwala
utozsamic nasza przestrzen ze
zbiorem R3 wszystkich trójek
liczb rzeczywistych.

J ak sie do tego zabrac w sytuacji, gdy nie jest wcale
oczywiste, ze w ogóle istnieja. rozmaitosci wymiaru trzy,
rózne od samej przestrzeni R3? Jesli mamy szukac calkiem
nowej rozmaitosci, to powinna sie ona jakos "zagia.c", ale
trudno sobie wyobrazic, jak to sie ma zdarzyc.

Przyczyna tych trudnosci jest nasze przyzwyczajenie do
umiejscawiania wszystkiego w pobliskiej okolicy, tj. wlasnie
w R3. Musimy sie zatem nauczyc myslec o przestrzeniach
inaczej.

Rys. l

Mamy wiec do dyspozycji ladny model arytmetyczny
naszej przestrzeni. Jej punktom odpowiadaja trójki liczb;
odleglosc punktów NI = (Xl, Yl, ZI) i N2 = (X2, Y2, Z2)

mozemy obliczyc, uzywajac wzoru Pitagorasa:

d(N1, N2) = V(Xl - X2)2 + (Y1 - Y2)2 + (Zl - Z2)2 .

Traktowanie punktu jak trójki liczb pozwala opisywac
(nawet skomplikowane) podzbiory naszej przestrzeni
za pomoca równan lub nierównosci, poddawac je latwo
najrózniejszym przeksztalceniom, itp.

Powyzszy model przestrzeni ma jeszcze jedna zalete:
latwo go przeniesc "na inne wymiary". Istotnie, nic nie
stoi na przeszkodzie, by zamiast trójek rozpatrywac
n-tki liczb rzeczywistych (Xl"", xn) i mierzyc odleglosc
miedzy nimi wzorem, bedacym oczywistym uogólnieniem
wzoru Pitagorasa. Powstaje w ten sposób n-wymiarowa
przestrzell kartezjallska Rn, bedaca prostym modelem dla
zjawisk, opisywanych przez n niezaleznych parametrów.

Czy istotnie wynika stad, ze zyjemy w trójwymiarowej
przestrzeni kartezjallskiej R3? Zwrócmy uwage na to,
ze nasz opis powstal wewnatrz hangaru, tj. z obserwacji
tylko niewielkiego fragmentu przestrzeni.
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Mozemy sobie, na przyklad, wyobrazic, ze podzielilismy
cala. przestrzell na niewielkie, wieloscienne bryly, scisle
ja. wypelniaja.ce. Zamiast starac sie "zobaczyc" cala.
przestrzen naraz, mozemy o niej myslec jak o kolekcji bryl
posklejanych miedzy soba. parami scian. Oczywiscie, sklejac
je nalezy tak, by kazdy punkt na spojeniach mial otoczenie
postaci R3.

Brylami tymi moga. byc, na przyklad, CZWOl'oscrany.
Mówimy wówczas, ze przeprowadzilismy triangu.lacje
przestrzeni. Twierdzenie Moise'a z 1952 roku mówi,
ze kazda rozmaitosc wymiaru trzy ma triangulacje.

Odpowiednikiem powyzszych rozwazan w dwóch
wymiarach byloby budowanie z trójka.tnych klocków
powierzchni, które w okolicy kazdego punktu wygladaja.
jak kawalek plaszczyzny R2. Nietrudno w ten sposób
wyprodukowac nieskOllczona serie precli (rys. 2 na
nastepnej stronie) z rosnaca liczba dziur.

Precle sa. powierzchniami zwartymi i spójnymi. Zwartosc
oznacza, ze skleilismy je ze skonczenie wielu trójka.tów.
Spójnosc - ze sa. w jednym kawalku, czyli ze kazde dwa
trójka.ty triangulacji mozna polaczyc lallcuchem trójkatów,
kolejno do siebie przylegaja.cych jednym bokiem.
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Rys. 2. To wszystko precle: bez dziur (sfera), z jedna dziura (torus), z dwiema i z trzema.

Rozsypmy teraz nasza rozmaitosc na pojedyncze
czworoscienne klocki i zlepmy je z powrotem, ale tylko
wzdluz tych scian, które odpowiadaja krawedziom grafu
dualnego, nalezacym do ustalonego maksymalnego drzewa.
To, co powstanie, bedzie wieloscianem o trójkatnych
scianach, bez trudu mieszczacym sie w przestrzeni R3.
Zauwazmy, ze zawiera on wszystkie klocki, z których
zbudowana byla wyjsciowa rozmaitosc. Aby ja odtworzyc,
nalezy po prostu dokonczyc proces sklejania. Polega to na
odpowiednim posklejaniu para.mi trójkatnych scian naszej
bryly. Udowodnilismy zatem, ze kazda zwarta i spójna
rozmaitosc trójwymiarowa mozna otrzymac z pewnego
wieloscianu, przez odpowiednie identyfikacje par jego scian.

Wrócmy do wymian] trzy. Jak mozna ulepic
z czworoscianów zwarta i spójna rozmaitosc
trójwymiarowa? Oczywiscie, sednem problemu jest opis
sklejen. Mozemy to zrobic dosc latwo za pomoca prostego
wybiegu.

Zalózmy na chwilke, ze otrzymalismy w prezencie taka
rozmaitosc z triangulacja.. Mozemy z nia zwiazac pewien
uklad punktów i laczacych je odcinków, czyli gmf

dualny. Postepujemy tak: w srodku kazdego czworoscianu
wybieramy jeden punkt. Dwa sposród nich laczymy
odcinkiem wtedy i tylko wtedy, gdy otaczajace je
czworosciany maja wspólna sciane (rys. 3).

Latwo udowodnic przez indukcje, ze w kazdym skonczonym
i spójnym grafie mozna wybrac d"zewo maksymalne,
tj. podgraf (rys. 4), który zawiera wszystkie wierzcholki
i nie zawiera zadnej petli.

Rys. 3 Rys. 4

ABCDA'B'C' D'. Gdy pozlepiamy przeciwlegle pary scian,
otrzymamy rozmaitosc, zwana torusem trójwymiamwym.
Rozmaitosc ta jest, oczywiscie, czyms innym niz R3,
bo ona jest zwarta, a R3 - nie.

Zmieniajac wieloscian i sposoby identyfikacji par jego
scian, mozemy otrzymac jeszcze inne przyklady rozmaitosci
trójwymiarowych. Wiemy'juz, ze w ten sposób zbudujemy
wszystkie rozmaitosci zwarte i spójne. Ale ile ich naprawde
jest? Powiedzmy, ze dalismy dwóm osobom po wieloscianie
i poprosilismy je o wskazanie takich zlepien par scian,
by z kazdego z nich powstala rozmaitosc. Zalózmy,
co wiecej, ze zadanie zostalo wykonane. Jak przekonac sie
o tym, ze otrzymane rozmaitosci sa. istotnie rózne?

Problemy rozrózniania rozwiazuje sie",! matematyce
zwykle przez wskazanie odpowiedniego niezmiennika. Niech
T1I1n oznacza zbiór wszystkich rozmaitosci wymiaru n
z triangulacja. Aby rozróznic dwie rozmaitosci 111], 1112,

wystarczy znalezc funkcje f : T Mn -+ Z, która przypisuje
kazdej rozmaitosci X pewna. liczbe calkowita f(X), tak ze
- jesli X, Y sa takie same (homeom07ficzne),

to f(X) = f(Y),
- f(M]) =I- f(M2).

Powyzsza uwaga jest, oczywiscie, calkowicie banalna. Cala
sztuka polega na konstruowaniu odpowiednich funkcji f.

Nauczmy sie najpierw rozrózniac (zwarte i spójne)
rozmaitosci wymiaru dwa. Ograniczymy sie, dla
uproszczenia, do powierzchni dwust'ronnych, tzn. takich,
które nie zawieraja. w sobie wstegi Mobiusa.

Kopiujac rozumowanie z przypadku trójwymiarowego,
Czytelnicy zechca sami przekonac sie o tym, ze kazda, taka
powierzchnia moze byc otrzymana z pewnego wielokata,
przez odpowiednie zlepienie par jego boków. Niezbyt
skomplikowane manipulacje tym wielokatem pozwalaja
dalej udowodnic, ze kazda powierzchnia dwustronna
jest preclem z g dziurami, gdzie g 2: O. Aby miec pelna
klasyfikacje takich powierzchni, powinnismy jeszcze
wykazac, ze precle Pg sa rózne dla róznych liczb g,

Dla przykladu, rozwazmy prostopadloscian (rys. 5)

torus

trójwymiarowy

przód
i tyl,

czyli torus wewnetrzny
z zewnetrznym

góra
i dól

lewo

i prawo

BA

gruboskórny torus

Rys. 5. Rysunek niemozliwy: sklejamy kolejno pary przeciwleglych scian prostopadloscianu uzyskujac torus trójwymiarowy.
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Rys. 6. Od g = 1 do g = 2.

Rozpocznijmy od Po, czyli sfery dwuwymiarowej. Sfere
podzielona na trójkaty mozemy sobie wyobrazac jako brzeg
wypuklego wieloscianu o trójkatnych scianach. Jesli W, J(
i 5 oznaczaja odpowiednio liczbe wierzcholków, krawedzi
i scian triangulacji, to slynny wzór Eulera mówi, ze zawsze
W - J( + 5 = 2, niezaleznie od podzialu sfery.

Rozwazmy zatem funkcje X : T lr12 -+ Z o wartosciach
calkowitych, dana wzorem X(X) = W - K + 5.
Podobnie jak dla sfery, mozna udowodnic, ze liczba X(X)

nie zalezy od wyboru triangulacji powierzchni X,

tzn. X jest niezmiennikiem. Nazywamy ja charakterystyka

Eulera-Poincan§go rozmaitosci X. Wystarczy zatem
obliczyc X(Pg) dla g :::: O. Jesli okaze sie, ze liczby
X(Pg) sa rózne dla róznych g, to bedzie to dowód,
ze powierzchnie Pg sa parami topologicznie rózne.

Juz wiemy, ze X(Po) = 2. Zauwazmy, ze precel Pg+l

mozna otrzymac z precla Pg przez wykonanie kolejno
nastepujacych dwóch operacji (rys. 6):
- wyciecie dwóch rozlacznych, otwartych (bez brzegu)

trójkatów triangulacji,
- zlepienie ich brzegów.

Zauwazmy, ze tak otrzymany precel Pg+l ma o 2 trójkaty,
3 krawedzie i 3 wierzcholki mniej niz precel Pg, od którego
zaczynalismy. Jesli X(Pg) = W - J( + 5, to
X(P9+1) = (W - 3) - (K - 3) + (5 - 2) = X(Pg) - 2.

Latwy dowód indukcyjny daje wzór X(Pg) = 2 - 2g.

Spróbujmy przeniesc powyzsze doswiadczenia na przypadek
trójwymiarowy. Jesli triangulacja rozmaitosci X sklada sie
z B czworoscianów, które maja razem W wierzcholków,
J( krawedzi i 5 scian (sciany wspólne liczymy raz!),
to mozemy rozwazyc liczbe X(X) = W - K + 5 - B.

Poczatek jest obiecujacy: mozna udowodnic, ze liczba X(X)

takze w tym przypadku nie zalezy od triangulacji X.
Czeka. nas jednak przykra niespodzianka: funkcja X tym
razem nie spelni naszych oczekiwan. Ma bowiem miejsce
nastepujace twierdzenie: dla dowolnej zwartej rozmaitosci
trójwymiarowej X zachodzi X(X) = O.

Twierdzenie to ma prosty, lecz pomyslowy dowód. Jeszcze
raz przydadza. sie nam precle. Zauwazmy, ze kazdy
z nich, rozwazany jako podzbiór R3, ogranicza pewna
trójwymiarowa figure, która bedziemy nazy\vac pelnym

preclem i oznaczac Qg. Na przyklad, Qo jest zwykla kula.

Jaka. jest charakterystyka Eulera-Poincarego zbioru Qg?

Dla kuli Qo mamy naturalna triangulacje jednym
czworoscianem, czyli W = 4, J( = 6, 5 = 4, B = l, a stad
X(Qo) = 4 - 6 + 4 - l = 1. Dla nastepnych pelnych
precli obliczamy indukcyjnie, podobnie jak dla pustych,
ze X(Qg) = l-g.
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Teraz zauwazymy, ze kazda zwarta i spójna rozmaitosc X
wymiaru trzy moze byc przedstawiona jako suma dwóch
jednakowych pelnych precli Qg, przecinajacych sie
wzdluz wspólnego brzegu Pg. Pierwszy z precli Qg

otrzymamy pogrubiajac nieco wszystkie krawedzie
pewnej triangulacji X. Zauwazenie, ze to, co zostalo
z X, jest takze pelnym preclem, wymaga nieco
spostrzegawczosci. Odwolajmy sie raz jeszcze do grafu
dualnego, odpowiadajacego danej triangulacji. Jego
pogrubienie jest, oczywiscie, pelnym preclem.

W ten sposób umiescilismy w X dwa rozlaczne pelne
precle. Wyobrazmy teraz sobie, ze je powoli nadmuchujemy
i obserwujemy, co sie dzieje w jednym z czworoscianów
triangulacji. Latwo zauwazyc, ze po pewnym czasie oba
precle zetkna sie brzegami, szczelnie wypelniajac X.

Poniewaz oba precle maja wspólny, a wiec taki sam, brzeg,
to oba sa tej samej postaci Qg. Tak otrzymany rozklad X
znany jest pod nazwa rozkladu Heegaarda rozmaitosci.

Rys. 7

Rozklad ten pomoze nam obliczyc charakterystyke X.

Zauwazmy, ze jesli wieloscian X jest przedstawiony jako
suma swoich dwóch podwieloscianów M i L, to X(X) =
= X(M) + X(L) - x(M n L). Gdyby X(X) oznaczalo
po prostu liczbe wierzcholków (krawedzi, scian, itd.),
to powyzszy wzór bylby oczywisty. Wystarczy teraz
zauwazyc, ze wzór, który chcemy uzasadnic, jest
naprzemienna suma takich oczywistych wzorów.

Zastosujmy ten wzór do rozkladu Heegaarda X = 1'.1 U L,

gdzie M = L = Qg, M n L = Pg. Mamy X(X) =
= X(M) + X(L) - x(M n L) = 2x(Qg) - x(Pg) =
= 2(1 - g) - (2 - 2g) = o, co nalezalo wykazac.

Reasumujac: charakterystyka Eulera-Poincarego jest
bezuzyteczna, gdy chcemy rozrózniac rozmaitosci
trójwymiarowe. Nalezy szukac innych, skuteczniejszych
niezmienników. A moze Czytelnicy maja jakies pomysly?

W chwili pisania tego artykulu problem klasyfikacji
rozmaitosci trójwymiarowych, czyli opisu mozliwych form
naszej przestrzeni, byl otwarty.



\1alowanie map

W 1852 roku student londynskiego University College,
Francis Guthrie, powiedzial swemu bratu Frederickowi,

ze jego zdaniem mozna, uzywajac jedynie czterech
barw, pomalowac panstwa na dowolnej mapie tak,
by kazde dwa sasiednie (tzn. majace wspólny odcinek

granicy) mialy rózne kolory. Francis zauwazyl bowiem,
ze cztery kolory wystarczaja, gdy chcemy pokolorowac
hrabstwa na mapie Anglii. Skoro tak, to dlaczego
nie mialyby wystarczyc w dowolnym przypadku,
tzn. dla jakiejkolwiek mapy na kartce papieru (czyli

na plaszczyznie) lub na globusie (czyli na sferze)?
Gwoli scislosci przyjmijmy, ze granice kazdego pa11stwa
tworza jedna krzywa zamknieta (tego warunku nie
spelnia np. RPA).

Frederick Guthrie zwrócil sie z powyzszym problemem

do jednego ze swych wykladowców, Augustusa
De Morgana. De Morgan udowodnil, ze nie ma takiej

(plaskiej) mapy, na której znalazloby sie piec pa11stw
parami sasiednich. Nie jest to jeszcze, niestety, dowód
faktu, ze nie ma takiej mapy, do której pomalowania

trzeba uzyc przynajmniej pieciu barw (patrz rys. 1)
- i nie wiadomo, czy De Morgan byl tego swiadom,
gdy 23 pazdziernika 1852 roku pisal list do Hamiltona,
wspominajac o calej sprawie.

Rys. 1. Na mapie powyzej nie lTla czwórki parlstw parami sasiednich;
mimo to do jej pomalowania trzeba koniecznie uzyc czterech barw.

Wspomnijmy dla przykladu, ze w 1887 roku Journal

oj Education opublikowal konkurs dyrektora Clifton
College na dowód twierdzenia o czterech barwach, nie
dluzszy niz trzydziesci linii rekopisu. Wsród wielu

innych osób, z wlasnym "dowodem" pofatygowal
sie nawet biskup Londynu i pózniejszy arcybiskup
Canterbury, Frederick TempIe, który ponoc na

nudnych oficjalnych spotkaniach bywal obecny jedynie
cialem.

Gdy zatem w roku 1890 Percy John Heawood znalazl

istotny blad w rozumowaniu Kempego, to pisal
o tym w tonie niemal przepraszajacym. Krótka.,

szesciostronicowa praca Heawooda w Quarterly
Jour1wl oj Mathernatics zawiera kontrprzyklad

obalajacy dowód Kempego, dowód faktu, ze dowolna
mape mozna pomalowac co najwyzej piecioma
barwami, i jeszcze jeden zadziwiajacy rezultat,
o którym opowiemy dokladniej.

Rozwazmy mapy polozone na powierzchni Pg (rys. 2)
powstajacej przez doklejenie do sfery g "raczek".

Mozna równowaznie powiedziec, ze Pg to powierzchnia
obwarzanka, w którym piekarz zrobil g dziur.

Q-
Rys. 2. Powierzchnia Pg dla g = 3.

Liczba g nazywa sie fachowo genusem powierzchni Pg.

(Wiecej na temat dwuwymiarowych powierzchni

mozna przeczytac np. w Delcie 6/1995.) Gdyby model
powierzchni Pg zrobic z kartonu, klejac odpowiedni
wieloscian (dla g = 1 moze to byc np. wydrazony
szescian z rys. 3), to okazaloby sie, ze liczba f{

krawedzi tego wieloscianu, liczba W jego wierzcholków
i liczba S jego scian spelniaja zawsze zaleznosc

Rys. 3. Wydrazony szescian; W = S = 16, J( = 32.

Problem czterech barw stal sie na dobre slawny - jak

sie okazalo, na przeciag z grubsza stu lat - w czerwcu
1878 roku, kiedy to Arthur Cayley opowiedzial

o nim na posiedzeniu Londynskiego Towarzystwa
Matematycznego (stwierdzajac, ze sam nie zna

rozwiazania). Niedlugo potem "dowody" twierdzenia
o czterech barwach opublikowali Arthur Bray Kempe,

adwokat z zawodu (1879) oraz Peter Guthrie Tait
(1880). Obie prace powitano przychylnie i z zywym
zainteresowaniem (Kempe zostal nawet w dowód
uznania czlonkiem Royal Society).

W Anglii lat osiemdziesiatych XIX wieku panowala
powszechna wiara, ze problem czterech barw zostal
rozwiazany i mozna co najwyzej uproscic dowód.
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(1) W - J{ + S = E = 2 - 2g .



Liczba E = 2 - 2g to tzw. charakterystyka

Eulera-Poincarego powierzchni Pg. Jak sie okazuje,
zachodzi nastepujace

Twierdzenie (Heawood, 1890). Dla g :::: l dowolna

mape polozona na powierzchni Pg mozna pomalowac

uzywajac co najwyzej h(g) barw, gdzie

h(g) = [7+v'~+489] = [7+v'4~-24E]

W dowodzie wykorzystamy prosty

Lemat. Jesli g :::: l, a liczba pa1istw na mapie M

polozonej na Pg jest wieksza od liczby h(g), to istnieje

wsród nich pa1istwo graniczace z co najwyzej h(g) - l
znnymz.

Dowód Lematu. Uznajmy, ze mapa M polozona na

powierzchni Pg to zdeformowany wieloscienny model
powierzchni Pg. Zatem licz ba pallstw S, licz ba K
granic miedzy sasiadami i liczba W "wierzcholków"

(czyli punktów, gdzie zbiega sie kilka róznych granic)
spelniaj a wzór Eulera (l).

Poniewaz (tak samo, jak dla kazdego

wieloscianu!) mamy 3W ::::2K, wiec z (l) wynika,
ze 2K ::::6(S - E). Niech cx oznacza srednia liczbe
sasiadów pallstwa na mapie M; wtedy cxS = 2K

(bowiem mnozac liczbe pallstw przez srednia liczbe
sasiadów liczymy dwukrotnie kazda granice miedzy
dwoma pal1stwami). Wynika stad, ze cxS :::: 6(S - E),

czyli

(2) cx :::: 6 (l - ~) .
Rozwazmy trójmian kwadratowy cj;(x) = X2 - 7x + 6E.

Poniewaz E = 2 - 2g :::: O, wiec ma on dwa rzeczywiste
pierwiastki Xl, X2, przy czym Xl > O. Poslugujac
sie szkolnym wzorem na pierwiastki trójmianu
sprawdzamy, ze czesc calkowita Xl to wlasnie dziwna
liczba h(g) pojawiajaca sie w twierdzeniu Heawooda.
Warunek <t>(xr) = O zapiszmy w postaci

(3) Xl - l = 6 (l - ~) .
Z zalozenia S > h(g) = [xd, zatem S > Xl
(S jest liczba naturalna!), a poniewaz E:::: O, wiec

mamy -E/S:::: -E/Xl' Z warunków (2) i (3)
otrzymujemy teraz nierównosc Xl - l ::::cx, a stad
[Xl] - l = h(g) - l ::::[cx]. Jednakze na mapie M

istnieje, oczywiscie, pallstwo majace co najwyzej [cx]

sasiadów - to spostrzezenie konczy dowód lematu. _

Dowód twierdzenia prowadzimy przez indukcje
wzgledem liczby panstw S. Teza jest oczywista
dla S :::: h(g) - mozna po prostu kazde panstwo
pomalowac innym kolorem. Zalózmy wiec,

ze twierdzenie zachodzi dla pewnego S :::: h(g)
i rozpatrzmy mape M, na której jest S + l panstw.
Z Lematu wynika, ze istnieje wsród nich panstwo Mo,

które ma najwyzej h(g) - l sasiadów (rys. 4).
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Rys, 4. Fragment mapy M; k :S h(g) - 1.

Polaczmy na chwilke Mo z jednym z jego sasiadów,

np. Ml, tzn. zapomnijmy o istnieniu jednej granicy
(zaznaczonej kolorem na rys. 4) na wyjsciowej
mapie M. Nowa mape, zlozona z S panstw,
dzieki zalozeniu indukcyjnemu mozna pomalowac
co najwyzej h(g) barwami. Jednak do kolorowania
sasiadów panstwa Mo uzylismy w najgorszym razie
h(g) - l barw - mozemy teraz przypomniec sobie
o granicy miedzy panstwami Mo i Ml i pokolorowac
Mo ta sposród h(g) barw, która nie zostala uzyta do
kolorowania zadnego panstwa sasiedniego. _

Co ciekawe, okazuje sie, ze oszacowania Heawooda nie
da sie juz poprawic: dla kazdego g :::: 'l mozna wskazac

taka mape na powierzchni Pg, do której pomalowania
nie wystarczy h(g) - l barw. Np. dla torusa mamy
g = l, h(l) = 7, a na rysunku 5 pokazana jest mapa
na torusie z siedmioma panstwami - jak widac, kazde
dwa sa sasiednie, wiec do pomalowania trzeba istotnie
uzyc siedmiu barw.

r

Rys. 5. Mapa na torusie z siedmioma parami sasiadujacymi
pa1\stwami (widok na pasku papieru, z którego sklejamy
torus zgodnie z narysowanymi strzalkami), Realistyczny
(w trójwymiarowej przestrzeni) rysunek pomalowanego siedmioma
barwami torusa jest na okladce.

Powyzszy przyklad pochodzi od Heawooda, który
stwierdzil nonszalancko, ze podobne mozna znalezc

dla wszystkich genusów g. Zaopatrzenie akurat tego
twierdzenia w dowód okazalo sie nieporównanie

trudniejsze: o tym, ze Heawood istotnie mial racje,
wiadomo bylo dopiero w koncu lat 60. XX wieku,
dzieki zbiorowym dlugoletnim wysilkom wielu



matematyków (w tym amatorów: w lutym 1968 roku
Jean Mayer, profesor literatury francuskiej
na Uniwersytecie w Montpellier, udowodnil,
ze oszacowania Heawooda nie da sie poprawic dla

genusu g = 59 i tak sie sklada, ze byl to ostatni
przypadek brakujacy do kompletu).

Kazdy niewatpliwie zauwazyl, ze dowód Lematu
zalamuje sie w przypadku sfery (wtedy g = O,

E = 2). Niemniej jednak h(O) = 4, wiec wzór
Heawooda podaje odpowiednia liczbe barw takze
w przypadku sfery I Mozna tak mówic bez obawy,
bowiem twierdzenie o czterech barwach udowodnili

ostatecznie w 1976 roku (po szescioletniej wspólpracy)
Kenneth Appel i Wolfgang Haken. Ich dowodu
nie moze w rozsadnym czasie sprawdzic "recznie"
zaden smiertelnik: nie dosc, ze jego ostateczna
wersja zajmuje ponad sto stron tekstu i czterysta
mikrofilmów z rysunkami, to do sprawdzenia kilku
tysiecy róznych przypadków Haken i Appel uzyli

programu komputerowego, który na duzej
maszynie dzialal kilkaset godzin. A swoja droga,
to zadziwiajace, ze twierdzeni!' o kolorowaniu map jest
tak proste w dowodzie dla torusa i tak zawile dla sfery.

Milosnicy wzoru Eulera moga spróbowac samodzielnie wymyslic
(niedlugi i prosty') dowód faktu, ze kazda mape na plaszczyznie
lub sferze mozna pomalowac co najwyzej szescioma barwami.
Na poczatek nalezy zauwazyc, ze bez zmniejszenia ogólnosci mozna
przyjac, iz w jednym punkcie mapy zawsze zbiegaja sie najwyzej
trzy rózne granice.

Znaczenie wyniku Appela i Hakena jest dwojakie.
Po pierwsze, rozwiazali oni slawny problem, który

przez ponad sto lat byl otwarty. Po drugie, ich praca
zmusza matematyków do ponownego rozwazenia
pytan Co to jest dowód? i Czy kazdy dowód mozna

zrozumiec i sprawdzic? A kartografowie najwyrazniej
i tak sie twierdzeniem o czterech barwach nie
przejmuja: w nowej szesciotomowej encyklopedii
PWN województwa na mapach Polski z róznych

lat kolorowane sa zawsze przynajmniej piecioma
barwami ...

__ Zadania
Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 807. Czy dwa równoleglosciany (niekoniecznie przystajace) moga miec te wlasnosc,
ze kazda sciana jednego z nich ma z kazda sciana drugiego pewien punkt wspólny (nie
lezacy na zadnej z krawedzi obu równolegloscianów)?
Rozwiazanie na str. 9

M 808. Niech
. 7r . 27r . 37r . (2n-1)7ra = SIn - SIn - SIn - ... SIn

n 2n 2n 2n 2n

Udowodnic, ze granica lim (an)2-n istnieje i obliczyc jej wartosc.n-co
Rozwiazanie na str. 9

M 809. Czy kazdej dodatniej liczbie rzeczywistej Cl' mozna przyporzadkowac
nieskOllczony podzbiór AG zbioru liczb naturalnych w taki sposób, by dla dowolnych
Cl' =I=- (3 zbiór AG n At3 byl skonczony?
Rozwiazanie na str. 11

Redaguje Piotr ZALEWSKI

F 451. Harcerz rzuca z calej sily szyszkami do otwartego, okraglego okienka
namiotu-hangaru z odleglosci kilku metrów. Srednio co druga szyszka wpada do
srodka. Co która szyszka (srednio) omijalaby cel, gdyby chlopiec podszedl dwa razy
blizej, jezeli przyjac, ze harcerz celuje w srodek okienka, zamierzony kierunek rzutu jest
prostopadly do plaszczyzny okienka, a rozrzut katowy wokól tego kierunku w dowolnej
plaszczyznie go zawierajacej podlega rozkladowi normalnemu.
Rozwiazanie na str. 12

F 452. Jednorodny sztywny pret o masie m jest podparty na dwóch koncach. Obliczyc
sile reakcji podpory w momencie usuniecia drugiego punktu podparcia. Tarcie
i grubosc preta zaniedbac.
Rozwiazanie na str. 8
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Wzór Eulera jako równanie

n

W'LSi =S,
i=l li

n

W· LSi = 2K oraz
i=l

co po wyeliminowaniu K i S daje

n 2

(2 - L Si . (l - T)) . W = 4 .i=l '

Z pelna lekkomyslnoscia zajmujemy sie tylko tym, by znaki sie zgadzaly,
co prowadzi do wymagania, by dodatnia byla zawartosc nawiasu, czyli

n 2L Si . (l - ~) < 2 .
i=l l,

Bez wiekszego trudu stwierdzamy, ze musi byc 11 < 4 i w efekcie rozwiazujemy
dwie nierównosci diofantyczne:

(Sl S2). (Sl S2 S3)Sl + S2 - 2 Z; + l2 < 2 1 Sl + S2 + S3 - 2 Z; + l2 + T; < 2 .

Z geometrii wiemy, ze w kazdym z przypadków suma Si jest równa 3, 4
lub 5. Mamy wiec do rozwiazania 6 nierównosci. Aby i tym razem kazdemu

rozwiazaniu odpowiadal wieloscian, nalezy tylko pamietac, ze
gdy h jest liczba nieparzysta, to albo Sl > 2, albo S2 > l, albo S3 > l,
co pozostawiamy do uzasadnienia Czytelnikowi. Rozwiazan nierównosci jest 13

plus dwie niesk011czone serie. I istnieje trzynascie wieloscianówarchimedesowych

(jeden nawet w dwóch postaciach) oraz archimedesowe graniastoslupy (dwa
11-katy foremne polaczone paskiem kwadratów) i antygraniastoslupy (dwa 11-katy
foremne polaczone paskiem trójkatów równobocznych).

Jest jednak sytuacja, gdzie takie postepowanie staje sie nieslychanie

nieefektywne. Mianowicie, gdy poszukujemy wieloscianów wypuklych o scianach
bedacych trójkatami równobocznymi.
Oznaczajac przez Wi liczbe wierzcholków, w których zbiega sie i scian, mamy

3W3 + 4W4 + 5W5 = 2K = 3S oraz W = W3 + W4 + W5,

co, po wyeliminowaniu ze wzoru Eulera W, K i S, daje
3W3 + 2W4 + W5 = 12.

Równanie to ma jednak 19 rozwiazan, choc odpowiednich wieloscianów istnieje

tylko 8. W cale nie jest latwo wykazac, ze akurat tak jest: fakt ten nazywa sie
twierdzeniem Freudenthala-van der Waerdena.

'Wzór W - K + S = 2 mozna potraktowac jako równanie diofantyczne

rozwiazywane dla W 2:: 4, S 2:: 4, Nie kazdemu rozwiazaniu (czyli trójce
(W, K, S)) odpowiada jakis wieloscian wypukly majacy akurat tyle
wierzcholków, krawedzi i scian - np. trójce (4,7,5) nie odpowiada zaden
wieloscian - choc sa rozwiazania dla dowolnego ustalonego W czy S, a takze dla
K = 6 i K 2:: 8. Nie podamy tu ogólnie, po czym poznac, którym rozwiazaniom
odpowiadaja wielosciany, a którym nie. Podamy tylko pewne wyniki dotyczace
bardziej regularnych wieloscianów.

Aby uzyskac wieloscian plat011ski - w kazdym wierzcholku zbiega sie tyle

samo (powiedzmy p) jednakowych (powiedzmy q-katnych), foremnych
scian - wystarczy zauwazyc, ze pW = 2K = qS oraz zarówno p, jak i q nie
przekraczaja 5. Po wyeliminowaniu ze wzoru Eulera W i S otrzymujemy

l l l l-+-=-+-
q p 2 K'

które to równanie ma piec rozwiazan i kazdemu odpowiada zadany wieloscian.

Aby uzyskac wieloscian archimedesowy - kazdy wierzcholek jest takim samym
cyklem foremnych scian - trzeba sie pomeczyc nieco dluzej, ale w istocie
postepuje sie nawet jeszcze prosciej. Jesli w wierzcholku spotyka sie Si scian
li-katnych (i = 1, ... ,11) - uwaga! lekcewazymy sobie ich porzadek cykliczny
- mamy

©~'.~~\

--\..-
I

'TU (i dalej) byloby przemilo ze
strony Czytelnika, gdyby zechcial
sprawdzic nasze goloslowne deklaracje.
Gotowych rozwiazaJ1 JTIoznaszukac
np. w De/cie 4/1984 lub w czasopismie
M atematyka- Spo leczenstwo-N auczanie
nr 7.

Równanie dzofantyczne to równanie
algebraiczne rozwiazywane wsród liczb
calkowitych, wzglednie w jakims ich
ustalonym podzbiorze; nazwa pochodzi od
illlienia Diofantosa, greckiego matematyka
z III wieku.

A oto rozwiazania (W31 W.l, W5)

odpowiedniego równania: (4, O, O)
(3, 1, 1) (3, O, 3) (2, 3, O) (2, 2, 2)
(2,1,4) (2, 0,6) (1, 4,1) (1,3,3)
(1,2,5) (1, 1, 7) (1, O, 9) (O, 6, O)
(O, 5, 2) (O, 4, 4) (O, 3, 6) (O, 2, 8)
(O, 1, 10) (O, O, 12).

Oto rysunki wszystkich wieloscianów
wypuklych majacych sciany bedace
trójkatan1i równobocznyn1i; maja one
kolejno cztery, szesc, osiem, dziesiec,
dwanascie, czternascie, szesnascie
i dwadziescia scian.
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Nieomal kazdy, kto slyszy jedna z tych lamiglówek po raz pierwszy, bierze

kartke papieru i olówek, by po kilku próbach stwierdzic, ze tego sie nie da

narysowac. Rzeczywiscie, z poczatku drogi rysuje sie gladko, lecz zawsze okazuje

sie, ze ostatniej, brakujacej do rozwiazania lamiglówki, nijak na kartce papieru

umiescic nie mozna, o ile nie chcemy przecinac wczesniej narysowanych. Jesli

ktos nigdy jeszcze nie próbowal, niech sie przekona "wlasnorecznie" .

Zacznijmy od przypomnienia dwóch starych jak swiat lamiglówek. W pierwszej

z nich mowa jest o trzech studniach i trzech domkach; chodzi o to, by kazdy

domek polaczyc droga z kazda studnia spelniajac jednoczesnie kaprys wlascicieli:

mianowicie, rózne drogi nie moga sie przecinac.

W drugiej lamiglówce nie ma studni, a domków jest za to piec. Tym razem

rozwiazujacy ma wymyslic sposób polaczenia domków sciezkami tak, by kazde

dwa byly polaczone bezposrednio (tzn. zeby mozna bylo pomaszerowac

z kazdego domku do dowolnego innego, nie odwiedzajac po drodze pozostalych).

J ak poprzednio, sciezki nie moga sie przecinac.

JWI").n"
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No dobrze, ale przeciez - zarówno w matematyce, jak i poza nia - seria

niepowodzen to wcale jeszcze nie dowód na to, ze czegos istotnie zrobic nie

mozna. Scisle uzasadnienie faktu, ze zadna ze wspomnianych lamiglówek nie ma

rozwiazania, podamy wykorzystujac wzór Eulera.

Rys. 1. Dla grafu u góry (domek) mamy
5= 4, W = 12, K = 14; dla grafu u dolu
(samolot) mamy 5= 6, W = 23, K = 27.

Przypuscmy, ze na plaszczyznie mamy tzw. graf, to znaczy pewna liczbe

kropek polaczonych nie przecinajacymi sie kreskami. Zalózmy w dodatku,

ze z kazdej kropki do kazdej innej mozna przewedrowac po narysowanych

kreskach (intuicyjnie znaczy to tyle, ze graf sklada sie z jednego tylko kawalka,

a nie, na przyklad, z dwóch czy trzech polozonych z dala od siebie). Mówi sie

wówczas, ze graf jest spójny. Wzór Eulera orzeka, ze w takiej sytuacji liczba

kropek W, liczba kresek J( i liczba S czesci, na które graf dzieli plaszczyzne,

spelniaja zaleznosc W - J( + S = 2. Przyklady pokazane sa na rysunku 1,

a jesli komus nie chce sie czytac (niezbyt trudnego) dowodu, który mozna

znalezc np. w Delcie 5/1996, to niech przynajmniej narysuje na kartce papieru

kilka innych grafów spójnych i sprawdzi dla nich zaleznosc miedzy liczbami VII,

J( i S.

W pierwszym zadaniu mamy W = 3 + 3 = 6, J( = 3 . 3 = 9 (bo kazdy domek

ma byc polaczony z kazda studnia). Ze wzoru Eulera wynika wiec, ze powinno

byc S = 5. Gdyby udalo sie nam zrobic rysunek rozwiazujacy lamiglówke,

to kazda z tych pieciu czesci plaszczyzny bylaby ograniczona przynajmniej

czterema kreskami. (Dwie lub trzy kreski to jeszcze za malo, bo w pierwszym
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przypadku musielibysmy miec dwie rózne drogi z pewnego domku do pewnej

studni, a w drugim - dwie studnie lub dwa domki polaczone bezposrednia

droga; zadnej z tych mozliwosci warunki zadania nie przewiduja.) Skoro tak,

to wszystkich kresek jest przynajmniej (5.4) : 2 = 10 (dzielimy przez 2,
bo kazda kreska jest wspólna dla dwóch czesci plaszczyzny), czyli za duzo!

Ta sprzecznosc dowodzi, ze zadania o studniach i domkach istotnie rozwiazac

sie nie da.

Rys. 2. Dla szescioscianu z przekatna
mamy W = 5, J{ = 10, a dla
czworoscianu z dodana osia symetrii
W = 6, J{ = 9.

W drugim zadaniu mamy W = 5 oraz J( = (5·4) : 2 = 10 (bo kazdy

z pieciu domków ma byc polaczony z kazdym z czterech pozostalych

i zadnej kreski-sciezki nie chcemy liczyc dwa razy). Powinno wiec byc

S = 2 + J( - W = 7. Jesliby sie udalo narysowac odpowiedni graf, to kazda

z tych siedmiu czesci mialaby brzeg zlozony tym razem z trzech kresek (wynika

to z faktu, ze kazde dW3;domki sa polaczone sciezka). Liczac, jak poprzednio,

kreski na nowo, otrzymujemy J( = (7·3) : 2 = lal, a to jest sprzecznosc.

Zamiast przypominac lamiglówki dobrze znane, powie moze ktos z Czytelników,

lepiej byloby dac w prezencie naj mlodszym milosnikom Delty nowa lamiglówke

tego rodzaju, zeby znowu mogli zablysnac na najblizszych imieninach Cioci

czy tez kólku matematycznym (niepotrzebne skreslic). Okazuje sie, ze istotnie
nowej lamiglówki polegajacej na zmuszaniu kogos do rysowania plaskiego

grafu, którego sie narysowac nie da, wymyslic nie mozna. Nie wynika to wcale

z lenistwa redakcji (którego staramy sie Czytelnikom nie pokazywac), lecz
z twierdzenia, które Kazimierz Kuratowski udowodnil w 1930 roku: kazdy graf

niesplaszczalny zawiera jeden z dwóch fragmentów pokazanych na· rysunku 2. Nie

trzeba wiele sprytu, by na tym rysunku zauwazyc opisane wyzej studnie i domki.

Rozwiazanie dla Kubusia

'Wytnijmy fragment torusa
zawierajacy dwa punkty
osobliwe:

Zmieniajac zaczesanie
mozemy te dwa punkty
osobliwe zdeformowac do

jednego (O indeksie -2).

Rozwiazanie zadania M 808. Skorzystamy ze wzorów
sin 2x:::: 2sinxcosx oraz cosJ.; = sin(x + 7r/2). Poniewaz

'}1t_1 :J"-!

= 22n-1 I1 brI1 brsin --·1 cos-- _
2n+l

. ')u+1
k=l

k=l

wiec an . 22ft-n = an+l 22n+1-(n+l) dla kazdcJ liczby

naturalnej n Zatem ciag bn = an . 22't-'1 jf'st st.aly l dlD.tego

hr _
sm :,?n+l -I1

27t -1

I1 br br2sill-- cos-
211.+1 :!,.+1

k=1

an :::: 2n-:2n . al 21-21 = 2n-27t-1

k=1
I1

2fl_l

an =

Stad (aTl )2-U *,. 2(n-l)/'2n totez szukana granica IstnieJe i Jt'st
rówll~ A-. -- ~
Uwaga. \V podobny sposób dowodZI Sie, ZE J In siu.I' d.r :::: -7f In :.?

I

R.ozwif\zanie zadania M 807. PrzYPusC'lnYt Z(~dwa

równoleglosciany o szukanej wlasnosci istnieja \Vtedy kazda ze scian
pi(>rvvsze~o z nich dawalaby VIIprzeCleciu z kazda ze scian drugiego
z nich odcinek. CZtrsc wspólna AJ obu równoleglosclanów jest
vvieloscianenl wypuklynl (bo Jest przeciecitm dwóch wieloscianó""
"vypuklych) o dwunastu scianach (h'z:tcych w plaszczyznach scian
obu równolegloscianów) Liczba 1\ kraw~dzi wielosnanu l'lI l na nloey
poczyniOtH:.l wyzej obserwacji, spelnia warunek ]( 2: 6 6:::: 36.
Z(" wzoru Eulera otrzyn1ujcmy liczr_'e wierzcholków

:1 1 2

1\ =:! + J\ - S = f{ - lO = "31\ + "3(J{ - 30) > 3](
J,_·dnakz(' pl'owadzi to do f;pr7,t'cznosci) bo kazda krawedz JTI<1

za kot1ce dwa wierzcholki) a w kazdynl wier7.cholku schodza si~
co najmnIej trzy kraw<;dzie, czyli 3~V ::; :!J( Sytuacja, o która
pytalIsmy w 'Zadaniu, nie 1l10ZC wiec zachodzic

A co L~dzl(" jc·sli zaiadaIl1Y jedynie, by kazda sciana pierwszego
równolegloscianu miala z ka~da sciana drugiego punkt wspólny (byc
mOZe lezacy na kra'..vt,;dzi jednego z równolegloscianó\v)? Kwestie
te pozostawian1Y do rozstrzygnIecia \Vnikliwyn1 Czyt(lnikom ufnie

prosz;lc o nadsylani,' rozwi;'!Z<.U1,bo zagadnienie wielce nas nurtuje
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Rys. 1

Rys. 2

Rys 3

Rys.4

Charakterystyka Eulera, czyli jak sie uczesac

Maly Kubus byl zawsze przesadnie pedantyczny. Wszystkie ksiazki n1Usialy
byc równo ulozone, zeszyty i dlugopisy równiez. Nawet klocki porozrzucane na

podlodze czym predzej ukladal w rzadki. Byl jednak jeden problem, z którym
nie potrafil sobie poradzic. Mial równo przystrzyzone, krótkie, proste wlosy
i ilekroc staral sie je uczesac, na czubku glowy pozostawal punkt, z którego
wlosy rozchodzily sie w kazdym kierunku. Wymyslil co prawda, ze gdyby czesac
sie do tylu, to problem by znikl, ale czesac sie do tylu po prostu nie chcial.

Problem nurtowal go na tyle, ze zaczal na jego temat fantazjowac.

Mam wujka - myslal Kubus - ten to dopiero jest zarosniety: gesta czupryna,
wasy, broda, cale policzki, no i te krzaczaste brwi. Takiemu to dopiero trudno
jest sie uczesac. A gdyby tak cala glowa byla porosnieta? Gdyby glowa byla
kula, na której roslyby geste, proste, krótkie, równo przystrzyzone wlosy? Teraz
nawet czesanie do tylu nic by nie dalo!

Z wypiekami na twarzy Kubus zabral sie do czesania kuli. Robil mnóstwo

rysunków (wloski rysowal olówkiem na pilce) i zawsze pozostawaly punkty,
z których wlosy rozchodzily sie we wszystkich kierunkach. Najpierw byl

przekonany, ze musza byc co najmniej dwa takie punkty. Oto pierwszy rysunek
Kubusia - rysunek 1.

Z jednego punktu na sferze wloski wychodza, a w drugim punkcie sie schodza.
Po pewnym czasie Kubus odkryl, ku swojemu zdziwieniu, ze mozna tak zaczesac

kule, aby byl tylko jeden punkt osobliwy (tak Kubus nazwal punkty, w których
wloski nie ukladaly sie w jednym kierunku). Oto drugi rysunek Kubusia
- rysunek 2.

Wloski ukladaja sie wzdluz narysowanych linii. Na oddzielnej kartce narysowal,

co sie dzieje w poblizu punktu osobliwego (rys. 3).

Wloski sa tak ulozone, ze sa styczne do narysowanych linii i ukladaja sie
w kierunku narysowanych strzalek. Dla wiekszej przejrzystosci Kubus zaznaczyl
na rysunku cztery wloski na kolorowo.

Tak - pomyslal - udalo mi sie wprawdzie zastapic dwa punkty osobliwe jednym,
ale za to jest on tak jakby dwa razy bardziej skomplikowany.

Zapomniawszy, co bylo jego pierwotnym problemem, zaczal fantazjowac
dalej. Czy mozna zaczesac torus? Tak, i to bez zadnych punktów osobliwych'
Rozwiazanie znalazl bez wiekszych problemów i przedstawil je na kolejnym
rysunku (rys. 4).

Torusa z dwiema dziurami (rys. 5) nie udalo mu sie juz zaczesac bez
powstawania punktów osobliwych.

J ak poprzednio, dla wiekszej wyrazistosci, punkty osobliwe na torusie z dwiema

dziurami Kubus przedstawil na dodatkowym rysunku (rys. 6.).

oraz

Rys. 5 Rys. 6
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Rys 7

Rozwhp,:anie zadania M 809. Tak.
Niech (Pn ) bedzie ciagiem kolejnych liczb
pierwszych, tzn. p l = 2, P2 = 3, P3 = 5

itd. LiczlJie dodatniej Cl: przyporzadkujmy
zbiór

Ao = ll,\nl, p~2ol, p~3ol, .. },

gdzie [J'] oznacza najwieksza liczbe
calkowita nie przekraczajaca:r.
Dla dowolnych /3 > c, > O kazdy
element wfipólny zbiorów ./10' i ..4J3

musi byc postacI p~:to.J = p~t,tlJ, wiec
"" ~ [nO'] = [n(3] ~ n(3 -1, skad
n ::; 1/((3 - n) Zatem zbiory A" , Al'
maja co najwyzej [1/((3 - et)], a wiec
skorlczenie wiele, elementów wspólnych.

Uwaga. Zadani(~ wyboru ze 7,bioru

przeliczalnego cont.inUUl11 podzbiorów
o skorlczonych przecieciach jest
juz dosc stare i ma \viele pieknych
rozwiazan. Pan Marek Pycia podal laka
konstrukcj~ knzdej liczbie rzeczywistej O'

przyporz<.ylkowuJemy podzbiór zbioru

liczb wymiernych l którl_"'go elementami sa
wyrazy pewnego ciagu liczb wymiernych

zbieznl_~go do 0'. Poniewaz ciagi o róznych

granicach n10ga miec' co najwyzej
skorlczona liczbe wspólnych wyrazów l

wiec warunki zadania sa spelnione. Pan
Krzysztof \Vozniakowski wskazal inne
rozwiazanie:

elementami zbioru przeliczalnego sa wezly
tej!;o drzewal a szukanyrni podzbioran1i
\lvszystkic drogi \V dól.

Tutaj, podobnie j ak w przypadku kuli, mamy dwa punkty osobliwe, lecz sa one
"innego typu" niz te na kuli.

Coraz to nowsze pytania nurtowaly Kubusia. Jak rozrózniac "typy"
punktów osobliwych? Co to znaczy, ze jeden punkt osobliwy jest "bardziej
skomplikowany" niz inny? Jaki jest zwiazek miedzy liczba dziur w torusie,

liczba punktów osobliwych i tym, jak bardzo sa one skomplikowane? Wszystko
to wydawalo mu sie bardzo trudne, byl jednak przekonany, ze jakis zwiazek
istnieje, a dokladniej, ze istnieje zaleznosc dajaca sie wyrazic prostym wzorem.

Aby móc taka zaleznosc znalezc, trzeba najpierw wyrazic liczbowo, na ile
dany punkt osobliwy jest skomplikowany - rozumowal Kubus. Po dluzszym
zastanowieniu doszedl do wniosku, ze da sie to wyrazic poprzez indeks punktu

osobliwego, który zdefiniowal w sposób nastepujacy.

N arysujmy bardzo maly okrag o srodku w punkcie osobliwym. Na tym okregu sa
jakos polozone wloski (na rys. 7 wloski sa kolorowe).

Gdy poruszamy sie po okregu w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek

zegara, to wloski wyrastajace z okregu zmieniaja swój kierunek obracajac
sie. Gdy obejdziemy okrag dookola w kierunku przeciwnym do ruchu

wskazówek zegara, to wloski lezace na okregu wykonaja pewna liczbe pelnych
obrotów. Kubus zdefiniowal indeks punktu osobliwego jako owa liczbe obrotów
wykonanych przez wloski, przy czym bierzemy ja ze znakiem +, gdy wloski
obrócily sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara i ze znakiem -,
gdy obrócily sie w kierunku zgodnym ze wskazówkami. Wszystko to jest dosyc

skomplikowane; aby lepiej zrozumiec, o co w tej definicji chodzi, popatrzmy na
przyklady. Kazdy z punktów osobliwych z rysunku l ma indeks równy 1. Punkt
osobliwy z rysunku 3 ma indeks 2. Kazdy z punktów osobliwych z rysunku 6 ma
indeks -1.

N astepnie Kubus empirycznie sprawdzil, ze suma indeksów punktów osobliwych
nie zalezy od sposobu zaczesania! I tak, na przyklad, na rysunku l mamy
dwa punkty osobliwe o indeksie l, co daje w sumie 2, a na rysunku 2 mamy
jeden punkt osobliwy o indeksie 2. Na rysunku 5 mamy dwa punkty osobliwe,

kazdy o indeksie -1. Mozna jednak zaczesac torus z dwiema dziurami tak, aby
byl tylko jeden punkt osobliwy - o indeksie -2 (jak to zrobic? rozwiazanie
jest gdzies w tym numerze Delty). Kubus sprawdzil wiele innych przykladów
i zawsze okazywalo sie, ze suma indeksów punktów osobliwych nie zalezy od
sposobu zaczesania. Minelo pare lat.

Ciekawe, ile wynosi suma indeksów punktów osobliwych - zastanawial sie
Kuba podczas lektury biezacego numeru Delty. Znalazl w nim wzór Eulera i ku
swojemu zaskoczeniu odkryl, ze

suma indeksów punktów osobliwych na torusie z n dziurami

jest stala, niezalezna od sposobu zaczesania i jest równa
charakterystyce Eulera ton/sa z n dziurami.

Oczywiscie, sfera to torus z O dziurami, czyli - mówiac po ludzku - bez dziur.

Czy umiesz zaczesac torus z n dziurami? A czy umiesz go zaczesac w taki sposób, aby byl
tylko jeden punkt osobliwy? Jesli udalo Ci sie go zaczesac, to oblicz, jaka jest. suma indehów

punktów osobliwych i sprawdz, ze jest ona równa charakteryst.yce Eulera t.orusa z n dziuraTlli.

Mimo ze odkryl ten wzór, nie potrafil go udowodnic. Z czasem dowiedzial

sie, ze jest to tak zwany wzór Hopfa-Poincan§go. Oczywiscie, matematycznie
precyzyjne sformulowanie wymaga rozwiniecia dosyc trudnego aparatu

pojeciowego, ale to juz temat na glebsze dyskusje. Dlatego tez, chcac doglebnie
zrozumiec twierdzenie Hopfa-Poincarego, Kuba zaczal studiowac matematyke
na uniwersytecie. Tam tez dowiedzial sie, ze Hopf uogólnil ten wzór na

wielowymiarowe powierzchnie. Czy tez chcecie sie dowiedziec, jak sie formuluje
to uogólnienie? Pójdzcie sladem Kuby ...
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Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 225 (WT=2,89), 226 (WT=3,23)

z numeru 10/1996

Aleksa.nder Surma. - Myszków 44,20

Przemysla.w Gworys - Czestochowa. 43,67
Andrzej Idzik - Boleslawiec 34,14
Przemysla.w Gaclzinski - Sroda. Sl. 31,28

Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 12,49

Zdobywajac 44 punkty po raz trzeci
pan Surma zostaje czwartym
Weteranem Klubu 44 F.

Rys. 1

I

Rys. 2

R,Qzwiazallic zRdania F 451.
\Vyblerajac par',; prost.opadlych
plaszc7.)"zll, który/_'h czescia vvspólna

Jt.':'st zarnit'rzony kierunek rzutu

i oznaczajac katy rozrzutu lezac!..:.>nu

tych plaszczyznach przez O' i I] J11ozt.'nlY

7,apis{v~, z(- prawdopodobienstwo trafienia
wynosI

P(R) -

oki~n kn

gdzie zakznosc od odlt·glosCl
od okienka II jest ukryta
\v zah'znosci granic cal kowani a od R
Przechodzac w plaszczyznie okienka
o promieniu 1" « R do wspólr'l,~dnych
bieguJlo\vycll fI, 1; otrzymujemy
(" = pl H cos ,p, 13 = pl FI'ln 1>,
dn dO = pl J( dpl,p

Prawdopodobil~lh;t"vo chybienia wynosi
(((H) = I - P( R) W taklIn razie jezeli
({(H) = 1/2, to

_,"(.,)2 1(((HI']) = e "U2 1'i = Q(H)4 = _16
Czyli po por.kjsciu dwa razy blizej harcerz
bt~dzic chybial sr,_'dnio co 16 rzut

Klub 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji J)elty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kOlka miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech) dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 351 N, gdzie 5 oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997.

Termin nadsylania rozwiazan: 31 VII 1997

Zadania z fizyki nr 239, 240

Redaguje Jerzy B. BROJAN

239. Na nici o dlugosci 40 cm (dlugosc w stanie nie napietym) wisi ciezarek
o masie 2 kg, do którego od dolu przywiazany jest luzny odcinek takiej samej
nici o dlugosci 30 cm. Z jaka predkoscia powinien sie przesuwac w dól ruchem
jednostajnym dolny koniec tego odcinka (rys. l), aby w nastepstwie jego napiecia
a) zerwaniu ulegl tylko dolny odcinek nici,
b) zerwaniu ulegly oba odcinki (gdy ciezarek znajdowal sie ponad koncem
poruszajacym sie jednostajnie)?
Wytrzymalosc nici wynosi 50 N, a maksymalna rozciagliwosc - 8%, przy czym
zakladamy, ze wydluzenie jest proporcjonalne do sily napinajacej az do chwili
zerwama.

240. Wysylajacy swiatlo punkt porusza sie z predkoscia VI i przecina os optyczna
soczewki pod katem 0'1, a w tym momencie obraz tego punktu przecina os pod
katem 0'2. Z jaka predkoscia V2 porusza sie obraz?

Rozwiazania zadali z fizyki z numeru 1/1997

Przypominamy tresc zadan:

231. Jacek siedzi na lekklej hustaWCe W odleglosci 2 m od punktu podparcia, a j\lal't:k heskakuj~
z pewnej wysokosci na drugie ramie hustawki, W jakiej odleglOSCI od punktu rJOdparcla pOWJI1il'lI
zeskoczyc, aby Jacek wzbil Sie jak najwyzej? Marek wazy trzy razy Wl~ceJ od .Jacka. a husl.awka j'·sl
doskonale sprezysta.

232. Na rysunku 2 przedstawiona jest charakterystyka diody tunelowt.j w kIerunku przl \-VOdZClll;)

Diode te wlaczono w obwód zawierajacy zródlo napieCIa t::" l cewkl~ o ind\1kcyjnosci t, przy czym
wartosc napi~cia e lezy w opadajacYln obszarze charakterystyki (zost.ala zaznaczona lla r}'s :J)

Opisac jakoscIowo procesy zachodzace w obwodzie po zamknIeCIU klucza,

231. Jacek osiagnie maksymalna wysokosc wtedy, gdy Marek sie zatrzyma, a energia
kinetyczna bedzie zachowana, tzn.

1 2 1 2

"2mJvJ = "2mMvM'

Ponadto podczas uderzenia Marka w hustawke wielkoscia zachowana jest moment pedu

chlopców wzgledem punktu podparcia (ze wzgledu na krótki czas mozna pominac na tym
etapie role sily ciezkosci). Stad wynika drugie równanie

mJvJr J = mMvMrM,

gdzie r J i r M oznaczaja odleglosci Jacka i Marka od punktu podparcia. Obliczamy

rM = r JvmJlmM = 2/-/3 m = 1,15 m.

232. Napiecie zródla E jest suma napiec na cewce i diodzie: E = UL + UD, przy czym
UL = L(dlldt). Poczatkowo I oraz UD sa male, wiec natezenie pradu rosnie w przyblizeniu

liniowo. W miare zblizania sie do maksimum charakterystyki UD rosnie, a UL maleje, czyli

I narasta wolniej, jednak dl 1dt nie maleje do zera. Gdy UD osiaga wartosc odpowiadajaca
maksimum charakterystyki (punkt 1), prad nie moze nadal rosnac i jedynym rozwiazaniem

jest przeskok na prawa strone charakterystyki - do punktu 2. Teraz UD> E, wiec dlldt < O

i nastepuje stopniowe przejscie do punktu 3 charakterystyki, a dalej - podobnie jak poprzednio
- wnioskujemy, ze tylko przeskok do punktu 4 zapewnia niesprzecznosc równa11. Cykl 1-2-3-4
sie powtarza.
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Zadania z mateInatyki nr 341, 342

341. Na kazdym polu szachownicy prostokatnej
o wymiarach m x n lezy kartonik pomalowany z jednej
strony na zólto, a z drugiej na niebiesko. Wykonujemy
serie ruchów. W kazdym ruchu wybieramy jedno
pole, po czym przewracamy na druga strone lezacy
na nim kartonik, a takze wszystkie inne kartoniki
znajdujace sie w rzedzie poziomym i w rzedzie pionowym
przechodzacym przez wybrane pole. W chwili poczatkowej
cala szachownica jest zólta. Udowodnic, ze stosujac opisana

Redag7tje Marcin E. KUCZMA

procedure mozna doprowadzic do tego, by cala
szachownica stala sie niebieska oraz obliczyc minimalna
liczbe ruchów, która jest do tego konieczna.

342. Wieloscian wypukly W nie zawiera zadnego
czworoscianu o objetosci 1. Dowiesc, ze wieloscian W jest
zawarty w pewnym czworoscianie o objetosci mniejszej
niz 8.

Zadanie 342 zaproponowal pan Wojciech Martys ze
Stalowej Woli.

Rozwiazania zadall z lllatematyki z numeru 1/1997
Przypominamy tresc zadan:

333. Zbiorem .•klubowym" bed"itmy nazywCth44-elc-mentowy
zbiÓr l\" liczb calkowitych nlajacy nastepujac,! wlasnosc' 5unla
lczb \v kazdym niepustym podzbiorze zbioru J{ jest niepodzielna
przez '15 Ile jest zbiorów klubowych zawartych w zbiorze
p,".3 .. I 997}"

... L~ l ( 11 )k334. Dla kazdeJ hczby naturalnej 11 szereg --- ---.n+k n+l
k::::O

jest zbiezny. Oznaczmy jego sume przez Sn Dowiesc, 7.e IstnleJI
skonczona granica lin1 Sn

n-l
Xl_x ' zatem dla kazdej liczby w E (-l; l)

8n =

Na odwrót, kazdy zbiór K zlozony z 44 liczb
Xl == ... == X44 (mod 45), wzglednie pierwszych z 45, spelnia
warunek definiujacy zbiory klubowe.

Wsród liczb od l do 44 sa dwadziescia cztery liczby rl, ... ,r24

wzglednie pierwsze z 45 (nie bedziemy ich tu wypisywac - latwo
sprawdzic, ze tak jest). Niech

Mi = {x E {l, 2, 3, ... , 1997}: x == ri (mod 45)}.

Kazdy 44-elementowy podzbiór któregokolwiek ze zbiorów Mi
jest zbiorem klubowym, i sa to juz wszystkie zbiory klubowe,
jakich szukamy. Pozostaje je policzyc.

j(w) = wn
Xn dx wn /v ( ny ) nn(l - x)2 = n(l - w) - Ja ny + Idy,

~. W otrzymanym wzorze kladziemy w = _n_ (wtedy v = l):
n(l-w) n+l

(l)

-l < x < l); wówczas

gdzie v =

Zbiór Mi ma 45 elementów, gdy l'i ::: 17, natomiast 44 elementy,
gdy ri > 17. Wsród reszt ri jest dziesiec liczb ::: 17 oraz
czternascie liczb > 17. Zatem z kazdego zbioru Mi pierwszego
typu mozna wybrac zbiór klubowy J( na 45 sposobów,
podczas gdy w kazdym zbiorze Mi drugiego typu jedynym
podzbiorem klubowym jest caly zbiór NIi' Stad wynik: liczba
rozpatrywanych zbiorów klubowch wynosi 10·45 + 14· l,
czyli 464.

00

334. Ustalmy liczbe naturalna n :2: l i przyjmijmy j(x) = L ~:++: (szereg zbiezny dla
k=O

Stad wobec równosci (l):

00

Poniewaz j(O) = O oraz j'(x) = L xn+k-l
k=O

Iw n-l
mamy j(w) = _x __ dx. Calkowanie przez czesci, a nastepnie przez podstawienie

o 1- x

y = x , daje wynik:
n(l - x)

44--,•
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 325 (WT=2,56), 326 (WT=1,58),
z numeru 9/1996

Leslaw Skrzypek - Rzeszów 46,12
Krzysztof Zapisek - Warszawa 40,70
Piotr Zmijewski - Lódz 39,15
Bartlomiej Dyda - Wroclaw 36,33
Jaroslaw Lazuka - Warszawa 33,94

Ustawienie zbioru K w ciag bylo dowolne; Xl, x2 mogly byc
dowolnymi elementami K. Zatem wszystkie liczby w zbiorze K
daja przy dzieleniu przez 45 jednakowa reszte r. Ta reszta
jest wzglednie pierwsza z 45; w przeciwnym razie daloby sie
ze zbioru J( wybrac podzbiór o sumie elementów podzielnej
przez 45.

333. Wezmy zbiór klubowy K, ustawmy jego elementy w ciag
Xl, ... , X44 i przyjmijnlY oznaczenie: Sk = Xl + ... + Xk

dla k = 1, ... ,44. Z okreslenia zbioru klubowego wynika,
ze liczby Sk sa niepodzielne przez 45 oraz ze jesli
l ::: k < rn ::: 44, to róznica Sm - Sk nie dzieli sie przez 45.
Zatem ciag (( Sk mod 45): k = l, ... ,44) jest permutacja zbioru
{1, ... ,44}.

Zamieniamy teraz elementy Xl i X2 mIeJscami; to znaczy,
ustawiamy elementy zbioru K w ciag x~ ' ... , x~4' gdzie
x~ = X2, x; = Xl, xj = Xj dlaj > 2, i tworzymy sumy
S~ = X~ + ... + x~. Takze i ciag (( s~ mod 45): k = l, ... , 44)
jest permutacja zbioru {l, ... , 44}. A poniewaz Sl = Xl, S~ = X2

oraz Sk = s~ dla k :2: 2, wnosimy stad, ze Xl == X2 (mod 45).

Weteran Leslaw Skrzypek, autor licznych

zadan ligowych, konczy czwarta runde· (2)
Gratulacje'

8n = n + l
n (~) n 11(~) n dy.n o ny + l

Ciag funkcji gn(Y) = (ny)n(ny + l)-n jest w przedziale (O;l) zbiezny monotonicznie do funkcji

h(y) = {e-l/Y dla y> O,O dla y = O,

a wart~sci wszystkich tych funkcji sa wspólnie ograniczone przez 1. Równosc (2) daje wiec
w gramcy

lim 8n = 1- e .11h(y) dyn--+oo O

(wartosc calki skonczona) ..Dowodzi to zbieznosci ciagu (8n).
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Izomet,-za: przeksztalcenie nie
zmieniajace odleglosci.

Rys. 1. Szescian, w którym jedna
sciana zastapiona zostala piramidka na
zewnatrz, i drugi, gdzie piramidka jest do
wewnatrz.

Wielosciany sztywne, ruchome i te trzecie
N a poczatek spójrzmy nieco inaczej na pierwsza ceche przystawania trójkatów.
Zdanie

jesli AB == AIBI,BC == BICI iCA == CIAI, to LAB C == LAIBle
wyraza nastepujacy fakt

jesli istnieje izornetria <Pl nakladajaca AB na Al BI, izornetria <P2nakladajaca

BC na BI CI i izornetria <P3nakladajaca C A na CI Al, to istnieje jedna
izornetria <Pnakladajaca równoczesnie wszystkie te odcinki.

Wielokat (n-kat) nazywamy sztywnym, gdy spelnia warunek
jesli istniejq izornetrie <Pl, ... , <Pn nakladajace odpowiednio poszczególne boki

danego wielokata na boki jakiegos innego wielokata, to istnieje jedna izornetria <P,

która naklada je jednoczesnie.

Z latwoscia stwierdzamy, ze sposród wielokatów sztywne sa jedynie trójkaty.
Sztywnosc wieloscianów definiujemy w analogiczny sposób, jako mozliwosc
zastapienia izometrii nakladajacych poszczególne sciany przez jedna izometrie.
Rysunek 1 pokazuje przyklad wieloscianu, który nie jest sztywny. Bez wiekszych
klopotów stwierdzamy, ze czworoscian foremny jest sztywny, podobnie szescian
czy osmioscian foremny, ale dwudziestoscian foremny juz nie.

Wsród wielokatów czy wieloscianów niesztywnych wyróznic mozna wielokaty
(wielosciany) ruchome. Oznacza to, ze nie tylko istnieja nie przystajace
wielokaty (wielosciany) o przystajacych bokach (scianach), lecz istnieje takze
ciagle przejscie pomiedzy nimi, które na kazdym etapie zachowuje przystawanie
scian. Z latwoscia stwierdzamy, ze kazdy niesztywny wielokat jest ruchomy.
Z pewnoscia tez mozemy stwierdzic, iz istnieja wielosciany niesztywne, które nie
sa ruchome - taki jest np. wieloscian z rysunku 1.

A oto jak wyglada problem sztywnosci i ruchomosci wieloscianów:

- wielosciany wYP1tkle sa sztywne (August in Louis Cauchy, 1813);
- istnieja wielosciany ruchorne (Robert Connelly, 1977).
Precyzujac wynik Cauchy'ego: wypukly ma byc zarówno wieloscian, jak i jego
obraz (por. rys. 1).

W tym tekscie przedstawie szkic dowodu twierdzenia Cauchy'ego i przypomne
(publikowane juz w Delcie: 7 i 8/1987) przyklady ruchomych wieloscianów.

Twierdzenie Cauchy'ego

Krok pierwszy dowodu polega na tym, aby stwierdzic, ze wielosciany
wypukle, majace odpowiednio przystajace sciany i odpowiednio przystajace
katy dwuscienne, sa przystajace. Nie jest to trudne do uzasadnienia, wiec
szczególy pozostawie Czytelnikom; polega to uzasadnienie na wybraniu pewnej
sciany i doklejaniu kolejno scian nastepnych - wypuklosc i znajomosc katów
dwusciennych powoduja, ze jest to jednoznaczne. Dla zakonczenia dowodu
nalezy zatem wykazac, ze te katy dwuscienne musza byc równe.

20 Gdy chociaz w jednym przypadku mamy równosc
katów, to odcinamy od obu wielokatów równy
róg (rys. 2), co konczy krok indukcyjny.

Zajmiemy sie w tym celu wielokatami sferycznymi: leza one na sferze, ich boki
to luki okregów wielkich, czyli lezacych w plaszczyznach przechodzacych przez
srodek sfery, ich katy to katy dwuscienne miedzy tymi plaszczyznami. Potrzebne
nam beda dwa spostrzezenia o tych wielokatach.

Przyjmijmy oznaczenia: w n-kacie bok XiXi+1 Dowodzi sie tego indukcyjnie.
ma dlugosc ai (dla i = 1, ... , (n - 1); bok XnXI 10 Dla n = 3 dowód jest taki sam, jak dla plaskiego
ma dlugosc an), kat przy i-tym wierzcholku ma trójkata (a jaki jest ten dowód, Czytelniku?).

rozwartosc ai. ~

Spostrzezenie 1
J,,/i dwa wypukle n-katy 'Jm/'W' ,'pdninja warunki ~.; "
ai = ai dla i = 1, ... , (n - 1) i ai ::; ai Rys 2 o.i+1

dla i = 2, ... , (n - 1), to an ::; an, przy czyrn gdy

chociaz jedna z nierównosci rniedzy katarni jest ostra,

ostra jest tez nierównosc rniedzy bokami.
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3° W pozostalym przypadku bedziemy powiekszali kat
przy wierzcholku Xn -l do rozwartosci O;n-l·
3.1. Gdy powiekszenie nie zepsuje wypuklosci
wielokata (rys. 3), to krok indukcyjny polega na

zastosowaniu 1° i 2° (prosze to p:zecwiczyc).
Xn

Rys. 3. Z lewej sytuacja korzystna, z prawej niekorzystna.

3.2. Gdyby otrzymany wielokat mial byc
niewypukly, postepujemy inaczej - obracamy
bok Xn-1Xn wokól Xn-l dopóty, dopóki
wielokat jest wypukly (rys. 4). Na mocy zalozenia
indukcyjnego dla (n - 1)-katów X2, ... , Xn-l' X~
i X2, ... , Xn-l' X;, mamy X2X~ ::; X2Xn.

Rys. 4. Sytuacja, gdy LXn_2Xn_1X~ < an,
a punkty X 2 l X l, X~ leza na jednym luku.

Podobnie, dla trójkatów Xl, Xn-l' Xn

i Xl, Xn-l, X~ mamy X1Xn ::; X1X~, Lacznie daje
to

an = X1Xn ::; X1X~ = X2X~ - X1X2 ::;- - - - --
::; X2Xn - X1X2 ::; X1Xn = an,

co konczy dowód spostrzezenia l.

N astepne spostrzezenie tez poprzedzimy okresleniem:
dla dwóch n-katów sferycznych 8 i S funkcja A

przyporzadkowuje i liczbe +1, gdy (Xi < O;i, liczbe O,

gdy (Xi = O;i i liczbe -1, gdy (Xi > O;i. Zmiana znaku
nazywamy sytuacje, gdy A(i) . A(i + 1) = -1 (takze
gdy A(n) . A(l) = -l).

Spostrzezenie 2 (lemat Cauchy'ego)

Dla dowolnych 8 i S, takich, ze ai = ai, dla

i = 1, ... , n, albo nie ma zmian znaku, albo sa

przynajmniej 4.

Poniewaz liczba zmian znaku jest parzysta, wiec
nalezy wyeliminowac 2. Przypuscmy wiec, ze dla 8 i S
liczba zmian znaku jest wlasnie dwa. Niech wierzcholki

Xi i Xj oddzielaja te czesc wielokata, gdzie A(k) ::; O,

od czesci, gdzie A( k) 2': O. Oznaczmy te czesci
odpowiednio przez Pl i P2. Stosujac spostrzezenie l
do Pl i Pl otrzymujemy XiXj < XiXj, stosujac zas
do P2 i P2 otrzymujemy XiXj > XiXj - sprzecznosc.

Wezmy pod uwage mala sfere o srodku w pewnym wierzcholku wieloscianu
(mala = otaczajaca tylko jeden wierzcholek). Przeciecie wieloscianu z ta sfera
to wypukly wielokat sferyczny. Tak robimy w kazdym wierzcholku. Mamy wiec
(dzieki funkcji 'ljJ) w odpowiednich wierzcholkach wieloscianów V i ,\1 wypukle
wielokaty sferyczne o odpowiednio równych bokach. Pozwala to przeniesc na
wielosciany oba poczynione spostrzezenia.

Poniewaz katy otrzymanego na danej sferze wielokata sferycznego to katy
dwuscienne wieloscianu, wiec mozemy przeniesc funkcje A na krawedzie
wieloscianu V definiujac (ciagle na ustalonej sferze) dla krawedzi k funkcje
f1(k) = E, gdy w odpowiada.jacymjej wierzcholku Xi odpowiedniego wielokata
sferycznego mamy A(i) = E (gdzie E = -l, O, +1). Nastepnie dwie krawedzie
nazywamy sasiednimi, gdy naleza do jednej sciany i maja wspólny koniec.
Dla krawedzi sasiednich k i l okreslamy funkcje v(k, l) := f1(k) . f1(I). W tej
terminologii mamy wykazac, ze 1/ ma byc tozsamosciowo równa O.

Powracamy do dowodu twierdzenia Cauchy'ego. Rozpatrzymy funkcje 'ljJ

przeprowadzajaca wieloscian V na wieloscian V w ten sposób, ze kazda
sciana przechodzi na sciane przystajaca. Mamy wykazac, ze 'ljJ zachowuje katy
dwuscienne.

ogólnie 2E (~ ).

6 dla i=6

6 dla i=7

4 dla i=5

dla i-kata liczba zmian znaku
nie przekracza

2 dla i=3

4 dla i=4

Rozpatrze tu przypadek, gdy zadna z wartosci funkcji f1 nie jest równa zeru
(zostawiajac Czytelnikom problem, jak pozbyc sie - cos dorysowac, cos
zaniedbac - niepotrzebnych krawedzi: tych, dla których f1 jest równe O).

Z lematu Cauchy'ego wiemy, ze liczba zmian znaku w kazdym wielokacie
sferycznym jest co najmniej 4 - w calym wieloscianie ich liczba N jest
co najmniej równa 4W (gdzie W to liczba wierzcholków wieloscianu). Z drugiej
strony, gdy oznaczymy przez .'li liczbe i-katnych scian wieloscianu, mamy
N ::; 283 + 484 + 485 + 686 + 687 + ... (patrz schematy na marginesie) .

.J esli wziac pod uwage, ze 2J{ = = i8i, gdzie J{ to liczba krawedzi wieloscianu, mamy lacznie

4J{ - 48 = 683 + 884 + 1085 + 1286 + 1487 + - (483 + 484 + 485 + 486 + 487 + ... ) =
= 283 + 484 + 685 + 886 + 1087 + 2': N 2': 4W.

Ale to oznacza, iz 8 - J{ + W ::; O, co jest SPRZECZNE ZE WZOREM EULERA. Koniec.
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Przyklady COllnclly'ego i Steffena

Robert Connelly szukal odpowiedzi na pytanie, czy
zalozenie wypuklosci jest konieczne, by nie istnialy
ruchome wielosciany. Bowiem przez 150 lat nikt
odpowiedzi na to pytanie dac nie umial, co wiecej,
intuicje róznych matematyków dawaly kazdej
z mozliwosci szanse bliskie 50% (matematycy sa
ambitni i rzadko wstrzymuja sie od wypowiedzi na
pytanie jak ci sie zdaje ... ).

D

B

A

L

Gdy jednak wskazal ruchomy wieloscian - ang. flexor

((W, K, S) = (18, 27, 11) - a wiec homeomorficzny
ze sfera), okazalo sie, ze na nastepny nie trzeba bylo
juz dlugo czekac. Klaus Steffen w tym samym jeszcze
roku wyprodukowal flexor mniej zlozony - (14, 21, 9)
- majacy na dodatek symetryczna siatke, co widac
lllzeJ.

x

x

Q

Schematy do zbudowania modeli ruchomych wieloscianów. Po empirycznym stwierdzeniu, ze wieloscian sie rusza; nalezy, rzecz jasna,
wykazac, ze nie wynika to jedynie z niedoskonalosci wykonania (dla modelu Connelly'ego mozna to znalezc np. w Delcie 8/1987).

Z lewej model Connelly'ego, z prawej Steffena, Nie nalezy rysunków traktowac jak siatki, lecz jak instrukcje. Krawedzie przekreslone
odpowiadaja wypuklym katom dwusciennym (ostrzem na zewnatrz), pozostale - wkleslym.
A oto wymiary w dowolnych jednostkach:
Connelly: AB = AC = BC = DE = DF = EF = 9, AD = BE = CE = HlVI = 12, AK = AL = FK = FL = HK = HL = KlVI =
= LM = 15, AM = FH = 4, BD = CF = CK = DL = 16, CG = 11, EG = 5, FG = 7:
Steffen:PQ=17, PR=QR=PS=QS=TX=UX=VX=WX=12, RT=SU=RW=SV=5, PT=QU=PV=QW=
= RX = SX = 10, TV = UW = 11.

Miedzywydzialowe Indywidualne Studia Matematyczno-Przyrodnicze

(MIS MaP) w Uniwersytecie Warszawskim

Rekrutacja w roku 1997

prof. dr hab. And/,zej HENNEL

Siedem Wydzialów Uniwersytetu Warszawskiego: Biologii,

Chemii, Fizyki, Geografii i Studiów Regionalnych,
Geologii, Matematyki, Informatyki i Mechaniki oraz
Psychologii prowadzi od 1992 r. Miedzywydzialowe
Indywidualne Studia Matematyczno-Przyrodnicze

(MISMaP).

Egzamin wstepny (pisemny) odbedzie sie 20 czerwca
1997 r. i obejmie wybrane dwa sposród pieciu testów
z matematyki, fizyki, chemii, biologii i geografii, których
zakresy obejmuja programy nauczania w klasach
o profilach specjalistycznych w liceach ogólnoksztalcacych.

Do egzaminu moze przystapic kazdy posiadacz swiadectwa
maturalnego, który do 1 czerwca zlozy standardowe
dokumenty. Egzamin ma charakter konkursowy;
przy kwalifikacji nie beda brane pod uwage oceny
na swiadectwie maturalnym. Laureaci wszystkich
Olimpiad szczebla centralnego oraz abiturienci z matura
miedzynarodowa z co najmniej 37 punktami (na 45)
zostana przyjeci bez egzaminu. Finalisci Olimpiad
zwolnieni sa z egzaminu z odpowiedniego przedmiotu.
Przewidujemy przyjecie lacznie okolo 100 osób.
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Miedzywydzialowe Indywidualne Studia sa bezplatnymi
studiami dziennymi. Kazdy ze studentów pozostaje
pod opieka profesora lub adiunkta reprezentujacego
kierunek najblizszy jego zainteresowaniom. Studenci
wraz z opiekunami ustalaja wlasne, indywidualne

programy studiów zlozone z przedmiotów prowadzonych
na wymienionych wyzej wydzialach oraz pewnych
przedmiotów uzupelniaj acych.

Wszelkie dodatkowe informacje, takze o mozliwosci
studiów na kazdym z uczestniczacych Wydzialów po
zdaniu egzaminu wstepnego na MISMaP, mozna uzyskac
w Sekretariacie MISMaP, ul. Pasteura 7, 02-093 Warszawa,

we wtorki w godz. 9-12 oraz w czwartki w godz. 12-15
lub telefonicznie (tel. (0-22) 658-22-52). W Sekretariacie
mozna takze nabyc w cenie 9 zl INFORMATOR MIS MaP,

zawierajacy m.in. wszystkie pytania. testowe z lat 1992-96.

Osoby zamieszkale poza Warszawa moga zamówic
Informator za zaliczeniem pocztowym.

Kierownik Miedzywydzialowych Indywidualnych
Studiów Matematyczno-Przyrodniczych w Uniwersytecie
Warszawskim
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Znana jest zapewne wszystkim czytelnikom
EPSILONA cecha przystawania trójkatów
"bok-bok-bok". Wszyscy na pewno tez wiedza,
ze bywaja nieprzysta.jace czworokaty o bokach
parami równych. Sa jednak warunki gwarantujace
przystawanie wielokatów wypuklych (np. równosci
odpowiednich boków i katów).

Malo znane sa natomiast rozwiazania podobnych
problemów dla wieloscianów. Czy dwa wypukle
wielosciany oparami przystajacych scianach sa
przystajace? Odpowiedz powinna byc podobna do
tej w przypadku wielokatów - i mniej wiecej taka
jest. Dwa czworosciany oparami przystajacych
scianach sa przystajace. Po prostu w przestrzeni jest
im ciasno, tak samo jak trójkatom na plaszczyznie.
Co sie dziej e z wieloscianami o wiekszej liczbie scian?
Istnieja dwa osmiosciany, których sciany sa parami
przystajace, ale same osmiosciany przystajace nie sa.
Sciany tych wieloscianów to trójkaty: dwa o bokach
3,3,2; dwa o bokach 4, 4, 2; cztery o bokach 3, 4, 5.
A osmiosciany to takie dwa jak na rysunku.

Istnieja takze dwa nie przystajace szesciosciany ze
scianami parami przystajacymi. Konstrukcja ich jest
troche bardziej skomplikowana - wiec niech Czytelnicy
sie sami pobawia. Czytelnikom do rozstrzygniecia
pozostawiamy tez problem dla piecioscianów.

Na zakonczenie warunek wystarczajacy na to,
by dwa wypukle wielosciany byly przystajace:
istnieje zachowujaca incydencje bijekcja miedzy

zbiorami ich scian, krawedzi i wierzcholków, przy czym

odpowiadajace sciany sa przystajace. Zachowywanie
incydencji polega na tym, ze jesli dwie sciany maja
wspólna krawedz, to ich obrazy tez ... i tak dalej.
Co ciekawe, o prawdziwosci takiego twierdzenia byl
przekonany juz Euklides, ale dowód opublikowal
dopiero Augustin Louis Cauchy w 1813 roku.

D.C.

Hugo Steinhaus jest autorem slynnego stwierdzenia:
Matematyk zrobi to lepiej. I istotnie ...

Wiosna ubieglego roku ujety zostal w USA czlowiek, który
wedlug wszelkich danych jest slynnym Unabomberem.

Unabombera, który wysylal w paczkach do amerykanslcich
polityków, naukowców i biznesmenów bomby, szukano przez
17 lat! Nagroda za pomoc w ujeciu Unabombera wynosila
milion dolarów; na slad wpadl przypadkowo mlodszy brat
podejrzanego. Zaaresztowanym jest 53-letni Theodore
I<aczynski. Matematyk.

Ponizsze informacje, zaczerpniete sa glównie z The New York

Times (dziennika, który - zreszta nie jako jedyny - opublikowal
na zadanie terrorysty jego 62-stronicowy nranifest protestujacy
przeciwko nowoczesnej technice) i Zentra/blatt fUl' i\lIathematik

(któremu takowego manifestn terrorysta do publikacji nie
nadeslal).

Kaczynski najpierw studiowal na slynnym Uniwersytecie
Harvarda; ukonczyl go (z dyplomem z matemat.ylci)
w roku 1962, w wieku 20 lat.. Na druga, pieciolet.nia czesc
studiów, juz st.ricte matematycznych, udal sie do Michigan,
gdzie do dzis go pamietaja jako znakomitego student.a.
Jeden z jego profesorów, Peter L. Duren, powiedzial prasie,
ze "mat.emat.yka wydawala sie jedyna rzecza, kt.óra go
interesowala". W roku 1964 KaczYl1.ski ot.rzYlnal t.zw. luaster's
degree. Kontynuowal st.udia, bedac pod opieka slynnego,
zmarlego kilka lat temu matematyka, Allen!" Shieldsa (znanego
m.in. z t.ego, ze przez wiele lat byl redaktorem kolumny "Years
ago" w The JIIlathematical Intelligencer). KaczYl1.ski praktycznie
nie konsultowal niczego z profesorami, zazwyczaj przychodzil
ze starannie zredagowanym t.ekst.em, mówiac "To zrobilem" .
J ego praca doktorska nosila tyt.ul "Funkcje brzegowe";
zost.ala uznana za najlepsza prace dokt.orska z mat.ematyki
na uniwersytecie w Michigan w roku 1967, w zwiazku z CZYIU
KaczYl1.ski ot.rzymal "Sunimer B. Meyers Prize" w wysokosci
100 dolarów USA.

Po uzyskaniu dokt.oratu I<aczynski zaczal prace na innym
slynnym amerykal1.skim uniwersyt.ecie, w Berkeley. Byl cichy,
spokojny, malo towarzyski. Nie braI udzialu w licznych
wtedy manifest.acjach ant.ywojennych. Jego wyklady niezbyt.
podobaly sie st.udent.om, kt.órzy skarzyli sie rn.in. na t.o,
ze wykladowca odmawia odpowiedzi na ich pyt.ania. Publikowal
w renomowanych pismach, m.in. w Transactions of the

American JIIlathematical Society. Po dwóch lat.ach pracy
w Berkeley nagle zrezygnowal z matematyki - przeniósl sie do
stanu Mont.ana, gdzie zamieszkal w chacie pozbawionej pradu,
biezacej wody i gazu.

W Zentralblatt fur Mathematik zarejestrowanych jest. 7
jego prac; pierwsza opublikowana w roku 1964 w Ameriwn

Mathematiw/ JIIlonth/y, ostat.nia w roku 1969 w Pl'oceedings of

the Ameriwn JIIlathematical Society.

W I<anadzie pracuje obecnie matemat.yk Tomasz Kaczynski
(zbieznosc nazwisk przypadkowa). W roku 1996 przebywalon
na Uniwersyt.ecie Jagiellonskim. Po ogloszeniu, w kwietniu 1996,
historii Unabombera, na wewnet.rznej uniwersyt.eckiej skrzynce
na listy podpisanej "Prof. T. Kaczynski" pojawil sie dopisek:
"Tomasz, nie Theodore". Równiez wiosna 1996 w Alueryce do
jednego ze wspólpracowników Tomasza Kaczynskiego zwrócili
sie przedst.awiciele prasy z prosba o udost.epnienie jego prac ...

Od Redakcji Delty· Stwierdzamy uroczyscie, Zl:-> nic pochwalam.v
uprawiania matematyki za pOl110Ca bomb

Poglad ten podziela Redakcja EPSILONA.

Redakcja EPSJLONA' Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4,30-059 Kraków, z dopiskiem €.
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