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5 VI 20 V na III kwartal,
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6. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane od osób zalnieszkalych za granica)
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Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela "RUCH" S.A.
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Funkcja zeta Riemanna,
Roman DWILEWICZ i Jan

Wedlug opinii autorów niniejszego
szkicu znakomitym (dla ambitnych)
wprowadzeniem do tematu jest ksiazka
Titchmarsha [Tj.

1. "Dyskretne" i "ciagle". Niniejszy (dwuczesciowy) artykul dotyczy funkcji
zeta Riemanna i zwiazanej z nia hipotezy Riemanna.

Literatura poswiecona funkcji zeta Riemanna jest olbrzymia: tysiace artykulów
i dziesiatki monografii napisanych w ciagu przeszlo dwustu lat!

Co najmniej od czasów wielkiego szwajcarskiego matematyka Leonharda Eulera
(1707-1783) profesjonalnych matematyków i amatorów fascynowal zwiazek
miedzy pojeciami ciagly i dyskretny. Okazalo sie, ze takie "dyskretne obiekty",
jak liczby naturalne czy liczby pierwsze, sa zwiazane z sumami nieskonczonymi
i calkami.

Symbol ( jest litera alfabetu greckiego;
nazywa sie ja zeta.

Elementarne dowody tego faktu mozna
znalezc w Delcie 11/1996, w artykule
T. Krasinskiego, oraz w tym numerze,
w artykule P. Rybki o mostach z klocków
i w zadaniach "z myszka" (str. 11).

os urojona

Funkcja zeta Riemanna ( = ((8) jest tego wyrazistym przykladem. Choc moze
mniej znana niz np. tradycyjne funkcje trygonometryczne lub wykladnicze, jest
jedna z najwazniejszych funkcji w calej matematyce i gra duza role nie tylko
w analizie zespolonej czy teorii liczb, ale równiez w geometrii algebraicznej czy
topologii algebraicznej. Powiazana z nia Hipoteza Riemanna (piszemy o niej
w drugiej czesci artykulu) jest chyba naj slawniejszym otwartym problemem
wspólczesnej matematyki. Niestety, w tym krótkim artykule z koniecznosci
skoncentrujemy sie tylko na niektórych wlasnosciach funkcji (. Zainteresowanych
Czytelników odsylamy do cytowanych podstawowych monografii [E], [R], [T],
oraz bardziej od strony historycznej - [W].

2. Co to jest funkcja zeta Riemanna? Na poczatek rozwazmy bardzo
, 00

naturalny szereg, mianowicie sume odwrotnosci liczb naturalnych L: ~. Jest
n==1

to tzw. szereg harmoniczny i zapewne Czytelnik wie, ze jest on rozbiezny.
00 00

Przypatrzmy sie wiec innym, podobnym szeregom postaci L: n\' L: nI" czy
n==1 n==1

00

bardziej ogólnie, L: n1x, gdzie x jest liczba rzeczywista. Okazuje sie, ze ten
n==1

ostatni szereg jest zbiezny dla x > 1 i rozbiezny dla x :S 1.

Czytelnik, który zna liczby zespolone, moze zauwazyc, ze w powyzszym szeregu
mozna wziac zamiast rzeczywistych x argumenty zespolone 8. Pomijajac na razie
pytanie, dla jakich 8 szereg jest zbiezny, zdefiniujemy

11111 001 NI

(1) (( s) = -1 + -2 + -3 + -4 + -5 + ... = '" - = lim '" - .s s s s s L..J nS N->oo L..J nS
n==1 . n==1

Funkcja ta nazywa sie funkcja zeta Riemanna. Pierwszym autorem istotnych
rezultatów o funkcji ( (szczególnie dla argumentów rzeczywistych) byl Euler,
który zyl okolo stu lat przed Riemannem (niemiecki matematyk GeOl'g Friedrich
Bernhard Riemann, 1826-1866). Jednak to wlasnie Riemann wskazal na
znaczenie tej funkcji jako funkcji zmiennej zespolonej oraz udowodnil jej
podstawowe wlasnosci. Dlatego funkcja ( nazwana zostala jego imieniem.

Ponizej podajemy krótkie wprowadzenie do liczb zespolonych, w szczególnosci
tlumaczymy, jak nalezy rozumiec potege zespolona liczby naturalnej, co bedzie
nam potrzebne do zrozumienia szeregu w (1).

Liczbe zespolona s mozna utozsamiac z para liczb rzeczywistych (a, b). Dodajemy takie
pary "po wspólrzednych". Wprowadzajac tzw. jednostke urojona i, o wlasnosci i2 = -1,
mozemy zapisac s = a + ib. Liczbe a nazywamy czescia rzeczywista s i zapisujemy a = Re s

(od lac. Realis), liczbe b zas - czescia urojona, b = Ims (skrót od lac. Imaginarius). Zapis
s = a + ib ma równiez te zalete, ze mozemy mnozyc dwie liczby zespolone tak jak wielomiany
zmiennej i, pamietajac tylko, ze i2 = -1:

(a + ib)(c + id) = ac + iad + ibe + i2bd = ae - bd + i(ad + be).

Liczbe zespolona s mozemy tez przedstawic we wspólrzednych biegunowych, piszac
s = r( cos 11 + i sin (1). Cosinus i sinus sa tutaj te same, co w szkole, r == -.; a2 + b2, a 11

jest katem skierowanym, mierzonym w radianach, miedzy osia rzeczywista a promieniem
laczacym punkt O z punktem (a, b) (patrz rys. 1). Liczbe r nazywa sie wartoscia bezwzgledna
(modulem) s i oznacza sie Is/.
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rzeczywista

a+ib=rei8
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Rys. 1
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(2)

a = Res.

y

2 e 3

Rys. 2. Liczba e jest taka, ze pole
kolorowego obszaru jest równe 1. Inne
definicje liczby e:

( 1)" ~ 1e = lim 1 + - = ~ - .n_co n L....J n!
n=O

Zbiór liczb zespolonych mozna wiec utozsamiac z plaszczyzna R2. Poniewaz mozemy równiez
mnozyc punkty tej specjalnej plaszczyzny, wiec zbiór liczb zespolonych mozemy traktowac
jako cialo; tradycyjnie oznacza sie go litera C (od "compiex" po angielsku czy "complexe" po
francusku). Dla wyjasb.ienia, co to jest zespolona potega liczby naturalnej (tylko ten przypadek
bedzie nam potrzebny), podamy wzór, który tez pochodzi od Eulera:

ei9 = cos e + i sin e .

Dla celów tego artykulu przyjmiemy ów wzór za definicje wyrazenia eie. Z definicji wartosci
X bezwzglednej otrzymamy kei = cos2 e + sin2 e = 1.

Teraz jest juz jeden krok do zrozumienia n s, gdzie n = 1,2, ... ,a s jest liczba zespolona.
Na przyklad, co to jest 2i? Poniewaz dla a > O mamy a = eln a, wiec

2i = (e'n 2f = eiln 2 = cos(ln 2) + i sin(ln 2).

Ogólniej,

nS = na+ib = nanib = na(e'nn)ib = naeiblnn = na(cos(blnn) + isin(blnn)] ,

a wartosc bezwzgledna tego wyrazenia to liczba

InSI = na~cos2(blnn) + sin2(blnn) = na, gdzie a = Res.

00

Wrócmy do funkcji (. Szereg 2:: l/InsI = 2:::=1 l/na jest zbiezny dla
n=l

a = Res > 1, co pociaga za soba zbieznosc szeregu w (1). Okazuje sie,
ze szereg (1) jest zbiezny tylko dla takich s; nie znaczy to jednak, ze funkcja (
moze byc zdefiniowana tylko w pólplaszczyznie Re s > 1.

3. Liczby pierwsze i funkcja zeta. Inna równowazna definicja funkcji ((s)

jest nastepujaca:

( 1)-1 ( 1)-1( 1)-1( 1)-1((s) = II 1- pS = 1- 2s 1- 3s "1- 5s ... ,
p

gdzie iloczyn jest po wszystkich liczbach pierwszych. Mozna udowodnic,
ze iloczyn ten tez jest zbiezny dla Re s > 1.

Zeby sprawdzic równowaznosc definicji (1) i (2), zauwazmy, ze kazdy czynnik
w iloczynie jest suma szeregu geometrycznego,

(1 - ~) -1 = _1-1 = 1+ ~ + ~2 + ....pS 1- P' pS p s

Biorac ich iloczyn po liczbach pierwszych nie przekraczajacych N, tzn. gdy
p = 2,3,5,7,11,13,17,... ,p :S N, otrzymamy

( 1)-1 ( 1 1 ) ( 1 1 )II 1-- = 1+-+-2-+", ..... 1+-+-2 + ...
pS 2S 2 s ps P s

pS-N

-1 ~ ~ _1 ~ _1__- + 2s + 3s + 22s + 5s + 2s 3s + ... -
1 1

= 1+ - + ... + - + reszta
2s NS

gdzie "reszta" jest suma nieskonczona zawierajaca s-te potegi tylko niektórych
liczb naturalnych wiekszych od N. Tutaj wykorzystujemy fakt, ze kazda liczba
naturalna n > 1 moze byc zapisana w sposób jednoznaczny (z dokladnoscia
do porzadku mnozenia) jako iloczyn poteg liczb pierwszych. Jesli ((s) jest
zdefiniowana wzorem (1), otrzymamy

I((s) - II (1- ;s) -11 = I((S) - lIs - 2ls - ... - ~s - resztal :SpS-N

1 1
:S (N + l)a + (N + 2)a + ... ,

Dla a > 1 ostatnia suma po prawej stronie dazy do O, przy N ~ 00.

Iloczyn w (2) jest nazywany iloczynem Eulera i to Euler pierwszy udowodnil,
ze okresla on te sama funkcje co szereg (1). Z przedstawienia funkcji ((s)

w formie (2) widac, ze funkcja ta nie zeruje sie dla Re s > 1, poniewaz wszystkie
czynniki sa niezerowe, a iloczyn jest zbiezny.
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(f(n) jest n-ta pochodna f) .f(z) = L an(z - zat,
n=a

Powyzszy szereg potegowy jest zbiezny w kole otwartym o srodku w za

i promieniu 1'0, tzn. w K(zo, 1'0) = {z E C : Iz - za I < 1'o} i rozbiezny dla
{z E C : Iz - zol> 1'o} dla pewnego 0< ro :::; 00. Na brzegu tego kola moze byc
róznie ze zbieznoscia.

4. Funkcja zeta jako funkcja analityczna. Funkcja ((s) jest przykladem
funkcji analitycznej zespolonej (lub inaczej holom orficznej) , tzn. ma pochodna
w sensie zespolonym w kazdym punkcie swojej dziedziny.

Jedna z konsekwencji analitycznosci funkcji jest istnienie pochodnych
wszystkich rzedów, choc w definicji zakladamy istnienie tylko pierwszej
pochodnej! Ponadto, jesli f = f(z) jest funkcja analityczna zespolona w zbiorze
otwartym U C C, to mozna udowodnic, ze w otoczeniu kazdego punktu Za E U
funkcja f moze byc przedstawiona jako suma szeregu potegowego o srodku
w punkcie Za:

00

Latwo jest udowodnic, ze funkcja zeta moze byc przedluzona na pólplaszczyzne
Re s> O, to znaczy na prawo od osi urojonej. Mianowicie, mnozac 1- 21-s

przez ((s) otrzymamy

l-s (2 ) ( 1 1 1 )(1 - 2 )((s) = 1 - ~ p+ 2s + :y + ... =

= ~ + ~ + ... + ~ + ... _ 2 (~ + ~ + ... + _(1) + ...)l' 2s nS 2S 4S 2n s

1 1 1 1 )n-1 1- - - - + - - - + + (-1 - + -- 1s 2s 3s 4s ... nS' •• -

= f= (_1)n-1
n=l

Szereg po prawej stronie jest zbiezny dla Re s > O. Zatem funkcja (( s) moze byc
przedstawiona wzorem

1 00 (_1)n-1

((8) = 1_ 21-s L . ,n=l

gdzie prawa strona ma sens dla Re 8 > O oprócz 8 = 1. N a przyklad,

W drugiej czesci tego artykulu bedziemy wiec zakladac, ze funkcja ( = ((8) jest
analityczna dla wszystkich 8 zespolonych oprócz 1, choc wzory (1) i (2) maja
jedynie sens dla Re 8 > 1.

Autorzy pragna podziekowac dr. R. Kopieckiemu, prof. A. Schinzlowi
i prof. J. Urbanowiczowi za cenne uwagi, które istotnie ulepszyly pierwsza wersje
obu czesci niniejszego artykulu.

Teraz postaramy sie wyjasnic, jak nalezy rozumiec przedluzenie analityczne

funkcji f. Bierzemy dowolny punkt Zl E K(zo, 1'0) i znów rozwijamy funkcje f
w szereg potegowy, ale tym razem o srodku w Zl. Ten nowy szereg jest zbiezny
w pewnym kole K(Zl' 1'd i rozbiezny poza domknieciem tego kola. Kolo to moze

• byc zawarte w K(zo, 1'0), ale nie musi. Jesli nie jest zawarte, to funkcja f jest
analityczna na sumie obu kól. Dalej bierzemy dowolny punkt Z2 E K(Zl, 1'1),

powtarzamy cala procedure i kontynuujemy ja (patrz rys. 3). Funkcja f moze
byc przedluzona na sume tego ciagu kól. Identycznie mozemy skonstruowac

inne ciagi kól, startujac zawsze z kola K(zo, 1'0). W ten sposób otr~ymamy
maksymalny zbiór, na którym funkcja analityczna zespolona jest zdefiniowana
i poza który nie mozna jej przedluzyc analitycznie.

Okazuje sie, ze funkcja ((s), choc wzorem (1) czy (2) jest zdefiniowana tylko dla
Re s > 1, moze byc analitycznie przedluzona na cala plaszczyzne zespolona C
oprócz punktu 1 (patrz rys. 4). Jest to wlasnosc mniej oczywista, choc nie jest
trudno ja udowodnic.

Rys.3

Definicja pochodnej w sensie
zespolonym wyglada identycznie
jak w przypadku rzeczywistym:
jesli funkcja j jest zdefiniowana
w pewnym otoczeniu punktu ZOl

wówczas j'(Z ) = lim 1(')-/('0).o %-%0 L-ZO
Jednak warunek istnienia pochodnej
w sensie zespolonym jest warunkiem
nieporównanie silniejszym. Bierze sie
to stad, ze dopuszczamy argumenty
zespolonej tzn. zmienna z moze poruszac
sie nie tylko po linii prostej, lecz takze po
plaszczyznie C w otoczeniu Za.

Rys. 4. Dla punktów szarej
pólplaszczyzny wzory (l) i (2) dla
funkcji ((s) maja sens. Mozna ja
przediuzyc holomorficznie równiez na
kolorowa pólplaszczyzne (wraz z prosta
Re s = l, s i- l). W ten sposób jedynym
punktem, w którym funkcja ( nie jest
okreslona, pozostaje (l, a).
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Ziemia jako pradnica Stanislaw BEDNAREK
Badanie zjawiska indukcji
elektromagnetycznej w ziemskim polu
magnetycznym: a - uklad doswiadczalny;
m - ruchoma czesc przewodu,
n - nieruchoma czesc przewodu,
Ii - wektor indukcji magnetycznej
wskazujacy kierunek linii ziemskiego pola
magnetycznego, S - statyw, b-f - rózne
sposoby wprawiania przewodu w ruch.

Powszechnie wiadomo, ze nasza planeta - Ziemia - jest zródlem pola
magnetycznego. Kazdy zapewne uzywal przyrzadu, wykorzystujacego
dzialanie ziemskiego pola magnetycznego, nazywanego kompasem lub busola.
Badania archeologiczne wykazaly, ze kompasy juz w starozytnosci byly znane
w Chinach i na Bliskim Wschodzie. Ziemskie pole magnetyczne wykazuje wiele
interesujacych wlasciwosci. Rozklad przestrzenny linii tego pola jest taki, jakby
Ziemia byla ogromnym magnesem sztabkowym, którego bieguny magnetyczne
leza w poblizu biegunów geograficznych.

Polozenie biegunów magnetycznych Ziemi nie jest stale. Badania kierunku
namagnesowania niektórych skal wykazaly, ze polozenie to ulega okresowym
zmianom, a co pewien czas bieguny nawet zamieniaja sie miejscami. Na szczescie
procesy te trwaja dziesiatki tysiecy lat, wiec na razie mozemy byc spokojni
o poprawnosc wskazan naszych kompasów. Linie pola magnetycznego Ziemi
tworza pewien kat z jej powierzchnia, dlatego wyróznia sie skladowa pozioma
i pionowa tego pola. Ziemskie pole magnetyczne ma równiez istotne znaczenie
dla ochrony zycia na naszej planecie przed szkodliwym wplywem naladowanych
czastek promieniowania kosmicznego. Pole to odchyla i pulapkuje nadlatujace
czastki zmniejszajac w ten sposób liczbe tych, które dochodza do powierzchni
Ziemi.

Zeby wyjasnic przyczyny powodujace ziemskie pole magnetyczne, Elsasser
i Bullard zalozyli, ze wewnatrz cieklego jadra Ziemi, utworzonego z roztopionych
skal, przeplywaja prady elektryczne tworzace szczególny uklad przestrzenny.
Prady te, podobnie jak prad plynacy w przewodniku ze znanego doswiadczenia
Oersteda, sa glównym zródlem ziemskiego pola magnetycznego. Przeprowadzone
ostatnio symulacje komputerowe przekonuja o slusznosci tych zalozen
i opracowanego na ich podstawie modelu wytwarzania ziemskiego pola
magnetycznego nazywanego dynamem geomagnetycznym.

Pole magnetyczne Ziemi jest raczej slabe. Typowy magnes uzywany do
przytrzymywania obrazków na tablicy magnetycznej wytwarza pole okolo
5000 razy silniejsze od ziemskiego. Okazuje sie, ze mimo to ziemskie
pole magnetyczne mozna wykorzystac do badania zjawiska indukcji
elektromagnetycznej i wytwarzania pradu indukcyjnego. W tym celu nalezy
przygotowac jednozylowy elastyczny przewód o dlugosci co najmniej 20 m i polu
przekroju poprzecznego okolo 1 mm2 lub wiekszym. Najlepiej nadaje sie do tego
celu przewód wykonany z linki miedzianej w izolacji z tworzywa sztucznego.
Grubszy i dluzszy przewód umozliwia latwiejsze uzyskanie pradu indukcyjnego
o wiekszym natezeniu. Oprócz tego potrzebny jest miliamperomierz pradu
zmiennego z zakresem 1 mA i ciezki statyw. Jako miliamperomierz moze sluzyc
miernik uniwersalny (tzw. multimetr) ze wspomnianym zakresem pomiarowym.

Schemat ukladu doswiadczalnego przedstawia rysunek a. W dlugim
pomieszczeniu, np. w korytarzu, ustawiamy statyw S i przywiazujemy do niego
przewód mniej wiecej w polowie dlugosci. Zamiast statywu mozna wykorzystac
np. klamke lub hak wbity w sciane. Konce przewodu przylaczamy do zacisków
miliamperomierza. Jedna czesc przewodu n bedzie lezala nieruchomo na
podlodze, a druga m bedziemy trzymac poziomo w reku i na rózne sposoby
wprawiac w ruch. Doswiadczenia te mozemy wykonac równiez na zewnatrz
budynku, np. na boisku szkolnym, i wtedy zamiast statywu wystarczy slupek
lub drzewo. Nalezy zwrócic uwage, zeby w poblizu miejsca eksperymentu nie
bylo sztucznych zródel pola magnetycznego, np. linii elektroenergetycznych czy
stacji transformatorowych.

Kiedy obie czesci przewodu sa nieruchome (rys. a), miliamperomierz nie
pokazuje przeplywu pradu. Potrzasajac okolo raz na sekunde trzymana
w reku czescia przewodu m w plaszczyznie poziomej (rys. b) wytwarzamy
fale stojaca, której strzalka powinna wynosic kilkadziesiat centymetrów.
Dlugosc tej fali powinna byc dwa razy wieksza niz dlugosc ruchomej czesci
przewodu. Poruszajace sie elementy przewodu przecinaja prostopadla do nich
skladowa pionowa ziemskiego pola magnetycznego. Suma indukowanych w tych
elementach sil elektromotorycznych powoduje przeplyw pradu wskazywany przez
miliamperomierz.
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Zmienmy szybkosc i amplitude potrzasania przewodem. Zobaczmy, jak te zmiany
wplywaja na wskazania miliamperomierza. Spróbujmy równiez ustalic, jaki
zwiazek istnieje miedzy kierunkiem przeplywu pradu indukcyjnego a kierunkiem
ruchu przewodu i kierunkiem linii ziemskiego pola magnetycznego, który
mozemy okreslic poslugujac sie kompasem lub igla magnetyczna.

To samo doswiadczenie powtarzamy potrzasajac ruchoma czescia przewodu m
w plaszczyznie pionowej (rys. c). Obserwujemy analogiczny efekt. W tym
przypadku prad indukcyjny powstaje w wyniku przecinania przez elementy
przewodu prostopadlej do nich skladowej poziomej ziemskiego pola
magnetycznego. Czesc przewodu m mozna równiez wprawic w ruch obrotowy
zataczajac nia okregi w sposób pokazany na rysunku d. Prad indukcyjny
bedzie wtedy powstawal w rezultacie przecinania przez elementy przewodu
obu skladowych ziemskiego pola magnetycznego. Zmieniajac kat, jaki tworzy
kierunek ustawienia ruchomej czesci przewodu z plaszczyzna poludnika
magnetycznego, która wyznacza igla kompasu, mozemy zbadac wplyw tego
parametru na wskazania miliamperomierza.

Warto równiez zrealizowac warianty doswiadczenia przedstawione na
rysunkach e,f. Wprawiamy w ruch czesc przewodu m z tak dobrana
czestotliwoscia, zeby wytworzyla sie fala stojaca o dlugosci takiej samej, jak
dlugosc tej czesci (rys. e). Czy wówczas miliamperomierz wskaze przeplyw
pradu? Spróbujmy równiez wprawic w taki sam ruch obie czesci przewodu
(rys. f). Zeby ograniczyc niezalezne ruchy tych czesci, mozna skleic je w kilku
miejscach opaskami z tasmy klejacej albo zwiazac sznurkiem. Co wskazuje w tym
przypadku miliamperomierz? Dlaczego?

Badane przez nas zjawisko indukcji elektromagnetycznej zostalo powszechnie
wykorzystane m.in. w pradnicach - zarówno tych malych, zasilajacych instalacje
oswietleniowa roweru, jak i tych wielkich, które pracuja w elektrowniach.
W pradnicach wystepuja jednak pola magnetyczne znacznie silniejsze od
ziemskiego.

Satelita meteorologiczny
Ryszard BALCER

Orbity satelitów

Pierwszy sztuczny satelita Ziemi wystrzelony zostal
na orbite przez Zwiazek Radziecki 4 X 1957 r.,
co zapoczatkowalo szybki rozwój astronautyki
i zwiazanych z nia dziedzin nauki i techniki.
Wkrótce pojawily sie kolejne satelity, w tym
równiez tzw. meteorologiczne. Pierwszym w pelni
zaslugujacym na te nazwe byl TIROS (Television
and InfraRed Obscrvational Satellitc) wystrzelony
na orbite 1 IV 1960 r. na wysokosc 644 km. Jego
zadaniem bylo glównie zademonstrowanie mozliwosci
obserwowania zachmurzenia z wysokosci orbity
satelity za pomoca kamery telewizyjnej. Nastepnymi,
skonstruowanymi w polowie lat 60., byly amerykanskie
satelity z serii NIMBUS zdolne juz do przekazywania
danych o procesach zachodzacych w atmosferze Ziemi.
Wtedy tez pojawil sie pierwszy radziecki satelita
meteorologiczny KOSMOS 122.

Ze wzgledu na zajmowane orbity satelity dzielimy na
geostacjonarne i biegunowe. Satelita geostacjonarny
obiega Ziemie w plaszczyznie równika z katowa
predkoscia orbitalna równa katowej predkosci rotacji
Ziemi, znajduje sie wiec niezmiennie nad ustalonym
punktem równika. Wysokosc orbity geostacjonarnej
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wynosi okolo 36 000 km, co odpowiada promieniowi
orbity 6,6 promienia Ziemi. Geostacjonarnosc nie
oznacza jednak zupelnej niezmiennosci polozenia
wzgledem powierzchni naszego globu. Perturbacje ze
strony przede wszystkim Ksiezyca i SlOllca powoduja
powolne odchodzenie satelity od przewidzianego
punktu i po pewnym czasie wymagana jest korekcja
jego polozenia. Na orbicie geostacjonarnej znajduje sie
obecnie szesc satelitów meteorologicznych:
METEOSAT (Europa), nad dlugoscia geograficzna 0°,
GOES-E (USA), 75°W,
GOES-W (USA), l35°W,
GMS (Japonia), l400E,
GOMS (Rosja), 76° E,
INSAT (Indie), 74°E.
Stanowia one razem zespól swiatowej obserwacji
pogody (World Weather Watch).

Satelita biegunowym z kolei jest satelita, który zostal
wystrzelony na orbite przechodzaca (prawie) nad
biegunami Ziemi. Wysokosci orbit meteorologicznych
satelitów biegunowych moga byc dowolne, zazwyczaj
sa równe okolo 850 km z czasem obiegu rzedu
100 min. Trzy satelity biegunowe: dwa z serii NOAA
(USA) oraz METEOR (Rosja) uzupelniaja obserwacje
satelitów geostacjonarnych. (Na koniec lat 90.
planowane jest wyslanie europejskich satelitów
polarnych.) Caly zespól dziewieciu satelitów
meteorologicznych jest schematycznie przedstawiony
na rysunku 1.
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Czujniki satelitów i zasada pomiarów
Emisyjnosci róznych cial
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200,92
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Wybór odpowiedniego przedzialu dlugosci fal pozwala
mierzyc temperature charakteryzujaca rozmaite
obiekty, jak powierzchnie Ziemi, wody, lodu, górna
granice chmur itp. Poniewaz atmosfera Ziemi to
mieszanina gazów i aerozoli, chcac obserwowac
np. powierzchnie Ziemi, nalezy wybrac te przedzialy,
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dlugosc fali (J.1m)

Emisyjnosc powierzchni Ziemi jest zblizona do
jednosci, a ciala o emisyjnosci s < 1 nazywamy cialami

szarymi (tabelka).
100

Zasadniczym wyposazeniem satelitów
meteorologicznych sa radiometry, czyli przyrzady do
pomiaru natezenia promieniowania. Prawo Plancka
okresla natezenie promieniowania B(A, T) jako
funkcje dlugosci fali i temperatury, przy zalozeniu,
ze cialo promieniuje jak czarne. Z pomiaru natezenia
promieniowania na dowolnej dlugosci fali mozna
wiec wyznaczyc temperature ciala, poniewaz jego
odleglosc od satelity jest znana. Rzeczywiste
obiekty nie sa jednak cialami doskonale czarnymi.
Stosunek rzeczywistego natezenia promieniowania
do wartosci teoretycznej dla tej samej fali i przy
tej samej temperaturze nazywamy emisyjnoscia:
I(A, T)j B(A, T) = S(A, T).

Rys. 2
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które wypadaja poza pasmami absorpcji skladników
atmosfery (rys. 2). Slonce, gwiazda o temperaturze
efektywnej okolo 6000 K, emituje maksimum
energii na fali A = 0,5 J-lm (jest to srodek zakresu
widzialnego oznaczanego VIS), natomiast Ziemia,
planeta o temperaturze okolo 300 K, promieniuje
energie glównie w pasmie fal okolo 10-12 J-lm,

lezacym w podczerwieni (IR). Obs~rwujac zatem
w zakresie podczerwonym (A > 0,7 J-lm), lezacym
poza pasmem absorpcji skladników atmosfery, mozna
- na podstawie prawa Plancka i uwzgledniajac
emisyjnosci - wyznaczyc temperature interesujacych
obiektów. Np. radiometr HIRSj2 (High Resolution
lnfrared Radiation Sounder), zainstalowany na
satelicie NIMBUS 6, rejestrowal promieniowanIe w 20
kanalach, w tym 7 w pasmie CO2 15 J-lm, 7 w pasmie
pary wodnej, 6 w pasmie tez CO2 4,3 J-lm, jeden
w pasmie ozonu 9,71 pm i 3 poza pasmami absorpcji,
czyli w tzw. oknach atmosferycznych (11,11, 3,76
i 0,7 J-lm - to ostatnie jest pasmem VIS).

Typowy radiometr zainstalowany na satelicie odbiera

promieniowanie (przepuszczone przez stosowne filtry)
z bardzo waskiego kata brylowego - ponizej jednego
miliradiana. Na powierzchni Ziemi odpowiada to
obszarowi o rozmiarach rzedu kilometra. Pomiar
promieniowania z tego obszaru odpowiada jednemu
pikselowi (elementowi obrazowemu) na ekranie
monitora. W miare ruchu satelity pomiary kodowane
sa w postaci kolejnych pikseli tworzacych w ten sposób
linie, z których powstaje pelny obraz, jak to sie dzieje
na ekranie telewizora.

Obserwacje satelitarne

Satelita europejski METEOSAT, zawieszony nad
Zatoka Gwinejska, pozwala na otrzymywanie
co pól godziny obrazu calej widocznej pólkuli
Ziemi w kanalach lezacych w trzech zasadniczych
pasmach: wspominanych juz VIS i IR oraz IRWV
(Infrared Water Vapor, 5,7-7,1 pm). Pasmo
IRWV, odpowiadajace falom absorbowanym przez
atmosferyczna pare wodna, pozwala na wyznaczenie
jej zawartosci w slupie powietrza objetym obserwacja,
a na calym obrazie - zmian ilosci pary wodnej
z czasem w róznych miejscach globu. W przypadku
tego satelity jeden piksel obejmuje kat 0,065 mrad,

czemu odpowiadaja 2 km przy obserwacjach
z wysokosci - jak pamietamy - okolo 36 000 km.
Oczywiscie, obrazy w pasmie VIS pochodza tylko
z dziennej pólkuli Ziemi, natomiast w podczerwieni
mozna sledzic rozklad chmur równiez na stronie

nocnej. N a podstawie temperatury mozna tez
rozpoznac, na jakiej wysokosci leza obserwowane
chmury, na zasadzie: chmury zimniejsze leza wyzej.
Z takich obserwacji powstaja nastepnie mapy pogody,
a jedna z nich mozemy codziennie zobaczyc na ekranie
telewizora po Wiadomosciach przed godz. 20.

Chmury, które stale pokrywaja znaczna czesc
powierzchni Ziemi, utrudniaja obserwacje samej
powierzchni w pasmach VIS i IR. Rozwiazaniem
jest uzycie pasm mikrofalowych, np. A = 6 mm. Kat
widzenia jest wtedy znacznie wiekszy i pikselowi
na powierzchni Ziemi odpowiada obszar o srednicy
ponad 100 km. Promieniowanie Ziemi w tym
zakresie jest znacznie slabsze, ale z kolei odbiorniki
mikrofal maja wieksza czulosc niz detektory
podczerwieni. Zakres mikrofalowy pozwala np. latwo
identyfikowac aktualne opady, co jest cenne
zwlaszcza nad oceanami, gdyz informacje z tych
obszarów sa praktycznie nie do zdobycia w inny
sposób. Obszary bezopadowe od objetych opadami
róznia sie temperatura o ponad 50 K. Badania
i obserwacje w pasmie mikrofalowym maja szczególne
zastosowanie do wykrywania opadów o charakterze
tropikalnym oraz do sledzenia globalnego rozkladu
opadów. Prowadzi sie tez obserwacje tzw. metoda
cieciw (LIMB), pozwalajace na wyznaczenie rozkladu
koncentracji gazów z wysokoscia w atmosferze
przy wykorzystaniu ich pasm absorpcji. Istota tej
metody polega na rejestracji przez satelite, w czasie
ruchu po orbicie, promieniowania Slonca lub innej
gwiazdy przenikajacego atmosfere Ziemi na róznych
wysokosciach. Przebieg natezenia tego promieniowania
jest odbiciem koncentracji danego absorbenta, która
mozna w ten sposób przesledzic niemal w calej
grubosci atmosfery.

Dane otrzymywane z pomiarów satelitarnych sa
gromadzone w kilku centrach, takich jak Waszyngton,
Darmstadt, Tokio, Delhi, a nastepnie rozsylane do
uzytkowników. Obecnie jest mozliwosc stosunkowo
latwego dotarcia do nich dzieki sieci komputerowej
INTERNET.
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SPRAWDZSfE

Izometria - przeksztalcenie nie
zmieniajace odleglosci.

Figura stala w danym przeksztalceniu to
taka, ze obraz kazdego jej punktu tez jest
jej punktem - punkty te nie musza byc
stale.

Symetria osiowa - izometria, której
wszystkie punkty stale tworza prosta.

Symetria z poslizgiem - zlozenie
symetrii z przesunieciem o wektor
równolegly do jej osi; jedynie wtedy
obojetna jest kolejnosc wykonywania tych
przeksztalcen.

Dla dowolnego przeksztalcenia A i J.l

przez J.lA rozumiemy zlozenie, czyli
wykonanie najpierw przeksztalcenia A,
a potem J.l, przez A2 oznaczamy zlozenie
przeksztalcenia A z nim samym,
przez A-l oznaczamy przeksztalcenie
odwrotne do A itd.

Slowo Banacha ma zwiazek z problemem
paradoksalnego rozkladu kuli i istnieniem
miary uniwersalnej, ale to zupelnie inna
historia.

Slowo Banacha

Proponujemy sprawdzanie wlasnej sprawnosci na izometriach plaszczyzny
- slowo Banacha bedzie punktem docelowym naszych rozwazan.

A oto ciag twierdzen, z których kazde nietrudno wynika z poprzednich.

Szanowny Czytelniku - przypomnij sobie lub wymysl odpowiadajace im dowody.
Nie ma tu nic, czego nie mialby wiedziec uczen szkoly sredniej, wiec na pewno
kazdemu sie uda. Przypominamy: izometrie, o których mowa, to izometrie
plaszczyzny.

1. Jesli izometria ma jeden punkt staly, to stale sa wszystkie okregi o srodku
w tym punkcie.

2. Jesli izometria ma dwa punkty stale A i B, to ma ich wiecej - co najmniej
wszystkie punkty prostej AB.

3. Jesli izometria ma trzy niewspólliniowe punkty stale, to jest identycznoscia
(kazdy punkt jest jej punktem stalym).

4. Izometria jest jednoznacznie wyznaczona przez obrazy trzech
niewspólliniowych punktów.

5. Kazda izometria jest zlozeniem dwóch lub trzech symetrii osiowych (najlepsza
forma dowodu jest tu podanie algorytmu nakladajacego za pomoca symetrii
dany trójkat na przystajacy do niego).

6. Zlozenie dwóch symetrii o osiach równoleglych to przesuniecie (nie od rzeczy
jest tu wskazac wektor tego przesuniecia).

7. Zlozenie dwóch symetrii o osiach przecinajacych sie to obr6t (o jaki kat?).

8 (Arnold Schmidt). Zlozenie trzech symetrii osiowych o osiach parami
równoleglych, jak tez o osiach przechodzacych przez jeden punkt, to tez symetria
OSiOwa.

9. Pozostale zlozenia symetrii osiowych to sYI11etrie z p'oslizgiem.
Uwaga: twierdzenia 6 - 9 skladaja sie na twierdzenie Michela Chaslesa:
kazda izometria plaszczyzny to przesuniecie, obrót lub symetria z poslizgiem
(dopuszczamy poslizg zerowy).

10. Zlozenie dwóch przesuniec to tez przesuniecie.

11. Zlozenie dwóch obrotów to obrót lub przesuniecie (kiedy co?).

12. Jesli przeksztalcenie i.p jest izometria, to i.p2 jest przesunieciem lub obrotem.

13. Jesli i.p i 'Ij; sa izometriami, to i.p2'1j;2i.p-2'1j;-2 jest przesunieciem.
Tu warto chyba dac wskazówki.

1° Nalezy oddzielnie rozpatrzec cztery przypadki wyznaczone przez
twierdzenie 12, a wiec przesuniecie-przesuniecie, przesuniecie-obrót,
obrót-przesuniecie, obrót-obrót, z których istotnie trudny jest ostatni.
2° Jesli, i 8 sa obrotami o róznych srodkach i ich zlozenie tez jest obrotem,
to 8r i ,8 sa obrotami o ten sam kat, ale o róznych srodkach.
3° W przypadku przesuniecie-przesuniecie zawsze otrzymujemy identycznosc - to
tutaj nie ma znaczenia, ale bardzo pomaga w dowodzie nastepnego twierdzenia.

14 (Stefan Banach). Jesli i.p i 'Ij; sa izometriami, to

i.p2'1j;2i.p-2'1j;-2i.p-2'1j;2i.p4'1j;-2i.p-2'1j;2i.p-2'1j;-2i.p2

jest identycznoscia.

Tu wskazówka jest prosta: zamiast i.p4 nalezy napisac i.p2'1j;-2'1j;2i.p2 i podzielic caly
napis nawiasami na cztery czesci jednakowej dlugosci.

Jesli wszystko przebieglo sprawnie, to teraz dwa istotnie trudniejsze do dowodu
fakty: napis Banacha jest naj krótszym mozliwym, algebraicznie nietrywialnym
napisem opisujacym za pomoca dowolnych izometrii plaszczyzny identycznosc,
to pierwszy, i drugi - dla izometrii przestrzeni taki napis nie istnieje.

M.K.
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ZADANIA Z I ETAPÓW OLIMPIADY

ASTRONOMICZNEJ, FIZYCZNEJ I MATEMATYCZNEJ
Nieco o Olimpiadzie Informatycznej



Olimpiada Matematyczna
Juz po raz czterdziesty dziewiaty organizowane sa w Polsce zawody matematyczne
dla uczniów szkól srednich pod nazwa Olimpiada Matematyczna. Jest to najstarsza
z olimpiad przedmiotowych. Jej twórca byl profesor Stefan Straszewicz.

Na poczatku kazdego roku szkolnego rozsylane sa do szkól zadania, których
rozwiazania nalezy przesylac we wskazanych terminach do komitetów okregowych.
Zadania te i adresy komitetów okregowych publikowane sa równiez w Delcie.

Do nastepnego etapu powolywani sa ci uczestnicy Olimpiady, których rozwiazania
zostaly najwyzej ocenione. Nie trzeba wcale rozwiazywac wszystkich zadan. Wiekszosc
uczestników nadsyla tylko kilka rozwiazan. Oni równiez moga byc zakwalifikowani
do drugiego etapu; oczywiscie, jednak im wiecej rozwiazan (poprawnych!) przysle
zawodnik, tym wieksza ma szanse.

Zawody stopnia drugiego przeprowadzane sa w lutym jednoczesnie w dziesieciu
miastach bedacych siedzibami komitetów okregowych. W ciagu dwóch kolejnych dni
odbywaja sie pieciogodzinne egzaminy pisemne. Kazdego dnia zawodnicy otrzymuja
trzy zadania do samodzielnego rozwiazywania; próby nawiazywania wspólpracy sa
udaremniane przez komisje. Ci sposród uczestników zawodów stopnia drugiego, którzy
najlepiej rozwiaza zadania, sa powolywani do zawodów finalowych. Final organizowany
jest w kwietniu i przebiega analogicznie, jak zawody stopnia drugiego. Wyniki uzyskane
w finale sa podstawa do przyznania tytulu laureata Olimpiady lub wyróznienia.
Wyniki te sa równiez podstawa do ustalenia skladów delegacji na Miedzynarodowa
Olimpiade Matematyczna (istniejaca od 1959 roku), Austriacko-Polskie Zawody
Matematyczne oraz Olimpiade Matematyczna Panstw Baltyckich.

Wszyscy zawodnicy dopuszczeni do finalu sa zwolnieni z egzaminu z matematyki na
maturze, majac z urzedu wystawiona ocene celujaca. Laureaci i finalisci korzystaja
ze znacznych ulatwien przy ubieganiu sie na studia wyzsze. Zakres tych ulatwien
ustalaja senaty wyzszych uczelni. W szczególnosci wydzialy matematyki uniwersytetów
przyjmuja finalistów Olimpiady Matematycznej bez zadnych egzaminów wstepnych.

Tegoroczne zadania I etapu Olimpiady sa na str. vii.

Olimpiada Fizyczna
W grudniu 1951 roku do wszystkich polskich szkol srednich rozeslano tresc zadan
pierwszego etapu I Olimpiady Fizycznej. W zawodach wzielo wówczas udzial 351
zawodników, a tytul Laureata zdobylo 21 z nich. Od tego czasu zawody odbywaja sie
co roku. Wsród Laureatów Olimpiady znalezc mozna wielu znanych dzis uczonych,
którzy wlasnie sukcesem "olimpijskim" rozpoczynali swa kariere. Pierwsze zawody
Olimpiady Fizycznej to juz "niepamietne czasy" nie tylko dla uczestników tegorocznych
zawodów, a zapewne i ich rodziców, ale równiez dla wielu czlonków obecnego Komitetu
Glównego. Rozpoczynajac publikowanie zadan I Etapu Olimpiady Fizycznej w Delcie
pozwalamy sobie poswiecic kilka slów jej twórcom.

Inicjatorem zorganizowania Olimpiady Fizycznej byl profesor Wojciech Rubinowicz.
Wazna role odegrala tez jego zona, doktor Elzbieta Rubinowicz. Pierwszym
Przewodniczacym Komitetu Glównego Olimpiady zostal profesor Jerzy Pniewski, a jej
Kierownikiem Organizacyjnym profesor Leonard Sosnowski. To w znacznej mierze
dzieki uporowi profesora Sosnowskiego wsród zadan olimpijskich znalazly sie równiez
zadania doswiadczalne, do dzis stanowiace naj trudniejszy element przygotowania
zawodów, a sadzac po uzyskiwanych ocenach - jeden z trudniejszych sprawdzianów
dla uczestników. Komitet Glówny powolal wówczas 9 Komitetów Okregowych (dzis
jest ich 12) organizujacych drugi etap zawodów (etapem trzecim sa zawody finalowe
rozgrywane co roku w czasie ferii wielkanocnych w Warszawie).

W 1967 roku profesor Czeslaw Scislowski zorganizowal w Warszawie Pierwsza
Miedzynarodowa Olimpiade Fizyczna. Od tego czasu zawody odbywaly sie (z malymi
wyjatkami) co roku. Prawo reprezentowania Polski zyskuje pieciu najlepszych
Laureatów Olimpiady Fizycznej.

Tegoroczne zadania I stopnia Olimpiady sa na . str. iv-vi.
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XLI OLIMPIADA ASTRONOMICZNA
INFORMACJE REGULAMINOWE
1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla uczniów szkól
srednich.

2. Zawody olimpiady sa trój stopniowe. W zawodach I stopnia
(szkolnych) kazdy uczestnik rozwiazuje dwie serie zadan, w tym
zadanie obserwacyjne. Rozwiazywanie zadan zawodów II stopnia
i III stopnia odbywa sie w warunkach kontrolowanej samodzielnosci.

3. W pierwszej serii zadan zawodów I stopnia nalezy nadeslac, do 13
pazdziernika 1997 r., rozwiazania 3 zadan, dowolnie wybranych
przez uczestnika sposród zestawu zawierajacego 4 zadania.

4. Rozwiazanie zadania obserwacyjnego nalezy przeslac wraz
z rozwiazaniami zadan drugiej serii I etapu, do 17 listopada br.
Decyduje data stempla pocztowego. Nadeslanie rozwiazania zadania
obserwacyjnego jest warunkiem koniecznym dalszego udzialu
w olimpiadzie.

5. W przypadku nadeslania rozwiazan wiekszej liczby zadan
z danego zestawu do klasyfikacji zaliczane beda rozwiazania
ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej serii i jedno zadanie
obserwacyjne).

6. Rozwiazania zadan zawodów I stopnia nalezy przeslac za
posrednictwem szkoly pod adresem: KOMITET GLÓWNY
OLIMPIADY ASTRONOMICZNEJ, Planetarium Slaskie,
41-500 Chorzów, skr. poczt. 10, w terminach podanych w p. 3 i 4.

7. Rozwiazania zadan powinny byc krótkie i zwiezle, ale
z wystarczajacym uzasadnieniem. W przypadku polecenia

Pierwsza seria zadan

1. Na lato biezacego roku przewidziano ladowanie sond
kosmicznych na Marsie. Wyniki badan beda przesylane na
Ziemie droga radiowa przez kilka lat. Zakladajac, ze orbity
Ziemi i Marsa sa kolowe i wspólplaszczyznowe, wyznacz
minimalny przedzial czestotliwosci odbiornika rejestrujacego
w tym czasie na Ziemi sygnal, emitowany z czestotliwoscia v
przez nadajnik na Marsie. W obliczeniach przyjmij czestotliwosc
v = 12 GHz oraz wartosci umieszczone w tabelce:

Ziemia
Mars

Zadania obserwacyjne
1. Tabelka podaje momenty zakryc obiektów przez Ksiezyc
dla Warszawy. Zakrycia moga byc obserwowane równiez
w innych miejscowosciach, oczywiscie w innym czasie. Dokonaj
próby zaobserwowania przynajmniej jednego z tych zakryc.
Niezaleznie, czy zakrycie nastapi, czy tez nie, do opisu
obserwacji dolacz mapke przebiegu zjawiska. Przedyskutuj
zgodnosc miedzy przewidywanym a zaobserwowanym
przebiegiem zjawiska.

datamoment zakryciajasnosc obiektu
21.09.1997

20h54,m 35,m S
21.09.1997

20h02,m 23,m 6 {) Tau
16.10.1997

22h1S,m 14,m S
9.11.1997

lSh16,m O3,mS ,A Aqr
12.11.1997

Ol h35,m 3O,m7 Saturn

samodzielnego wyszukania danych nalezy podac ich zródlo. Jako
dane traktuje sie równiez podrecznikowe stale astronomiczne
i fizyczne.

S. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisac na oddzielnym
arkuszu papieru formatu A-4. Kazdy arkusz oraz wszelkie
zalaczniki (mapki, wykresy, tabele itp.) nalezy podpisac
imieniem i nazwiskiem. W naglówku zadania o najnizszej
numeracji nalezy umiescic dodatkowo: rok i miejsce urodzenia,
pelna nazwe szkoly, jej adres, klase i jej profil oraz adres
prywatny (z kodami pocztowymi).

9. O uprawnieniach laureatów i finalistów olimpiady decyduja
senaty wyzszych uczelni. Wsród nagród dla najlepszych
znajduja sie teleskopy.

ZALECANA LITERATURA: obowiazujace w szkolach
srednich podreczniki do przedmiotów scislych; H. Chrupala,
M.T. Szczepanski 25 lat olimpiad astronomicznych; Zadania

olimpiad astronomicznych XXVI-XXXV (w dwóch czesciach);
J.M. Kreiner Astronomia z astrofizyka; J. Mietelski Astronomia
w geografii; E. Rybka Astronomia ogólna; David H. Levy
NIEBO - Poradnik uzytkownika; D.L. Moch" Astronomia

- przewodnik po Wszechswiecie; Slownik szkolny - Astronomia

- praca zbiorowa; atlas nieba; obrotowa mapa nieba;
czasopisma: Urania, Post~py Astronomii, Wiedza i Zycie, Swiat
Nauki, Delta, Fizyka w Szkole.

2. Grupa 10 obserwatorów dysponujaca identycznymi lunetami
podjela równoczesna obserwacje z zamiarem odnalezienia
komety o nieznanym polozeniu, a bedacej vi zasiegu ich
instrumentów. Kazdy z nich dokonal obserwacji jednego, losowo
wybranego fragmentu nieba mieszczacego sie w polu widzenia
lunety. Oblicz prawdopodobienstwo odnalezienia komety
wiedzac, ze gwiazda o deklinacji fi = _6° przechodzi przez
srednice pola widzenia lunety w czasie t = 7 minut.

3. Które z gwiazd jasniejszych od 4m moglyby byc obecnie
obserwowane podczas zacmien Slonca blisko brzegu tarczy
slonecznej? Czy liczba takich gwiazd moze ulec zmianie
w przeciagu kilkudziesieciu tysiecy lat?

4. Napisz krótki artykul popularnonaukowy na temat
"Podobienstwa i róznice miedzy planetoidami a kometami" .
Do artykulu, którego objetosc nie moze przekroczyc 2 stron
(3600 znaków), nalezy dolaczyc spis wykorzystanej literatury.

2. W tabelce podano przyblizone efemerydy planetoidy
(4) Vesta. Przeprowadz obserwacje tej planetoidy i przedyskutuj
zgodnosc miedzy efemeryda a wynikami swoich obserwacji.
Do rozwiazania dolacz samodzielnie wykonana mapke
zaobserwowanych pozycji planetoidy.

datarektascensjadeklinacjajasnosc
10.09.1997

02h11m+l,S7,m O
25.09.1997

02h05m+0,56,m 7
10.10.1997

Ol h52m-1,06,m4
25.10.1997

01h3Sm-2,26,m4
10.11.1997

Ol h25m-2,76,m S

3. Jako rozwiazanie zadania obserwacyjnego mozna równiez
nadeslac opracowane wyniki innych wlasnych obserwacji
astronomicznych prowadzonych w latach 1996, 1997,
a w szczególnosci obserwacji zacmienia Ksiezyca 16.09.1997 r.

Rozwiazanie zadania obserwacyjnego powinno zawierac: dane dotyczace przyrzadów uzytych do obserwacji i pomiar'ów, opis metody
i programu obserwacji, standardowe dane dotyczace przeprowadzonej obserwacji (m.in. dat~, czas, wspólrz~dne geograficzne, warunki

atmosferyczne), wyniki obserwacji i ich opracowanie oraz ocen~ dokladnosci uzyskanych rezultatów. W przypadku zastosowania metody
fotograficznej nalezy dolaczyc negatyw.

Rozwiazanie jednego zadania obserwacyjnego nalezy nadeslac wraz z rozwiazaniami drugiej serii zadan zawodów I stopnia
- do dnia 17 listopada 1997 r.

III



XLVII OLIMPIADA FIZYCZNA,
ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA

Rozwiazania zadan I stopnia nalezy przesylac do Okregowych Komitetów Olimpiady Fizycznej w terminach:

czesc I - do 15 pazdziernika br.,

czesc II - do 15 listopada br.

O kwalifikacji do zawodów II stopnia bedzie decydowac suma punktów uzyskanych za rozwiazania zadan czesci I
i II. Szczególy dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalezc w broszurze i na afiszu rozeslanych
do szkól srednich.

Czesc I (termin wysylania rozwiazan - 15 pazdziernika 1997 r.)

E) W przestrzeni kosmicznej, w pewnym ukladzie
inercjalnym, rakieta porusza sie po okregu ze stala
szybkoscia. W jakim kierunku dziala na nia sila
odrzutu? Wskaz wlasciwy rysunek: 3a, 3b lub 3c.

m

F

a

Rys. 4

o
Rys.3cRys.3bRys.3a

F) Nic napieta sila F = N /2, gdzie
N jest wytrzymaloscia nici na
zerwanie, powoduje ruch masy m do
góry z przyspieszeniem a = 2 m/s2,
rys. 4. Zwiekszajac wartosc sily F
zwiekszamy wartosc przyspieszenia
masy m. Maksymalne przyspieszenie,
jakie mozemy nadac tej masie ciagnac
nic do góry, jest równe
a) 4m/s2;
b) 10 m/s2;
c) 14 m/s2.

(Przyjmujemy, ze wartosc przyspieszenia ziemskiego
jest równa 10 m/s2.)

Rys. 2

D) Na dwóch niewazkich niciach, o dlugosci l kazda,
zawieszono poziomo cienki pret, rys. 2. Pret moze
sie kolysac zarówno w plaszczyznie rysunku, jak
i prostopadle do niej. Okres drgan w plaszczyznie
rysunku jest
a) mniejszy niz
b) taki sam jak
c) wiekszy niz
okres drgan "prostopadlych".

C) Do jednego z konców nici przelozonej przez
nieruchomy blok jest przymocowana masa m. Drugi
koniec nici rozwidla sie symetrycznie na dwie czesci,
do konców których sa przymocowane dwie male
kulki plasteliny o masach m/2 i m/2. Nic jest wiotka
i niewazka, zas niewazki blok nie powoduje zadnych
oporów ruchu.

W chwili poczatkowej ~
wszystkie masy spoczywaja
w konfiguracji przedstawionej
na rys. 1. Po zwolnieniu ukladu
i zlaczeniu sie kulek plasteliny
masa m bedzie
a) pozostawala nieruchomo

w polozeniu poczatkowym;
b) znajdowala sie w spoczynku

wyzej niz poczatkowo;
c) znajdowala sie w spoczynku

nizej niz poczatkowo;
d) poruszala sie do góry; Rys. 1

e) poruszala sie w dól.

B) Droga hamowania samochodu w przypadku, gdy
kola sa zablokowane (nie obracaja sie wcale), jest
a) krótsza niz
b) taka sama jak
c) dluzsza niz
w przypadku, gdy kola podczas poslizgu, chocby
wolno, ale obracaja sie zgodnie z kierunkiem jazdy
(w < v/r, gdzie w - czestosc kolowa obrotów,
v - predkosc chwilowa samochodu, r - promien kól).

A) Gdy dzialamy stala sila F na cialo, to moc, jaka
wydatkujemy (opory ruchu ciala sa do zaniedbania),
a) maleje;
b) jest stala;
c) wzrasta.

Podaj lub wybierz i krótko uzasadnij prawidlowa

odpowiedz (za kazde z 15 zadan mozna otrzymac
maksimum 4 punkty).

IV



G) Jednorodny pret o masie 10 kg wisi na trzech
linkach, rys. 5. Oblicz sily napiecia linek.

W///$$///$////$$//$/$ffi.

Rys. lOe

Rys. lOe

Rys. labRys. lOa

Rys. lad

Rys. 9

L) Jaki musi byc zwiazek miedzy podanymi na rys. 9
wielkosciami, aby galwanometr wskazywal zero?

M) We wszystkich narysowanych obwodach, rys. 10,
zarówno ogniwa, jak i kondensatory sa jednakowe.
Poczatkowo kondensatory sa nienaladowane.
Uporzadkuj obwody wedlug wielkosci ladunku, który
przeplywa przez zarówke po zamknieciu klucza.

N) W cylindrze zamknietym tlokiem mogacym
przesuwac sie bez tarcia znajduje sie woda, rys. II.
Na zewnatrz cylindra panuje cisnienie normalne
Po. Który z ponizszych wykresów (lla, llb, llc)
zaleznosci polozenia tloka od temperatury wewnatrz
cylindra odpowiada mozliwemu fizycznie procesowi?

OBa
I I
I I

600V -600V

•

•I
I

proton

II
Rys. 6

OV -300 V150V

I) Trzy przewodzace plyty, o powierzchni 1 m2 kazda,
umieszczono równolegle jedna nad druga, rys. 7.
Odleglosci miedzy nimi wynosza 2 cm i 5 cm, a ich
potencjaly sa równe O V, -100 V i 50 V. Ile wynosi
calkowity ladunek elektryczny zgromadzony na plycie
o potencjale -100 V? Zaniedbaj efekty brzegowe.

--------- +50 V

lm

Rys. 5

H) Proton o energii kinetycznej 300 eV pada z lewej
strony na uklad pieciu plytek, rys. 6, których
odleglosci wzajemne wynosza kolejno: 10 cm, 20 cm,
30 cm i 15 cm, a potencjaly wzgledem Ziemi wynosza
kolejno: O V, -300 V, 150 V, 600 V i -600 V. Z której
strony ukladu plytek wyleci proton (lewej czy prawej)
i jaka bedzie wartosc jego predkosci wzgledem wartosci
poczatkowej,
a) mniejsza?
b) taka sama?
c) wieksza?

K) Elektryczny grzejnik domowy ma dwie spirale.
Wyjasnij dlaczego grzejnik:
grzeje najslabiej , gdy zarza sie dwie spirale;
grzeje srednio, gdy zarzy sie tylko jedna;
grzeje najmocniej , gdy znów zarza sie dwie spirale.

J) Miedzy dwiema zwartymi plaskimi plytami
metalowymi znajduje sie równolegla do nich cienka
plyta izolatora naladowana równomiernie ladunkiem
elektrycznym Q, rys. 8. Wartosc pola elektrycznego na
zewnatrz ukladu
a) zalezy od odleglosci naladowanego izolatora od

jednej z plyt metalowych (np. górnej);
b) zalezy od calkowitego ladunku, jaki znajduje sie na

zwartych plytach metalowych;
c) jest równa zeru, gdyz przewodzace plyty zawsze

ekranuja ladunek plyty izolatora. Zaniedbaj efekty
brzegowe.

Rys. lic

~-----promien •.
padajacy

Po:.t/•T
Rys. 11

Rys. lla

~~~~L/T·
Rys. llb

Rys. 12

O) Cienka soczewka dwuwypukla o jednakowych
promieniach krzywizny R jest wykonana ze szkla.
Wskaz, które z promieni (a, b, c, d) pokazanych na
rysunku 12 powstaja w wyniku jednokrotnego odbicia
od powierzchni soczewki.

-------- -lOOV
OV

C-..-_Q

Rys. 7

Rys. 8

v



Czesc II (termin wysylania rozwiazan - 15 listopada 1997 r.)

Rys. 13

ZADANIA TEORETYCZNE

Za kazde z trzech zadan mozna otrzymac maksimum
20 punktów.

Zadanie T1

Krazek o promieniu R jest sztywno przymocowany
do plaskiej powierzchni stolu. Krazek jest opasany
jednorodna, cienka, wiotka i nierozciagliwa lina
o dlugosci calkowitej l i masie m, rys. 13. Drugi
jednorodny krazek w ksztalcie walca o takim samym
promieniu R i masie M slizga sie bez tarcia po
powierzchni stolu toczac sie po napietej linie.
Uklad obraca sie wokól
nieruchomego krazka
z czestoscia kolowa w.
Nie zachodzi poslizg
liny po zadnym z dwóch
krazków. Oblicz energie
kinetyczna ukladu.

ZADANIA DOSWIADCZALNE

Przeslac nalezy rozwiazania dwóch (i tylko dwóch)
zadan dowolnie wybranych z trzech podanych zadan
doswiadczalnych. Za kazde zadanie mozna otrzymac
maksimum 40 punktów.

Zadanie Dl

Masz do dyspozycji zarówke zawieszona na znanej
wysokosci H nad podloga, "szkielko zegarkowe" ,
linijke oraz papier. Wyznacz wspólczynnik zalamania
oleju jadalnego.

Uwagi:

1. Szkielka zegarkowe mozna kupic w sklepach ze
szklem laboratoryjnym lub pozyczyc je ze szkolnej
pracowni chemicznej.
2. Do pomiarów wybierz szkielko zegarkowe
o sferycznym ksztalcie powierzchni.

Zadanie T2

Rysunek 14 przedstawia cylinder zamkniety tlokiem,
przedzielony nieruchoma pólprzepuszczalna przegroda.
Poczatkowo w lewej komorze znajduje sie gaz
jednoatomowy, a w prawej - dwuatomowy. Poczatkowo
oba gazy zajmuja jednakowe objetosci, znajduja
sie w jednakowej temperaturze i pod jednakowym
cisnieniem. Parcie gazu na tlok jest równowazone
przez stala sile przylozona z zewnatrz do tloka.
Przez pólprzepuszczalna przegrode moze powoli
przeplywac gaz jednoatomowy, nie moze natomiast
przeplywac gaz dwuatomowy. Scianki cylindra i tlok
nie przewodza ciepla, natomiast przegroda przewodzi
cieplo. Miedzy gazami nie zachodzi reakcja chemiczna.
Oblicz temperature koncowa gazów po ustaleniu
równowagi przyjmujac poczatkowa temperature równa
To = 300 K. Do opisu gazów w równowadze stosuj
równanie Clapeyrona.

Rys. 14 I gaz l atom.

w

: gaz 2 atom.

&

Zadanie D2

Masz do dyspozycji zarówke samochodowa (o napieciu

nominalnym 12 V), zasilacz napiecia stalego
regulowany w zakresie 0-;-.12 V, woltomierz,
amperomierz, przewody elektryczne umozliwiajace
zestawienie ukladu pomiarowego. Zakladajac,
ze zaleznosc mocy P pobieranej przez zarówke od
temperatury bezwzglednej jej wlókna T ma postac

p = A + BT + CT4 ,

wyznacz wartosci wspólczynników A, B, C.

Przyjmij, ze opór wlókna zmienia sie wraz z jego
temperatura zgodnie ze wzorem

R(T) = Ro[l + aR(T - To)] ,

gdzie Ro oznacza opór drutu w temperaturze To,

natomiast temperaturowy wspólczynnik oporu
aR = 4,5 . 10-3 K-1. Do doswiadczenia uzyj zwyklej
(nie halogenowej) zarówki o niezbyt duzej mocy, aby
za pomoca dostepnego zasilacza mozliwe bylo zasilanie
zarówki napieciem nominalnym.

Zadanie T3

Oblicz opór zastepczy pomiedzy punktami A
i B (rys. 15) nieskonczonej sieci kwadratowej
utworzonej z jednorodnych kawalków drutu o oporze r
i dlugosci a. Odleglosc miedzy punktami A, B
wynosi d (d < a). a

a

r---;

{

r
r

A

B

I~

Zadanie D3

Masz do dyspozycji wode, rurke szklana o srednicy
wewnetrznej mniejszej niz 3 mm, wysokie naczynie
o przezroczystych sciankach, plastikowa linijke, olej
jadalny. Wyznacz stosunek gestosci oleju do gestosci
wody.

Rys. 15

VI



XLIX OLIMPIADA MATEMATYCZNA

Zadania konkursowe zawodów stopnia pierwszego

I seria

1. Rozwiazac uklad równan

{!xl

Ix- yl- - =-1

12x - yl + Ix + y-II + Ix - ~ ++y-1-0.

2. Proste zawierajace wysokosci
trójkata ABC, wpisanego w okrag
o srodku G, przecinaja sie w punkcie H,
przy czym AG = AH. Obliczyc miare
kata CAB.

3. Ciagi (an), (bn), (cn) sa okreslone
przez warunki

al = 4, an+1 = an(an - l),

dla n = 1,2,3, ... Wykazac, ze ciag (cn)
jest ograniczony.

4. Dana jest liczba dodatnia a.
Wyznaczyc wszystkie liczby rzeczywiste c
majace nastepujaca wlasnosc: dla kazdej
pary liczb dodatnich x, y spelniona jest
nierównosc

II seria

5. Dana jest liczba calkowita n 2: L
Rozwiazac równanie

j tgn X - ctgn xl = 2nl ctg 2xj.

6. W trójkacie ABC punkt D jest
srodkiem boku BC, punkt E lezy na
boku AC. Punkty P i Q sa odpowiednio
rzutami prostokatnymi punktów
B i E na prosta AD. Udowodnic,
ze BE = AE + AC wtedy i tylko wtedy,
gdy AD = PQ.

7. Dane sa liczby calkowite dodatnie
m oraz n. Niech A = {1,2,3, ... ,n}.
Wyznaczyc liczbe funkcji f: A -> A
przyjmujacych dokladnie m wartosci oraz
spelniajacych warunek:

jezeli k,l E A,k:::; l,

to f(j(k)) = f(k) :::;f(l).

8. Rozstrzygnac, czy istnieje wieloscian
wypukly majacy k krawedzi oraz
plaszczyzna nie przechodzaca przez
zaden z jego wierzcholków i przecinajaca
r krawedzi, przy czym 3r > 2k.

III seria

9. Niech ao = 0,91 oraz

ak = 0,99 ... 900 ... O l dla k = 1,2,3, ..."-.-""-.-"
2k 2k-1

Obliczyc lim (aoa1 ... an).n_oc

10. Srodkowe AD, BE, CF
trójkata ABC przecinaja sie
w punkcie G. Na czworokatach AFGE
i BDGF mozna opisac okregi. Wykazac,
ze trójkat ABC jest równoboczny.

11. W turnieju tenisowym uczestniczylo
n graczy. Kazdy rozegral z kazdym
innym jeden mecz; nie bylo remisów.
Udowodnic, ze istnieje taki gracz A,
który kazdego innego gracza B pokonal
bezposrednio lub posrednio, tzn. gracz A
wygral z B lub gracz A pokonal pewnego
zawodnika C, który wygral z tym
graczem B.

12. Niech g(k) bedzie najwiekszym
dzielnikiem pierwszym liczby
calkowitej k, gdy Ikl 2: 2, oraz
przyjmijmy g(-l) = g(O) = g(l) = L
Rozstrzygnac, czy istnieje wielomian W
stopnia dodatniego o wspólczynnikach
calkowitych, dla którego zbiór liczb
postaci g(W(x)) (x - calkowite) jest
skonczony.

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja byc wysIane
pod adresem wlasciwego komitetu okregowego Olimpiady najpózniej dnia

13 pazdziernika 1997 r. 12 listopada 1997 r. 10 grudnia 1997 r.

Rozwiazania przeslane w terminie pózniejszym nie beda rozpatrywane.

Adresy komitetów okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla województwa elblaskiego, gdanskiego i slupskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdansku, ul. Abrahama 18,81-825 Sopot.
Dla województwa bielskiego, czestochowskiego i katowickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla województwa krakowskiego, krosnienskiego, nowosadeckiego i tarnowskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Kraków.

Dla województwa bialskopodlaskiego, chelmskiego, lubelskiego, przemyskiego, rzeszowskiego, siedleckiego, tarnobrzeskiego i zamojskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii
Sklodowskiej-Curie l, pok. 232, 20-031 Lublin.

Dla województwa kieleckiego, lódzkiego, piotrkowskiego, radomskiego, sieradzkiego i skierniewickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Lódzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lódz.

Dla województwa koninskiego, leszczynskiego, pilskiego, poznanskiego i zielonogórskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Matejki 48/49, pok. 24, 60-769 Poznan.

Dla województwa gorzowskiego, koszalinskiego i szczecinskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15,70-251 Szczecin.

Dla województwa bydgoskiego, ciechanowskiego, olsztynskiego, plockiego, torunskiego i wloclawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18,
87-100 Torun.

Dla województwa bialostockiego, lomzynskiego, ostroleckiego, suwalskiego i warszawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8,00-656 Warszawa.

Dla województwa jeleniogórskiego, kaliskiego, legnickiego, opolskiego, walbrzyskiego i wroclawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4,
50-384 Wroclaw.
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Olimpiada Informatyczna

W tym przypadku nie podajemy zadan, gdyz regulamin wymaga, by byly one ogloszone dla wszystkich tego samego dnia.

W roku szkolnym 1996/97 odbyla sie IV Olimpiada
Informatyczna w Polsce. Olimpiada zostala powolana przez
Instytut Informatyki Uniwersytetu Wroclawskiego, zgodnie
z zarzadzeniem Ministra Edukacji Narodowej, dotyczacym
organizacji olimpiad przedmiotowych. Przewodniczacym
Komitetu Glównego Olimpiady jest prof. dr hab. inz.
Stanislaw Waligórski z Instytutu Informatyki Uniwersytetu
Warszawskiego.

Olimpiada jest trój stopniowa. Integralna czescia
rozwiazania kazdego zadania jest program napisany
w jezyku programowania wysokiego rzedu dla komputera
zgodnego z IBM PC. Zawody I stopnia polegaja
na samodzielnym opracowaniu rozwiazan czterech
zadan w ciagu okolo trzech tygodni i wyslaniu ich do
Komitetu Glównego. Zawody II i III stopnia polegaja
na rozwiazaniu zadan w ciagu dwóch pieciogodzinnych
sesji przeprowadzonych w róznych dniach w warunkach
kontrolowanej samodzielnosci. Na zawodach tych jednego
dnia rozwiazuje sie zwykle dwa lub trzy trudne problemy
i pisze do nich dzialajace i znajdujace rozwiazanie
programy. Uczniowie korzystaja z jezyków Pascal i C++.

Olimpiada Informatyczna ma nastepujace cele:

Stworzenie motywacji dla zainteresowania nauczycieli
i uczniów nowymi metodami informatyki.

Rozszerzenie wspóldzialania nauczycieli akademickich
z nauczycielami szkól w ksztalceniu mlodziezy uzdolnionej.

Ksztaltowanie umiejetnosci samodzielnego zdobywania
i rozszerzania wiedzy informatycznej.

Stwarzanie mlodziezy mozliwosci szlachetnego
wspólzawodnictwa, a nauczycielom - warunków do
twórczej pracy z mlodzieza.

Wylanianie reprezentacji Rzeczypospolitej Polskiej na
Miedzynarodowa Olimpiade Informatyczna.

W 1996 roku Olimpiada Informatyczna umocnila swoje
OSlagmeCla:

1. Reprezentacja Polski na VIII Miedzynarodowa
Olimpiade Informatyczna w Vesprem (Wegry) uzyskala,
w gronie 57 krajów i 215 zawodników, po raz trzeci z rzedu
lepsze wyniki niz w roku poprzedzajacym, uzyskujac
2 medale zlote, srebrny i brazowy. Nasi zawodnicy zdobyli:

Piotr Zielinski 3 miejsce 191 pkt.
Jakub Pawlewicz 14 miejsce 180 pkt.
Andrzej Gasienica-Samek 21 miejsce 175 pkt
Adam Borowski 68 miejsce 136 pkt.

na 200 mozliwych.

W nieoficjalnej punktacji druzynowej dalo to Polakom
4. miejsce za zawodnikami Chin, Rosji i Slowacji.

2. Reprezentacja Polski w odmlodzonym skladzie (Jakuba
Pawlewicza, który ukonczyl szkole srednia, zastapil Eryk
Kopczynski, uczen drugiej klasy liceum) na III Olimpiadzie
Informatycznej Centralnej Europy byla zdecydowanie
najlepsza. Nasi reprezentanci zajeli w gronie 7 krajów,

stanowiacych scisla czolówke swiatowa, pierwsze miejsce
druzynowo i indywidualnie. Polscy zawodnicy: Adam
Borowski (Starogard Gdanski), Eryk Kopczynski
(Warszawa, najmlodszy uczestnik Olimpiady), Piotr
Zielinski (Poznan) i Andrzej Gasienica-Samek (Warszawa)
uplasowali sie na miejscach pierwszym, trzecim,
piatym i siódmym oraz zdobyli medale: zloty, dwa
srebrne i brazowy. Nasza mloda druzyna (wszyscy
maja jeszcze szanse startowac w kolejnych olimpiadach
miedzynarodowych) ma juz wielkie osiagniecia, ale jeszcze
bardzo duzo do zdobycia: Puchar IFIP dla najlepszego
mlodego informatyka swiata oraz najlepszy wynik
druzynowy na Olimpiadzie Miedzynarodowej.

3. Tak jak w poprzednich latach, przed rozpoczeciem
zawodów kolejnej Olimpiady, ukazala sie obszerna
publikacja o krajowej III Olimpiadzie zawierajaca
sprawozdanie z przebiegu zawodów, teksty wszystkich
zadan konkursowych (w tym równiez z zawodów
miedzynarodowych) wraz z rozwiazaniami autorów zadan
i omówieniem rozwiazan uczniowskich, a takze z dyskietka
zawierajaca wzorcowe programy i testy, za pomoca których
mozna ocenic wlasne rozwiazania. Trudno przecenic
role tej publikacji dla rozwoju mlodych informatyków,
a aktualnosc jej wydawania staje sie dobra tradycja, choc
wymaga duzego wysilku redaktora prof. dr hab. Macieja
M. Sysly.

4. W tegorocznych zawodach I stopnia startowalo blisko
1000 uczniów, dwa razy wiecej niz w kazdym z dwu
poprzednich lat, a uzyskane przez zawodników wyniki byly
bardzo dobre. Na to, by zakwalifikowac sie do zawodów
II stopnia, trzeba bylo uzyskac ponad 69% maksymalnej
liczby punktów.

5. Polsce powierzono w tym roku organizacje IV Olimpiady
Informatycznej Centralnej Europy (CEOI). Jako miasto
Olimpiady wybrany zostal Nowy Sacz. Wladze Nowego
Sacza z prezydentem miasta Andrzejem Czerwinskim i
starosta gmin nowosadeckich Rudolfem Borusiewiczem
zaplanowaly wiele dzialan, aby impreza byla bardzo udana.
OPTIMUS SA, który jest glównym sponsorem CEOI,
podjal sie dostarczenia sprzetu i prowadzenia serwisu.

W Olimpiadzie mozna zdobyc cenne trofea. Laureaci
Olimpiady moga byc zwolnieni nie tylko z egzaminu
dojrzalosci z przedmiotu informatyka, ale i z egzaminów
wstepnych do wielu szkól wyzszych. Oprócz tego wielu
finalistów otrzymuje cenne nagrody rzeczowe. Impreze
finansuje Ministerstwo Edukacji Narodowej oraz sponsorzy.
W tym roku glównym sponsorem jest Ogólnopolska
Fundacja Edukacji Informatycznej, bardzo zasluzona dla
rozwoju edukacji informatycznej w Polsce.

Zwyciezcy IV olimpiady krajowej reprezentowali Polske na
IV Olimpiadzie Informatycznej Centralnej Europy w lipcu
1997 r. w Nowym Saczu oraz beda Polske reprezentowali
na IX Miedzynarodowej Olimpiadzie Informatycznej
w grudniu 1997 r. w Kapsztadzie w Republice Poludniowej
Afryki.

Informacje mozna uzyskac pod adresem Komitetu Glównego Ol, ul. Raszynska 8/10, 02-026 Warszawa, tel. 22-40-19.
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T.K

Rozwiazanie zadania F 459. Gdyby
Ziemia nie miala atmosfery, a Slonce
bylo obiektem punktowym, w dniu
astronomicznej równonocy dlugosc nocy
równalaby sie dlugosci dnia. Ze wzgledu
na ugiecie sie promieni w atmosferze
widzimy Slonce przy wschodzie
i zachodzie, gdy jest ono jeszcze, lub juz,
faktycznie pod horyzontem.

Upraszczajac wlasnosci atmosfery do
modelu jednorodnej warstwy, znajdujemy
polozenie katowe {3Slonca ponizej
horyzontu

sin 900 o----- = n ~ {3= 1,35 .
sin(900 - {3)

Sumujac otrzymujemy a + {3= 1,60.
Przeliczajac ten kat na wydluzenie dnia
oraz biorac pod uwage zarówno wschód,
jak i zachód Slonca, otrzymujemy, ze
dzien jest dluzszy od nocy o

2·16
36~ . (24 . 60) minut = 13 minut.

Rozwiazanie zadania F 460. Cisnienie
wywierane przez wentylator jest równe

{2U2 d" dk ..
p = -2-' g Zje u Jest pre OSCla
przeplywu powietrza. Moc wentylatora
wynosi Po = p ~~ = pQ, gdzie Q = ~~
jest iloscia wymienianego powietrza.
Z drugiej strony Q = u . S, gdzie
8 = 41lT2 jest polem powierzchni
wentylatora. Eliminujac predkosc
z powyzszych równan otrzymujemy

{2Q3

Po = 282 '

skad ostatecznie

V2P082 3Q = --{2- = 0,143 m /s.

Aby zwiekszyc przeplyw dwukrotnie, moc
musialaby zwiekszyc sie B-krotnie!

Patrz w niebo

Komety okresowe, rozsypujac sie stopniowo wskutek wielokrotnych zblizen do
Slonca, rozsiewaja na swoich orbitach drobne okruchy, a gdy Ziemia w taki
strumien okruchów wpada, widzimy na niebie tzw. deszcz meteorów. Z obfitoscia
takiego deszczu bywa róznie, w kazdym razie coroczny sierpniowy spadek
Perseidów zawdzieczamy komecie Swifta-Tuttle'a. Jest to kometa o okresie
okolo 130 lat, ostatnio zblizyla sie do Slonca (a wiec i do Ziemi) w 1992 r.,
a nastepne zblizenie zajdzie w 2126 r. Nie byloby w tym zadnej sensacji, gdyby
nie pogloski o mozliwym jej wtedy zderzeniu z Ziemia.

Ruch komety Swifta-Tuttle'a w przeszlosci zostal przesledzony dosc
skrupulatnie. Stwierdzono, ze obserwowano ja w Chinach w latach 188 n.e. i 69
p.n.e., za to nie ma o niej zapisów z lat 447 i 574 p.n.e., gdy powinna byc latwo
widoczna golym okiem. Przypuszcza sie, ze dokumenty z tamtych lat zostaly
zniszczone w ramach palenia ksiag w 213 r.p.n.e. W sumie, wedlug naj nowszych
obliczen, kometa 5 VIII 2126 r. minie Ziemie w odleglosci 23 mln km.

Ale przeciez ruchem komety rzadzi nie tylko grawitacja ze strony Slonca
i planet. Wskutek parowania gazów z jadra komety doznaje ona slabego
odrzutu, albo tez drobne odlamki odpadaja od niej w wyniku rotacji.
Sa to przyczyny tzw. anomalii niegrawitacyjnych w ruchu komety. Tak sie
jednak sklada, ze kometa Swifta-Tuttle'a nie wykazuje mierzalnych anomalii
niegrawitacyjnych, co w swiecie komet jest dosc wyjatkowe. To z kolei kaze
przypuszczac, ze jej jadro jest wyjatkowo wielkie i masywne. Wedlug pewnych
ocen jadro ma co najmniej 24 km srednicy (co prawda jeszcze wieksza jest
zapewne kometa Hale'a-Boppa, jej jadro zostalo ocenione na niemal 50 km
srednicy).

Od ostatniego pojawienia kometa byla sledzona tak dlugo, az jej jasnosc spadla
bardziej niz do 22 mag. W ten sposób poznany zostal wielki luk jej orbity
i wyszla na jaw jeszcze jedna jej osobliwosc, mianowicie jej okres obiegu wokól
Slonca jest z wysoka dokladnoscia 11 razy dluzszy od roku jowiszowego. Nie
wiadomo, jak taki rezonans wplynie na orbite komety w dalszej przyszlosci.
Kometa ta wydaje sie wiec jedynym powaznym kandydatem na obiekt
zagrazajacy Ziemi.

Tomasz KWAST

Wrzesien

23 IX o godz. 1:56 czasu letniego zaczyna sie astronomiczna jesien, inaczej
mówiac mamy równonoc jesienna. Kazdy, kto zerknal do zadania F 459 w tym
numerze Delty, wie juz, ze atmosfera zalamujac swiatlo sloneczne pozornie
przyspiesza moment wschodu i opóznia moment zachodu Slonca, a wiec
powoduje, ze dzien zawsze jest dluzszy, niz gdyby atmosfery nie bylo. Ale jest
jeszcze gorzej, mianowicie termin "równonoc" jest po prostu mylacy, oznacza
moment, gdy Slonce przekracza równik niebieski. Chcialoby sie zapytac: jezeli
równonoc wypada w dzien, to dzien ten jest równy której nocy - poprzedzajacej
czy nastepujacej? Analogicznie, gdy równonoc wypada w nocy. A jezeli nawet
w jednym miejscu moment ten wypada w dzien, to po drugiej stronie Ziemi
bedzie to w nocy itd. Krótko mówiac, w okolicy 23 IX (i za kazdym razem przy
kazdej równonocy) dzien trwa jedynie w przyblizeniu tak dlugo jak noc, nigdy
dokladnie.

Wenus jest nadal w Pannie, Mars w Wadze, planet tych wiec nie widac. Jowisz
nadal w Koziorozcu i dobrze go widac w pierwszej polowie nocy, a Saturn
w Rybach i widac go przez cala noc. Ksiezyc znajdzie sie bardzo blisko Saturna
18 IX i Aldebarana 22 IX. Pelnia wypada 16 IX i nastapi wtedy calkowite
zacmienie Ksiezyca - srodek zacmienia o godz. 20:47 czasu letniego. Ksiezyc
w nowiu 2 IX wywola jeszcze czesciowe zacmienie Slonca, ale z Polski bedzie ono
niewidoczne.
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Rys. l

Rys. 2

mala delia

Thójkat równoramienny

o trójkacie równoramiennym kazdy slyszal i kazdy cos o nim wie. To taki, który

ma dwa boki równe. W takim trójkacie katy miedzy kazdym ,z równych boków
a tym trzecim sa równe. To twierdzenie nosi lacinska nazwe pons asinorum, czyli

osli most, gdyz juz od Starozytnosci panowalo przekonanie, ze ten, kto nie umie

tego dowiesc, niczego nie jest w stanie sie nauczyc.

Trójkaty równoramienne maja te mila wlasnosc, ze mozna z nich zbudowac

kazdy trójkat. Mówiac dokladniej, kazdy trójkat mozna podzielic na cztery

trójkaty równoramienne (rys. l) - ale kazdy trójkat ostrokatny mozna podzielic

na trzy takie trójkaty (rys. 2), podobnie jak niektóre, nawet nieskonczenie wiele

(ale nie wszystkie!), rozwartokatne (rys. 3), natomiast kazdy trójkat prostokatny

mozna rozlozyc na dwa trójkaty równoramienne (rys. 4). To ostatnie

spostrzezenie wykorzystywano w starozytnym Egipcie do wyznaczania kata

prostego. Stosowny przyrzad stanowil patyk, w którego polowie przywiazany

byl sznurek siegajacy akurat do konca patyka (rys. 5); kazdy bez trudu wymysli,

jak sie czegos takiego uzywa.

Tak sie zreszta sklada, ze wsród trójkatów ostrokatnych jest nieskonczenie wiele

takich, które dadza sie podzielic na dwa trójkaty równoramienne w taki sposób,

jak na rysunku 6, i nieskonczenie wiele takich, które dadza sie rozbic tak, jak na

rysunku 7.

Rys. 3

10

Rys. 4

c

Rys. 5. AB = Be = dlugosc sznurka



Rys.6

Rys.7

Cóz jeszcze mozna powiedziec o trójkacie równoramiennym? Oto niepelna lista
jego wlasnosci:

1. Ma os symetrii.

2. Jedna z jego wysokosci jest symetralna boku.

3. Jedna z jego wysokosci dzieli go na dwa trójkaty podobne.

4. Jedna z jego wysokosci jest dwusieczna kata przy wierzcholku.
5. Jedna z jego wysokosci dzieli go na dwa trójkaty o równych polach.

6. Istnieje okrag zawierajacy dwa wierzcholki, który ma srodek w trzecim.

7. Jego suma z odbiciem symetrycznym wzgledem jednego z boków jest
równoleglobokiem.

8. Srodek okregu opisanego na nim, srodek okregu wpisanego i jeden
z wierzcholków sa wspólliniowe.

9. Jesli przez srodki pewnych dwóch jego boków przeprowadzic
prosta równolegla do trzeciego i odbic symetrycznie wzgledem tej prostej
czesc o mniejszym polu, to otrzyma sie cztery trójkaty podobne.

No dobrze, i co z tego? Wlasnie. Po pierwsze, spróbujcie uzupelnic te liste
o (niezbyt trywialne) dalsze wlasnosci. Po drugie, zastanówcie sie, czy wsród
tych dziewieciu wlasnosci, a takze wsród tych, które sami wymyslicie, sa takie,
które przysluguja tylko trójkatom równoramiennym. Wreszcie, po trzecie: jak
uzasadnic wszystkie przedstawione wyzej twierdzenia o rozkladzie trójkatów na
trójkaty równoramienne?

Mala Delte opracowali: Wiktor BARTOL i Marek KORDOS

_ Zadania
Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 820. Udowodnic, ze jesli (an) jest nierosnacym ciagiem liczb dodatnich, to szereg

:E an jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg :E 2k a2k .
n=1 k=1
Rozwiazanie na str. 15

00

M 821. Udowodnic, ze szereg Z n1c< jest zbiezny dla a > l i rozbiezny przy a = 1.
n=l

Rozwiazanie na str. 15

M 822. Udowodnic, ze szereg

przy a = 1.
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Jaroslaw KULPA

00

Z n(log12 n\C< jest zbiezny dla a > l i rozbiezny
n=2

F 459. Oszacowac, o ile dluzszy jest dzien od nocy na równiku w dniu astronomicznej
równonocy. Wspólczynnik zalamania powietrza jest równy n = 1,000280, a promien
katowy Slonca a = 0,25°.
Rozwiazanie na str. 9

F 460. Wentylator wywietrznika w lazience ma moc Po = 15 W. Promien
wywietrznika jest równy r = 6 cm. Oszacowac, ile powietrza moze maksymalnie
wymienic wentylator w ciagu sekundy. Ile razy nalezaloby zwiekszyc moc wentylatora,
aby zwiekszyc jego wydajnosc dwa razy? Gestosc powietrza jest równa (! = 1,3 kg/m3.
Rozwiazanie na str. 9
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Mosty z klocków
Piotr RYBKA

W czasie ostatniej rodzinnej wizyty w Muzeum Techniki dotarlismy do dzialu

poswieconego budownictwu mostowemu. Obok ogromnych makiet, plansz
i rysunków byl skromny stól z trzema kompletami drewnianych klocków: dwoma
lukowymi i jednym zestawem zwyklych, prostopadlosciennych o kwadratowej
podstawie. Podczas gdy córka wybrala zajecia mniej obciazajace, rodzice zajeli
sie sprawdzaniem swych umiejetnosci konstruktorskich. Najtrudniejsze okazalo
sie zadanie z klockami prostopadlosciennymi: byly dane dwa klocki podstawy,
odstep miedzy nimi równal sie dwóm wysokosciom klocków, most nalezalo
zbudowac z pozostalych osmiu. Pierwsze naiwne próby spalily na panewce
- konstrukcja sie walila. Potem zona zauwazyla, ze trzeba most budowac
od góry i bylo jasne, ze trzeba zastanowic sie nad optymalnym sposobem

budowania. Nie bylo nam dane przeprowadzic tego w muzeum.

Dopiero w zaciszu domowym mozna bylo znalezc i zapisac rozwiazanie
problemu: ile jednakowych, jednorodnych klocków potrzeba do zbudowania mostu

nad rzeka o szerokosci l, tak by klocki podstawy pewnie staly na brzegu i nie

przewieszaly sie nad rzeka?

Autor przyznaje, ze nie widzial w praktyce tak budowanego mostu. Naszym
poczynaniom nadajmy wiec miano inzynierii klockowej. Postawiony problem
dzieki swej prostocie latwo poddaje sie analizie. Dostrzegamy od razu naturalne
pytania, na które kazdy budowniczy musi sobie odpowiedziec: (1) jakie zjawiska
fizyczne sa istotne? (2) czy zadanie jest wykonalne? i (3) jak przy danych
ograniczeniach zbudowac stukture optymalna?

Ostatnie pytanie na ogól jest najtrudniejsze. Od razu jednak mozemy spostrzec
jedna rzecz: most powinien byc symetryczny. Bo gdyby nie byl, to jedna polowa

przesla bylaby dluzsza od drugiej (obie maja po tyle samo klocków), a wtedy
dluzszy most mozna by zbudowac kopiujac symetrycznie owo dluzsze przeslo.
Zatem od tej chwili zajmujemy sie wylacznie symetrycznymi mostami.

Jak powiedzielismy, trzeba zaczac od zrozumienia fizyki (w tym przypadku
statyki) problemu. Ze szkoly wiadomo, ze bryla pozostaje w równowadze, jesli
rzut jej srodka ciezkosci nie wychodzi poza obreb podstawy.

Musimy zatem umiec wyznaczyc srodek ciezkosci ukladu klocków. Rachunki
upraszczaja sie, gdy przedstawimy uklad U jako rozlaczna sume podukladów
Ul i U2, których masy i srodki ciezkosci sa znane. Wtedy zadanie sprowadza
sie do wyznaczenia srodka ciezkosci dwóch odleglych o d jednostek punktów

materialnych o masach ml i m2 - mówiac o odleglosciach bedziemy tu i dalej
mysleli jedynie o "odleglosci w poziomie" , czyli o odleglosci rzutów. Ich
odleglosci di od srodka ciezkosci calego ukladu spelniaja równania

{dl + d2 = d,mldl = m2d2.

Latwo stad wyliczyc, ze
m2. ml

(*) dl= d--- 1 d2 = d---
ml +m2 ml + m2

Jesli pamietamy, ze srodek ciezkosci klocka wypada w polowie jego wysokosci,
to powyzszy wzór calkowicie wystarczy do dalszych obliczen.

Zajmijmy sie matematyczna strona problemu. Nasz most bedziemy budowac od
góry, to znaczy bedziemy dokladac kolejne klocki od dolu. Przez Si oznaczymy

odleglosc srodka ciezkosci i-tego klocka od srodka ciezkosci ukladu powstalego
przez dolozenie tego klocka do zbudowanego juz ukladu i-l klocków.

(1) Przypuscmy, ze mamy dwa klocki podstawy i dwa, z których budujemy

przeslo. Zadanie jest latwe: klocek przesla nie moze byc wysuniety dalej niz ~h,
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h
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Inny dowód rozbieznosci szeregu
harmonicznego mozna znalezc
w zadaniach M 820 i M 821.

bo wtedy rzut jego srodka ciezkosci bedzie wychodzil poza obreb podstawy

i most runie, tj. polowa przesla 11 to lh. Polózmy jeszcze L\1 = 11 i nazwijmy
ten uklad klocków Ul.

(2) Dajmy na to, ze (prócz podstawy) mamy 2 klocki do budowy polówki
przesla. By dlugosc przesla byla najwieksza, optymalny uklad Ul dwóch
klocków (opisany wyzej) stawiamy na trzecim tak, aby srodek ciezkosci Ul
wypadal na krawedzi podstawy trzeciego klocka. Kazda próba wiekszego
wysuniecia któregokolwiek klocka konczy sie katastrofa budowlana. Znajdzmy
jeszcze srodek ciezkosci ukladu Ul. Jest to latwe: mamy 2 punkty materialne

(rzuty srodków ciezkosci klocków) o równych masach odlegle o lh, zatem ze
wzoru (*) wynika, ze ich srodek ciezkosci wypada w lh, tj. S2 = lh. Daje to
mozliwosc wysuniecia Ul o L\2 = lh - S2 nad krawedz trzeciego klocka. Tym
samym dlugosc polowy przesla wynosi 12 = 11 + L\2.

(n) Mozemy teraz zastanowic sie nad przypadkiem ogólnym: oprócz klocka

podstawy mamy n klocków do budowy polowy przesla. Zakladamy, ze wiemy
juz, jak ulozyc polowe (naj dluzszego mozliwego) przesla z n - 1 klocków
- nazwijmy ten uklad Un-1, odpowiadajaca mu dlugosc przesla oznaczmy

przez ln-1 i przyjmijmy jeszcze, ze Sn-1 < lh ..

Ze wzoru (*) wynika, ze gdy srodek ciezkosci Un-1 znajduje sie na prawej

krawedzi n-tego klocka, to Sn = ~n;;-l. Wynika stad od razu, ze Sn < lh,
a caly opisany przed chwila uklad mozemy wysunac o L\n = lh - Sn = 2hn nad
podstawe (tak, by srodek ciezkosci wypadal na krawedzi klocka podstawy).
Zadnego z klocków bardziej wysunac sie nie da, bo przesuwaloby to rzut srodka
ciezkosci ukladu n klocków poza obreb podstawy.

Zatem polowa dlugosci nowego przesla to

In = ln-1 + L\n = L\1 + L\2 + ... + L\n =

1 ( 1 1 1 1) 1 n 1="2h 1+ "2+ 3" + 4;+ ... +;:; ="2h?= i .•=1

Powyzsze rozumowanie to nic innego, jak (indukcyjny) dowód nastepujacego
twierdzenia.

Twierdzenie. Majac 2n jednakowych i jednorodnych klocków o wysokosci h

do budowy przesla i dodatkowo dwa takie same klocki podstawy, mozna z nich
n

zbudowac symetryczny most nad rzeka o najwiekszej szerokosci równej h L:= t.
i=l

Od razu zauwazamy, ze zadanie z muzeum bylo wykonalne,

bo 2 < 1+ l + ~+ l = g. Mozna jeszcze zadac pytanie, czy sa rzeki, nad
którymi nie da sie zbudowac mostu opisana metoda. Jest to pytanie o zbieznosc

00

szeregu harmonicznego L:= t·
i=l

n

Niech Sn = L:= t· Zauwazmy, ze dla n > 2k mamy Sn ~ S2k. Ponadto,
i=l

1 (1 1) (1 1 1 1) (1 1)S2k = 1+ "2+ 3" + 4; + 5" + 6" + 7 + g + ... + 2k-1 + 1+ ... + 2k >
1 2 4 2k-1 k

>1+"2+4;+g+"'+2k=1+2"'
Wynika stad

Wniosek. Rzeka moze byc dowolnie szeroka.

Choc wiedza z zakresu inzynierii klockowej moze nie wystarczyc do zbudowania

prawdziwego mostu, to jednak budowniczowie prawdziwych mostów potrzebuja
matematyki. Musza umiec dostrzegac ogólniejsze zwiazki w szczególnych
praktycznych problemach; musza tez umiec analizowac otrzymane w ten sposób

abstrakcyjne zadanie. Mysmy zrobili to samo, choc na zabawowa skale.
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Poczatkowe cyfry symboli Newtona
Grzegorz BARTCZAK i Andrzej NOWICKI

Jesli n, k sa liczbami naturalnymi oraz n 2: k, to przez (~) oznacza sie liczbe

k!(:~k)l' Wiadomo, ze (~) jest liczba naturalna, bedaca liczba wszystkich
k-elementowych podzbiorów zbioru n-elementowego. Spójrzmy na kilka
przykladów.

C9197) = 1997

C9299) = 1997001

(4~4) = 19970444

C~81) = 19979587391790

(75517) = 199739353621084563

(1~62) = 19979205577825494

(7~07) = 199795303587200399319241

(4~08) = 1997841430944510255346671

(9~53) = 1997917655787531327615853237150

(~~8) = 1997837760676615

Kazda z wypisanych tu liczb rozpoczyna sie cyframi 1,9,9,7.Nasuwa sie
pytanie:

Czy dla kazdego k istnieje takie n, ze liczba (~) jest postaci 1997 ...?

Wykazemy, ze odpowiedz na to pytanie jest pozytywna. Wykazemy wiecej.
Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie
Niech k bedzie liczba naturalna i niech C1 op O, C2, ... , Cm bedzie dowolnym ciagiem

cyfr ukladu dziesietnego. Istnieje wtedy taka liczba naturalna n, ze poczatkowe

cyfry liczby (~) sa równe odpowiednio C1, C2, ... , Cm.

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystamy dwa prosciutkie lematy.

Lemat 1
Zalózmy, ze a, b, c sa liczbami rzeczywistymi, b > a oraz c > O. Istnieje wtedy

taka liczba naturalna Sa, ze dla wszystkich liczb naturalnych s 2: Sa zachodzi
nierównosc sb > sa + c.

Dowód

Niech Sa = [b~a] + 1 (przez [x] oznaczamy czesc calkowita liczby x). Wówczas
Sa jest liczba naturalna i dla wszystkich s 2: Sa mamy:

s 2: Sa = [b ~ a] + 1> b ~ a .

Zatem, jesli s 2: Sa, to s(b - a) > c, czyli sb > sa + c.

Lemat 2
Niech u, v beda liczbami rzeczywistymi i niech k bedzie liczba naturalna.

Zalózmy, ze u - v > k > 1. Istnieje wtedy taka liczba naturalna n,
ze u > n > n - k + 1> v.

Dowód
Przyjmijmy n = [v] + k. Wtedy:
u> v + k 2: [v] + k = n > n - k + 1 = [v] + 1> v.

Teraz mozemy juz udowodnic zapowiedziane twierdzenie.

Dowód twierdzenia
Niech a = W, b = {IM + 1, c = \/(k!)k-1, gdzie

M = c11Om-1 + c210m-2 + ... + Cm_110 + Cm.
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Rozwiazanie zadania M 820.

00 00

'"" k-l l '"" k2: a, + L..J2 a,k = a, +"2 L..J2 a,k
k:;::::l k=l

Z drugiej strony,

00 00 (,k+,_, )~ an =ad ~ ~ an S

S a, + L2ka'k
k=l

00

Zatem L an < 00 wtedy i tylko
n=l

00

wtedy, gdy L 2ka,k < 00, co bylo do
k=l

udowodnienia.

Rozwiazanie zadania M 821. Na mocy
zadania M 820 wystarczy zbadac
zbieznosc szeregu

L2k. (2~)<> = L (2,-<»k
k=l k=l

Dla er= l jest to, oczywiscie, szereg
rozbiezny, natomiast dla er > l - zbiezny
szereg geometryczny, co dowodzi tezy
zadania.

Rozwiazanie zadania M 822. Na mocy
zadania M 820 wystarczy zbadac
zbieznosc szeregu

00 00

'"" k l '"" lL..J 2 2k(1og,2k)<> = L..J k<>.
k=l k=l

Teza zadania wynika wiec bezposrednio
z tezy zadania M 821.

Twierdzenie jest oczywiste dla k = 1. W tym przypadku wystarczy za n przyjac
liczbe M (gdyz (li{) = M). Zalózmy wiec dalej, ze k > 1.

Z lematu 1 wynika, ze istnieje liczba naturalna t spelniajaca nierównosc
10tb> c + lOta, czyli

10tijM + 1> \J(k!)k-l + 10t-tlM.

Mnozac te nierównosc stronami przez tIkI otrzymujemy:

lOt V'(M + l)k! > k! + lOt ijM . k!

i stad

lOt V'(M + l)k! - lOt ijM . k! > k! ~ k > 1.

Z lematu 2 wynika teraz, ze istnieje liczba naturalna n spelniajaca nierównosci:

lOt V'(M + l)k! > n > n - k + 1> lOt ijM . k!.

Podnoszac to do k-tej potegi i dzielac stronami przez k! otrzymujemy:

10kt(M + 1) > nk > (n - k + l)k > 10ktMk! k!
i stad dalej

10kt(M 1) nk n(n-l) .. ·(n-k+l) = (n) (n-k+l)k OktM+ > k! > k! k > .. > 1 .

Wykazalismy zatem, ze istnieje taka liczba naturalna n, ze

10kt(M + 1) > (~) > 10ktM .

Poczatkowe cyfry liczby G) sa wiec odpowiednio równe cyfrom liczby M, czyli
cyfrom CI, C2, ... , Cm. To konczy dowód twierdzenia. _ .

Przypomnijmy (patrz na przyklad [1]), ze liczba trójkatna nazywamy kazda
liczbe postaci

n(n + 1)
tn = 1+ 2+ ... + n = --2-- ,

a liczba tetraedralna nazywamy kazda liczbe postaci

n(n + l)(n + 2)
Tn = h+t2 + .. ·+tn = ---6---

Poniewaz tn = (ntl) oraz Tn = (n!2), wiec z przedstawionego twierdzenia
wynikaja nastepujace dwa wnioski.

Wniosek 1 ([1], str. 41)
Niech CI f. O,C2, ... , Cm bedzie dowolnym ciagiem cyfr ukladu dziesietnego.
Istnieje wtedy liczba trójkatna tn, której poczatkowe cyfry sa równe
odpowiednio CI, C2, ... , Cm.

Wniosek 2 ([1], str. 57)
Niech CI f. O,C2, ... , Cm bedzie dowolnym ciagiem cyfr ukladu dziesietnego.
Istnieje wtedy liczba tetraedralna Tn, której poczatkowe cyfry sa równe
odpowiednio CI, C2, ... , Cm.

Twierdzenie zachodzi dla cyfr dowolnego ukladu numeracji (niekoniecznie
dziesietnego). Chcac sie o tym przekonac wystarczy w przedstawionym dowodzie
zastapic wszystkie wystepujace w nim liczby 10 podstawa numeracji q > 1.
Z dowodu wynika równiez, ze liczb n, o których mowa w twierdzeniu, istnieje
nieskonczenie wiele.

Na zakonczenie zanotujmy pytanie:

Czy liczby postaci n! oraz liczby postaci (2:) maja wlasnosc opisana
w twierdzeniu ?

Autorzy nie znaja odpowiedzi na to pytanie.

Literatura

[1] W. Sierpinski, Liczby trójkatne, Biblioteczka Matematyczna 12, PZWS,
Warszawa, 1962.
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech. dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce). mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób.
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w której kolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997.

'_I LI
I I

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 231 (WT=I,OO), 232 (WT=2,90)

233 (WT=2.54), 234 (WT=3,57)
z numerów 1/1997 i 2/1997 Zadania z fizyki nr 242,243 Redaguje Jerzy B. BROJAN

Andrzej Idzik - Bolesla.wiec 47,68
PrzemyslAw Gadzinski - Sroda. SI. 35,20
Jaroslaw Lazuka. - Wa.nza.wa. 13,81
Andrzej Nowogrodzki - Chocia.nów 13,10

Maly region na zachód od Wroclawia
zapelnia wieksza czesc naszej Ligowej
czolówki. Gratulacje dla 23. czlonka
Klubu Fizycznego - p. Idzika. któremu
na uzbieranie 44 punktów wystarczylo
niewiele ponad rok'

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 1997

242. Prawidlowa regulacja ukladu kierowniczego w samochodzie wymaga, aby kat
skrecenia przednich kól byl niejednakowy. Wyjasnic przyczyne tej róznicy. Jesli
w dobrze wyregulowanym samochodzie przy skreceniu prawego przedniego kola
w prawo o 20° lewe przednie kolo skreca w prawo o ISO, to o jaki kat skreca lewe kolo
przy skreceniu prawego w prawo o 40°?

243. Trzy jednakowe kondensatory i dwie jednakowe cewki polaczono w obwód
przedstawiony na rysunku. Poczatkowo lewy kondensator byl naladowany do
napiecia U, pozostale dwa byly nienaladowane, a prad w zadnej czesci obwodu nie
plynal. W jakich granicach bedzie sie zmieniac napiecie na kazdym z kondensatorów
po zamknieciu klucza? Opór obwodu pominac.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/1997

Przypominamy tresc zadan:

239. Na nici o dlugosci 40 cm (dlugosc w stanie nie napietym) wisi ciezarek o masie 2 kg, do
którego od dolu przywiazany jest luzny odcinek takiej samej nici o dlugosci 30 cm. Z jaka predkoscia
powinien sie przesuwac w dól ruchem jednostajnym dolny koniec tego odcinka. aby w nastepstwie
jego napiecia
a) zerwaniu ulegl tylko dolny odcinek nici,
b) zerwaniu ulegly oba odcinki (gdy ciezarek znajdowal sie ponad koncem poruszajacym sie
jednostajnie )?
Wytrzymalosc nici wynosi 50 N, a maksymalna rozciagliwosc - 8%, przy czym zakladamy,
ze wydluzenie jest proporcjonalne do sily napinajacej az do chwili zerwania.

240. Wysylajacy swiatlo punkt porusza sie z predkoscia V, i przecina os optyczna soczewki pod
katem "'l, a w tym momencie obraz tego punktu przecina os pod katem "'2. Z jaka predkoscia V2

porusza sie obraz?

239. Wprowadzmy oznaczenia: dlugosc górnej nici 11, masa
ciezarka m, szukana predkosc v, wytrzymalosc nici W,
rozciagliwosc r, dlugosc dolnej nici 12, przyspieszenie ziemskie g,
stala sprezystosci nici k = W/(rl) (równa kI = 1562 N/m
dla górnej nici i k2 = 2083 N/m dla dolnej). Oznaczmy tez
przesuniecie ciezarka w stosunku do poczatkowego polozenia
równowagi przez x(t), a chwili, kiedy dolna nic zaczyna sie
napinac, przypiszmy t = O. Wydluzenie dolnej nici jest równe
vt - x(t), a dopóki obie nici sa cale, równanie ruchu ciezarka ma
postac

mx"(t) = k2(vt - x(t)) - klX(t).

przy warunkach poczatkowych x(O) = x' (O) = ° rozwiazaniem
jest

vk2 (1 )x(t) = --- t - - sinwt ,
kI + k2 w

gdzie w = V (kI + k2) / m. W obu rozpatrywanych przypadkach
a) i b) najpierw powinna ulec zerwaniu dolna nic. Nastapi
to w takiej chwili to, w której spelniony jest warunek
k2(vto - x(to)) = W (gdy jest kilka rozwiazan, nalezy
wybrac naj wczesniejsze) , natomiast dla górnej nici napiecie
powinno w tej chwili nie przekraczac dozwolonej wartosci,
tzn. mg + kI x( to) < W. Analiza numeryczna pozwala
stwierdzic, ze przy zadanych wartosciach stalych nierównosc ta
bedzie spelniona dla v > 0,724 m/s. (Mozna sie tez posluzyc
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w tym miejscu dosc zawilymi przeksztalceniami analitycznytni.)
Po zerwaniu dolnej nici ciezarek porusza sie ruchem

harmonicznym z czestoscia Wl = Vkl/m i amplituda

A = V(x(to)j2 + (x'(tO)/wI)2. Górna nic nie zerwie sie,
jesli mg + kI A < W, a z analizy numerycznej otrzymujemy
v> 0,796 m/s. Takie jest rozwiazanie punktu a), natomiast
w przypadku b) predkosc v powinna zawierac sie miedzy
0,724 m/s a 0,796 m/s.

240. Rózniczkujac równanie soczewkowe
l l l
-+-=-
x y f

wyznaczamy zwiazek miedzy malymi przesunieciatni dx i dy
(znaki pomijamy)

dx _ dy
x2 - y2

Z równania h' /h = y/x (gdzie h i h' sa bardzo malymi
odleglosciatni przedmiotu i obrazu od osi) mamy dh'/dh = y/x.
Podstawiajac VI cos 0<1= dx / dt, v2 cos 0<2= dy / dt,
VI sin 0<1= dh/dt, v2 sin 0<2= dh'/dt otrzymujemy

sin2 al cos 0<2

v2 = VIsin2 0<2cos 0<1
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Dowiesc, ze

a b c---+---+----0
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

345. Liczby rzeczywiste a, b, c spelniaja równanie
111--+--+--=0 .

bc-a2 ca-b2 ab-c2

Zadania z matematyki nr 345, 346

44,•
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 331 (WT=2,60), 332 (WT=1,80),
z numeru 12/1996

Krzysztof Zapisek - Wa.rszawa. 41,22
Jerzy Witkowski - Ra.dli.n 39,14
Ja.roslaw Lazuka. - Wa.rszawa. 37,78
Marcin J<asperski - Wa.rsza.wa 36.77

Rozwazamy zdanie:
Kazdy wieloscian wypukly, który nie zawiera zadnego czworoscianu
o objetosci 1, jest zawarty w pewnym czworoscianie o objetosci mniejszej
niz V.

(a) Dowiesc, ze dla V = 27 zdanie (*) jest prawdziwe.
(b) Czy zdanie (*) jest prawdziwe dla jakiejkolwiek liczby V mniejszej od 27?

Zadanie 346 jest wariacja na temat zadania 342 (proponowanego przez Czytelnika). Polecenie
zadania 342 bylo równowazne nastepujacemu: udowodnic stwierdzenie (*) dla V = 8. Taka
teza nie jest jednak prawdziwa. Zarówno rozwiazanie proponowane przez autora zadania, jak
i rozwiazanie, które mial na uwadze redaktor ligi zadaniowej, jest poprawne tylko dla V 2: 27;
liczba 8 pojawila sie w wyniku pomylki - za która, rzecz jasna, przepraszamy Czytelników.

Aby nie psuc uczestnikom ligi przyjemnosci zastanowienia sie nad problemem, zamieszczamy
to zadanie (a raczej: analogiczne zadanie) ponownie, w postaci polecenia (a) oraz pytania (b).

Przyslane przez uczestników ligi rozwiazania zadania 342, zawierajace dowody
nieprawdziwosci podanego w nim twierdzenia, beda uwzglednione w punktacji ligowej,
w "kolejce ligowej 341/342". Zapewne niektóre z tych rozwiazan beda zawieraly uwagi
dajace dowód tezy (a) oraz pelna lub czesciowa odpowiedz na pytanie (b). Takie uwagi (jesli
ich autorzy nie przysla rozwiazania zadania 346) beda ocenione i punktowane w "kolejce
345/346", w takiej mierze, w jakiej beda stanowic przyczynek do rozwiazania tego zadania.

Rozwiazania (?) zadan z matematyki z numeru 5/1997

Przypominamy tresc zadan:

341. Na kazdym polu szachownicy prostokatnej o wymiarach m X n lezy kartonik pomalowany
z jednej strony na zólto, a z drugiej na niebiesko. Wykonujemy serie ruchów. W kazdym ruchu
wybieramy jedno pole, po czym przewracamy na druga strone lezacy na nim kartonik, a takze
wszystkie inne kartoniki znajdujace sie w rzedzie poziomym i w rzedzie pionowym przechodzacym
przez wybrane pole. W chwili poczatkowej cala szachownica jest zólta. Udowodnic, ze stosujac
opisana procedure mozna doprowadzic do tego, by cala szachownica stala sie niebieska oraz obliczyc
minimalna liczbe ruchów, która jest do tego konieczna.

342. Zamiast tresci i szkicu rozwiazania - komentarz do zadania 346; patrz wyzej.

341. Przyjmijmy, ze szachownica ma n rzedów poziomych
(wierszy) i m rzedów pionowych (kolumn). Wezmy pod uwage
serie ruchów, opisanych w tresci zadania. Pomalujmy kazde
pole szachownicy jednym z dwóch kolorów: czarnym, jesli to
pole zostalo "wybrane" nieparzysta liczbe razy, a bialym - jesli
parzysta. Zadany efekt zostanie uzyskany wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej pary numerÓw (i,j) (1 :S i:S n, 1 :S j :S m)
krzyz zlozony z (n+m-l) pól lezacych w i-tym wierszu i j-tej
kolumnie bedzie zawieral nieparzysta liczbe czarnych pól.
Pokolorowanie spelniajace ten warunek bedziemy nazywac
"dobrym" . Szukajac algorytmu optymalnego czasowo mozna
ograniczyc uwage do takich ciagów ruchów, w których kazde
pole zostaje wybrane co najwyzej jeden raz; czas (liczba ruchów)
jest wówczas równy liczbie czarnych pól.

Przypadek (1): liczby n i m sa parzyste. Pokolorowanie
wszystkich pól na czarno jest wtedy dobre. Wykazemy, ze jest
to jedyne dobre pokolorowanie. Przypuscmy, ze pewne pole
(io, jo) jest biale. Dla i = 1, ... ,n oznaczmy przez ki liczbe
czarnych pól w i-tym wierszu bez pola (i,jo). Niech IJO bedzie
liczba czarnych pól w jo-tej kolumnie. Krzyz wyznaczony
przez pole (i, ja) zawiera ki +1 io czarnych pól. Ma to byc
liczba nieparzysta (dla kazdego i). Zatem liczby kI, .. ·, kn
sa jednakowej parzystosci, wobec czego ich suma jest liczba
parzysta. To znaczy, ze kio jest liczba tej samej parzystosci,
co liczba K = L ki, czyli liczba czarnych pól w szachownicy

l.#io

z usunietym krzyzem (io, jo). Zamieniajac w tym rozumowaniu

role wierszy i kolumn wnosimy, ze takze lio jest liczba tej samej
parzystosci, co K. Otrzymujemy sprzecznosc z warunkiem,
ze kio +1io ma byc liczba nieparzysta. Tak wiec pokolorowanie,
w którym zostaje choc jedno pole biale, nie jest dobre.

Przypadek (2): liczby n i m sa nieparzyste. Mozemy przyjac,
ze n :S m. Pokolorowanie jednej kolumny na czarno, a calej
reszty na bialo, jest dobre. Z drugiej strony, w kazdym wierszu
musi byc co najmniej jedno czarne pole. Zatem minimalna liczba
czarnych pól w dobrym pokolorowaniu wynosi n. Odrzucajac
zalozenie, ze n :S m, dostajemy jako wynik liczbe min{ n, m}.

Przypadek (3): liczby n i m sa róznej parzystosci. Niech,
na przyklad, m bedzie liczba parzysta, n nieparzysta.
Pokolorowanie jednej kolumny na czarno, a calej reszty na
bialo, jest dobre. Przypuscmy, ze istnieje dobre pokolorowanie,
w którym jest mniej niz n czarnych pól (zatem n > 1). Pewien
wiersz jest wtedy w calosci bialy. Usuwamy go i otrzymujemy
szachownice (n-l) X m. W mysl konkluzji przypadku (1)
wszystkie jej pola musza byc czarne. Ale (n-l)m 2: n, wbrew
przypuszczeniu, ze liczba czarnych pól jest mniejsza od n.
Szukane minimum wynosi wiec n.

Zbieramy wyniki otrzymane w poszczególnych przypadkach
i mamy odpowiedz: minimalna liczba ruchów dajacych
wymagany efekt (czyli minimalna liczba czarnych pól w dobrym
pokolorowaniu) jest równa mn, gdy liczby m, n sa obie
parzyste; w przeciwnym zas razie jest równa najmniejszej liczbie
nieparzystej w zbiorze {m, n}.
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