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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21)
Wplaty przyjmowane s'l non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesiace. Cena
jednego numeru w 1998 roku wynosi 2 zl 50 gr. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenulneracie zagranicznej (tez przez okres co najnuliej trzech lniesiecy)
cena numeru w 1998 r. wynosi 5 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111
WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na I kwartal 1998 r. wynosi 7 zl 50 gr.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

"Ruch" S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenun1eratoraj dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposób. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. "pod opaska".

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest o 100% wyzsza od krajowej.
Wplaty przyjmuje "RUCH" S.A. Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A.
XIII Oddzial Warszawa 11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa,
ul. Towarowa 28, czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 800 _ 14°0
Dostawa odbywa sie poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkiem
zlecenia dostawy droga lotnicza, której koszt w pelni pokrywa zamawiajacy.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate
krajowa ze zleceniem

za granice
5 XII 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
5 III 20 I! na I! kwartal,
5 VI 20 V na II! kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane od osób zamieszkalych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamówienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zan1awiania udziela "RUCI-P' S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71
wewn. dla osób fizycznych 2507, 2508, wewn. dla osób prawnych 2576, a takze
tel. 620-10-19 i 620-12-17 wewn. 2366.

Cena l egzemplarza 2 zl 50 gr

Numery archiwalne mozna nabyc w Redakcji osobiscie lub korespondencYjnie.
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Twierdzenie chinskie o resztach, czyli ciezarówka po lesie
Jaroslaw WRÓBLEWSKI

AlB oznacza, ze A dzieli B. W zwiazku
z tym napis qklr - rk nalezy czytac:
"qk jest dzielnikiem liczby (r - rk)'"

Twierdzenie chinskie o resztach mówi, ze dla dowolnych liczb calkowitych

rl, r2, ... , rn i naturalnych ql, q2, ... , qn (zero nie jest u nas liczba naturalna)
znajdzie sie takie r, ze qllr - rl, q21r - r2, ... , qn Ir - rn , o ile dla dowolnych
l ::; i < j ::;n zachodzi podzielnosc NHl D(qi, qj )Iri - rj. Ostatni warunek

jest spelniony na przyklad wtedy, gdy liczby ql, q2, ... , qn sa parami wzglednie
pierwsze, gdyz wówczas NHl D(qi, qj) = l dla i =I j. Innymi slowy, mozemy
zawsze znalezc liczbe r, która spelnia ustalone przez nas postulaty typu: "niech
r dzieli sie przez qi z reszta r;" , jesli tylko miedzy tymi postulatami nie ma
oczywistej sprzecznosci. Nie sposób bowiem zadac, aby liczba dzielila sie przez 6
z reszta 2 i jednoczesnie przez 10 z reszta 3, bo to oznaczaloby, ze na pytanie,
czy liczba ma byc parzysta, odpowiadamy, ze jestesmy za, a nawet przeciw.

Z twierdzenia tego wynika na przyklad, ze nawet bardzo dluga (byle waska)
ciezarówka mozna w wysokopiennym lesie zakrecic o 90° - cierpliwy Czytelnik
zobaczy, dlaczego.

ZADANIE 1: Dowiesc, ze dla dowolnych liczb naturalnych parami wzglednie
pierwszych p, q, r równanie xP + yq = zr ma rozwiazanie w liczbach naturalnych
x,y,z.

Rozwiazanie:

Wyjdziemy od równosci 2n + 2n = 2n+1 i postaramy sie dopasowac ja do danego
równania. W tym celu zazyczymy sobie, aby pln, qln, rln + L Poniewaz p, q, r

sa parami wzglednie pierwsze, znajdzie sie takie n, które jednoczesnie spelnia te
trzy zyczenia.

Wtedy (2njp)P + (2njq)q = (2(n+l)jry i wystarczy przyjac x = 2njp, y = 2njq

i z = 2(n+1)jr, gdzie wszystkie wystepujace wykladniki sa calkowite.

ZADANIE 2: Dowiesc, ze równanie

(l) x1994 + y1995 + z1996 = t1998

ma rozwiazanie w liczbach naturalnych x, y, z, t.

Rozwiazanie:

Zadanie mozna byloby rozwiazac podobnie jak poprzednie, ale przeszkadza nam
fakt, ze wykladniki nie sa parami wzglednie pierwsze. Rozlozymy je wiec na
czynniki tak, aby zobaczyc wyraznie wspólne dzielniki:

(l') x2.997 + y3.665 + z2'998 = t6.333.

Kazde rozwiazanie równania (1') bedzie dawalo nam rozwiazanie równania

(2) X2 + y3 + Z2 = T6.

Wnikliwy Czytelnik zauwazy, ze znalezienie rozwiazania równania (2) stanowi
naj wieksza trudnosc na drodze do rozwiazania równania (l).

Autor nie zna lepszej recepty na rozwiazanie równania (2) niz usilowanie
rozlozenia malych szóstych poteg na sume dwóch kwadratów i szescianu metoda
prób i bledów. Szybko czeka nas mila niespodzianka, bo oto 1+ 27 + 36 = 64,

czyli 12 + 33 + 62 = 26. Ostatnia równosc pomnozymy przez 2P • 3q, gdzie p i q

dobrane zostana tak, aby otrzymac rozwiazanie równania (l). Otrzymujemy

2P . 3q + 2P . 3a+3 + 2P+2. 3a+2 = 2P+6 ·3q.

Chcac otrzymac rozwiazanie równania (l), zazyczymy sobie, aby 19941p, 19941q,
1995!p, 19951q + 3, 19961p + 2, 19961q + 2, 1995Ip + 6 i 1995lq.

Zyczenia te nie sa sprzeczne, gdy chodzi o reszty z dzielenia p i q przez 2 i 3,
moga byc wiec zrealizowane.

ZADANIE 3: Dowiesc, ze istnieja takie ciagi (an) i (bn) liczb naturalnych,
ze liczby an + bm , gdzie m, n E IN, sa parami wzglednie pierwsze.
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n + k - l == qk(modqi),

dla k = 1,2,3, ... , 1000001. Spelnienie takiego ukladu kongruencji zapewnia,
ze liczby n, n + l, n + 2, ... , n + 1000000 nie sa sumami dwóch kwadratów.

Rozwiqzanie:
Skorzystamy z charakteryzacji liczb bedacych sumami dwóch kwadratów.
Otóz liczba naturalna jest suma dwóch kwadratów liczb calkowitych wtedy
i tylko wtedy, gdy w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby pierwsze postaci
4k + 3 wystepuja tylko w parzystych potegach. Tak naprawde wystarczy
wiedziec, ze jezeli q = 4k + 3 jest liczba pierwsza, to liczba podzielna przez q,

ale niepodzielna przez q2, nie jest suma dwóch kwadratów. Niech ql = 3, q2 = 7,
q3 = 11, q4 = 19, ... , ql 000000 = 32445143, ql 000001 = 32445191 beda liczbami
pierwszymi dajacymi przy dzieleniu przez 4 reszte 3.
Zazadamy, aby

Rozwiqzanie:
Niech n bedzie naj mniejsza z szukanych liczb. Chcac zapewnic, by n mialo duzo
dzielników pierwszych, zazadamy, aby Pl . P2 . P3 ..... p19971n, gdzie Pk jest k-ta
liczba pierwsza. Podobnie warunek P1998 . P1999 . P2000 ..... p39941n + l zapewnia,
ze n + l ma co najmniej 1997 dzielników pierwszych i podobnie dla k :S 1996
zadamy, aby P1997kH . P1997k+2 . P1997k+3' ... ' P1997k+19971n+ k.

ZADANIE 5: Dowiesc, ze istnieje 1997 kolejnych liczb naturalnych, z których
kazda dzieli sie przez kwadrat liczby naturalnej.

Rozwiqzanie:
Rozumujac jak w poprzednim zadaniu wystarczy zazadac, aby 41n, 91n + l,
251n + 2 ,... , p~ln + k - l, ... , PI9971n + 1996.

ZADANIE 6: Dowiesc, ze istnieje 1000001 kolejnych liczb naturalnych,
z których zadna nie jest suma dwóch kwadratów liczb calkowitych.

Rozwiqzanie:
Mamy wykazac, ze mozna zbudowac taka nieskonczona tabele dodawania, aby
wystepujace w niej sumy byly parami wzglednie pierwsze. Wypelnienie tabeli
2 x 2 nie nastrecza trudnosci. Wystarczy przyjac np. al = l, a2 = 3, bl = 2
i b2 = la. Pokazemy, ze jezeli dla pewnych k 2: 2, l 2: 2 udalo nam sie dobrac
odpowiednie an i bm (n = 1,2,3, ... ,k oraz m = 1,2,3, ... ,l), czyli wypelnic
tabele dodawania k x l sumami wzglednie pierwszymi, to mozna dolaczyc do niej
(k + l )-szy wiersz (lub analogicznie (l + l )-sza kolumne). Stosujac nizej podana
procedure mozna bedzie wypelnic nieskonczona tabele dodawania.

Niech wiec al, a2, a3, ... , ak i h, b2, b3, ... , bl beda wybrane tak, aby liczby
an + bm, dla l :S n :S k i l :S m:S l, byly parami wzglednie pierwsze. Niech
Pl, P2, P3, ... , Pr beda wszystkimi liczbami pierwszymi, które pojawiaja sie jako
dzielniki pierwsze sum wpisanych w tabeli k x l. Chcemy wybrac ak+l tak,
aby zadna z liczb ak+l + bm, dla l :S m :S l, nie dzielila sie przez zadna z liczb
Pl,P2,P3, .. ·,Pr· Zapewni to, ze dopisane sumy beda wzglednie pierwsze z juz..
wplsanyml.

Jak zapewnic, aby liczby ak+l + bm, dla l :S m:S l, nie dzielily sie przez Pl?
Otóz liczba Pl jest dzielnikiem pierwszym pewnej sumy wpisanej w tabeli,
ale tylko jednej. Skoro wypelnione sa co najmniej dwa wiersze, to pewien
wiersz (np. o numerze md zawiera sumy niepodzielne przez Pl. Zazadamy, aby
Pllak+l - am, i podobnie Pi lakH - am, (i = 2,3, ... , r), gdzie Pi nie dzieli liczb
am; + bm, dla 1:S m:S l.

Trzeba tez zapewnic sobie, zeby liczby ak+l + bm, dla l :S m :S l, byly parami
wzglednie pierwsze. Niech ql, q2, q3, ... , qs beda wszystkimi dzielnikami
pierwszymi liczb bn1 - bno' dla l :S no < nl :S l, które nie wystepuja wsród liczb
Pl, P2, P3, ... ,Pr· Zazadamy, aby qj !ak+l - al , dla l :S j :S s. Wtedy zadna z sum
w dopisanym wierszu nie bedzie dzielila sie przez zadna z liczb ql, q2, q3, ... , qs,

co zapewni, ze sumy te beda parami wzglednie pierwsze.

ZADANIE 4: Dowiesc, ze istnieje 1997 kolejnych liczb naturalnych, z których
kazda ma co najmniej 1997 dzielników pierwszych.
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N astepujace pytanie zostalo postawione autorowi przez Jacka Swiatkowskiego
w czasie wieczornego spaceru po wsi Myslów (woj. jeleniogórskie).

ZADANIE 7: N a plaszczyznie dany jest pionowy odcinek dlugosci 1995 nie
zawierajacy zadnych punktów kratowych (tj. punktów o obu wspólrzednych
calkowitych). Czy mozna tak poruszac tym odcinkiem, aby w zadnym momencie
nie zawieral on punktów kratowych, a po zakonczeniu ruchu byl polozony
poziomo?

Rozwiazanie:
Skorzystamy z wyniku poprzedniego zadania. Niech n bedzie takie, ze liczby

n, n+l, n+2, ... , n+l000000

nie sa sumami dwóch kwadratów. Rozwazmy okregi o srodku w poczatku
ukladu wspólrzednych i o promieniach l' = Vii
i R = y'n + 1000000. Z wlasnosci liczby n wynika, ze na
zadnym z tych okregów ani w pierscieniu miedzy nimi nie ma
punktów kratowych (na rys. 1 zaznaczono okregi o promieniach
v'2O i J25 - na tych okregach sa, co prawda, punkty kratowe,
ale miedzy nimi nie ma). Z twierdzenia Pitagorasa latwo
wyliczamy, ze miedzy okregami mozna umiescic odcinek dlugosci
2yR2 - 1'2 = 2000 (na rys. 1 zaznaczono odcinek dlugosci
4 < 2V5).
Obrót wokól poczatku ukladu wspólrzednych jest zadanym
ruchem. Po wykonaniu obrotu o 90° odcinek stanie sie poziomy,
a po drodze nie napotka punktów kratowych, gdyz ruch odbywa
sie w pierscieniowym obszarze, w którym takowych punktów nie

6 ma (rys. 2).

ZADANIE 8, dla Czytelników: Dowiesc, ze równanie
X2005 + y2006 + z2007 = t2010 ma rozwiazanie w liczbach
naturalnych x, y, z, t.

•. Zadania
Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 826. Figura przestrzenna J( ma te wlasnosc, ze jej czesc wspólna z kazda
plaszczyzna jest kolem otwartym (bez brzegu) albo zbiorem pustym. Udowodnic, iz J(

jest kula otwarta albo zbiorem pustym.
Rozwiazanie na str. 17

M 827. Inwersja j wzgledem sfery o srodku O i promieniu r to takie przeksztalcenie
przestrzeni bez punktu O w przestrzen bez punktu O, ze dla dowolnego punktu
X E R3 \ {O} zachodzi równosc OX . OY = r2 i punkt Y = j(X) lezy na pólprostej
OX-. Udowodnic, ze w tej inwersji obrazem sfery nie przechodzacej przez punkt O
bedzie sfera.
Rozwiazanie na str. 11

M 828. Udowodnic, ze w tej inwersji obrazem okregu nie przechodzacego przez
punkt O (patrz zadanie M 827) bedzie okrag.
Rozwiazanie na str. 10

(Zadan M 827 i M 828 nauczyl mnie pan Jerzy Bednarczuk.)

Redaguje Jaroslaw KULPA

M
F 463. Równia pochyla o kacie nachylenia IX = 30° i masie M = 2 kg znajduje sie na
wadze. Na równi znajduje sie cialo o masie m = l kg, które zeslizguje sie bez tarcia.

~ I ( ~ ~ Oblic~yc, j.akie bedzie wskazanie wagi.

L..!.=========_=3=0=~===~ Rozwlazame na str. 12

waga F 464. Powszechnie wiadomo, ze dioda przewodzi w jedna strone, a nie przewodzi
w druga. Jezeli do diody w kierunku przewodzenia przylozymy napiecie U = 0,2 V,
to bedzie plynal przez nia prad l. Oszacowac, ile razy mniejszy prad bedzie plynal
w kierunku zaporowym, gdy odwrócimy napiecie.
Rozwiazanie na str. 16
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Sto lat wiary w elementarna strukture materii
Piotr ZALEWSKI Ponad dwa i pól tysiaca lat temu Tales z Miletu zauwazyl, ze cala materia

wystepuje w trzech stanach skupienia, a poniewaz to samo mozna powiedziec
o wodzie, uznal wode za jedyny skladnik calej materii. Byla to pierwsza znana
nam próba wyjasnienia róznorodnosci otaczajacego nas swiata za pomoca
odwolania sie do struktury zbudowanej z prostej (prostych) substancji. Poglad
ten ewoluowal, napotykajac po drodze problem zmiennosci i mnogosci. Wedlug
Heraklita z Efezu jedyne, czego doswiadczamy, to permanentna zmiennosc
swiata, zbudowanego z obdarzonego wiecznym ruchem ognia, natomiast
wedlug eleatów, Parmenidesa i jego naj wybitniejszego ucznia, Zenona z Elei,
jakakolwiek zmiennosc jest niemozliwa. W piatym wieku p.n.e. Empedokles
z Agrygentu pogodzil poglad eleatów: "nie moze nic powstac z tego, czego
nie ma, jest niemozliwe i nieslychane, by to, co jest, zginelo" z obserwowana
zmiennoscia rzeczy, odnoszac go jedynie do substancji prostych, dopuszczajac
natomiast istnienie i zmiennosc substancji zlozonych. Musial jednak zrezygnowac
z jednej pierwotnej materii uznajac za pierwotne cztery, wczesniej oddzielnie
pretendujace do tego miana zywioly: wode, powietrze, ogien i ziemie.

Nastepny wiek przyniósl nowy poglad na strukture materii i odtad wspólistnieja
one ze zmiennym szczesciem i w zmiennej formie, az po dzien dzisiejszy. Tak
Empedokles, jak i jego poprzednicy oraz jemu wspólczesni uwazali materie za
ciagla, a wiec podzielna w nieskonczonosc. Nowy poglad zrodzil sie z pytania,
dlaczego w procesie permanentnych zmian materia nie sciera sie na pyl,
z którego nic juz nie moze powstac? Jak wyjasnic wzgledna trwalosc rzeczy?
Rozwiazanie zaproponowal Leucyp z Miletu, a rozwinal Demokryt z Abdery.
Uznali oni, (a) ze materia nie moze byc podzielna w nieskoncz~nosc, a wiec
musza istniec naj mniejsze, niepodzielne juz skladniki, które w zwiazku z tym
nazwali "nie dzielacymi sie" , czyli atomami. W konsekwencji (b) musi istniec
pustka pomiedzy atomami umozliwiajaca ich ruch. Wreszcie (c) atomy sa
niezniszczalne i (d) pozbawione struktury. Atomy róznia sie tylko (e) wielkoscia
i ksztaltem. Poglady atomistyczne przejal i rozpropagowal zyjacy na przelomie
III i II wieku p.n.e. Epikur z Samos tworzac mechanistyczny obraz swiata
pozbawiony ingerencji jakichkolwiek sil nadprzyrodzonych, natomiast
o szescdziesiat lat starszy Arystoteles zdecydowanie sie im sprzeciwial,
odrzucajac - jak wszyscy poza atomistami - mozliwosc istnienia pustki jako
poglad wewnetrznie sprzeczny. Poglady Arystotelesa, który do czterech zywiolów
dodal niebianski eter, przejela filozofia sredniowieczna.

Wiekszosc informacji o atomistycznych pogladach starozytnych Greków
pochodzi z odnalezionego w 1417 roku dziela "De Rerum Natura" (O naturze
wszechrzeczy) napisanego w I w. p.n.e. przez rzymskiego poete Lukrecjusza.
W polaczeniu z epikurejskim swiatopogladem deistycznym atomizm nie mial
racji bytu w sredniowiecznej Europie. Odzyl w XVII wieku dzieki francuskiemu
ksiedzu katolickiemu Pierre Gassendiemu, który sprzeciwial sie arystotelizmowi
uznajac istnienie atomów poruszajacych sie w prózni. Poglad ten pogodzil
ze sredniowiecznym swiatopogladem chrzescijanskim, uznajac Boga za
stwórce atomów. W 1661 roku Robert Boyle (w trzy lata po opublikowaniu
"Exercitationes Paradoxicae Adversus Aristoteles" Gassendiego) wydal
slynne dzielo "The Sceptical Chymist" , w którym odrzucil koncepcje czterech
zywiolów na rzecz filozofii korpuskularnej. Unikal slowa atom jako zdecydowany
przeciwnik epikureizmu. Wprowadzil pierwiastki chemiczne w postaci "prima
materia" , niepodzielnych korpuskul, którym Bóg nadal ruch.

Ugruntowanie sie pogladu atomistycznego w chemii zawdzieczamy Johnowi
Daltonowi, który publikujac w 1809 roku "A New System of Chemistry"
zapostulowal istnienie podstawowych czastek (ultimate particles), które dla
kazdego jednorodnego ciala sa doskonale identyczne co do wagi, ksztaltu itp.
Nastepnie przekonywal o waznosci i przewadze wyznaczenia wzglednych mas
podstawowych czastek, tak prostych, jak i zlozonych cial, liczby elementarnych
czastek skladajacych sie na czastke zlozona oraz liczby mniej zlozonych czastek
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strefa zakrzywiania

anody - kolimatory1\
katoda

Zostawmy jednak chemie i zajmijmy sie fizyka. Okazuje sie, ze fizycy (podobnie
zreszta jak wiekszosc chemików) nie wierzyli w realnosc atomów, traktujac
je jedynie jako wygodne narzedzie sluzace do ilosciowego opisu reakcji
chemicznych. Co prawda dzieki Davidowi Bernoulliemu (1700-1782), Jamesowi
C. Maxwellowi (1831-1879), Johannesowi D. Van der Waalsowi (1837-1923)
czy wreszcie Ludwigowi E. Boltzmannowi (1844-1906) rozwinIeto kinetyczna
teorie materii, lecz nie potrafiono wskazac dowodu fizycznego istnienia atomów.
Odlózmy jednak i ten watek, gdyz bedzie on tematem przewodnim nastepnego
numeru Delty.

Fizycy XIX wieku bardziej niz struktura materii byli zafascynowani
elektrycznoscia i magnetyzmem. W 1855 roku Heinrich Geissler konstruuje
pompe prózniowa i za jej pomoca uzyskuje po raz pierwszy rure prózniowa.
Zgodnie ze swymi zainteresowaniami fizycy rozpoczynaja badania przeplywu
pradu przez rozrzedzone gazy. Obserwuja tajemnicza poswiate pojawiajaca sie
w rurze pod wplywem przylozonego napiecia. Jej wyglad zmienia sie w miare
zmniejszania cisnienia gazu. Swietlista, liliowa linia najpierw upodabnia sie
do czegos przypominajacego dzdzownice, której pierscienie stopniowo znikaja
poczawszy od katody, az wreszcie swiecenie gazu zanika, ale prad nadal plynie,
a na koncu rury przeciwleglym do katody pojawia sie zielonkawa poswiata.
Wstawienie przeszkody wewnatrz tuby powoduje pojawienie sie ostrego cienia
w tej zielonkawej poswiacie, co swiadczy o wystepowaniu w tubie jakiegos
rodzaju promieniowania wydobywajacego sie z katody. Zjawisko to zostaje
nazwane promieniowaniem katodowym. W 1858 roku Julius Pliicker obserwuje
zakrzywianie sie tych promieni w polu magnetycznym.

biorqcych udzial w formowaniu sie czqstek bardziej zlozonych. Program ten udalo
mu sie przeprowadzic w odniesieniu do dwudziestu znanych mu pierwiastków
i szeregu substancji zlozonych. Popelnil jednak sporo bledów, które poprawil
dwa lata pózniej Amadeo Avogadro, wykorzystujac zaobserwowany przez Luisa
J. Gay-Lussaca fakt laczenia sie gazów w prostych stosunkach objetosciowych.
Avogadro zapostulowal, ze w tej samej objetosci w ty~h samych warunkach
znajduje sie tyle samo czasteczek (molekul). W ten sposób wykazal, ze atomy
gazów nieszlachetnych w normalnych warunkach lacza sie w pary i podal
prawidlowe stosunki mas atomowych. Choc na dokladne wyznaczenie liczby
Avogadro trzeba bylo poczekac sto lat, atomy na stale zagoscily w chemii.
Ich liczba jednak niepokojaco rosla. Dodatkowo masy atomowe okazaly sie
bliskie wielokrotnosci masy atomu wodoru, a wlasnosci chemiczne pierwiastków
wydawaly sie periodycznie zalezec od tych mas. Informacje te udalo sie
uporzadkowac Dmitrijowi Mendelejewowi w 1869 roku w postaci uzywanego do
dzis ukladu okresowego pierwiastków. Mendelejew zostawil w swoim ukladzie
kilka wolnych miejsc, które zgodnie z jego przewidywaniem zostaly wypelnione
przez nowo odkryte pierwiastki, jak german, gal czy skand. Bylo to wielkim
sukcesem atomowej teorii pierwiastków chemicznych, ale nasuwalo pytanie
o przyczyne obserwowanej harmonii, poddajac jednoczesnie w watpliwosc brak
struktury czy nominalna niepodzielnosc atomów.

';~-.. _"~_N

. I' ./

i\.,\' ". 'l·/II. fi

Wynalazek wykorzystujacy pompe Geisslera zostaje ulepszony okolo 1870 roku
przez William Crookesa i przechodzi do historii fizyki jako rurka Crookesa.
Przez 40 lat promienie katodowe pozostaja ciekawostka i zagadka jednoczesnie.
Krystalizuja sie dwa poglady co do ich natury. Fizycy angielscy uwazaja je za
strumien materialnych czastek obdarzonych ladunkiem elektrycznym, natomiast
uczeni niemieccy uznaja je za jakas forme promieniowania lub fale w eterze.
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Decydujacym argumentem przeciwko hipotezie korpuskularnej wydaje sie
negatywny wynik podjetej przez Heinricha Hertza w 1892 roku próby odchylenia
promieni katodowych polem elektrycznym. W roku 1895 Wilhelm Rontgen
za pomoca promieni katodowych odkrywa przenikajace materie promienie X.
Kilka miesiecy pózniej Henri Becquerel, poszukujac natury promieniowania
rentgenowskiego, odkrywa naturalna promieniotwórczosc. Same promienie
katodowe pozostaja jednak tajemnica.

Czas chyba najwyzszy przedstawic glównego bohatera tego opowiadania. Joseph
John Thomson urodzil sie 18 grudnia 1856 roku w Cheetham, przedmiesciu
Manchesteru. W 1880 roku uzyskal stopien bakalarza w Trinity College
w Cambridge zajmujac druga lokate za Josephem Larmorem. W tym samym
roku rozpoczal prace w Cavendish Laboratory, gdzie juz cztery lata pózniej,
po rezygnacji Johna W. Rayleigha, zostal profesorem w wieku zaledwie 28 lat.

Thomson rozpoczal badania wyladowan w rozrzedzonych gazach. Problematyce
tej pozostal wierny do konca aktywnosci naukowej. W 1897 roku, zbierajac
wyniki kilkunastu lat badan, udalo mu sie udowodnic, ze promienie katodowe to
strumien naladowanych czastek i to czastek wchodzacych w sklad kazdej materii.
Logiczny ciag doswiadczen rozpoczyna sie ulepszona wersja eksperymentu
Jean-Baptiste Perrina z 1895 roku, wykazujaca niezbicie, ze promienie katodowe
niosa ujemny ladunek elektryczny, gdyz skierowanie ich polem magnetycznym
do ekranowanego, metalowego cylindra powoduje jego naladowanie. Kluczowym
testem bylo jednak zaobserwowanie odchylania promieni katodowych przez slabe
pole elektryczne oraz pomiar stosunku ladunku do masy korpuskul tworzacych
ich strumien. Thomson wykazal, ze powodem negatywnego wyniku próby
podjetej przez Hertza bylo niedostateczne rozrzedzenie gazu" wskutek czego
nastepowalo ekranowanie pola elektrycznego przez powstajace w gazie jony.
Majac do dyspozycji zarówno pole magnetyczne, jak i elektryczne Thomson
przystapil do pomiaru stosunku mi e. Pierwszym etapem bylo zmierzenie
predkosci v przemieszczania sie promieni katodowych. Naladowana czastka
poruszajaca sie w statycznym polu elektrycznym (magnetycznym, prostopadlym
do wektora predkosci czastki) doznaje dzialania sily eE (evB). W takim
razie sily te moga znosic sie, o ile tylko uzyje sie odpowiednio skierowanych
skrzyzowanych pól - elektrycznego i magnetycznego - o natezeniach zwiazanych
zaleznoscia v = ElB. Znajac predkosc latwo mozna wyznaczyc stosunek mle
mierzac np. odchylenie h spowodowane przez jednorodne pole elektryczne

... , ... eE 1 (d) 2
o natezenm E wystepujace na dlugosCl d. Pomewaz h = - . - - (rzutm 2 v
ukosny), to mle = E12h· (dlv)2.

Predkosc v okazala sie zalezec od stopnia rozrzedzenia gazu i od róznicy
potencjalów miedzy katoda a anoda. Zawsze jednak byla rzedu predkosci
swiatla, ale istotnie od niej mniejsza. Natomiast stosunek mi e nie wykazywal
zaleznosci ani od predkosci v, ani od stopnia rozrzedzenia gazu, ani od rodzaju
gazu, ani od materialu katody. W dodatku stosunek ten okazal sie prawie 2000
razy mniejszy niz analogiczny stosunek dla atomu wodoru (zmierzony dzieki
prawom elektrolizy odkrytym w 1833 roku przez Michaela Faradaya). Przy
zalozeniu, iz w obu przypadkach ladunek jest ten sam (co do wartosci), oznacza
to, ze obserwujemy czastki o niezwykle malej masie. Thomson przedstawil
wyniki swoich doswiadczen na zebraniu Royal Institution w dniu 30 kwietnia

1897 roku, a w artykule opublikowanym kilka miesiecy pózniej w Philosophical
Magazine, 44, 293 (1897) tak opisal wnioski plynace z przeprowadzonych badan:

Jezeli w bardzo silnym polu elektrycznym w poblizu katody molekuly gazu sa

zdysocjowane i rozdzielone, nie na zwykle atomy chemiczne, ale na atomy
pierwotne, które dla krótkosci bedziemy nazywac korpuskulami; i jezeli te
korpuskuly sa elektrycznie naladowane i odrzucane od katody przez pole
elektryczne, to powinny sie one zachowywac dokladnie tak jak promienie
katodowe.[. ..] w takim razie promienie katodowe sa nowym stanem materii:

stanem, w którym cala materia - to znaczy materia pochodzaca z róznych zródel
jak wodór, tlen, itp. - jest jednego i tego samego rodzaju, bedac ta substancja,
z której zbudowane sa wszystkie pierwiastki chemiczne.
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Odkryte przez Thomsona korpuskuly zostaly niemal natychmiast nazwane
elektronami. Termin ten wymyslil George J. Stoney na oznaczenie
elementarnego ladunku, o istnieniu którego wydawaly sie swiadczyc prawa
elektrolizy. Za swoje odkrycie Thomson otrzymal w roku 1906 Nagrode Nobla
z fizyki. A co my z tego mamy? Chyba latwiej wyliczyc, czego z tego nie
mamy. Podam tylko jeden, ale za to najwazniejszy, moim zdaniem, watek
(w wielkim skrócie). Pojecie elektronu mialo kapitalne znaczenie dla odkrycia
mechaniki kwantowej, która "dojrzala" w 1927 roku - równo 30 lat po
odkryciu elektronu. W tym wlasnie roku Werner Heisenberg, twórca mechaniki
macierzowej uwalniajacej model atomu Bohra od pomieszania pojec klasycznych
i kwantowych, usilujac matematycznie opisac trajektorie elektronu w komorze
Wilsona, odkrywa zasade nieoznaczonosci; odbywa sie konferencja Solvaya
w Brukseli, na której (w czasie posilków) okazuje sie, ze mechanika macierzowa,
równanie Schrodingera, rozklady prawdopodobienstwa Borna oraz zasada
nieoznaczonosci splataja sie w jedna spójna teorie; w koncu Clinton J. Davisson
iLester Germer w Stanach Zjednoczonych oraz George P. Thomson (syn J.J.)
w Anglii wykazuja doswiadczalnie falowa nature elektronu, zgodnie z hipoteza
de Broglie'a i wlasnie ukonstytuowana mechanika kwantowa. (W ten sposób
Thomson ojciec wykazal, ze istnieje czastka elektron, a Thomson syn, ze jest on
równiez fala, ale zupelnie inna, niz to sobie pod koniec XIX wieku wyobrazano.)
Odkrycia te byly bardzo cenne. Nagrody Nobla otrzymali: w 1929 roku
Louis-Victor P.R. de Broglie, w 1932 roku Werner Heisenberg, w 1933 roku
Erwin Schrodinger, w 1937 roku Clinton J. Davisson i George P. Thomson,
a w 1954 roku Max Born. Natomiast Niels H.D. Bohr w 1927 roku byl juz od
pieciu lat noblista. Warto dodac, ze jego modelowi atomu wodoru, w którym
elektronom wolno przebywac tylko na wyróznionych orbitach, przyswiecala nie
tyle (udana) próba wyjasnienia struktury widmowej promieniówania atomu
wodoru, co atomistyczna troska o jego trwalosc. Wyrosla z tego modelu
mechanika kwantowa w elegancki sposób wyjasnia nie tylko trwalosc atomów,
ale równiez wlasnosci chemiczne pierwiastków, wiazania chemiczne, strukture
i wlasnosci cial stalych itp., itd. Dzieki niej 50 lat po odkryciu elektronu
powstaje pierwsze zlacze pólprzewodnikowe, a nastepnie tranzystor.

W wielu opracowaniach mozna znalezc poglad, ze odkrywajac elektron
Thomson uniemozliwil odkrycie niepodzielnego atomu Demokryta.
Rzeczywiscie, atomy pierwiastków chemicznych nie spelniaja co najmniej trzech
starozytnych postulatów. Nie sa ani niepodzielne, ani pozbawione struktury,
ani niezniszczalne. Niektórzy, wskazujac na izotopy (do których odkrycia
J.J. Thomson równiez sie przyczynil) argumentuja dodatkowo, ze atomy
jednego pierwiastka nawet nie sa identyczne. Poglad ten jest w najlepszym
razie niebezpiecznym skrótem myslowym, gdyz postulaty Demokryta swietnie
spelniaja wlasnie elektrony (co zreszta bylo jasne dla samego odkrywcy, jak
widac z przytoczonego fragmentu jego pracy). "Naduzycia" dopuscil sie Dalton
zbyt pochopnie nazywajac podstawowe jednostki pierwiastków chemicznych
atomami. Elektron jest obecnie "naj starszym" atomem Demokryta i nadal, po
stu latach od odkrycia, pozostaje elementarny. Jak dlugo jeszcze? Chyba to nie
jest dobre pytanie do jubilata.

Odkrycie pierwszego elementarnego skladnika materii mozna
uznac za poczatek fizyki czastek elementarnych. Nazwa
ta jednak pojawila sie ponad 50 lat pózniej, kiedy zaczeto
odkrywac czastki, których nie mozna znalezc ani w jadrze
atomowym, ani w produktach jego rozpadu. Kryterium to
spelnia odkryty w 1936 roku przez Paula Andersona mion,
zachowujacy sie jak ciezki elektron, nie spelnia natomiast
(równiez przez niego odkryty w 1932 roku) pozyton - pierwsza
antyczastka (pasujaca do tajemniczego drugiego rozwiazania
równania Diraca dla elektronu), gdyz pozytony, choc znalezione
zostaly w promieniowaniu kosmicznym, sa równiez produktem
rozpadu jadrowego {3+, tak jak elektrony rozpadu {3-.
Poczatkowo sadzono, ze mion jest czastka odpowiedzialna za
wiazanie nukleonów w jadrze, zapostulowana przez Yukawe
w 1935 roku, gdyz mial odpowiednia mase. Od poczatku
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wydawal sie jednak za slabo oddzialywac z materia jadrowa,
ale udowodniono to dopiero w 1947 roku. W tym samym
roku znaleziono w promieniowaniu kosmicznym zarówno
poszukiwany nosnik sil jadrowych nazywany obecnie mezonem 1f

lub po prostu pionem, jak i zupelnie nowe czastki nazwane
pózniej czastkami dziwnymi. W ten sposób rozwiazal sie worek
z hadronami, a dziedzine badajaca jego zawartosc zaczeto
nazywac fizyka czastek elementarnych. Hadrony, podobnie jak
wczesniej atomy w chemii, zaczely mnozyc sie jak przyslowiowe
króliki, co w koncu doprowadzilo najpierw do hipotezy,
a nastepnie odkrycia ich skladników - kwarków. Tak wiec nazwa
"fizyka czastek elementarnych" pojawila sie w wyniku odkrycia
obiektów, które wcale elementame nie sa. Tak czy inaczej
mozemy uznac, ze w tym roku mamy okragla rocznice, jak nie
100, to 50 lat tej dziedziny fizyki.



mala del1a

Liczby i wielosciany

Pare razy pisalismy w Malej Delcie o wieloscianach, ale okazuje sie, ze prostych

pytan na ich temat ciagle nie brakuje.

Pewna mloda dama dala mi do czytania tekst, w którym miedzy innymi

napisala: Euler zauwazyl, ze liczba scian i wierzcholków nie wyznacza

jednoznacznie wieloscianu wypuklego. Postanowil wiec dolaczyc jeszcze trzecia

liczbe - liczbe krawedzi. Jest to, oczywiscie, zart: liczba scian S i liczba

wierzcholków W wieloscianu wypuklego wyznaczaja jednoznacznie liczbe

krawedzi J( tego wieloscianu; jest mianowicie J( = S + W - 2.

Ale zatrzymajmy sie na pierwszym zdaniu. Czy istotnie liczba scian i liczba

wierzcholków nie wyznaczaja jednoznacznie wieloscianu? Mamy tu dwa

w jednym: pytanie czy dla dowolnych S > 3 i W > 3 istnieje wieloscian majacy

akurat taka liczbe scian i taka liczbe wierzcholków oraz pytanie czy, jesli S i W

sa, odpowiednio, liczba scian i wierzcholków jakiegos wieloscianu, to istnieje inny

wieloscian majacy S scian iW wierzcholków.

Wypada doprecyzowac slowo inny, bo, byc moze, od tego zalezy odpowiedz.

Bedziemy wiec tutaj uwazac dwa wielosciany za jednakowe, gdy róznic sie

beda jedynie dlugosciami krawedzi i rozwartosciami katów. Tak wiec bryla

przedstawiona na rysunku 1 jest - w tym sensie - szescianem.

Rys. 1

Rys. 2

Pierwsze z pytan pozostawimy tym razem do wylacznej dyspozycji Czytelników

(warto nadmienic, ze niedawno w Malej Delcie znalezc bylo mozna wskazanie

wieloscianu o danej z góry liczbie scian, wzglednie wierzcholków). Tak wiec

bedziemy tutaj rozwazac jedynie pytanie, czy jesli juz wieloscian istnieje, to nie

ma innych o tej samej liczbie scian i tej samej liczbie wierzcholków.

Zacznijmy od tego, ze czasami rzeczywiscie jest jedynosc:

dla S = W = 4 jedynym wieloscianem jest czworoscian. A czy np. dla S = 6

i W = 8 istnieja jakies wielosciany oprócz tego z rysunku l?

Nie rozstrzygajac tej kwestii zauwazmy, ze istnieja dwa rózne wielosciany

o tych samych S i W, co wiecej, oba archimedesowe (tzn. majace jednakowe

naroza i sciany foremne). Sa to wielosciany, w których w kazdym wierzcholku

zbiegaja sie trzy czworokaty i jeden trójkat (mozna sobie wyobrazac kwadraty

i trójkat równoboczny) - lacznie czworokatów jest 18, a trójkatów 8. Dla obu

mamy S = 26, W = 24. To slawny przyklad, bo podany dopiero w latach

piecdziesiatych naszego stulecia (wykryl go J. Zalgaler) - do tego czasu jakos

nikomu nie wpadl w oko. Róznice miedzy tymi wieloscianami zechce Czytelnik

odczytac z rysunku 2.
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MINISTERSTWO EDUKACJI NARODOWEJ
INSTYTUT INFO RMATYKI UNIWERSYTETU WROCLAWSKIEGO

KOMITET GLÓWNY OLIMPIADY INFORMATYCZNEJ

V OLIMPIADA INFORMATYCZNA

Podstawowym aktem prawnym dotyczacym Olimpiady jest
Regulamin Olimpiady Informatycznej, którego pelny tekst
znajduje sie w kuratoriach oswiaty oraz jest zamieszczony
w ksiazce "IV Olimpiada Informatyczna 1996/97". Ponizsze
zasady sa uzupelnieniem tego regulaminu, zawierajacym

szczególowe postanowienia Komitetu Glównego Olimpiady
Informatycznej o jej organizacji w roku szkolnym 1997/98.

Zasady organizacji zawodów
w roku szkolnym 1997/98

§ 1. Wstep

Olimpiada Informatyczna jest olimpiada przedmiotowa powolana przez
Instytut Informatyki Uniwersytetu Wroclawskiego, który jest organizato
rem Olimpiady zgodnie z zarzadzeniem nr 28 Ministra Edukacji Narodo
wej z dnia 14 wrzesnia 1992 roku.

§ 2. Organizacja Olimpiady

1. Ol.impiade przeprowadza Komitet Glówny Olimpiady Informatycz
nej.

2. Olimpiada Informatyczna jest trój stopniowa.
3. Olimpiada Informatyczna jest przeznaczona dla uczniów wszystkich

typów szkól srednich dla mlodziezy (z wyjatkiem szkól policealnych).
W Olimpiadzie moga równiez uczestniczyc - za zgoda Komitetu
Glównego - uczniowie szkól podstawowych.

4. Integralna czescia rozwiazania kazdego z zadan zawodów I, II i III
stopnia jest program napisany na komputerze zgodnym ze standar
dem IBM PC, w jednym z nastepujacych jezyków programowania:
Pascal, C, lub CH.

5. Zawody I stopnia maja charakter otwarty i polegaja na samodzielnym
i indywidualnym rozwiazywaniu zadan i nadeslaniu rozwiazan w po
danym terminie.

6. Zawody II i III stopnia polegaja na indywidualnym rozwiazywaniu
zadan w ciagu dwóch sesji przeprowadzanych w róznych dniach
w warunkach kontrolowanej samodzielnosci.

7. Do zawodów II stopnia zostanie zakwalifikowanych 120 uczestników,
których rozwiazania zadan I stopnia zostana ocenione najwyzej; do
zawodów III stopnia - 40 uczestników, których rozwiazania zadan II
stopnia zostana ocenione najwyzej. Komitet Glówny moze zmienic
podane liczby zakwalifikowanych uczestników co najwyzej o 15%.

8. Podjete przez Komitet Glówny decyzje o zakwalifikowaniu uczestni
ków do zawodów kolejnego stopnia, przyznanych miejscach i nagro
dach oraz skladzie polskiej reprezentacji na Miedzynarodowa Olim
piade Informatyczna sa ostateczne.

9. Terminarz zawodów:

zawody I stopnia - 20 X 97r - 17 XI 97r.
- ogloszenie wyników 19 XII 97r.
zawody II stopnia - 12-14 II 98r.
- ogloszenie wyników 2 III 98r.
zawody III stopnia - 6-9 IV 98r.

§ 3. Wymagania dotyczace rozwiazan zadan zawodów I stopnia
1. Zawody I stopnia polegaja na samodzielnym i indywidualnym roz

wiazywaniu zadan eliminacyjnych (niekoniecznie wszystkich) i nade
slaniu rozwiazan poczta, przesylka polecona, pod adresem:

Olimpiada Informatyczna

Osrodek Edukacji Informatycznej i Zastosowan Komputerów

ul. Raszynska 8/10
02-026 Warszawa

tel. (0-22) 8224019,6685533
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w nieprzekraczalnym terminie nadania do 17 listopada 1997 r. (decy
duje data stempla pocztowego). Prosimy o zachowanie dowodu nada
nia przesylki. Rozwiazania dostarczane w inny sposób nie beda
przYJmowane.

2. Prace niesamodzielne lub zbiorowe nie beda brane pod uwage.
3. Rozwiazanie kazdego zadania sklada sie z:

a) programu (tylko jednego) na dyskietce w postaci zródlowej
i skompilowanej,

b) opisu algorytmu rozwiazania zadania z uzasadnieniem jego po
prawnosci.

4. Uczestnik przysyla jedna dyskietke, oznaczona jego imieniem i na
zwiskiem, nadajaca sie do odczytania na komputerze IBM PC i za
wierajaca:
- spis zawartosci dyskietki w pliku nazwanym SPIS.TRC,
- wszystkie programy w postaci zródlowej i skompilowanej.
Imie i nazwisko uczestnika powinno byc podane w komentarzu na
poczatku kazdego programu.

5. Wszystkie nadsylane teksty powinny byc drukowane lub czytelnie pi
sane na kartkach formatu A4. Kazda kartka powinna miec kolejny
numer i byc opatrzona pelnym imieniem i nazwiskiem autora. Na
pierwszej stronie nadsylanej pracy kazdy uczestnik Olimpiady podaje
nastepujace dane: .
- imie i nazwisko,
- date i miejsce urodzenia,
- dokladny adres zamieszkania i ewentualnie numer telefonu,
- nazwe, adres, województwo i numer telefonu szkoly oraz klase, do

której uczeszcza,
- nazwe i numer wersji uzytego jezyka programowania,
- opis konfiguracji komputera, na którym rozwiazal zadania.

6. Nazwy plików z programami w postaci zródlowej powinny miec jako
rozszerzenie co najwyzej trzyliterowy skrót nazwy uzytego jezyka
programowania, to jest:

Pascal PAS
C C
CH CPP

7. Opcje kompilatora powinny byc czescia tekstu programu. Zaleca sie
stosowanie opcji standardowych.

§ 4. Uprawnienia i nagrody

1. Uczestnicy zawodów II stopnia, których wyniki zostaly uznane przez
Komitet Glówny Olimpiady za wyrózniajace, otrzymuja najwyzsza
ocene z informatyki na zakonczenie nauki w klasie, do której uczesz
czaja·

2. Uczestnicy Olimpiady, którzy zostali zakwalifikowani do zawodów
III stopnia, sa zwolnieni z egzaminu dojrzalosci (zgodnie z zarzadze
niem nr 29 Ministra Edukacji Narodowej z dnia 30 listopada 1991 r.)
lub z egzaminu z przygotowania zawodowego z przedmiotu informa
tyka. Zwolnienie jest równoznaczne Z wystawieniem oceny najwyz
szej.

3. Laureaci i finalisci Olimpiady sa zwolnieni w czesci lub w calosci
z egzaminów wstepnych do szkól wyzszych na mocy uchwal senatów
poszczególnych uczelni, podjetych zgodnie z przepisami ustawy
z dnia 12 wrzesnia 1990 roku o szkolnictwie wyzszym (Dz.U. nr 65,
poz. 385), o ile te uchwaly nie stanowia inaczej.

4. Zaswiadczenia o uzyskanych uprawnieniach wydaje uczestnikom
Komitet Glówny.

5. Komitet Glówny ustala sklad reprezentacji Polski na X Miedzynaro
dowa Olimpiade Informatyczna w 1998 roku na podstawie wyników
zawodów III stopnia i regulaminu tej Olimpiady. Szczególowe zasady
zostana podane po otrzymaniu formalnego zaproszenia na X Miedzy
narodowa Olimpiade Informatyczna.

6. Nauczyciel (opiekun naukowy), który przygotowal laureata Olimpia
dy Informatycznej, otrzymuje nagrode przyznawana przez Komitet
Glówny Olimpiady.

7. Uczestnicy zawodów II i III stopnia otrzymuja nagrody rzeczowe.



MINISTERSTWO EDUKACJI NARODOWEJ
INSTYTUT INFO RMATYKI UNIWERSYTETU WROCLAWSKIEGO

KOMITET GLÓWNY OLIMPIADY INFORMATYCZNEJ

V OLIMPIADA INFORMATYCZNA

§ 5. Przepisy koncowe

1. Koordynatorzy edukacji informatycznej i dyrektorzy szkól maja obo
wiazek dopilnowania, aby wszystkie informacje dotyczace Olimpiady
zostaly podane do wiadomosci uczniów.

2. Komitet Glówny Olimpiady Informatycznej zawiadamia wszystkich
uczestników zawodów I i II stopnia o ich wynikach. Kazdy uczestnik,
który przeszedl do zawodów wyzszego stopnia oraz dyrektor szkoly
otrzymuja informacje o miejscu i terminie nastepnych zawodów.

3. Uczniowie zakwalifikowani do udzialu w zawodach II i III stopnia sa
zwolnieni z zajec szkolnych na czas niezbedny do udzialu w zawo
dach, a takze otrzymuja bezplatne zakwaterowanie i wyzywienie oraz
zwrot kosztów przejazdu.

ZADANIA

PRACOWNIA MALARSKA

Pracownia malarska przygotowuje seryjna produkcje obrazów. Obrazy
beda wykonywane za pomoca kwadratowych matryc o róznych stopniach.
Matryca stopnia i sklada sie z 2' wierszy i 2' kolumn. Na przecieciu pew
nych wierszy i kolumn znajduja sie otwory. Matryca stopnia O ma jeden
otwór.

Dla i > O, matryca stopnia i sklada sie z czterech kwadratów o rozmia
rach 2(i-l) X 2 (i-l).

Przyklad
Przyjrzyj sie dwóm matrycom stopnia 2 przedstawionym na rysunku.

Oba prawe kwadraty oraz dolny lewy kwadrat sa matrycami stopnia
i-l. W górnym lewym kwadracie nie ma zadnych otworów. Obraz otrzy
muje sie w nastepujacy sposób. Najpierw ustala sie trzy nieujemne liczby
calkowite n, x, y. Nastepnie umieszcza sie dwie matryce stopnia n jedna na
drugiej i górna matryce przesuwa sie o x kolumn w prawo i o y wierszy
w góre. Tak otrzymany wzorzec zostaje umieszczony na bialym plótnie
i na wspólna czesc obu matryc nanosi sie zólta farbe. W efekcie na plótnie
pojawia sie zólte plamy tylko w tych miejscach, w których otwory w obu
matrycach pokrywaja sie.

I..

2(i-1 )
;.. y

y

21

2(i-1 )
A

Górna matryca zostala przesunieta o 2 kolumny w prawo i o 2 wiersze
w góre. W trzech miejscach otwory z obu matryc pokrywaja sie.

Zadanie
Napisz program, który:
• wczytuje z pliku tekstowego MAL.IN stopien obu matryc oraz wspól

rzedne przesuniecia górnej matrycy;
• oblicza liczbe zóltych plam na plótnie;
• zapisuje wynik w pliku tekstowym MAL.OUT.

Wejscie
Pierwszy wiersz pliku tekstowego MAL.IN zawiera liczbe calkowita n,

0:5 n:5 100. Jest to stopien matryc uzywanych w produkcji obrazów.
W drugim wierszu zapisana jest liczba calkowita x, zas w trzecim wier

szu liczba calkowita y, O :5 x, Y < 2n. Liczba x jest liczba kolumn, a y jest
liczba wierszy, o które nalezy przesunac górna matryce.

Wyjscie

W pierwszym wierszu pliku wyjsciowego MAL.OUT nalezy zapisac
liczbe plam na plótnie.

Przyklad
Dla pliku wejsciowego MAL.IN:
2
2
2

poprawnym rozwiazaniem jest plik wyjsciowy MAL.OUT:
3

Twój program powinien szukac pliku MAL.IN w katalogu biezacym
i tworzyc plik MAL.OUT równiez w biezacym katalogu. Plik zawiera
jacy napisany przez Ciebie program w postaci zródlowej powinien miec
nazwe MAL.m, gdzie zamiast ??? nalezy wpisac co najwyzej
trzyliterowy skrót nazwy uzytego jezyka programowania. Ten sam pro
gram w postaci wykonalnej powinien byc zapisany w pliku MAL.EXE.
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WIELOKAT

Powiemy, ze dwa trójkaty przecinaja sie, jesli ich wnetrza maja co naj
mniej jeden punkt wspólny. Wielokat jest wypukly, jesli kazdy odcinek
laczacy dowolne dwa punkty tego wielokata jest w nim zawarty.

Trójkatem elementarnym w wielokacie wypuklym nazywamy kazdy
trójkat, którego wierzcholkami sa wierzcholki tego wielokata.

Triangulacja wielokata wypuklego nazywamy kazdy zbiór elementar
nych trójkatów w tym wielokacie, w którym zadne dwa trójkaty nie przeci
naja sie, a wszystkie razem pokrywaja caly wielokat.

Dane sa wielokat wypukly i jego triangulacja. Jaka jest najwieksza licz
ba trójkatów w tej triangulacji, które moze przeciac jeden elementarny trój
kat w tym wielokacie?

243
420
054

poprawnym rozwiazaniem jest plik tekstowy WIE. OUT:
4

Twój program powinien szukac pliku WIE.IN w katalogu biezacym
i tworzyc plik WIE. OUT równiez w biezacym katalogu. Plik zawiera
jacy napisany przez Ciebie program w postaci zródlowej powinien miec
nazwe WIE.???, gdzie zamiast ??? nalezy wpisac co najwyzej
trzyliterowy skrót nazwy uzytego jezyka programowania. Ten sam pro
gram w postaci wykonalnej powinien byc zapisany w pliku WIE.EXE.

Przyklad
Rozwazmy nastepujaca triangulacje: SUMA CIAGU ]EDYNKOWEGO

Trójkat elementarny (1,3,5) przecina wszystkie trójkaty w tej triangulacji.

Przyklad
Dla pliku wejsciowego WIE.IN:
6
012

Wyjscie
W pierwszym i jedynym wierszu pliku WIE. OUT nalezy zapisac jedna

liczbe calkowita - najwieksza liczbe trójkatów w triangulacji, które przeci
na jeden elementarny trójkat w wielokacie wejsciowym.

Zadanie
Napisz program, który:
• wczyta z pliku tekstowego SUM.IN dwie liczby calkowite: dlugosc

ciagu i sume elementów ciagu;
• wyznaczy ciag jedynkowy o zadanej dlugosci i sumie elementów lub

stwierdzi, ze taki ciag nie istnieje;
• zapisze rezultat w pliku tekstowym SUM. OUT.

Wyjscie
W pierwszych n wierszach pliku tekstowego SUM.OUT nalezy zapisac

n liczb calkowitych (po jednej w wierszu) bedacych kolejnymi wyrazami
ciagu jedynkowego (k-ty wyraz w k-tym wierszu) o zadanej sumie S lub
slowo NIE, jezeli taki ciag nie istnieje.

Przyklad
Dla pliku wejsciowego SUM.IN o zawartosci:
8
4

poprawnym rozwiazaniem jest plik wyjsciowy SUM. OUT o zawartosci:
O

1
2
1
O

-1
O

1

Wejscie
W pliku tekstowym SUM.IN sa zapisane:
• w pierwszym wierszu - liczba n elementów ciagu, spelniajaca nierów

nosc 1 :5 n :5 10000;
• w drugim wierszu - liczba S bedaca zadana suma elementów ciagu,

spelniajaca nierównosc I SI :5 50 000 000.

Ciag liczbowy o wartosciach bedacych liczbami calkowitymi nazywamy
jedynkowym, jezeli dowolne jego sasiednie wyrazy róznia sie od siebie do
kladnie o jeden oraz jego pierwszy wyraz jest równy O. Bardziej precyzyj
nie: niech [al, a2, ...,an] bedzie ciagiem o wartosciach calkowitych; powie
my, ze ten ciag jest jedynkowy, jezeli

• dla dowolnej liczby calkowitej k spelniajacej nierównosc 1 :5 k < n za
chodzi warunek I ak - ak+ 11 = 1 oraz

• al=O.

Twój program powinien szukac pliku SUM.IN w katalogu biezacym
i tworzyc plik SUM. OUT równiez w biezacym katalogu. Plik zawiera
jacy napisany przez Ciebie program w postaci zródlowej powinien miec
nazwe SUM.???, gdzie zamiast ??? nalezy wpisac co najwyzej
trzyliterowy skrót nazwy uzytego jezyka programowania. Ten sam pro
gram w postaci wykonalnej powinien byc zapisany w pliku SUM.EXE.

1

o

3

4

5

Zadanie
Napisz program, który:
• wczytuje z pliku tekstowego WIE.IN liczbe wierzcholków wielokata

i jego triangulacje;
• oblicza najwieksza liczbe trójkatów tej triangulacji, które przecina po

jedynczy, elementarny trójkat w danym wielokacie;
• zapisuje wynik w pliku tekstowym WIE. OUT .

Wejscie
Pierwszy wiersz pliku WIE.IN zawiera liczbe n, 3 :5 n :5 1000. Jest to

liczba wierzcholków wielokata.
Wierzcholki wielokata sa ponumerowane kolejno O, 1, ..., n-l, zgodnie

z ruchem wskazówek zegara.
Kolejne n-2 wiersze zawieraja opisy trójkatów w triangulacji. W wierszu

i+ 1, 1 :5 i :5 n-2, zapisane sa trzy liczby calkowite a, b, c oddzielone poje
dynczymi odstepami. Sa to numery wierzcholków i-tego trójkata w trian
gulacji.
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AB-SLOWA

prof dr hab. inz. Stanislaw Waligórski

udostepnienie budynku i swietnie wyposazo
nych pracowni komputerowych na zawody II
i III stopnia oraz stworzenie bardzo dobrych
warunków pracy w czasie zawodów

Kazdy niepusty ciag, którego elementami sa male litery a i b, a takze
ciag pusty nazywamy ab-slowem. Jezeli X = [Xl, ... , Xn] jest ab-slowem,
a i, j takimi dowolnymi liczbami calkowitymi, ze 1 :::; i :::;j :::;n, to przez
X[i.j] bedziemy oznaczali podslowo X skladajace sie z kolejnych liter
x;, .... ,Xj. Powiemy, ze ab-slowo X = [Xl, c •• , xn] jest ladnie zbudowane, je
zeli zawiera tyle samo liter a co b i dla kazdego i=l, ... n podslowo X[1..i]
zawiera co najmniej tyle samo liter a co liter b.

Podamy teraz indukcyjna definicje podobienstwa ladnie zbudowanych
ab-slów:

• kazde dwa puste ab-slowa (tzn. nie zawierajace zadnych liter) sa po
dobne,

• dwa niepuste, ladnie zbudowane ab-slowa X = [Xl, ... , xn]

i y = [Yl, ... , Ym] sa podobne, jezeli sa tej samej dlugosci (n=m) i jest
spelniony jeden z nastepujacych warunków:

1. Xl=Yl, xn=Yn oraz X[2 ..n-l] i Y[2 .. n-l] sa ladnie zbudowanymi,
podobnymi ab-slowami,

2. istnieje i, 1 :::; i < n, takie, ze slowa X[1..i], X[i+1..n] sa ladnie
zbudowanymi ab-slowami i

a) Y[1..i], Y[i+l .. n] sa ladnie zbudowanymi ab-slowami
i X[1..i] jest podobne do Y[1..i] oraz X[i+1..n] jest podobne
do Y[i+1..n], lub

b) Y[1..n-i], Y[n-i+l ..n] sa ladnie zbudowanymi ab-slowami
i X[l .. i] jest podobne do Y[n-i+1..n] oraz X[i+1..n] jest
podobne do Y[1..n-i].

Stopniem zróznicowania niepustego zbioru S ladnie zbudowanych
ab-slów nazywamy najwieksza liczbe ab-slów, które mozna wybrac z S tak,
zeby zadne dwa wybrane slowa nie byly do siebie podobne.

Zadanie
Napisz program który:
• wczyta z pliku tekstowego ABS.IN elementy zbioru S;
• policzy stopien zróznicowania S;
• zapisze wynik w pliku tekstowym ABS.OUT.

Wejscie
W pliku tekstowym ABS.IN sa zapisane:
• w pierwszym wierszu liczba n elementów zbioru S, 1 :::;n :::; 1000j
• w kolejnych n wierszach elementy zbioru S tj. ladnie zbudowane

ab-slowa, po jednym w kazdym wierszu; pierwsza litera kazdego
ab-slowa jest pierwszym symbolem w wierszu i miedzy kolejnymi lite
rami w slowie nie ma zadnych innych znakówj kazde ab-slowo ma
dlugosc co najmniej 1, a co najwyzej 200.

Wskazówki dla uczestników:
1. Przeczytaj uwaznie nie tylko tekst zadan, ale i tresc "Zasad orga

nizacji zawodów".
2. Przestrzegaj dokladnie warunków okreslonych w tekscie zada

nia, w szczególnosci wszystkich regul dotyczacych nazw plików.
3. Twój program powinien czytac dane z pliku i zapisywac wyniki

do pliku. Nazwy tych plików powinny byc takie jak podano
w tresci zadania.

4. Dane testowe sa zawsze zapisywane bezblednie, zgodnie z wa
runkami zadania i podana specyfikacja wejscia. Twój program
nie musi tego sprawdzac. Nie przyjmuj zadnych zalozen, które
nie wynikaja z tresci zadania.

5. Staraj sie dobrac taka metode rozwiazania zadania, która jest nie
tylko poprawna, ale daje wyniki w jak najkrótszym czasie.

6. Ocena za rozwiazanie zadania jest okreslona na podstawie wyni
ków testowania programu i uwzglednia poprawnosc oraz efekty
wnosc metody rozwiazania uzytej w programie.

Przewodniczacy Komitetu Glównego

Olimpiady Informatyc~nej

Olimpiada Informatyczna mogla dotad dzialac. dzieki wsparciu wielu
osób, instytucji i firm. W przeprowadzeniu i uswietnieniu IV Olimpia
dy szczególnie pomogly:

Polsko-JaponskaWyzsza Szko
la Technik Komputerowych
w Warszawie

i wielu pracowników i studentów Instytutów Informatyki Uniwersytetu
Warszawskiego i Uniwersytetu Wroclawskiego

Wyjscie
W pierwszym i jedynym wierszu pliku tekstowego ABS.OUT nalezy

zapisac jedna liczbe calkowita - stopien zróznicowania S.

Przyklad
Dla pliku wejsciowego ABS.IN o zawartosci:
3
aabaabbbab
abababaabb
abaaabbabb

poprawnym rozwiazaniem jest plik ABS.OUT o zawartosci:
2

Twój program powinien szukac pliku ABS.IN w katalogu biezacym i
tworzyc plik ABS. OUT równiez w biezacym katalogu. Plik zawierajacy
napisany przez Ciebie program w postaci zródlowej powinien miec
nazwe ABS.???, gdzie zamiast ??? nalezy wpisac co najwyzej
trzyliterowy skrót nazwy uzytego jezyka programowania. Ten sam pro
gram w postaci wykonalnej powinien byc zapisany w pliku ABS.EXE.

Ogólnopolska Fundacja Edu
kacji Komputerowej

Uniwersytet im. Mikolaja Ko
pernika w Toruniu

Optimus SA

Wydawnictwo Naukowe PWN

Osrodek Edukacji Informa
tycznej i Zastosowan Kompu
teróww Warszawie

ufundowanie cennych nagród dla laureatów
i stale wspieranie finansowe Olimpiady

udostepnienie budynku i bardzo dobrze wy
posazonej pracowni komputerowej na zawo
dy II stopnia

ufundowanie nagród dla najlepszych zawod
ników

stale obdarowywanie zawodników cennymi,
wspierajacymi ich rozwój ksiazkami

wspieranie organizacyjne Olimpiady
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Rys. 3. (W, K, S) = (7, 12, 7), w ukladzie
«l X 6, 6 X 3), 12, (l X 6, 6 X 3».

Rys. 4. (W, K, S) = (7, 12, 7), w ukladzie
«3 X 4, 4 X 3), 12, (3 X 4, 4 X 3».

Rys. 5. (W, K, S) = (8, 13, 7), w ukladzie
«2 X 4, 6 X 3), 13, (l X 6, 2 X 4, 4 X 3».

Rys. 6. (W, K, S) = (8, 13, 7), w ukladzie
«2 X 4, 6 X 3), 13, (l X 5, 3 X 4, 3 X 3».

Rys. 7. (W, K, S) = (8, 13, 7), w ukladzie
«2 X 4, 6 X 3), 13, (2 X 5, l X 4, 4 X 3».

Polega ona na tym, ze fragment tego wieloscianu zostal obrócony wzgledem
pozostalej czesci o kat 45°. Ale tego przykladu akurat Euler raczej nie znal.

Formalnie wiec odpowiedz jest tak, ale jej styl moze sie nie podobac.

A czy sa bardziej rózniace sie wielosciany o tych samych S i W? J ak ich szukac?
Metoda, która proponuje, jest nastepujaca. Podzielmy sciany wedlug liczby
boków. Pomnózmy liczbe scian danego rodzaju przez liczbe boków tej sciany
i dodajmy wszystkie w ten sposób otrzymane iloczyny dla danego wieloscianu.

Otrzymana liczba to 2K i nietrudno sie domyslic dlaczego. Mozna wiec te liczbe
2K rozkladac na takie iloczyny. Dla tych, którzy bardziej lubia wierzcholki

od scian, jest analogiczna propozycja - tym razem wierzcholki dzielimy
wedlug liczby wychodzacych z nich krawedzi. Na rysunku 3 przedstawiony jest

ostroslup szesciokatny, odpowiadajaca mu trójka (W, K, S) i rozklad 2K

na sume iloczynów: jest jeden szesciokat i 6 trójkatów (1 x 6 + 6 x 3 = 24)
- ciekawe, ze jest to równiez rozklad na sume iloczynów wedlug wierzcholków

(jest jeden szescioramienny i 6 trójramiennych). Ale mozna rachowac i tak:
24 = 3 x 4 + 4 x 3 (scian jest, tak jak poprzednio, 7) - temu rozkladowi
odpowiada tez wieloscian o tych samych, co ostroslup, wartosciach S i W
(rys. 4). A wiec rzeczywiscie odpowiedz na rozwazane pytanie jest pozytywna:
istnieja zupelnie rózne wielosciany majace te sama liczbe scian, te sama liczbe

wierzcholków i te sama liczbe krawedzi

(niematematyczne slowo zupelnie napisalem ze wzgledu na przyklad Zalgalera).

Mozna by uwazac, ze to jest koniec problemu. Ale dla usposobienia
matematycznego bedzie to wlasnie poczatek. Rozwazmy pytanie, czy kazdemu
rozkladowi odpowiada jakis wieloscian. Dla samodzielnej pracy Czytelnika

proponuje rozwazenie bardzo podobnego przykladu - ostroslupa osmiokatnego.
Dla niego mamy
1 x 8 + 8 x 3 = 32 = 5 x 4 + 4 x 3;
czy istnieje drugi z tych wieloscianów?

Polecam tez rozwiazany przeze mnie przyklad namiotu o siedmiu scianach
z rysunku 5. Mamy:

26=lx6+2x4+4x3=lx5+3x4+3x3=2x5+1x4+4x3=

= 1 x 7 + 1 x 4 + 5 x 3 = 1 x 8 + 6 x 3.

Thtaj wielosciany odpowiadajace rozkladom podanym w pierwszym wierszu

istnieja (rys. 5-7), a odpowiadajace rozkladom w drugim wierszu - nie. Nie
jest tym razem trudno uzasadnic, dlaczego ostatnie dwa rozklady sa zle
(np. w ostatnim do osmiokata mozemy przyczepic jedynie szesc innych scian,
co wieloscianu nie utworzy).

I znów powstaja pytania:
- jak poznac, którym rozkladom odpowiadaja wielosciany,

a którym nie?

- ilu maksymalnie rozkladom danego S odpowiadaja wielosciany

(widac, ze moga byc trzy, ale moze ta liczba rosnie wraz z S) ?
- które z wieloscianów maja swoich zalgalerowskich krewnych,

czyli wielosciany inaczej zlozone z tych samych scian?

No i, oczywiscie, wiele innych pytan.

Mala Delte przygotowal Marek KORD OS
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(1)

Rozwiazanie zadania M 828.
Przeksztalcany okrag jest czescia wspólna
pewnych dwóch sfer nie przechodzacych
przez punkt 0, wobec czego jego obraz
w inwersji j jest, na mocy poprzedniego
zadania, czescia wspólna dwóch sfer.
Jest to wiec zbiór pusty, punkt, okrag
albo sfera. Czytelnik zechce samodzielnie
wykluczyc przypadki przeczace tezie
zadania.
A jaki jest obraz w inwersji j okregu
przechodzacego przez punkt O?

Dalekie cyfry 1r

Pawel STRZELECKI

W pierwszym numerze Mathematical Intelligencer z 1997 roku panowie
David Bailey, Jonatan i Peter Borweinowie oraz Simon Plouffe w artykule

Poszukiwanie 7r opisuja m.in. algorytm pozwalajacy znalezc np. miliardowa cyfre

rozwiniecia liczby 7r w ukladzie szesnastkowym, bez koniecznosci znajdowania

poprzednich cyfr. Jest to o tyle ciekawe, ze liczba 7r jest niewymierna, a wiec

cyfry jej rozwiniecia (przy dowolnej podstawie) ukladaja sie w sposób
nieokresowy, chaotyczny. Algorytm jest zadziwiajaco prosty, matematyke

stojaca u jego podstaw zna student pierwszego roku (albo nawet maturzysta

z ambicjami), a Czytelnicy lubiacy obcowac z komputerem bez klopotów

napisza odpowiedni program. Jednym slowem, az sie prosi, zeby opowiedziec
o wszystkim na naszych lamach.

Punktem wyjscia do konstrukcji algorytmu jest równosc

001(4 2 1 1)
7r = f; 16j 8i + 1 - 8i + 4 - 8i + 5 - 8i + 6

Do zrozumienia kolejnych kroków nietrudnego dowodu wystarczy nam

(w zasadzie ... ) umiejetnosc znajdowania sumy szeregu geometrycznego
i calkowania funkcji wymiernych. Oto szczególy.

Dla k E {l, 2, ... , 7} oraz x E (-1,1) mamy
k-1 00

_x "" xk-H8j1- x8 - ~ .
j=O

Szereg po prawej stronie jest zbiezny niemal jednostajnie na przedziale (-1,1),
a to znaczy, ze mozna go, bez obaw o wynik, scalkowac wyraz po wyrazie na
dowolnym przedziale domknietym zawartym w (-1,1). Zatem,

1/0 1/0

J k-1 00 J_x__ dx = "" xk-H8j dx =1-x8 ~
o j=o o

00 xk+8j 11/0 1 00 1= Lks: = 2k/2L-·-·,-, .. ,
'0 +Jo '0J= J=

Korzystajac z tej równosci latwo sprawdzamy, ze

001(4 2 1 1)L 16j 8i + 1 - 8i + 4 - 8i + 5 - 8i + 6
J=O

1/0

J 4V2 - 8x3 - 4V2x4 - 8x5 d o~. I1- x8 X - .
o

Osoby starsze o nastawieniu sadystycznym kazalyby te calke obliczyc leniwym

studentom walczacym o zaliczenie cwiczen z analizy. Dla tych, którzy nie
dysponuja królikami doswiadczalnymi, wskazujemy poszczególne kroki.

Po pierwsze, licznik i mianownik fukcji podcalkowej skracamy przez (1 + x2),

a nastepnie wprowadzamy nowa zmienna y = xV2, zeby pozbyc sie obrzydliwych

pierwiastków i otrzymac równosc
1

1= J 16(y3 + y2 - 2) dx.(y2 _ 2)(y4 + 4)
o
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Uwaga:

x mod 1 := x - [x]

Kolejne cyfry ukladu szesnastkowego to:
0,1,2,3,4,5,6, 7,8,9,A,B,C ID ,E,F.

Rozwiazanie zadania M 827.
Niech p bedzie prosta przechodzaca
przez punkt O i srodek przeksztalcanej
sfery, P zas niech bedzie dowolna
plaszczyzna zawierajaca prosta p. Jak
latwo zauwazyc, inwersja j bedzie
przeksztalcac punkty z plaszczyzny P
na punkty z plaszczyzny P, a jesli
rozwazac tylko jej obciecie do
plaszczyzny P, to stanie sie zwykla
plaska inwersja wzgledem okregu
o srodku O i promieniu r. Z wlasnosci
plaskiej inwersji wnosimy, ze przekrój
obrazu przeksztalcanej sfery
plaszczyzna P bedzie pewnym okregiem
na plaszczyznie P, o srodku lezacym
na prostej p. Poniewaz plaszczyzne P
mozemy wybierac dowolnie, z symetrii
obrotowej wzgledem prostej p wynika
teza zadania.

Poniewaz

y3 + y2 _ 2 = (y2 + 2y + 2)(y - 1) ,

y4 + 4 = (y2 + 2y + 2)(y2 - 2y + 2) ,

wiec ostatecznie mamy
1 1

I=J~dx-J 4y-8 dx=y2 _ 2 y2 - 2y + 2
o o

(2ln 2 2 ~ y2 + 4 arctg(y _ 1)) 11 = 7rY - y+2 o

co konczy dowód wzoru (1) - nieuczciwy o tyle, ze wzór najpierw odgadnieto na
podstawie wielu eksperymentów numerycznych, a dopiero potem udowodniono.

Rozwazmy teraz jedna z czterech sum po prawej stronie wzoru (1), np.

00 1
51=2:---

j=O

Cyfre, która stoi na (n + l)-szym miejscu rozwiniecia szesnastkowego liczby

51, zobaczymy takze na samym poczatku rozwiniecia (szesnastkowego) czesci
ulamkowej liczby 16n . 51. (Kto nie czuje sie przekonany, niech sprawdzi

najpierw, ze cyfra setnych liczby x to [10(10x - [10x])].) By wykorzystac te
prosta obserwacje, zapiszmy równosci

00 16n

16nS1 - [16nSd = 2: 16j(8' .. mod1 =j=O J +

_ ~ 16n-jmod (8j + 1) d 1 ~ 16n-j d- ~ 8 . 1 mo + ~ 8' 1mo 1.
. o J+ . J+J= J=n+1

Licznik kazdego skladnika pierwszej (skonczonej!) sumy mozna latwo obliczyc,
wykorzystujac szybki algorytm znajdowania poteg liczby naturalnej opisany

przez W. Guzickiego w Delcie 3/1997. Dzielenie i dodawanie modulo 1
z rozsadna dokladnoscia to tez operacje nieskomplikowane. Jesli zas chodzi

o druga sume, to wystarczy z niej wziac kilka poczatkowych wyrazów - caly

nieskonczony ogon nie ma bowiem wplywu na pierwszych kilku cyfr rozwiniecia
szesnastkowego liczby 16n51- [16n 51](mozna sie o tym przekonac stosujac

kryterium porównawcze i wzór na sume szeregu geometrycznego).

Z pozostalymi sumami wystepujacymi po prawej stronie (1) nalezy postapic
podobnie. Dopracowanie szczególów technicznych, oszacowanie zlozonosci

obliczeniowej i napisanie odpowiedniego programu nie powinno sprawic
Zainteresowanym Czytelnikom zbyt wielu trudnosci. Niejaki Fabrice Bellard

twierdzi podobno, ze w rozwinieciu szesnastkowym 7r na miejscu o numerze 1011

zaczyna sie ciag cyfr 9C381. .. Chetnie napiszemy o tym, ze nasi Czytelnicy sa
lepsi.

Zabawa w znajdowanie dalekich cyfr rozwiniec 7r ma, wbrew pozorom, takze
pewien sens praktyczny. Dzieki próbom przyspieszania takich obliczen stworzono

m.in. nowe algorytmy szybkiego mnozenia macierzy, szeroko stosowane

w róznych dziedzinach. Ponadto, programy obliczajace 7r wykorzystuje sie
do testowania poprawnosci dzialania sprzetu komputerowego i systemów

operacyjnych. W styczniu 1986 wykryto np. w ten sposób blad w dzialaniu

jednego z komputerów Cray 2 w osrodku obliczeniowym NASA.

Z przykroscia informujemy natomiast, ze dla cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby

7r podobny algorytm nie jest znany - aby dowiedziec sie, jaka jest n-ta cyfra
dziesietna 7r, trzeba najpierw poznac wszystkie poprzednie.
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SPRAWDZSfE Trójki pitagorejskie

Trójka pitagorejska to trójka (a, b, c) dodatnich liczb calkowitych, które spelniaja
warunek

(1) a2+b2=c2,

np. (3,4,5), (5,12,13), albo (201,20200,20201). Jesli dlugosci boków trójkata
prostokatnego tworza trójke pitagorejska, to ów trójkat nazywamy trójkatem
pitagorejskim. By dowiedziec sie, jak generuje sie trójki pitagorejskie, wystarczy
zaopatrzyc w dowód wszystkie podane nizej ponumerowane twierdzenia.
Potrzebna jest w tym celu solidna znajomosc matematyki w zakresie szkoly
podstawowej.

1. Wsród wszystkich trójkatów pitagorejskich podobnych do ustalonego trójkata
istnieje trójkat naj mniejszy. Dlugosci jego przyprostokatnych a i b sa liczbami
wzglednie pierwszymi.

Trójke pitagorejska (a, b, c), w której a i b sa wzglednie pierwsze, nazwiemy
trójka pierwotna·

2. Trzy liczby naturalne tworzace trójke pierwotna sa parami wzglednie
pIerwsze.

P.S.

Podsumowujac uzyskane do tej pory informacje mozemy bez klopotu podac
sposób generowania wszystkich trójek pierwotnych.

8. Jesli (a, b, c) jest trójka pierwotna, to

(4) a=m2-n2, b=2mn, c=m2+n2

dla pewnych liczb naturalnych m i n (m> n) jednoznacznie wyznaczonych przez
c i a. Liczby m i n sa wzglednie pierwsze; dokladnie jedna z nich jest parzysta.

9. Na odwrót, jesli liczby naturalne m > n sa wzglednie pierwsze i dokladnie
jedna z nich jest parzysta, to liczby a, b i c, okreslone wzorami (4), tworza trójke
pierwotna·

Moral z tego wszystkiego plynie nastepujacy.

10. Jesli r, m i n sa dowolnymi liczbami naturalnymi i m > n, to liczby

(5) a = r(m2 - n2), b = 2rmn, c = r(m2 + n2)

tworza trójke pitagorejska; w dodatku, w ten sposób mozna uzyskac wszystkie,
nie tylko pierwotne, trójki pitagorejskie (a, b, c).

A na deser proponujemy jeszcze dwa eleganckie twierdzenia.

11. Promien kola wpisanego w trójkat pitagorejski jest liczba naturalna.

12. Iloczyn liczb (a, b, c) tworzacych trójke pitagorejska dzieli sie przez
3·4·5= 60.

3. W kazdej trójce pierwotnej jedna z liczb a, b jest parzysta, a druga - nie.

W kazdym z punktów 4-7 ponizej zakladamy, ze trójka liczb naturalnych (a, b, c)
jest trójka pierwotna, w której b = 2k jest liczba parzysta.

4. Dla pewnych liczb naturalnych x, y mamy

(2) c - a = 2x, c + a = 2y .

5. Liczby naturalne x, y, okreslone równaniami (2), sa wzglednie pierwsze.

Z powyzszego faktu i z jednoznacznosci rozkladu liczby b2 = (c - a)( c + a) na
czynniki pierwsze plynie nastepujacy wniosek.

6. Liczby x i y okreslone równaniami (2) sa pelnymi kwadratami: dla pewnych
m, n naturalnych mamy

(3)

Ponadto, latwo sprawdzic, ze

7. Dokladnie jedna z pary liczb m, n jest parzysta, a liczba b dzieli sie przez 4.

Rozwiazanie zadania F 463.
Sita nacisku ciala m na równie wynosi
N = mg cos a. Skladowa pionowa tej sily
N cos a = mg cos' a cisnie na wage·
Zatem wskazanie wagi podczas ruchu
ciala wyniesie

w = M + m cos' a = 2,75 kg.

Wskazówka: kwadrat dowolnej liczby
naturalnej daje z dzielenia przez cztery
reszte O lub L
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Funkcja zeta Riemanna, czesc II - hipoteza Riemanna
Roman DWILEWICZ i Jan MINie

2. Dziwne wzory na sumy szeregów rozbieznych
Fakt, ze funkcja ((8) jest dobrze zdefiniowana na C oprócz l, moze byc
wykorzystany do nadania "sensu" pewnym szeregom rozbieznym i podania
wartosci ich "sum". Na przyklad formalnie w (l) mozemy wstawic 8 = O, 8 = -l

00 00

lub 8 = -2. Oczywiscie, patrzac bezposrednio na szeregi I: l" I: n lub
00 n=l n=l

I: n2 nie mozemy powiedziec, ze ich sumy sa skonczone, bo kazdy widzi, ze san=l
nieskonczone.

lub równowaznie

(l)

1. Przypomnienie
Dla przypomnienia, w pierwszej czesci tego artykulu zdefiniowalismy funkcje
zeta Riemanna ( = ((8) nastepujacymi wzorami:

l l l 00 l
((8) = - + - + - + ... = "'-l' 2s 3s L... nSn=l

( 1)-1( 1)-1( 1)-1 (1)-1= l - 2s l - 3s l - 5s .... = II l - pS 'p

gdzie iloczyn nieskonczony jest po wszystkich liczbach pierwszych. Choc
powyzsze wzory maja sens tylko dla 8 = a + ib z pólplaszczyzny a = Re 8> l,
to jednak funkcja zeta moze byc analitycznie przedluzona na cala plaszczyzne
zespolona C z wyjatkiem l (patrz rys. l). Wiemy tez, ze funkcja analityczna
zespolona f lokalnie w otoczeniu punktu Zo moze byc przedstawiona jako

suma szeregu potegowego f(z) = f= an(z - zo)n, gdzie an = ~f(n)(zo). Jejn=O n.
przedluzenie analityczne definiowalismy uzywajac takich przedstawien.

Natomiast gdy spojrzymy na sumy powyzszych szeregów jako na wartosci
((O) = -1/2, ((-l) = -1/12 czy (( -2) = O, mozemy "powiedziec", ze

00 l 00 l 00L l = ((O) = -2" ' L n = (( -l) = -12 ' L n2 = ((-2) = O,n=l n=l n=l

co jest nieco zaskakujace. W ten sposób patrzyl na niektóre szeregi rozbiezne
juz Euler. Prawie dwiescie lat pozniej odkryl to na nowo matematyk hinduski
Ramanujan (1887-1920), czym poruszyl wielu mu wspólczesnych.

3. Niektóre fascynujace wartosci funkcji zeta
J ak widac, problem wartosci funkcji zeta jest dosc wazny. Niestety, dla niewielu
argumentów 8 znane sa wzory na ((8). Najbardziej znane sa wartosci, które
podal juz Euler:

l l l 7l'2 l l l 7l'4
((2) = ]2 + 22 + 32 + ... = 6' ((4) = 14 + 24 + 34 + ... = 90 '

l l l 7l'6 l l l 7l'8
((6) = 16 + 26 + 36 + ... = 945' .«(8) = 18 + 28 + 38 + ... = 9450'

lub ogólniej ((2k) = (_1)k+122k-17l'2k (~~)!'dla k = 1,2, ... , gdzie Bj sa
tzw. liczbami Bernoulliego (zob. margines). Ponadto mamy

(-l)k B2k
((-2k) =0, ((1-2k)= 2k ' dla k=1,2, ...

Okazuje sie, ze wartosci funkcji zeta w punktach O, -l, -2, ... moga byc
otrzymane w inny ciekawy sposób (patrz [M]). Mianowicie, zeby otrzymac
np. ((O), bierzemy sume pierwszych x - l skladników w (l) dla 8 = O, czyli
l + 1+ ... + l wziete x - l razy, co daje wlasnie x - l, traktujemy te
sume jako funkcje zmiennej rzeczywistej x i calkujemy od O do l, dostajac1

f(x - l) dx = -1/2. Podobnie dla (( -l), bierzemy sume pierwszych x - l
o

k-l

Bo = 1, Bk = - k ~ 1LC; 1) Bj.
j=o

Np. B, = -~, B2 = i. B3 = O,

B. = - to. Liczby Bernoulliego maja
daleko glebsze zastosowanie niz tylko
we wzorze na powyzsza sume. W swietle
tego, co powiedzielismy w §2, nie jest
zaskakujace, ze niektóre wartosci funkcji
zeta wyrazaja sie (miedzy innymi) za
pomoca liczb Bernoulliego.

Rys. 1

Dobrze znane sa wzory na sume
kolejnych liczb naturalnych czy sume ich
kwadratów:

(n - l)n
1+ 2+ ... + (n - 1)= --2--'

2 2 ()2_ (n-1)n(2n-1)1+2+ ... +n-1 - 6 .
Szwajcarski matematyk Jacob Bernoulli
(1654-1705)postawil sobie za cel
znalezienie ogólnego wzoru na sume
k-tych poteg kolejnych liczb naturalnych
dla k = 0,1,2, ... Doprowadzilo go to
w naturalny sposób do pewnego ciagu
liczb wymiernych Bk, nazwanych pózniej
jego imieniem. Okazuje sie, ze

1k + 2k + ... + (n _ l)k =
k

= _1_ '" (k + 1) B'nk+l-jk+1L... j J ,

j=O

gdzie liczby B j definiuje sie
rekurencyjnie:

Niemiecki matematyk E. Kummer
w 1847r. udowodnil Wielkie Twierdzenie

Fermata dla tzw. regularnych liczb
pierwszych i podal ladne kryterium na
regularnosc liczby pierwszej za pomoca
liczb Bernoulliego.
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o

Rys. 2. Jesli Czytelnik udowodni,
ze funkcja ( nie zeruje sie wewnatrz
szaro-kolorowego pasa, to bedzie bardzo
slawnym matematykiem.

Dla ciekawosci podamy pierwszych
kilka nietrywialnych zer funkcji zeta
z dokladnoscia do dwóch miejsc po
przecinku: ~ + it dla t = 14,13; 21,02;
25,01; 30,42; 32,93; 37,58.

skladników w (1) dla s = -1, czyli 1 + 2 + ... + (x - 1), co da x(x - 1)/2,
traktujemy to jako funkcje zmiennej rzeczywistej x i calkujemy od O do 1,

1

otrzymujac J x(x -1)/2dx = -1/12.
o

N atomiast wzory na «(2k + 1), dla k = 1,2, ... , nie tylko nie sa znane, ale nie
wiadomo nawet, czy liczby «(2k + 1) sa wymierne, czy nie (oprócz «(3), której
niewymiernosc udowodnil francuski matematyk R. Apery w 1978 roku, [A], [P]).

4. Co to jest hipoteza Riemanna?
Jak juz wczesniej zauwazylismy, funkcja «(s) nie zeruje sie dla Res > 1.
Ze wzoru na przedluzenie (którego tu nie bedziemy przytaczac) wynika,
ze jedynymi zerami w pólplaszczyznie Res < O sa s = -2k, dla k = 1,2, ...
Sa to tak zwane zera trywialne. Pozostale zera funkcji zeta leza wiec
w tzw. pasie krytycznym O::; Res::; 1 (patrz rys. 2). Te zera nazywaja sie
zerami nietrywialnymi. W obecnej erze komputerów policzono pierwszych
póltora miliarda zer nietrywialnych z dokladnoscia do kilku miejsc p'o przecinku.
Wszystkie leza na prostej Res = ~, tzw. prostej krytycznej (patrz rys. 2). Nie
pozwala to, oczywiscie, twierdzic, ze wszystkie nietrywialne zera leza na tej
prostej. Przypuszczenie, ze tak w istocie jest, nazywa sie hipoteza Riemanna
(dalej w skrócie HR) i bylo sformulowane po raz pierwszy przez Riemanna
w jego slynnej pracy z 1859 roku. Po udowodnieniu Wielkiego Twierdzenia
Fermata przez Andrew Wilesa w 1995 roku mozna chyba powiedziec, ze hipoteza
Riemanna jest najwazniejsza hipoteza we wspólczesnej matematyce. Przez
prawie póltora wieku naj wybitniejsi matematycy próbuja ja udowodnic lub
obalic, niestety, bez wiekszych sukcesów.

Nawet slabsze wersje hipotezy Riemanna nie sa udowodnion~. Np. nie wiadomo,
czy istnieje taka liczba 1/2 < ao < 1, ze «(s) # O dla ao < Re s < 1. Nie wiadomo
tez, czy wszystkie nietrywialne zera funkcji zet a sa proste czy wielokrotne,
tzn. czy pochodna funkcji zet a w punktach zerowych jest rózna czy równa zeru.

N atomiast jest wiele czesciowych wyników idacych w kierunku HR. Angielski

matematyk G.H. Hardy udowodnil w 1914 roku, ze na prostej Re s = ~
jest nieskonczenie wiele zer. Dwaj matematycy francuscy, J. Hadamard

i Ch.J. de la Vallee Poussin, udowodnili niezaleznie w 1896 roku, ze «(s) nie
zeruje sie na prostej Re s = 1, co razem ze wzorem na przedluzenie daje, ze
funkcja nie zeruje sie tez na prostej Re s = O.

Mozna tez "oszacowac" liczbe zer funkcji zeta. Mianowicie, jesli oznaczymy
przez N(T) liczbe zer funkcji zeta w prostokacie 0< Res < 1, 0< Ims::; T
(patrz rys. 3), to ma miejsce nastepujaca wlasnosc:

T T T
N(T) ~ -log- --27r 27r 27r '

tzn. N(T) zachowuje sie "prawie" jak prawa strona dla duzych T. Oszacowanie
to przewidzial Riemann w 1859 r., ale dowód znalazl dopiero H. von Mangoldt
przeszlo 30 lat pozniej.

Jesli HR okazalaby sie prawdziwa, wyjasniloby to wiele problemów wspólczesnej
matematyki. Wiele twierdzen ma obecnie postac: Jesli HR jest prawdziwa, to ...
- strach wiec pomyslec, co by bylo, gdyby udalo sie HR obalic.

5. Pare konsekwencji hipotezy Riemanna
Jednym z glównych powodów badania funkcji zet a bylo zainteresowanie

rozkladem liczb pierwszych. Mianowicie, dla naturalnych x zdefiniujmy funkcje
7r(x) jako ilosc liczb pierwszych mniejszych badz równych x. Istnieje konkretna
zaleznosc miedzy ta funkcja a funkcja zet a Riemanna. Nie bedziemy wdawac
sie w szczególy, bo wychodzi to juz poza ramy tego artykulu; powiemy jedynie,
ze wspomniani juz Hadamard i de la Vallee Poussin uzywajac wlasnie funkcji
zeta Riemanna udowodnili, ze

os
rzeczywista

2o

2i

0$
urojona

Rys. 3. W kolorowym prostokacie jest
okolo i. log i. - i. zer funkcji (.

x

(2) 7r(x) ~ -l -,ogx

tzn. 7r(x) dla duzych x zachowuje sie podobnie jak iloraz po prawej stronie.
Jest to naj prostsza wersja tzw. Twierdzenia o Liczbach Pierwszych. To, jak

14



Oszacowania w rodzaju (3) wykorzystuje
sie m.in. do numerycznego wyznaczania
stalej Bruna, czyli sumy odwrotnosci
liczb pierwszych blizniaczych (jest
to liczba skonczona). Przy takiej
wlasnie okazji (przypadkiem) wykryto
w 1994 roku blad w konstrukcji
procesora Pentium - pisalismy o tym

w Delcie 10/1997. Red.

Literatura

[A] R. Apery,
IrrationaliU de ((2) et ((3).
Asterisque 61, 11-13,1979.

[e] A. Connes,
Formule de trace en geometrie
non-commutative et hypothese de
Riemann.

C.R. Acad. Sci. Paris 323, 1231-1236,
1996.

[M] J. Mimie,
A remark on the values oj the
Riemann zeta Junction.
Expo. Math. 12,459-462, 1994.

[P] A.J. van der Poorten,
A prooJ that Euler missed ... Apery's
prooJ oj the irrationality oj ((3).
An informal report. The
Mathematical Intelligencer l,
195-203, 1979.

dobrze mozemy oszacowac blad przyblizenia (2), zalezy od rozkladu zer funkcji
zeta Riemanna. Najlepsze oszacowanie bledu otrzymalibysmy, gdyby HR byla
prawdziwa.

Inna ciekawa konsekwencja HR jest implikowane przez nia oszacowanie róznicy
kolejnych liczb pierwszych. Jesli przez Pn oznaczymy n-ta liczbe pierwsza,
to z HR wynika, ze istnieje taka stala C (niezalezna od n), ze

(3) Pn+l - Pn ::; C,,;p;; log Pn .

Bez zalozenia HR powyzszego oszacowania nie udalo sie otrzymac. Problem
oszacowania róznicy kolejnych liczb pierwszych ma dluga historie. Udaje sie
otrzymac oszacowania typu

Pn+1 - Pn ::; C P~+ó

dla róznych a oraz € > O dowolnie malego. Oczywiscie glówna role po prawej
stronie gra czynnik p~. Tutaj zaczynano od a = 1 - 33~00 (G. Hoheisel,
1930), poprzez a = 1 - 2~0' 5/8, 3/5, 7/12, 13/23, 11/20, 17/31,23/42, az do
a = 0,535. Ostatni wynik otrzymali R.C. Baker i G. Harman w 1996 r.

Oczywiscie, jest wiele innych konsekwencji HR, które dotycza liczb pierwszych.
Czytelnik moze znalezc je w cytowanych monografiach. Sa równiez konsekwencje
nie zwiazane bezposrednio z liczbami pierwszymi. Dla przykladu wspomnimy tu
o dwóch. Jan Moser (slowacki matematyk) w serii prac w latach 80. biezacego
stulecia wskazal na zastosowanie funkcji zeta w kosmologii. Mianowicie,
zakladajac, ze HR jest prawdziwa, skonstruowal on rozwiazania równan
Einsteina-Friedmana, dotyczace sferycznych modeli Wszechswiata. W innych
pracach uzyto uniwersalnego charakteru funkcji zet a (zwiazane to jest
z rozkladem wartosci funkcji zeta) do wyliczenia tzw. calek Feynmana po
trajektoriach, które maja duze znaczenie w mechanice kwantowej.

6. "Inne" hipotezy Riemanna
Analizujac' przez przeszlo dwiescie lat funkcje zeta, matematycy próbuja róznych
metod: np. uogólniania funkcji zeta czy definiowania funkcji zeta-podobnych.
Pozwala to lepiej zrozumiec oryginalna funkcje zeta Riemanna. Oczywiscie,
naturalne jest pytanie o prawdziwosc odpowiednika HR dla tych mutantów.

Wprowadzono np. analogi funkcji zeta, które sa zwiazane z pewnymi typami
krzywych algebraicznych. J ak udowodnil w 1942 r. jeden z naj wybitniejszych
wspólczesnie zyjacych matematyków, Andre Weil, odpowiednik hipotezy
Riemanna jest prawdziwy dla niektórych z tych nowych funkcji. 31 lat pózniej
belgijski matematyk, Pierre Deligne, udowodnil prawdziwosc pewnej nieco
ogólniejszej hipotezy Weila i otrzymal za to w 1978 r. w Helsinkach Medal
Fieldsa (wsród matematyków uznawany za odpowiednik Nagrody Nobla w ich
dziedzinie) .

Ostatnio ukazala sie bardzo ciekawa praca [e] innego francuskiego matematyka,
Alaina Connesa (laureata Medalu Fieldsa wreczonego w 1983 r. w Warszawie),
w której proponuje on inne podejscie do hipotezy Riemanna. Moze jest to
pierwszy krok do jej udowodnienia ...

Z drugiej strony, dla wielu innych funkcji zeta-podobnych odpowiednik hipotezy
Riemanna nie jest prawdziwy. Ten, kto udowodni oryginalna hipoteze Riemanna
(przed czterdziestka - jest to jeden z warunków otrzymania medalu!), jest niemal
stuprocentowym kandydatem do Medalu Fieldsa.

7. Zakonczenie
Nawet z tak krótkiego i przegladowego artykulu widac, ze problematyka
zwiazana ze zdefiniowana tak naturalnie funkcja zeta Riemannajest trudna
i gleboka; widac tez, jak duzo (a z drugiej strony, jak malo) o tej funkcji
wiadomo. Do badania tak prosto okreslonej funkcji uzywa sie skomplikowanego
aparatu z róznych dziedzin matematyki: analizy zespolonej, teorii liczb,
geometrii algebraicznej, analizy harmonicznej i wielu innych. Byc moze którys
z Czytelników, zafascynowany pieknem funkcji (, przyczyni sie do odkrycia jej
tajemnic.
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Patrz w niebo

Zastosowanie chemii w astronomii ograniczone jest
z natury rzeczy do miejsc, gdzie zwiazki chemiczne
w ogóle moga istniec. Nie ma mowy o zwiazkach
chemicznych we wnetrzach gwiazd, ale juz na
powierzchni gwiazd typu G o temperaturze rzedu
6000 K, a wiec np. Slonca, jest dostatecznie chlodno,
by istnialy tam proste rodniki CH i CNo Istnieje
tu tez troche osobliwy ujemny jon wodorowy,
tzn. atom wodoru z dodatkowym elektronem. Ten
bardzo nietrwaly jon gra duza role w tworzeniu
linii widmowych, poniewaz, latwo tracac elektron,
przyczynia sie do niszczenia fotonów odpowiadajacych
liniom widmowym. W gwiazdach chlodniejszych typu
K o temperaturze 4000 K obecny jest "prawdziwy"
zwiazek chemiczny, mianowicie tlenek tytanu
TiO, który najsilniejsze linie daje w gwiazdach
najchlodniejszych, tzn. typu M o temperaturze
3000 K. W widmach niektórych z nich, oprócz
zwiazków juz wymienionych, obserwuje sie tez linie
C2 oraz tlenków cyrkonu, itru i lantanu.

Ale naprawde ciekawie jest dopiero w osrodku
miedzygwiazdowym, no i na planetach. Do czego
moze chemia doprowadzic na planetach, widzimy
sami rozejrzawszy sie dookola - nie jest to jednak
przedmiotem badan astronomii. W osrodku
miedzygwiazdowym jest naj zimniej i choc trudno
tu o wieksze ilosci "surowców" z powodu silnego
rozrzedzenia materii, wykryto w nim dziesiatki

zwiazków, w tym organiczne, lacznie z aminokwasami
oraz - gazety codzienne bardzo lubia takie informacje
- z alkoholem etylowym.

W zasadzie wiec nie powinno byc rewelacja,
ze niedawno do listy zwiazków znalezionych
w Kosmosie dolaczyl - prosze sie nie smiac!
- podtlenek azotu N20, czyli po prostu gaz
rozweselajacy. Grupa amerykanskich radioastronomów
wykryla promieniowanie charakterystyczne dla
N20 pochodzace z wielkiego obloku molekularnego
Sagittarius B2, lezacego w odleglosci okolo 8 kpc od
nas, a wiec dosc blisko centrum Galaktyki. Dotychczas
jedynymi znanymi w materii miedzygwiazdowej
zwiazkami azotu byly: tlenek azotu NO oraz
rodnik HNO. Odkrycie gazu rozweselajacego
potwierdzilo wczesniejsze przypuszczenia chemików,
ze skoro obserwuje sie te dwa pozostale zwiazki, to
i podtlenek azotu tez powinien tam wystepowac.
Wzgledne zawartosci tych zwiazków zaleza oczywiscie
od warunków panujacych w oblokach materii
rozproszonej, ale powinny tez zalezec od czasu.

Wedlug obecnej wiedzy oblok Sagittarius B2 jest
oblokiem na tyle mlodym, ze zawartosc zwiazków
azotu jeszcze sie w nim nie ustabilizowala, a jezeli
nowe obserwacje potwierdza przypuszczenia chemików,
to zawartosc gazu rozweselajacego moze okazac sie
wskaznikiem wieku obloków.

Tomasz KWAST

\;~>,~ l~'····'~~".l'l,!, "'.
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Listopad

Rozwiazanie zadania F 464.
Charakterystyka pradowo-napieciowa
diody dana jest równaniem

I = lo (exp (:~) - 1) ,
gdzie T jest temperatura pokojowa,
T :::::293 K , a k jest stala Boltzmanna.
Prad w kierunku zaporowym ma postac

Porównujac prady otrzymujemy

I ~ I :::::exp (:~) :::::2700

Póznym wieczorem w przyblizeniu w kierunku poludniowym okolo 300 nad
horyzontem widac gwiazdozbiór Wieloryba (Cetus). Choc jest rozlegly, trudno
go wyraznie zobaczyc, tworza go bowiem niezbyt jasne gwiazdy. Za to lezy
w nim pierwsza znana w historii gwiazda zmienna (jesli nie liczyc kilku
supernowych widywanych sporadycznie od naj dawniej szych czasów). Odkryl
ja David Fabricius, holenderski astronom i teolog, w 1596 roku. Do tego czasu
niebo oficjalnie uznawane bylo za cos solidnego i niezmiennego, a o wadze
odkrycia zmiennosci blasku gwiazdy swiadczy fakt, ze nazwano ja Mira, czyli
Cudowna. Dzis wiemy, ze gwiazda ta jest zmienna pulsujaca, czerwonym
olbrzymem okolo 400 razy wiekszym od Slonca. Jej jasnosc w okresie 332 dni
zmienia sie od okolo 2 mag do 10 mag, poniewaz jednak zmiany te nie sa
dokladnie powtarzalne, jasnosc Miry na ogól zawiera sie w nieco wezszych
granicach. Mira ma towarzysza bedacego równiez gwiazda zmienna, a caly uklad
lezy w odleglosci 40 pc od nas.

Wenus, Mars i Jowisz znajduja sie w Koziorozcu i planety te doskonale widac
wieczorem w zachodniej stronie nieba. Saturn jest w Rybach i widac go przez
cala noc. Ksiezyc, którego pelnia wypada 14 XI, mocno zblizy sie do Saturna
12 XI i zakryje Aldebarana 15 XI okolo godz. 21.

T.K
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy ITIOZe nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca lniesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zanlieszczamy w nurrlerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O
do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym c7,asie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana,
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1997.

Termin nadsylania rozwiaza,,: 31 I 1998

Zadania z matem.atyki nr 349, 350
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 337 (WT=I,53) i 338 (WT=I,97)

z numeru 3/1997
Jerzy \Vitkowski - Radlin 45,50
Jaroslaw Lazuka - Warszawa '}·J,09
Marcin Kasperski - \Narszawa 41,31
Przemyslaw Gadziliski- Sroda SI. 36,81
Tomasz Rawlik - Braunschweig 36,80

Pan Witkowski po raz drugi, a pan
Lazuka po raz pierwszy przehacza próg
czterdziestu czterech punktów.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadaJ) 237 (WT=2,20) i 238 (WT=I,50)

z numeru 4/1997
Przemyslaw Gadzinski- Sroda 51. 36,12
Jaroslaw Lazuka - vVa.rszawa 18,G1
Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 15,15
Andrzej Idzik - Boleslawiec 11,49

___________,~------J~L

{ .J'-
_mm_~~~~ m ~]._

349. Wyznaczyc najwieksza liczbe naturalna n, dla której istnieje ciag liczb
naturalnych xo, Xl, ••. , Xn o wlasnosciach:

Xi> 2 dla i = 0,1,.,., n-l; Xn = 2;

Xi+l jest najmniejsza liczba naturalna nie bedaca dzielnikiem liczby Xi.

350. W trójkacie ostrokatnym ABC, który nie jest równoboczny, poprowadzono
wysokosci AD, BE, CF. Punkty GA, GB, Gc sa (odpowiednio) srodkami ciezkosci
trójkatów EAF, FBD, DCE, a punkty DA, OB, Oc sa srodkami okregów opisanych
na. tych trójkatach. Udowodnic, ze proste OAGA, OBGB, OcGc (czyli proste Butem

tych trzech trójkatów) przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 350 zaproponowal pan Leslaw Skrzypek z Rzeszowa.

Zadania z fizyki nr 246, 247
Redaguje Jerzy B, BROJAN

246. Trzy jednakowe jednorodne walce ulozono równolegle w "piramide" na poziomym
stole tak, ze ich srodki utworzyly trójkat równoboczny. Jakie warunki musza spelniac:
wspólczynnik tarcia /1.1 górnego walca o dolue oraz wspólczynnik tarcia fl2 miedzy
walcami a stolem, aby takie ustawienie bylo mozliwe? Dla uproszczenia pominac
wzajemne oddzialywanie miedzy dolnymi walcami.

247. Transformator sklada sie z trzech uzwojen osadzonych na wspólnym rdzeniu
(zamiast - jak zwykle - dwóch). Do pierwszego uzwojenia o ni zwojach przylozono
napiecie przemienne o a.mplitudzie Uj i czestosci w, do drugiego uzwojenia o n2

zwojach przylaczono cewke o indukcyjnosci L, a do trzeciego uzwojenia o n3 zwojach
- kondensator o pojemnosci C, Wyznaczyc amplitude natezeniiL pradu plynacego przez
pierwsze uzwojenie. Przy jakich wartosciach parametrów obserwujemy rezonans?
Obowiazuja standardowe zalozenia charakteryzujace transformator doskonaly
- pomijamy straty energii, zakladamy, ze przez kazdy zwój przechodzi jednakowy
strumien pola. oraz przyjmujemy, ze impedancja uzwojen jest znacznie wieksza od
impedancji kondensatora i przylaczonej cewki.

Rozwiazanie zadania M 826,
Zalózn1Y, ze f( nie jest zbiorenl pustYIn. vVówczas przekroje zbioru ]( pewnymi dwielna róznYlni
równoleglyn1i plaszczyznami Pl i P2 beda kolan1! otwartymi o srodkach 01 i O2, odpowiednio.
Rozwazajac przekrój plaszczyzna przechodzaca przez punkty O l i O2) a zarazen1 prostopadla clo
P, zauwazamy, ze odcinek O, O2 jest prostopadly do plaszczyzny P, (rysunek), bo prosta laczaca
srodki dwóch równoleglych cieciw kola musi byc do nich prostopadla. Podobnie, rozwazajac jako
P2 wszystkie plaszczyzny równolegle do P, i majace punkty wspólne z figura J(, stWierdzamy, ze
prosta przechodzaca przez O, i prostopadla do P, jest osia symetrii obrotowej figury J( Rozwazenie
przekJ'Oju dowolna plaszczyzna zawierajaca te os konczy dowód. Nastepujace pytanie Rafala Lataly
nadaje sie, byc moze, na temat pracy na Konl,urs Delty: jesli kazdy przekrój plaski figury [{ jest
pusty lub jest suma skonczonej liczby kól otwartych, to czy wynika stad, ze J{ jest zbiorem pustym
lub suma skonczonej liczby kul otwartych?
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