
~
SPIS TRESCI
NUMERU 3(298)

o rycerzach, lotrach,
wampirach i niespelna rozumu
Zombich - czyli zagadki
logiczne R.M. Smullyana
Adam J( olany

Sfera dwunastu punktów
Michal .'llezak, Michal Tkacz

Zadania

Mala Delta

Aktualnosci

(nie tylko) fizyczne

Witalizm

Wladyslaw J.H.
Kunich- Goldfinger

Wiatr - ruch powietrza
Jan Waclaw Parfiniewicz

Klub 44

Patrz w niebo

Marzec

G ammalimatias

str. l

str. 4

str. 7

str. 8

str.10

str.ll

str.12

str .14

str .16

str.16

str .17

Trwa jubileusz XXV lat Delty:
6 czerwca 1973 roku powolano redakcje Delty,
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Delty, na którym przedstawiono próbny numer miesiecznika,
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egzemplarzy, w cenie 5 zl, pierwszy numer Delty.
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Skladajac Czytelnikom najserdeczniejsze jubileuszowe zyczenia,
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przypominamy cos z dawnych lat.
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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)
Wplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesiace. Cena
jednego numeru w 1999 roku wynosi 3 zl. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie okresu
prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)
cena numeru w 1999 r. wynosi 6 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum la egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111

W nastepnyrn numerze:

Czy plastiki przewodza prad

elektryczny?

Okladki i ilustracje wykonala
Anna Lrtdwicka

Wybór artykulów z Delty

ukazuje sie w jezyku angielskim

w sieci Internet pod adresem

http://sunsite.icm.edu.plr delta/

\tV yclawca: Uni wersy te t Warszawski

Cena 1egzemplarza 3 zl

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na III kwartal 1999 r. wynosi 9 zl.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

"Ruch" S.A. wlasciwe dla rniejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposób. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwyk la w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. llPod opaska" .

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest równa cenie prenumeraty
kt-ajowej plus rzeczywiste koszty wysylki. Wplaty przyjmuje "RUCH" S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A. XIII Oddzial Warszawa
11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa, ul. Towamwa 28,
czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 800 - 1400.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

krajowa ze zleceniem
za granIce

5 XII 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
5 III 20 II na II kwartal,
5 VI 20 V na III kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenunlerate dewizowa, przyjmowane od osób zalnieszkalych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamówienia lub wplaty na 30 dni przed terminenl realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela "RUCH" S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Peasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71
wewn. dla osób fizycznych 2507, 2508, wewn. dla osób prawnych 2576, a takze
tel. 620-10-19 i 620-12-17, wewn. 2366.

Numery archiwalne (od 1985 r.) mozna nabyc w Redakcji osobiscie lub listownie.



i niespelna rozumu
R.M. Smullyana

lotrach, wampirach
zagadki logiczne
Adam KOLANY

o rycerzach,
Zombich - czyli

W ogromnym skrócie: logika zdan
zajlnuje sie dociekaniem warunków
poprawnosci tzw. schematów zdaniowych.
Jest to o tyle wazne, ze schematy takie
sa logiczna podstawa poprawnych
rozulTIowan (niektórzy twierdza, ze innych
niz poprawne rozumowan nie ma
- pozostale to belkot').
Kiedys logika byla odrebnym
przedmiotem w szkolach (i slusznie
- brak tzw. higieny logicznej
u wspólczesnych jest zatrwazajacy).

Spójnik ~, zwany równowainoscia lna
nastepujace wlasnosci, które beda nam
potrzebne:

1. Q' +-+ O' = 1, ex +-+ al = O,

2. a <-> (J = (J <-> a,
3. a <-> ((J <-> b) = (a <-> (J) <-> b,

4. (a <-> (J)' = a <-> (J'.
5.0' •....•1=0',0-+-+0=0:',
6. a <-> (J = (a· (J + a' . (J'),

gdzie a' oznacza negacje zdania Q',

O oznacza falsz, 1 oznacza prawde,
a . (J oznacza koniunkcje zdan a i (J,

a a + (J - ich alternatywe, a a - (J

- implikacje, a = (J oznacza równosc ich
wartosci logicznych.

Zamiast pisac a = 1 piszemy po prostu
a - majac w domysle, ze jak formula
sie pojawia podczas rozwiazania, to
uznajemy ja za prawdziwa·

Wiadomo takze, ze jesli a <-> (J, to a i (J

sa wzajemnie wymienialne w dowolnym
kontekscie bez zmiany wartosci logicznej.

W rachunkach obok korzystamy ze
znanych praw logiki:

(a . (J)' <-> (a' + (J'),

a((J + b) <-> (a(J + ab).

Jeszcze nie tak dawno w szkole sredniej uczono elementów logiki matematycznej.
Sprowadzalo sie to wlasciwie do elementarnych wiadomosci glównie z zakresu
klasycznego rachunku zdan, a dokladniej do prezentacji tzw. metody
zero-jedynkowej rozstrzygania tautologicznosci schematów zdaniowych.
W artykule tym zobaczymy, w jaki sposób mozna niemal automatycznie
rozwiazywac pewien typ zagadek logicznych R.M. Smullyana, korzystajac
z elementarnych wiadomosci z zakresu logiki zdan wlasnie.

W jednej ze wspomnianych na marginesie ksiazeczek znajdujemy nastepujaca
zagadke:

Pewnego razu spotkalem dwóch mieszkanców A i 8 rzeczonej wyspy.
Zapytawszy A, czy jest lotrem, uslyszalem: Jestem lotrem, ale 8 nie! Co
mozemy powiedziec o A i 8?

Syt1tacja, w której odbywa sie scenka z zagadki, jest nastepujaca: istnieje gdzies

wyspa, która zamieszkuja dwa rodzaje mieszkanców: rycerze i lotry. Rycerze sa

bezwglednie prawdomówni, lotry zas bezwarunkowo lza. Tym sposobem, coka/wiek
powie lotr, jest falszywe, a cokolwiek powie rycerz, jest na pewno prawdziwe.

Rozwiazanie. Niech, dla dowolnego mieszkanca X tej wyspy oraz zdania a,
symbol X <l a oznacza, ze X powiedzial, ze a. Niech dalej Tx oznacza, ze X jest
prawdomówny (czyli jest rycerzem) oraz niech Fx oznacza, ze X jest lgarzem
(tj. lotrem). Zauwazmy, ze warunki zadania narzucaja, ze X <l a równoznaczne
jest ze stwierdzeniem, ze T x i a maja te sama wartosc logiczna, tj. X <l a znaczy
tyle samo, co Tx <-t a. Innymi slowy:

X def<la = Tx <-t a.

Poniewaz na wyspie mieszkaja jedynie rycerze i lotry, mamy T'x = Fx. Mamy:

A<l(FA .TB) =TA <-t (FA ·TB) =TAFATB+T~(F~ +T~) =
= TAT~TB + FAF~ + FAFB = FAFB.

Tym samym zarówno mówiacy, jak i jego towarzysz sa lotrami. _

To zadanie bylo oczywiscie latwe takze do rozwiazania "zwyklymi" srodkami.
Spróbujmy innego.

W pewnym ogrodzie rozmawiaja trzej mieszkancy: A, 8 i C. Przechodzacy
obok przybysz pyta A, ilu wsród nich jest rycerzy. Choc A odpowiedzial,
przybysz nie doslyszal odpowiedzi i zwrócil sie do 8 z prosba o powtórzenie
odpowiedzi A. Ten odpowiada: IIA powiedzial, ze jest wsród nas jeden
rycerzu. W tym momencie C protestuje: liNie wierz w to, 8 klamie!u.
Co mozna powiedziec o A, 8 i C?

Rozwiazanie. Dla wygody, zamiast Tx piszmy po prostu X, gdzie
X = A, B, C. Mamy:

B <l [A <l (A' B'C + A' BC' + AB'C/)]

C <l B'.

Wówczas:

[B <-t A <-t (A' B'C + A' BC' + AB'C/)] =

= [B <-t A <-t (A' B' B' + A' BB + AB' B)] =

= [B <-t A <-t (A' B' + A' B + O)] = [B <-t A <-t A'(B' + B)] =

= [B <-t A <-t A'] = [B <-t O] = B'.

Raymond M. Smullyan - wspólczesny
logik amerykanski. Glówne swoje wyniki
osiagnal w teorii rekursji i samoreferencji.
N apisal takze wiele ksiazeczek dla dzieci
i mlodziezy popularyzujacych logike
i teorie mnogosci. Kilka z nich zostalo
przetlumaczonych na polski: Dama
i tygrys, Jak sie nazywa ta ksiazka.
W mlodosci zarabial na zycie jako
iluzjonista.

Wobec tego:
C <-t B' oraz B <-t A <-t (A' B'C + A' BC' + AB'C/).
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Korzystamy tutaj ze zwiazku

Ca --+ (3) •..• a' + (3.

Regula rezolucji mówi, ze wiedzac, iz
a + h i a' + (3 sa prawdziwe, wiemy, ze
h + (3 jest równiez prawdziwe.

DrAK - to autor tego artykulu.

Ck' ~ f3, al ~ D

(3 •..• h'

Mozna tu powiedziec jedynie to, ze B jest lotrem, a co za tym idzie, C jest
rycerzem. O A nie wiadomo nic! -

Zagadki Smullyana nie koncza sie na rycerzach i lotrach. N a innej ze swoich
wysp Smullyan dopuszcza jeszcze tzw. zwyklych ludzi. Ci czasem mówia prawde,
a czasem klamia.

Jestes mieszkancem wyspy. o której mowa. i jestes podejrzany o popelnienie
przestepstwa. Wiadomo. ze winowajca jest lotr. Ty lotrem nie jestes. Jakie
zdanie powinienes w sadzie wyglosic. aby uznano Cie za niewinnego?

Tutaj jedyne, co mozemy stwierdzic, to:

X ~a -t (Tx -t a)(Fx -t a')
oraz

T'x + F'x,

dla dowolnego mieszkanca X tej wyspy.

Rozwiazanie. Powiedzmy, ze nazywasz sie A. Szukamy takiego zdania a, dla
którego:

A ~ a -t G(A)/,

gdzie G(X) oznacza, ze X jest winny. Poniewaz A ~ a implikuje T~ + a
i F~ + a', a wiadomo, ze F A + G(A)', to w mysl tzw. reguly rezolucji widzimy,

ze a ~f G(A) da zadany wynik. Ot, przewrotnosc czasem poplaca! _

Innym razem znajdujemy sie w Transylwanii - ojczyznie slynnego Drakuli.
Ziemie te zamieszkuja dwa rodzaje istot - ludzie, którzy zawsze mówia to,
czego prawdziwosci sa pewni, oraz wampiry, czasem zwane upiorami - istoty
przewrotne, mówiace rzeczy, o których falszywosci sa przekonane. Zeby uniknac
analogii z wyspa rycerzy i lotrów, niektórzy mieszkancy Transylwanii sa oblakani
- ich przekonania sa dokladnie przeciwne do faktycznego stanu rzeczy. Tak tez
oblakany czlowiek wypowiada zdania falszywe, dokladnie jak zdrowy na umysle
wampir. Oblakany wampir zas wypowiada zdania prawdziwe - dokladnie jak
zdrowy na umysle czlowiek. Spróbujmy rozwiazac zagadke:

Oto raport z przesluchania dwójki znanych transylwanskich opryszków:
A) B jest calkowicie normalny.
B) A jest kompletnym wariatem.
A) B jest upiorem.
B) A jest czlowiekiem.

Co mozna powiedziec o A i B?

Niech X(a) oznacza, ze X jest przekonany o prawdziwosci a oraz niech Sx
oznacza, ze X jest zdrowy na umysle. Niech ponadto Hx oznacza, ze X jest
czlowiekiem. Wówczas:

X ~ a ~f [Hx <-+ X(a)]

oraz

X(a) ~f [Sxa + S'xa/].

Ostatni warunek zapisujemy jako

X(a) ~f [Sx <-+ aj,

dla dowolnego mieszkanca wyspy X. Zamiast Hx mozemy pisac po prostu X.

Rozwiazanie. Mamy:

A <-+ A(SB), B <-+ B(S~), A <-+ A(H~), B <-+ B(HA).
Tzn.

(1) A <-+ SA <-+ SB, (3) B <-+ SB <-+ S~,

(2) A <-+ SA <-+ B', (4) B <-+ SB <-+ A.

Wówczas z (1) i (2) mamy SB <-+ B', a co za tym idzie z (3) i (4) dostajemy SA

i A'. Dalej, ponownie z (1) i (2) A <-+ SB i A <-+ B', skad S~ i B.

Tym samym A jest zdrowym wampirem, a B pomylonym czlowiekiem! _
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Rozwiazanie zadania F 496.
Potencj aly punktów C, D, E, F sa
równe, dlatego przez oporniki lezace
miedzy nimi nie plynie prad, i nie
wplywaja one na opornosc ukladu.
Mozemy wiec przerysowac nasz
schemat tak jak na rysunku ponizej.
Oznaczajac przez r opór pojedynczego
opornika, a przez R opór calego ukladu,

znajdujemy, ze ~ = 42- , a wiec R = ::..R 2r 2

B

E

c

A

Rozwiazanie podano na dole strony.
Aby je odczytac, przystaw prostokatne
lusterko do poziomej linii prostopadle do
powierzchni papieru.

Nieco bardziej skomplikowanie wyglada zagadka nastepujaca:

Polowa mieszkanców pewnej wyspy w poblizu Haiti zostala za pomoca
magicznych praktyk Voodoo zamieniona w Zombich. Podobnie jak Rycerze
i Lotry, zwykli mieszkancy tej wyspy mówia szczera prawde, Zombi zas
notorycznie klamia. Uroku calej sytuacji dodaje fakt, ze mieszkancom tej
wyspy, doskonale rozumiejacym nasz jezyk, tabu zabrania odpowiadania na
pytania inaczej niz: Bal albo Da. Nie wiadomo jednak, które z tych slów
oznacza Tak, a które Nie.

Jakie pytanie nalezy zadac mieszkancowi tej wyspy, aby dowiedziec sie, co
znaczy Bal?

Niech lJ3( a) oznacza, ze prawidlowa odpowiedzia na to, czy zachodzi a, jest Bal
i niech lJ3 oznacza, ze Bal znaczy Tak. Niech ponadto X <l!B a oznacza, ze X na
pytanie o a odpowiada slowem Bal. Mamy wówczas:

def ( ) ( ) def ( )X <l!B a = TX f-t lJ3 a , lJ3 a = a f-t lJ3 ,

gdzie Tx oznacza, ze X jest prawdomówny (czyli w tym przypadku jest
czlowiekiem) .

Rozwiazanie. Celem zadania jest znalezienie takiego a, zeby

(*) X <l!B a f-t lJ3.

Wówczas to, co X odpowie na pytanie o a, oznaczac bedzie Tak.
W rzeczy samej. Jesli X odpowie Bal, to prawdziwa bedzie lewa strona
równowaznosci (*), a co za tym idzie, prawdziwa bedzie jego strona prawa,
tzn. Bal, czyli to, co X odpowiedzial, oznaczac bedzie Tak. Jesli X odpowie
Da, to lewa, a i w konsekwencji i prawa strona (*) bedzie falszywa, skad wynika,
ze Bal oznacza Nie. Tym samym Da, czyli to, co X odpowiedzial, znaczy
Tak. Tak wiec cokolwiek X odpowie, oznaczac to bedzie Tak. Przystapmy do
"wyliczenia" a. W mysl poprzednich ustalen mamy:

[X <l!B a f-t lJ3] = [Tx f-t lJ3( a) f-t lJ3] = [Tx f-t lJ3 f-t a f-t lJ3] = [a f-t Tx].

Przyjmujac zatem a ~f Tx, widzimy, ze warunek (*) jest spelniony. Nalezy

zatem zapytac napotkana osobe, czy jest czlowiekiem. Odpowiedz, jakiej udzieli,\
oznaczac bedzie Tak. _

Do samodzielnego rozwiazania proponujemy nastepujaca zagadke:

Goszczac swego czasu w Transylwanii, zostalem zaproszony do zamku
Drakuli. Okazuje sie jednak, ze bywalcy tego miejsca maja w zwyczaju
odpowiadac na wszelkie pytania uzywajac slów Bal oraz Da - dokladnie tak,
jak na wyspie Zombich. Przypomniec warto, ze mieszkancy Transylwanii
dziela sie na wampiry i ludzi, przy czym kazdy z nich moze byc oblakany
i zywic nieprawdziwe przekonania. Jak za pomoca jednego pytania dowiedziec
sie, czy napotkana osoba jest wampirem?

BaE«

JA9'JG~A :wbAf9'~: »csA JJ9' bAf9'JJ!G' CSA 1G2fGe M9'L!9'tGW' M}9'eC!MG; OqbOM!GqS!g; 1G2t

= [o; f-t iJ1 f-t 2;-] = [o; f-t iJ1(2(-)]'

= [2"Y. f-t iJ1(o;)L = [2"Y. f-t iJ1 f-t o;L =

[(Y.. <liR 0;) f-t H;-] = [Y..(iJ1(0;)) f-t H"Y. f-t H;-] = Y..(iJ1(0;))\ =
pGqS!G CSJOM!GJ<!GW' MAEcSWA S9'tGW 0;' W9'WA

tSIJ' Y.. pGqS!G M9'wb!LGW' 1GeE oqbOM!G Da' tO H;- pGqS!G 19'J2sAMG' tSJJ' Y..

M LSGCSA 29'WG1' 1GeJ! Y.. S9'bAt9'JJA o o; OqbOM!G Bat' tO b19'Mq9' pGqS!G H;-'

(Y..<liR 0;) f-t H;-'

2SIJJ<9'WA t9'J<!G~O 0;' qJ9' H<?LG~O:

Y.. <liR o; = [Y..(iJ1(0;)) f-t H"Y.J' y"('t) = [2"Y. f-t 't].qGt qGl.

lfoSM!~h:gU!6' W9'WA:
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Skrót pracy nagrodzonej we wrzesniu
1998 r. srebrnym medalem w Konkursie
Uczniowskich Prac z Matematyki.

Rozwiazanie zadania M 874.
Oznaczmy rzuty prostokatne P na proste
zawierajace boki prostokata ABCD przez
X, Y, Z, iT.
Z twierdzenia Pitagorasa mamy

PA2 = PT2 + PX2,

PB2 = PX2 + py2,

PC2 = py2 + pZ2,

PD2 = pZ2 + PT2,

co po zsumowaniu daje teze.

Sfera dwunastu punktów
Michal SLEZAK; Michal TKACZ

1. Wstep. Wiele zagadnien zwiazanych z geometria na plaszczyznie znajduje

swoje odpowiedniki w stereometrii. W niniejszej pracy zajmiemy sie jedna
z takich analogii. Nie beda to jednak podstawowe prawa, jak np. podobne

wlasnosci trójkata i czworoscianu. Spróbujemy znalezc powierzchnie, która jest
odpowiednikiem okregu dziewieciu punktów.

2. Okrag dziewieciu punktów - wiadomosci wstepne. Przypomnijmy

podstawowe wiadomosci dotyczace okregu dziewieciu punktów. Dany jest
dowolny trójkat ABC. Niech K, L i M oznaczaja srodki boków tego trójkata
i niech P, Q, R beda spodkami wysokosci opuszczonych z wierzcholków A, B
i C odpowiednio. Ponadto, niech H bedzie ortocentrum trójkata ABC, a O
srodkiem okregu na nim opisanego. Srodki odcinków laczacych ortocentrum H
z wierzcholkami trójkata oznaczmy przez X, Y i Z (rys. 1).

c

Rys. 1

Definicja/Twierdzenie 2.1. Okregiem dziewieciu punktów nazywamy okrag
przechodzacy przez punkty K, L, M, P, Q, R, X, Y i Z. Srodek I tego okregu
lezy w polowie odcinka HO.

Dziewiec szczególnych punktów trójkata wyznacza wiec okrag, co moze sie

wydac zaskakujace, bowiem juz trzy punkty jednoznacznie wyznaczaja okrag.
Z okregiem dziewieciu punktów zwiazana jest tzw. prosta Eulera. Jest to prosta
przechodzaca przez ortocentrum H i srodek O okregu opisanego. J ak juz wiemy,
zawiera ona srodek okregu dziewieciu punktów. Ponadto lezy na niej srodek

. 'k ' . G HG 2 S 'l d d . h l ' .
CleZ OSC1 , przy czym GO = . zczego owe owo y powyzszyc w asnosCl
mozna znalezc w [1].

3. Okrag dziewieciu punktów a przestrzen - hipotezy. W dalszych
rozwazaniach potrzebne beda jeszcze dwie wlasnosci. Pierwsza z nich to

fakt, ze srodkowe w czworoscianie przecinajac sie, dziela sie w stosunku 1:3.
Dowód jest prosty, dlatego nie bedziemy go tu zamieszczac. Wynika z niego
równiez, ze czworoscian utworzony ze srodków ciezkosci scian jest podobny do
wyjsciowego czworoscianu, a skala podobienstwa wynosi 1/3.

Mozemy podejrzewac, ze z czworoscianem bedzie zwiazana powierzchnia,
analogiczna do okregu dziewieciu punktów. Aby okreslic te powierzchnie,
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zastanówmy sie, czemu w czworoscianie odpowiadaja wymienione w definicji 2.1
szczególne punkty trójkata.

Srodkom boków trójkata, zgodnie z intuicja i doswiadczeniem, odpowiadac beda
srodki ciezkosci scian czworoscianu. Moglyby to, co prawda, byc równiez srodki
okregów opisanych na scianach bocznych, jednak taki wybór nie dalby ciekawego
rezultatu. Punktom P, Q, R odpowiadac beda przypuszczalnie spodki wysokosci
opuszczonych z wierzcholków czworoscianu. Logiczne bedzie równiez zastapienie
punktów X, Y i Z srodkami odcinków laczacych ortocentrum czworoscianu

z jego wierzcholkami, jednak nie wszystkie czworosciany maja ortocentrum.
Czworoscian ma ortocentrum, gdy kazde dwie przeciwlegle krawedzie sa
prostopadle (tzn. istnieje plaszczyzna zawierajaca jedna z nich, prostopadla
do drugiej) lub (co jest warunkiem równowaznym) spodkiem kazdej wysokosci
czworoscianu jest ortocentrum przeciwleglej sciany.

Definicja 3.1. Czworoscian, majacy ortocentrum, nazywamy ortocentryczny.

Dla dalszych rozwazan konieczne jest wiec zalozenie, ze badany czworoscian jest
ortocentryczny.

4. Sfera dwunastu punktów. Wezmy dowolny, ortocentryczny czworoscian

A1A2A3A4 i wprowadzmy nastepujace oznaczenia (rys. 2):

sciana czworoscianu naprzeciw
wierzcholka Aj lub jej plaszczyzna,
ortocentrum sciany 7rj i równoczesnie
spodek wysokosci z wierzcholka Aj,

srodek ciezkosci sciany 7ri,

srodek okregu opisanego na scianie 7ri,

ortocentrum czworoscianu,
srodek ciezkosci czworoscianu,
srodek sfery opisanej na czworoscianie,

rzut punktu X na plaszczyzne 7rj.

G·,
O',
H
G
O

prj(X) -

Punkty A4, H4 i 04 sa niewspólliniowe (H4 i 04

W przeciwienstwie do A4 leza w plaszczyznie 7r4),

a wiec wyznaczaja plaszczyzne. Plaszczyzna ta jest
A2 prostopadla do 7r4, bo A4H4 jest wysokoscia.

Do plaszczyzny tej naleza równiez H (H E A4H4, bo H jest przecieciem
wysokosci), O (Al, A2, A3 naleza do sfery opisanej, wycinaj ac z niej okrag
A1A2A3; promien sfery przechodzacy przez srodek tego okregu jest prostopadly

do jego plaszczyzny), G4 (G4 nalezy do prostej H404 - wlasnosc prostej Eulera)
i G (G E A4G4, bo G jest przecieciem srodkowych). Rysunek 3 przedstawia
przekrój czworoscianu ta plaszczyzna.

Wiemy, ze G dzieli srodkowa A4G4 czworoscianu w stosunku 3:1, tzn.
A4G

(4.1) GG4 = 3.

Z równosci tej, stosujac twierdzenie Talesa dla
LH4G4A4, otrzymujemy:

H4G~

(4.2) G~G4 = 3,

O przy czym za G~ przyjmujemy rzut prostopadly G
na H404 (a wiec i na plaszczyzne 7r4, G~ = pr4(G)).
Ponadto z wlasnosci prostej Eulera wiemy, ze

(4.3) H4G4 = 2.
G404

Z (2.1) i (4.3) wynika zas, ze

G4 (4.4) 2H4G~ = 6G~G4 = 3G404,

czyli takze

H

Rys. 2

Rys.3 (4.5)
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Poniewaz analogicznie mozemy zdefiniowac trzy pozostale plaszczyzny AiHiOi
i kazda z nich zawiera H, G i O, zatem plaszczyzny te musza sie przecinac
w prostej, do której naleza H, G i O, czyli punkty te sa wspólliniowe. Poniewaz
jednak H4G~ = G~04, a punkty H4 i 04 sa rzutami punktów H, G i O
odpowiednio, mamy wiec

Niech S bedzie sfera opisana na czworoscianie Gl G2G3G4 (punkty te sa zawsze
niewspólplaszczyznowe, rys. 4). Sprawdzimy teraz, czy Hi E S. Wiemy juz,
ze czworoscian GlG2G3G4 jest podobny do AlA2A3A4, a skala podobienstwa

wynosi 1:3. Niech 6 oznacza jednokladnosc o srodku w punkcie G i skali - l.
Obrazem punktu Ai w tej jednokladnosci jest punkt Gi (srodkowe AiGi
przecinaja sie w G, dzielac sie w stosunku 1:3). Poniewaz jednokladnosc nie
zmienia stosunków odleglosci, wiec punkt równo odlegly od punktów Al, ... , A4
- czyli srodek sfery opisanej na czworoscianie, punkt O - przeksztalca sie
w punkt równo odlegly oc! punktów Gl, ... , G4 - czyli srodek sfery S, punkt O'
(czyli 6(0) = O', rys. 5). Poniewaz srodek jednokladnosci G i punkt O leza
w omawianej wczesniej plaszczyznie, O' równiez musi w niej lezec. Co wiecej,
lezy on na prostej GO i

Korzystajac z tej równosci i z (4.6), otrzymujemy:

(4.8) 3HO' = 60'G = 2GO,

a wiec takze

Jesli przyjmiemy, ze O~ = pr4(0'), to z twierdzenia
Talesa otrzymamy

(4.10) H40~ = 20~G~,

czyli uwzgledniajac (4.4)

(4.11) H40~ = 20~G~ = 2G~G4,

a wiec rówmez

(4.12) H40~ = 0~G4'

Poniewaz O~ = pr4(0'), zatem

(4.13) H40' = G40',

czy li H 4 E S (do S nalezy G 4) i analogicznie Hi ES.

Niech M4 bedzie punktem przeciecia wysokosci A4H4
ze sfera S. Kat A4H404 jest prosty, wiec M4G4 jest
srednica sfery, czyli przechodzi przez O'.

Stosujac twierdzenie Menelaosa dla trójkata A4HG
i prostej M4G4, otrzymujemy:

A4M4 HO' GG4

(4.14) M4H . O'G . A4G4 = 1,

Rys. 5

(4.6)

(4.7)

(4.9)

ale

(4.15)

WIeC

(4.16)

HG=GO.

GO = 3GO'.

HO' = 20'G.

HO'

O'G = 2

A4M4 ·2· ~ = 1,
M4H 4

A4M4 = 2.
M4H

1
4'

Stosunek ten nie zalezy od tego, która ze scian AiHiOi rozwazamy, wiec
mozemy powiedziec, ze:

. AiMi
dla kazdego Mi -- = 2, Mi E S.

MiH
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Dlaczego?

Znalezlismy wiec sfere, na której lezy 12 szczególnych punktów czworoscianu

(srodki ciezkosci scian Gi, spodki wysokosci Hi i punkty Mi dzielace
odcinki AiH w stosunku 2:1). Caly dowód zostal przeprowadzony przy
zalozeniu, ze czworoscian jest ortocentryczny.

Istnienie takiej figury pozwala przypuszczac o istnieniu twierdzen z nia
zwiazanych, analogicznych do tych dotyczacych okregu dziewieciu punktów na
plaszczyznie.

Geometryczne problemy bardzo czesto pociagaja nas swoja estetyka, symetria,
która jest jakby wyzszego rzedu od lustrzanych odbic. Oto dwa przyklady.

Trzy tej samej wielkosci okregi parami sie przecinaja·
Zaznaczone kolorem luki daja w sumie pólokrag

równiez wtedy, gdy trójkat utworzony przez srodki nie
jest równoboczny, ani nawet równoramienny.
Dlaczego?

Boki trójkata ostrokatnego sa odpowiednio srednicami
trzech okregów. Róznica sumy pól kólorowych i pola
czarnego jest akurat dwa razy wieksza od pola
trójkata.
Dlaczego? M. K.

_ Zadania
Przygotowal Marek KORD OS

T4

Rys. 1

c

Rys. 2

B

A

M 874. Wykazac, ze suma kwadratów odleglosci dowolnego punktu od
wierzcholków danego prostokata jest dwa razy wieksza od' sumy kwadratów jego
odleglosci od prostych zawierajacych boki tego prostokata.
Rozwiazanie na str. 4

M 875. Wykazac, ze suma kwadratów odleglosci dowolnego punktu danego
okregu, majacego srodek w srodku ciezkosci danego trójkata od jego
wierzcholków, ma wartosc niezalezna od wyboru tego punktu.
Rozwiazanie na str. 16

M 876. Ramiona kata prostego o wierzcholku W, lezacym w jednym ze
srodków symetrii dwu danych prostych równoleglych a i b, przecinaja te proste
w punktach A i B. Wykazac, ze odleglosc W od prostej AB nie zalezy od
wyboru kata prostego.
Rozwiazanie na str. 14

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 495. Znalezc opór zastepczy ukladu przedstawionego na rysunku 1,
przyjmujac 1'1 = 1'2 = 1'3 = 1'7 = 1 D, a 1'4 = 1'5 = 1'6 = 2 D.
Rozwiazanie na str. 15

F 496. Wyznaczyc opór zastepczy pokazanego na rysunku 2 ukladu
jednakowych oporników.
Rozwiazanie na str. 3

7



mala delia

Plaska banka

- Zaraz, albo plaska, albo banka.
- No niby tak, ale ... zreszta sam zaraz
zobaczysz. Co wiesz o bankach?
- Mozna je stawiac, dostawac, wozic w nich
mleko ...

- Nie, ja pytam powaznie.
- Banki mozna puszczac.
- Cieplo. Wiesz, jak to sie robi?
- Rozpuszcza sie troche mydla albo plynu do
mycia naczyn w wodzie, bierze slomke, zanurza
i dmucha.

- I co dalej?
- Nic. Wychodza banki.
- A dlaczego z samej wody nie wychodza?
- Bo ja wiem? Z samej wody takiej trwalej blony
nie da sie zrobic.
- Dlaczego?
- Rmm. To ma cos wspólnego z napieciem
powierzchniowym.
- A co to jest?
- Na powierzchni cieczy tworzy sie taka
warstwa ...
- Jak kozuch na mleku?

- Niezupelnie. Kozuch robi sie z tluszczu
rozpuszczonego w mleku, a nie z samego mleka.
- Wlasnie. Czasteczki cieczy przyciagaja sie.
Jakby sie nie przyciagaly wystarczajaco, to
z cieczy zrobilby sie gaz. Czasteczki wewnatrz
cieczy sa ciagniete jednakowo we wszystkie strony,
te na powierzchni tylko do srodka i na boki.
Kazda z nich chce sie dostac do srodka. Polozenie
równowagi odpowiada najmniejszej powierzchni,
czyli najmniejszej liczbie czasteczek na niej.
- Aha, to dlatego banki mydlane sa sferyczne?
- Tak, ale wrócmy do napiecia powierzchniowego.
Powiedziales, ze nie mozna zrobic banki z samej
wody, a z wody z mydlem mozna, tak?
- N ... no tak.

- To mydlo zwieksza napiecie powierzchniowe czy
zmniejsza?

8

- N ... no chyba zwieksza.
- Mozemy sie o tym przekonac. Nalej do
glebokiego talerza wody. Spróbuj delikatnie
polozyc na powierzchni drobny, plaski, metalowy
przedmiot. Moze byc np. spinacz.
- Udalo sie! Plywa! Wyglada jakby rzeczywiscie
lezal na jakiejs blonce.
- Teraz zacznij dolewac kroplami wode. Czy cos
sie zmienia?

- Chyba nie. Dlaczego mialoby sie cos zmieniac?
- To tylko "doswiadczenie kontrolne". Dodaj
krople plynu do zmywania naczyn.

- Spinacz poruszyl sie, zatrzymal i zaraz utonal.
- Wlasnie. Dlaczego utonal?
- Moze dlatego, ze sie poruszyl?
- Hmm. Nie da sie tego wykluczyc. Ale spróbuj
polozyc inny spinacz na wodzie.

- Nie udaje sie, wszystkie tona.
- Spróbuj z innym talerzem i swieza woda.
- Teraz mozna. Czy to znaczy, ze plyn do mycia
naczyn zmniejsza napiecie powierzchniowe wody?
- Tak. Ale nie tylko. Posyp wode pieprzem,
zebysmy widzieli, co sie dzieje na powierzchni.
Dobrze. A teraz znów wpusc krople plynu do
mycia naczyn na sam srodek.

- Ale super! Ta kropla rozpierzchla sie po calym
talerzu!

- Tak, mydlo i podobne mu zwiazki tworza
czasteczki o dlugich lancuchach, których jeden
koniec jest" wodolubny". Poniewaz napiecie
powierzchniowe plynu do mycia naczyn jest
mniejsze niz wody, to woda "ciagnac za ten
wodolubny koniec" blyskawicznie pokrywa sie



banki mydlane troche gliceryny, której zadaniem
jest wytworzenie jeszcze jednej powierzchni
ochronnej.
- Wykorzystuje sie w ten sposób tluszczolubna
strone mydla?
- Dokladnie. Ale to nie jest jedyny sposób na
trwala; blone. Na bardzo ciekawy pomysl wpadl
Maarten A. Rutgers. Zaprojektowal maszyne
do wytwarzania plaskiej blony mydlanej, która
caly czas plynie. Pomysl polega na puszczeniu
cienkiego strumyczka roztworu mydla po dwóch
obcia;zonych zylkach. Rozcia;gniecie ich powoduje

powstanie pomiedzy nimi blony, która (nie
zaburzana) moze przetrwac dowolnie dlugo.

warstewka; plynu.
- A drugi koniec tych czasteczek tez do czegos
sluzy?
- Tak. Nawet powinienes wymyslec do czego,
a nawet jak sie o tym przekonac.
- Tluszcz? Drugi koniec jest "tluszczolubny"?
Trzeba zrobic podobne doswiadczenie z olejem.
- Tylko wez raczej spodek, zamiast talerza.
- Wyglada podobnie. Tylko rozprzestrzenia
sie nie tak blyskawicznie. Albo slabiej sie
przyciagaja, albo nie ma takiej róznicy napiec
powierzchniowych.
- Albo tluszcz jest bardziej lepki. W kazdym razie
wiesz juz teraz, dlaczego mydlo odtluszcza?
- Chyba wiem. Ale co z tymi bankami. Jezeli
woda ma tak duze napiecie powierzchniowe, to
dlaczego nie mozna zrobic banki z samej wody?
- Wlasnie dlatego. Wodzie "bardziej oplaca sie"
podzielic na drobne krople niz tworzyc banke. Ale
blone z wody mozna zrobic.
- Jak?

- Czy aby nie za rzadko zmywasz naczynia?
Podstaw pod równy strumien wody lyzke.

butelka
,--------------------'
I
I

-- --~
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
,
I
I

- Rzeczywiscie, robi sie taki smieszny grzybek czy
moze raczej meduza. Ale to caly czas plynie.
- Plynie, ale ksztalt blony prawie sie nie zmienia.
Statyczne blony np. banki mozna uzyskac
praktycznie tylko dzieki "dwulicowosci" takich
zwia;zków jak mydlo. Blona mydlana to cienka na
pare mikronów warstewka wody oblozona z dwóch
stron jednocza;steczkowymi powierzchniami
cza;steczek mydla.

nm

11m

nm

mydlo

woda

mydlo

- Jak duza moze byc taka blona?
- To zalezy od roztworu, predkosci przeplywu
i ... treningu. Najwieksza blona miala wymiary
20 na 4 metry. W czasie zeszlorocznego Festiwalu
Nauki redakcji DELTY udalo sie zrobic blone
o wymiarach 8 na 1,5 metra, która przetrwala
kilkadziesia;t sekund, oraz 180 na 80 centymetrów,
która trwala rozpieta przez kilka godzin.
- A jak sie w taka blone dmucha, to co?
- Tego sie nie da opowiedziec. To trzeba
zobaczyc. Ta blona jest tak fantastycznie
plastyczna, ze tylko na rysunkowych filmach
o duchach mozna zobaczyc cos podobnego.
- Ale gdzie to mozna zobaczyc?
- Albo zrobic sobie samemu, albo przyjsc we
wrzesniu na Wydzial Fizyki UW. Dla Ciebie
mam jednak niespodzianke. Mam na strychu mala;
przenosna; instalacje. Przeciez obiecalem Ci plaska;
banke·

- To dlaczego banki sa takie nietrwale?
- Bo ich "zbrojenie" - woda - stopniowo z nich
paruje. Zamknieta; w szczelnym sloju banke udalo
sie utrzymac przez prawie rolc Aby ograniczyc
parowanie, dodaje sie czasami do roztworu na
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Mala Delte opracowal Piotr ZALEWSKI

Dokladne informacje o plaskiej bance mozna znalezc
w sieci Internet pod adresem
http://www.physics.ohio.state.edu/-maarten



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Ujmowanie prawidlowosci obserwowanych w zachowaniu
duzych populacji w prawa wywodzace sie z fizyki
statystycznej ma juz na swoim koncie wiele sukcesów.
Niemniej jednak podejscie takie wymaga duzej wyobrazni
z jednej strony oraz powoduje pewne zdziwienie z drugiej.
Zwlaszcza gdy sami wchodzimy w sklad rozpatrywanej
populacji. Choc we wlasnym zachowaniu z latwoscia
odnajdujemy znamiona racjonalnosci, to jako grupa
przypominamy stado ... , no, zreszta niewazne czego.

..
Artykuly relacjonujace wyniki tego typu podejscia
pojawiaja sie w najbardziej renomowanych czasopismach
naukowych, Physical Review Letters (PRL), wyroczni
fizyków nie wylaczajac. Wedlug aktualnosci fizycznych
American Institute of Physics z 23 grudnia zeszlego
roku, redagowanych przez Phillipa F. Schewe i Bena
Steina, a rozsylanych poczta elektroniczna, pod koniec
stycznia (pisze to 11 stycznia), wlasnie w PRLu ma sie
ukazac artykul przedstawiajacy za pomoca równan dyfuzji
zadowalajacy opis rozprzestrzeniania sie kultury rolniczej
w neolitycznej Europie. Autorzy: Joaquim Fort i (nieznany
z imienia) Mendez za pomoca modelu odpowiadajacego
mieszaniu sie dwóch reagujacych chemicznie plynów
uzyskali dobra zgodnosc z danymi antropologicznymi,
lingwistycznymi i genetycznymi, wprowadzajac równania
z dodatkowym "opóznieniem czasowym" uzywanym
z powodzeniem do opisu rozprzestrzeniania sie pozarów
i epidemii. W przypadku migracji kulturowej takie
opóznienie czasowe mialoby odpowiadac potrzebie
dorosniecia dzieci nowo osiedlonych rolników przed dalszym
rozprzestrzenianiem sie. Autorzy uwazaja, ze tego typu
matematyczne modelowanie bedzie odgrywalo coraz
wieksza role w antropologii i historii, o ile tylko bedziemy
dysponowac wysokiej jakosci danymi.

Podobnie ciekawym zastosowaniem idei fizycznych
w innych dziedzinach jest modelowanie zachowania stada
ptaków. Mysle, ze kazdy z nas widzial nie raz takie stado,
które z daleka wydaje sie byc jakby jednym organizmem,
a przeciez kazdy ptak bezposrednio komunikuje sie tylko
z najblizszymi sasiadami i czesto musi mylic sie co do
sredniego zachowania calej grupy w najblizszej chwili.

W artykule opublikowanym w Physical Review E
w pazdzierniku ubieglego roku J. Toner i Y. Tu porównuja
kolektywne zachowanie ptaków do ukladu magnesików,
jezeli chodzi o porzadkowanie stada poprzez oddzialywanie
miedzy najblizszymi sasiadami, do zachowania czasteczek
kurzu, które moga szybko znalezc sie daleko od siebie
czy tez do mechanizmu konwekcji. Uzywajac dobrze
rozwinietych matematycznych opisów takich zjawisk
i przyjmujac typowe wartosci parametrów, takich jak
predkosc ptaków, sa w stanie przewidziec np. gestosc
i fluktuacje gestosci stada.

Mozliwosc zastosowania matematycznych modeli
opisujacych uklady fizyczne w takich dziedzinach, jak
ekonomia, archeologia czy socjologia nie zmienia faktu,
ze wiele zjawisk z codziennego zycia, nalezacych do
standardowego zakresu zainteresowan fizyki, nie doczekalo
sie jeszcze zadowalajacego wytlumaczenia.

Jednym z takich, wydawaloby sie, prostych fenomenów,
jest kleistosc niektórych substancji. Okazuje sie, ze nikt nie
potrafi wyjasnic zmiennosci sily, z jaka musimy dzialac,
aby ruchem jednostajnym oderwac metalowa sonde od
lepkiej powierzchni. Sila ta szybko osiaga maksimum
o wartosci kilka rzedów wielkosci wiekszej, niz wynikaloby
to z prostych modeli uwzgledniajacych ,sily van der Waalsa,
a nastepnie spada i utrzymuje mniej wiecej stala wartosc
do czasu calkowitego oderwania sondy od podloza.
Pewne swiatlo na mechanizm tego zjawiska rzuca model
zaproponowany przez C. Gaya i L. Leiblera w majacym sie
ukazac w PRLu artykule. Autorzy sugeruja, ze dodatkowe
przywieranie wywolane jest przez pecherzyki powietrza
uwiezione pomiedzy stykajacymi sie powierzchniami.
Odciaganie powierzchni od siebie powoduje, wedlug
tej teorii, zmiane ksztaltu pecherzyków, co poczatkowo
zwieksza sile przywierania na zasadzie przyssawki, do
momentu, gdy powietrze zacznie wdzierac sie pomiedzy
rozdzielane powierzchnie. Wtedy rozwój sieci punktów
"bezkontaktowych" powoduje spadek sily przyciagania
do stalej wartosci, która utrzymuje sie az do calkowitego
rozdzielenia powierzchni.

Piotr ZALEWSKI

Piekny jubileusz czterdziestolecia bedzie wspaniala okazja
do spotkania sie razem i powspominania.

Kolo Matematyków Studentów Uniwersytetu Jagiellonskiego
zaprasza swoich aktualnych i bylych czlonków, a takze sympatyków Kola, na spotkanie z okazji czterdziestolecia

reaktywowania dzialalnosci. Spotkanie odbedzie sie 20 marca 1999 roku o godz. 14
w Instytucie Matematyki UJ w Krakowie, ul. Reymonta 4.

20 marca 1959 roku KMS UJ rozpoczelo swoja Kolo dziala bardzo preznie, o czym swiadczy bogate
prace, kontynuujac chlubne tradycje Kólka archiwum, w którym - miedzy innymi - mozna znalezc
Matematyczno-Fizycznego (zalozonego w 1893 roku), mnóstwo rozmaitych tekstów humorystycznych, wierszy,
którego dzialalnosc w latach piecdziesiatych zostala kalendarzy. Czesc dorobku czlonków Kola zostala
zawieszona; od roku 1973 Kolo nosi imie profesora wydana w dwóch skryptach: Rozmaitosci Absurdalne oraz
Stanislawa Zaremby. Oprócz dzialalnosci naukowej Rozmaitosci Usmiechniete. Biblioteka Kola liczy ponad
(niezaleznie od licznych jednorazowych odczytów 2000 ksiazek, w tym sporo wydanych jeszcze w XIX,
corocznie odbywaja sie cztery kilkudniowe wyjazdy a nawet w XVIII wieku.
turystyczno-naukowe) kolo organizuje wiele innych imprez
(bale, rozmaite konkursy, mecze pilkarskie i brydzowe,
turnieje szachowe, spotkania z ciekawymi ludzmi).

Blizsze informacje mozna uzyskac pod adresem kmsuj@im.uj.edu.pllub na stronie www.omega.im.uj.edu.pl.
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Witalizm (4/1977)
Wladyslaw J.H. KUNICKI-GOLDFINGER

Otacza nas urzekajaca i trudno dajaca sie opisac róznorodnosc istot zywych

- niewidocznych golym okiem drobnoustrojów, tysiecy roslin, milionów

zwierzat. Kazda z tych istot jest odmienna, niepowtarzalna; kazda rosnie,
rozwija sie w sobie wlasciwym cyklu rozwojowym; kazda na swój sposób stara

sie o pozywienie i miejsce na swiecie, walczy z wrogami i przeciwnosciami,
a wreszcie albo ginie, albo wydaje przed smiercia sobie podobne potomstwo.

Dostrzegal to bogactwo form, ich wiecznie powtarzajacy sie i regulowany
rozwój, ich zmiennosc, kazdy czlowiek od zarania istnienia ludzkosci. Dostrzegal
to na tle malo zmiennej przyrody nieozywionej , pelnej form powtarzalnych,

nie podlegajacych rozwojowi, niezdolnych do aktywnego, kierunkowego

oddzialywania na otoczenie wykorzystywane na swoje potrzeby.

Nic dziwnego, ze w zyciu, w zywych istotach

doszukiwano sie jakiegos specjalnego czynnika,

jakiegos elementu wystepujacego jedynie w nich,
a nieobecnego w przyrodzie nieozywionej . Ten
domniemywany element róznie nazywano. Opisywal 1

go w starozytnosci Arystotelesfjako dusze wegetalna

i animalna, van Helmont w Odrodzeniu jako ar~heje,

Bergson w XIX w. jako elan bital. Charakteryzowano

ten poszukiwany element zycia nie przez Jego
wlasciwosci, jakich nie umiano wskazac, ale przez"
wlasciwosci zycia - ruch, rozwój, dziedzicznosc,

zmiennosc, ewolucja - jakie mialy od tego elementu

zycia zalezec. Poglad ten, przypisujacy zyciu

specyficzny, niewykrywalny w fizyce ichemU

parametr - nazywamy witalizmem, Witalizm wyjasnia
zjawisko zycia przez "sile zyciowa" (vis vitalis), która
z kolei jest wyjasniana jedynie przez· wlasciwosci

samego zycia. Jest to wiec pozorne wyjashienie,
bedace przyznaniem sie do niemoznosci wlasciwego

wyjasnienia. Nauka sluzy jednak wyjasnianiu swiata,
a przynajmniej tego obszaru rzeczywistosci, który
daje sie badac metodami naukowymi. W takim

ujeciu witalizm umiejscawia sie poza zakresem

nauki. Zjawiska zycia naleza bowiem do obszaru

rzeczywistosci poddajacego sie badaniom metodami
naukowymi.

Witalizm odegral jednak w nauce role bodzca,

pobudzajacego do szukania innych wyjasnien
zjawiska zycia. Pierwsza taka próba byl mechanicyzm
Kartezjusza, traktujacego organizm zywy, a wlasciwie

zwierze, jako maszyne. Model mechanicznej maszyny

okazal sie dla organizmu zywego za prymitywny,
zastapiono go wiec z czasem modelem maszyny
chemicznej.

I ten model uznano z czasem za zbyt prosty. Wiek XX

przyniósl kolejny model - cybernetyczny. Model ten
opiera sie o sprzezenie zwrotne, jakie mozemy odnalezc
takze w ukladach nieozywionych. Model ten obejmuje

jednak równiez sterowanie, program, pamiec,
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odbieranie, wartosciowanie i przetwarzanie

doplywajacej informacji, i na tej podstawie
modyfikowanie programu "zaleznie od potrzeb" .

Wreszcie model ten moze zawierac wbudowany wen

element nieoznaczonosci. Uklady cybernetyczne tego

tYP1.J,fn~~tfkamy,.tylkb w swiecie zywym i wsród
maszyn cybernetycznych skonstruowanych przez

czlowieka, a wiec przez zywa istote. Maszyny te, choc

ni~ozy~i~ne, Salwytworem jedynie zywego organizmu.

Model cybernetyczno-chemiczny tlumaczy zjawisko

zycia, co nie oznacza, ze wyjasnia je juz w pelni
i bez reszty. Model ten opiera sie na pojeciach
niewyprowadzalnych z samej fizyki, choc nieff

wykraczajacych poza jej prawa.

Spór witalizmu z I;ilechanicyzmem jest juz chyba

w'pelni martwy,: Witalizm, jako przebrzmiala

koncepcja) jest przedmiotem zainteresowania". 4,
historykÓw mysl?ludzkiej. Kontrowersja przyjela

obecnie postac sporu miedzy redukcjonistami,

uwazajacymi, ze wszelkie zjawiska zycia mozna
sprowadzic do znanych nam praw fizyki i zarazem

wyjasnic za pomoca tych praw, a antyredukcjonistami,

sadzacymi, iz zjawiska biologiczne, nie wykraczajac
poza prawa fizyki, nie daja sie ani sprowadzic, ani
wyjasnic bez reszty przez te prawa. Rzecz ciekawa,

ze antyredukcjonistami sa czesto wlasnie fizycy,
np. Bohr, Jordan, Elassen, obok takich biologów jak
J acob; redukcjonistami jest przede wszystkim wielu

biologów molekularnych, jak np. Crick i Monod.
Ale ten spór, jak równiez proponowany przez Bohra

komplementaryzm, sa juz inna historia. Chcielismy tu
tylko pokazac, ze nawet taka niesprawdzalna hipoteza,
jak witalizm, bedaca w istocie wyrazem kapitulacji

wobec trudnosci wyjasnienia problemu naukowego,
moze, mieszczac sie w okreslonym kontekscie historii

nauki, odegrac role bodzcza. Nauce bowiem nie
szkodza bledne koncepcje, które sa wlasciwe kazdej

epoce i kazdej dyscyplinie. Nauce szkodzi natomiast
brak wolnosci mysli, brak krytycyzmu, brak tolerancji.



RYSUNKI DO ARTYKULU
ZNAJDUJA SIE NA
OKLADCE.

Rysunek l prezentuje echo radaru na
wysokosci 2000 m npm. i poziome
linie pradu odtworzonego pola wiatru
w ruchu wzglednym (tzn. po odjeciu
predkosci sredniej) na tym poziomie.
W centrum obszaru znajduje sie radar
z Legionowa, os odcietych biegnie
z zachodu na wschód, a os rzednych
z poludnia na pólnoc.

Na rysunku 2 pokazany jest przekrój
wiru z rozkladem temperatury
i z liniami ruchu wzglednego. Os
pionowa skierowana jest od poziomu
morza ku górze, rysunek obejmuje
zakres od 500 m do 10 km. Os

pozioma przechodzi przez Legionowo
i skierowana jest z zachodu na wschód,
zakres poziomy przekroju 400 km.
Wysokie wartosci temperatury
w przedniej czesci wiru wskazuja
na stratosferyczne pochodzenie
mas powietrza, ogrzanych przy
adiabatycznym sprezeniu w ruchu
zstepujacym. W tylnej (zachodniej)
czesci wiru widac wyrazna sciane
chlodnego powietrza pochodzenia
arktycznego wlewajacego sie od
pólnocnego-zachodu nad Polske.
Na wysokosci okolo 8,5 km zalega
powierzchnia tropopauzy oddzielajacej
stratosfere (powyzej) od troposfery
(ponizej), gdzie dominuje huraganowy
cyklon. Na powierzchni tej wiatr wieje
najsilniej, dochodzac do 50 m/s. Ruch
osiadajacy dominuje obraz. W poblizu
centrum nizu, gdzie nastepuje
zakrzywienie tropopauzy i zalamanie
glównego nurtu ruchu powietrza,
wzgledny ruch w dól jest szczególnie
silny. Warto nadmienic, ze w tym
czasie, to jest okolo godziny 12 czasu
uniwersalnego, gdy "oko" cyklonu
przemieszczalo sie w rejonie Legionowa,
niebo nad Warszawa przez krótki okres
stalo sie prawie bezchmurne.

Wiatr - ruch powietrza
Jan Waclaw PARFINIEWICZ

1. O ruchu gazu idealnego, za jaki przyjmuje sie powietrze, traktuje mechanika
osrodka ciaglego (meteorologia dynamiczna). Uklad równan powstaje ze
zbilansowania pedu i masy:

g(~~ +(v.\7)v) =-\7p+gg, ~~ +div(g·v)=O,

gdzie g - gestosc, v - wektor predkosci, p - cisnienie, g - natezenie pola
grawitacyjnego. W odróznieniu np. od wody powietrze jest scisliwe, a jego
gestosc zalezy istotnie od wysokosci, przy czym cisnienie nie jest jednoznacznie
okreslone przez gestosc. Niezbedne zatem staje sie wprowadzenie temperatury,
która wiaze, poprzez równanie stanu gazu, cisnienie i gestosc. Zamkniecie
systemu wymaga wówczas zbilansowania energii na gruncie pierwszej zasady
termodynamiki. Gdyby nie zmienna gestosc, pole predkosci powietrza dawaloby
sie zanalizowac za pomoca twierdzenia Bernoulliego (calki pierwszej ukladu)
wiazacego energie kinetyczna i potencjalna ggh z polem cisnienia.

Mozna wykazac (np. [1]), ze o ile znana jest zaleznosc srednich wartosci cisnienia
i gestosci od wysokosci, to fluktuacje cisnienia, gestosci i temperatury wyrazaja
sie przez pole predkosci, czyli rozklad wiatru.

Proste wyjasnienie ruchu powietrza mogloby byc nastepujace. W dowolnym
momencie dane jest pole predkosci i srednie wartosci cisnienia oraz gestosci.
Ruch powietrza powoduje lokalnie w róznych miejscach przyrost lub ubytek
masy. Gestosc powietrza, zalezna w sposób znaczacy od wysokosci, zmienia sie
nieznacznie w poziomie. Cisnienie w danym miejscu zalezne je'st od rozkladu
gestosci nad tym miejscem. Powoduje to, ze te nieznaczne zmiany gestosci
prowadza do istotnych zmian cisnienia w kierunkach poziomych. Powstaja
wymuszenia przyspieszajace lub opózniajace ruch powietrza. Jednoczesnie
zmianie ulegaja wartosci srednie cisnienia i gestosci. Powstaje nowy obraz ruchu
i cykl sie powtarza.

W rozumowaniu powyzszym celowo pominieto efekty zwiazane z lepkoscia
i efekty wypornosciowe oraz efekt rotacji ukladu odniesienia (sila Coriolisa),
uwypuklajac powiazanie ruchu z rozkladem cisnienia jako mechanizm
dominujacy.

2. Zwiazek rozkladu energii potencjalnej z rozkladem cisnienia jest przez
meteorologów wykorzystywany od chwili rozpoczecia regularnych sondowan
atmosfery i analizy tzw. map górnych w troposferze. Zaleznosc cisnienia od
wysokosci okresla skladowa pionowa bilansu wektora pedu

lap-- --g
gaz - ,

gdzie g - przyspieszenie ziemskie. To równanie zwane jest równaniem
hydrostatyki i po scalkowaniu wzgledem z daje podstawowa formule
barometryczna sluzaca do wyznaczania stopnia barometrycznego (zmiany
wysokosci w zaleznosci od zmian cisnienia [m/hPa]) i do konstrukcji altimetrów.

Podstawowe trudnosci z interpretacja danych pomiarowych w meteorologii
zwiazane byly z dwoma faktami: 1) sondy meteorologiczne (do czasu
zastosowania techniki radarowej do pomiaru wysokosci) reagowaly bezposrednio
na cisnienie, a nie na wysokosc, 2) brakuje pomiaru pionowej skladowej
predkosci (mierzony jest tylko wiatr poziomy).

Jak wspomniano, ten stan rzeczy ulega stopniowo zmianie przez wprowadzanie
techniki radarowej. Do pomiaru wysokosci sondy uzywa sie popularnych
radarów radiolokacyjnych, natomiast pionowe predkosci ruchu powietrza mozna
wyznaczac za pomoca kosztownych systemów radarów dopplerowskich.

Silna zaleznosc cisnienia od pionowego rozkladu gestosci pozwala na zamiane
wspólrzednej z na cisnienie p. Do tej pory obliczenia meteorologiczne prowadzi
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Rysunek 3 ilustruje pionowy przekrój
pola cisnienia ahydrostatycznego
w ruchu wzglednym - posredni
obraz rotujacej struktury. Ulozenie
osi jak na rysunku 2. W srodku
obszaru dominuja ujemne wartosci
cisnienia, a ich przestrzenny rozklad
do zludzenia przypomina formy
spotykane w trabach powietrznych
(por. film dokumentalny "Fenomeny
Pogody: Tornada" , prezentowany na
kanale TV "Discovery"). I chociaz
skala przestrzenna i czasowa sa w obu
przypadkach rózne, to domniemywac
nalezy, ze natura (tj. dynamika) obu
procesów jest podobna.

Prezentowane rysunki powstaly
w trakcie realizacji grantu
finansowanego przez .KBN.

Jan.Parfiniewicz@imgw.pl Instytut
Meteorologii i Gospodarki Wodnej,
uL Podlesna 61, 01-673 Warszawa
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sie W ukladzie wspólrzednych, w którym pionowa wspólrzedna geometryczna
zamieniona jest na cisnieniowa lub na pewna kombinacje wspólrzednej
geometrycznej i cisnieniowej. Wspólrzedna ta z reguly zalezna jest od czasu.

Zalozenie hydrostatycznosci wykorzystywane jest aktualnie we wszystkich
operacyjnych modelach numerycznych stosowanych do prognozowania
pogody. Modele hydrostatyczne zastapily w latach 70. mniej dokladne modele
bezzródlowe (divv = O), zwane quasi-solenoidalnymi lub quasi-geostroficznymi,
gdzie poziomy wiatr wyznaczany byl bezposrednio przez gradient cisnienia.
Tym samym "dozwolono" w nowej generacji modeli na zaburzenia zwiazane
z rozbieznoscia i zbieznoscia linii pradów powietrza. Ze wzgledu na zwiazek
dywergencji predkosci z rozkladem masy powietrza w polu sily ciezkosci
zaburzenia te nazywa sie grawitacyjnymi.

Prognoza pogody, oparta na calkowaniu wzgledem czasu ukladu równan
rózniczkowych, realizowana jest zatem w zlozonym (krzywoliniowym
i nieortonormalnym) i zmiennym w czasie ukladzie wspólrzednych
w nastepujacym schemacie. W chwili poczatkowej z pomiarów uzyskuje
sie pola poziomych skladowych predkosci wiatru, temperatury i cisnienia.

Z równania bilansu masy oblicza sie predkosc pionowa (przy zalozeniu
lokalnej niescisliwosci). Znajac trójwymiarowe pole ruchu, mozna rozwiazac
zagadnienia prognozy temperatury i poziomych skladowych predkosci wiatru
przy odpowiednio dobranym kroku calkowania numerycznego wzgledem czasu.
Wyliczony rozklad temperatury pozwala z równania hydrostatyki wyliczyc
cisnienie. Rozklad cisnienia definiuje wspólrzedna pionowa i cykl calkowania
wzgledem czasu powtarza sie.

Numeryczne prognozowanie pogody wyparlo tradycyjne, subi'ektywne
(synoptyczne) procedury. Pomimo braku dowodu istnienia rozwiazania
skomplikowanego ukladu równan opisujacych ruch powietrza (podstawowy
szkielet prognoz pogody), na systemy prognostyczne niektóre kraje przeznaczaja
olbrzymie srodki i angazuja znaczny potencjal intelektualny. Zauroczenie

prognozami meteorologicznymi wynika z faktu, ze: l) sa one potrzebne, 2) sa
ciekawe i skomplikowane, 3) sprawdzaja sie w znacznej mierze i 4) zaspokajaja
zapotrzebowanie uczonych na sukces praktyczny. Nastepna generacja modeli
jest gotowa i intensywnie testowana. Sa to modele ahydrostatyczne. Wiecej
informacji o numerycznym prognozowaniu pogody i sprawdzalnosci prognoz
- patrz [2].

3. Efekty ahydrostatyczne manifestuja sie w gwaltownie przebiegajacych
procesach pogodowych zwiazanych z cyklonami tropikalnymi, huraganami,
tornadami i pospolitymi burzami. W tych obszarach fluktuacje cisnienia, gestosci
(i temperatury) wyrazaja sie poprzez pole predkosci, czyli rozklad wiatru.

Zostalo to potwierdzone przez autora [3] na przykladzie przypadku wichury
z dnia 28.03.97. Wówczas to intensywny wir atmosferyczny (gwaltownie
rozwiniety cyklon) zostal uchwycony przez radar meteorologiczny w Legionowie,
mieszczac sie o godzinie 12 GMT prawie idealnie w polu widzenia radaru, to jest
w obszarze 400 x 400 km. Przemieszczenie echa radaru pozwolilo na dokladna
analize pola wiatru. W rezultacie trójwymiarowe pola cisnienia, temperatury
i wiatru zostaly odtworzone na siatce o kroku poziomym 4 km i pionowym
100 m. Interpretacja wizualna tych pól pozwolila wykryc pewne, wydaje sie,
interesujace osobliwosci i w ogólnosci potwierdzila uznany powszechnie poglad
o wplywie stratosfery na proces gwaltownego tworzenia cyklonów.

Na narzedzia numeryczne, pozwalajace analizowac (asymilowac) duze ilosci
danych, skladaja sie programy interpolacyjne, oprogramowanie zagadnienia
wariacyjnego tzw. metoda sprzezonych gradientów oraz oprogramowanie
odtworzenia fluktuacji cisnienia i gestosci. Waznym elementem procedury
asymilacyjnej jest algorytm obliczania pionowej skladowej ruchu w naturalnym,
kartezjanskim ukladzie wspólrzednych z dowolnie skomplikowana geometria
rzezby terenu.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 V 1999

--

Klub 44

,• 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S / N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Zadania z matematyki nr 377, 378 Redag'uje Marcin E. KUCZMA

377. Rozwazamy wielomian P(z) = z3 + az2 + bz + c zmiennej zespolonej z,
o wspólczynnikach zespolonych, Dowiesc, ze jezeli wszystkie pierwiastki wielomianu
P(z) sa. liczbami zespolonymi o module 1, to równiez wszystkie pierwiastki wielomianu
Q(z) = Z3 + lalz2 + Ibiz + lei sa. liczbami zespolonymi o module 1.

378. Wykazac, ze dla kazdej liczby naturalnej k istnieja. dwie kolejne liczby naturalne,
z których kazda ma co najmniej k róznych dzielników pierwszych,

Zadanie 378 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi,

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/1998
Przypominamy tresc zadan:

369. Pieciokat ABCDE jest wpisany w okrag. Odleglosci punktu
E od prostych AB, BC, CD, DA sa odpowiednio równe a, b, c, d.
Wyrazic d przez a, b, c.

370. Dane sa liczby naturalne n ~ k ~ 1. Ze zbioru {l, 2, ... ,n}
losujemy ze zwracaniern k liczb. Obliczyc wartosc oczekiwana
iloczynu tych liczb pod warunkiem, ze ich suma jest równa n.

iloczynuxIX2",xk,Wynik: E= (n+k-1) (n-1)-12k - 1 k - 1

E

Rozwiazanie zadania M 876.
Rysujac proste zawierajace ramiona kata,
stwierdzamy z przystawania powstalych
trójkatów, ze rozwazana odleglosc jest
polowa odleglosci a i b.

b

369. Oznaczmy promien okregu przez R. Pole trójkata ABE wyraza sie wzorami:

S __ IA_B_I_'IA_E_I_'_IB_E_I _ lAB I . aABE - oraz SABE - --- ,4R 2

Stad wynilu. pierwsza z napisanych nizej równosci; a pozostale otrzymujemy przez cykliczne
przesuniecie oznaczen:

IAEI'IBEI IBEI·ICEI ICEI' IDEI IDEI'IAEI
a = ----- b = m, c = -' , d = mm u m_ ,2R 2R 2R 2R

Zatem 2Ra ,2Rc = 2Rb, 2Rd ( = IAEI·IBEI·ICEI ' IDEI) i mamy odpowiedz: d = ac/b,

(Zauwazmy, ze A, B, C, D, E moga byc dowolnymi piecioma punktami na okregu,
niekoniecznie kolejnymi wierzcholkami pieciokata,)

370. Zdarzenia elementarne w rozwazanym problemie warunkowym - to ciagi (Xl" , . , X k)

o wyrazach calkowitych nieujemnych, o s~unie równej n, Kazdy taki ciag kodujemy w postaci
ciagu zerojedynkowego utworzonego z k bloków zlozonych z zer; kolejne bloki maja dlugosci
Xl, .. " Xk; miedzy blokami zer umieszczamy jedynki - powstaly ciag ma wiec dlugosc
n+k-l. (Oto przyklad: dla n = 8, k = 4, Xl = 3, X2 = 1, X3 = 2, X4 = 2, kod ma postac:
00010100100.)

Jedynki, których jest k-1, sa dowolnie rozmieszczone na n-l pozycjach rozdzielajacych zera;

liczba takich rozmieszczen jest równa (~=D,a prawdopodobienstwo pojedynczego zdarzenia
elementarnego jest odwrotnoscia tej liczby,

W kazdym bloku zlozonym z zer zastapmy teraz jedno zero, dowolnie wybrane, jedynka
- liczba mozliwosci jest równa iloczynowi XIX2 ' "Xk' (Oto jeden z mozliwych rezultatów takiej
operacji dla ciagu z poprzedniego przykladu: 01011110101; podkreslone sa "stare" jedynki,)

W otrzymanym ciagu zerojedynkowym dlugosci n+k-1 jest 2k-1 jedynek, przy czym moga
sie one znalezc na zupelnie dowolnych pozycjach. Na odwrót, majac dany ciag takiej postaci,
mozemy jednoznacznie odtworzyc ciag liczb Xl, .. , , X k: podzial na bloki o tych wlasnie
dlugosciach wyznaczaja jedynki: druga, czwarta, szósta, itd. ("stare" jedynki),

Dla ustalonego zdarzenia elementarnego (czyli ustalonych pozycji "starych" jedynek), iloczyn
Xl X2 ,. 'Xk jest liczba mozliwych rozmieszczen "nowych" jedynek. Suma takich iloczynów
dla wszystkich zdarzen elementarnych jest równa po prostu liczbie rozmieszczen 2k-1
jedynek w ciagu zerojedynkowym dlugosci n+k-1 i wynosi (n21,~-;I), Mnozac ja przez
prawdopodobienstwo zdarzenia elementarnego, otrzymamy szukana wartosc oczekiwana Ek-l

=rrn+j,k+j
):0
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274. Stala sloneczna, czyli moc promieniowania slonecznego na jednostke powierzchni
prostopadlej, jest w okolicach Ziemi równa I = 1,35 kW /m2• W prózni kosmicznej
umieszczono prostopadle do promieni slonecznych czarna plyte z materialu
izolacyjnego o wspólczynniku przewodnictwa cieplnego równym ,\ = 0,3 W/(m·K)
i grubosci d = 10 cm (pozostale rozmiary sa znacznie wieksze). Obliczyc numerycznie
temperature, jaka po dluzszym czasie osiagnie kazda ze stron plyty. Stala
Stefana-Boltzmanna wynosi a = 5,67.10-8 W /(m2K4).

275. Zalózmy, ze sila elektromotoryczna termopary zbudowanej z przewodników A
i B jest proporcjonalna do róznicy temperatur styków (jest to sluszne dla nieduzych
wartosci tej róznicy):

Termin nadsylania rozwiazan:
31 V 1999

Zadania z fizyki nr 274, 275 Redaguje Jerzy B. BROJAN

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 262 (WT=2,20) i 263 (WT=2,14)

z numeru 9/1998
Jaroslaw Lazuka. - Warszawa 38,58
Marek Wójcicki - Szczecin 34,97
Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 26,51
Tomasz Wietecha - Tarnów 26,49
Aleksander Surma - Myszków 16,32
Andrzej Idzik - Bolesla.wiec 14,49

[AB = O'AB(TI - T2).

Stala O'AB nazywamy zdolnoscia termoelektryczna danej pary przewodników. Stalej tej
przypiszemy znak dodatni wtedy, gdy w styku goracym prad plynie od przewodnika A
do B, a ujemny wtedy, gdy zwrot pradu jest przeciwny (tak wiec O'AB = -O'BA).
1. Udowodnic, ze O'AB + O'BC = O'AC.

2. W obwodzie skladajacym sie z trzech przewodników A, B i C temperatura
styku AB jest równa TI, temperatura styku BC jest równa T2, a temperatura
styku AC jest równa T3. Wyznaczyc sile elektromotoryczna takiej "termotrójki" .

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11/1998
Przypominamy tresc zadan:

266. Rakieta-zabawka zawiera komore, do której nalewa sie wody, pozostawiajac w czesci komory
powietrze, a nastepnie dopompowuje sie powietrze do odpowiednio wysokiego cisnienia. Po
ustawieniu rakiety pionowo (rys.) odlacza sie pompke, a sprezone powietrze wyrzuca wode,
zapewniajac rakiecie naped. Obliczyc numerycznie maksymalna wysokosc mozliwa do osiagniecia
przez rakiete, jesli dane sa: masa samej rakiety 200 g, objetosc komory 400 cm3 i maksymalne
cisnienie (nadwyzka nad cisnieniem atmosferycznym) 0,5 MPa. Przyjac wartosc cisnienia
atmosferycznego równa 0,1 MPa. Co mozna powiedziec o optymalnej wielkosci otworu wylotowego?
Jaka ilosc wody nalezy nalac do komory, aby osiagnac maksymalna wysokosc?

267. Gdy samochód uderzyl w nieruchorna sciane, pasy bezpieczenstwa napiely sie sila F. Ocenic
orientacyjnie, jaka sila napna sie pasy w tym samochodzie, jesli jadac z ta sama predkoscia uderzy
on w taki sam samochód: a) stojacy nieruchorno, b) jadacy naprzeciw z ta sama predkoscia.

266. Przy pominieciu sily oporu powietrza równanie ruchu
rakiety z dzialajacym silnikiem ma postac

dm
U-=Mg+Madt '

gdzie U = V2(p - Pa.tm)/ P jest predkoscia wylotu wody
wzgledem rakiety, dm jest masa wody wyrzuconej w ciagu
czasu dt, a M jest zmienna masa rakiety. Oznaczmy przez vo(t)

t

calke J ut; (jest to predkosc, która osiagnelaby rakieta po
o

czasie t, gdyby mozna bylo pominac sile ciezkosci). Zauwazmy,
ze chociaz czas dzialania silnika zalezy od wielkosci otworu
wylotowego, to koncowa wartosc Vo (w chwili ustania pracy
silnika i pózniej; oznaczmy te wartosc przez VI) od niego
nie zalezy. Przy uwzglednieniu grawitacji predkosc rakiety
w chwili t wynosi v(t) = vo(t) - gt, a osiagnieta wysokosc
h = J v(t')dt' = J vo(t')dt' - lgP. Widzimy, ze maksymalna
wysokosc rakieta osiagnie wtedy, gdy funkcja Vo (t) osiagnie
swoja maksymalna wartosc VI w jak naj krótszym czasie,

TS
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tzn. gdy otwór dyszy jest jak najwiekszy. Wtedy h = VI t - lgt2,
a maksymalna wysokosc rakiety wyniesie vi /2g.

Obliczenie calki VI autor zadania przeprowadzil numerycznie.
Jesli zalozymy, ze rozprezenie powietrza zachodzi adiabatycznie
(wedlug wzoru pVI,4 = const), to dla podanych wartosci masy
rakiety, cisnienia poczatkowego i objetosci komory otrzymuje
sie, ze maksymalne VI, równe 15,0 m/s, wystepuje wtedy, gdy
na poczatku napelnimy 51% komory (204 cm3) woda. Rakieta
osiagnie wysokosc 11,5 m.

267. W przypadku b) ze wzgledu na symetrie zderzenie przebiega
tak samo, jak zderzenie z nieruchorna sciana. W przypadku a)
analize najwygodniej jest przeprowadzic w ukladzie srodka masy,
w którym oba samochody jada naprzeciw siebie z predkoscia
dwukrotnie mniejsza. Jesli zalozymy, ze sila hamujaca jest
proporcjonalna do "ugiecia sprezyny" (wgniecenia karoserii), to
ruch samochodów jest harmoniczny, a dwukrotne zmniejszenie
predkosci poczatkowej oznacza dwukrotne zmniejszenie
amplitudy i maksymalnej wartosci sily.

Rozwiazanie zadania F 495.
Dany uklad wygodniej jest przedstawic tak, jak na rysunku obok.
Opór zastepczy oporników T3 i T7, polaczonych równolegle z T6,

. T6(T3+T7) •.•.
wynosl R, = ---- u_ = 1 n, a OpOI'ukladu opornlkow r2 I R"r6 + T3 + T7

, . T5(T2 + R,)
polaczonych rownolegle z T5, wynosI R2 = ------ = 1 n. Stad

T5 + T2 + T,

' •. T4("1 + R2)calkOWItyopor ukladu wynosl R = ------ = l n.
T4 + TI + R2



Patrz w niebo
Wszechswiat jako calosc rozszerza sie. Wiadomo to
nie od dzis, a dowodem tego jest przesuniecie ku
czerwieni widm odleglych galaktyk. Fakt ten znany
jest jako prawo Hubble'a, zgodnie z którym predkosc v
"ucieczki" galaktyki jest wprost proporcjonalna do
jej odleglosci r, v = Hr, gdzie H jest stala Hubble'a
wynoszaca w przyblizeniu 75 (km/s)/Mpc. Zwiazek
ten Hubble odkryl, mierzac predkosci radialne
galaktyk, których odleglosci dawalo sie wyznaczyc
niezaleznie. Trzeba tu przyznac, ze odleglosci byly
wówczas znane zle, dlatego wartosc stalej Hubble'a,
obliczanej jako wspólczynnik proporcjonalnosci, byla
do dzis kilkakrotnie korygowana. Z czasem prawo
Hubble'a stalo sie waznym narzedziem do wyznaczania
odleglosci galaktyk, gdyz predkosc radialna jest
wielkoscia mierzona stosunkowo latwo i dokladnie.

Tak prosta zaleznosc miedzy predkoscia radialna
i odlegloscia galaktyki zachodzi, gdy galaktyka jest
na tyle odlegla, ze jej predkosc "ucieczki" jest znacznie
wieksza od predkosci ruchu wlasnego. Nie jest niczym
dziwnym, gdy jakas bliska galaktyka ma nawet ujemna
predkosc radialna (zbliza sie do naszej). Natomiast
"hubblowski" ruch galaktyk odleglych moze zostac
zaklócony np. przez grawitacyjne oddzialywanie ze
strony wyjatkowo wielkiego skupienia materii. Otóz od

kilkunastu juz lat wiadomo bylo, ze analiza ruchów
galaktyk (lacznie z nasza) swiadczy o obecnosci
przynajmniej jednego takiego skupienia, nazwanego
Wielkim Atraktorem. Tak sie nieszczesliwie zlozylo,
ze Wielki Atraktor lezy na granicy Centaura i Cyrkla,

a wiec w Drodze Mlecznej, gdzie obserwacje innych
galaktyk powaznie utrudnia nalezaca do naszej
Galaktyki materia miedzygwiazdowa. Niemniej jednak
nowy przeglad tej okolicy nieba wykazal, ze obecna
tam gromada galaktyk Abell 3627 (George Abell to
autor katalogu gromad galaktyk), uwazana dotychczas
za bardzo skromna, jest w istocie naj bogatsza
gromada na poludniowym niebie. Pomiary predkosci
radialnych jej skladowych galaktyk zgodnie wskazuja
na srednia wartosc 5000 km/s, skad odleglosc gromady
wynosilaby 60-70 Mpc. Masa gromady, szacowana
na podstawie liczby i typów skladajacych sie na nia
galaktyk, wynosilaby 5 x 1015 M0' Wprawdzie jest to
zaledwie 1/10 masy Wielkiego Atraktora ocenianej na
podstawie zaklócen "hubblowskiego" ruchu galaktyk,
nie nalezy jednak zapominac, ze zapewne w gromadzie
Abell 3627 równiez znajduje sie ogromna ilosc
tajemniczej do dzis, niewidocznej materii. Pozostaje
wiec uznac, ze natura Wielkiego Atraktora zostala
odkryta.

Tomasz KWAST

Marzec

A

B

W marcu (21 III) Slonce przechodzi przez punkt równonocy wiosennej (punkt
Barana), formalnie zaczyna sie wiec wiosna. Punkt ten - wskutek precesji - lezy
obecnie w Rybach, a wiec w srodku nocy widzimy przeciwlegly mu obszar nieba,
czyli okolice punktu równonocy jesiennej, punktu Wagi, znajdujacego sie obecnie
w Pannie. Natomiast w godzinach wieczornych w poludniowej czesci nieba widac
na lewo od Blizniat niepozorny gwiazdozbiór Raka, a w nim prawie na ekliptyce
otwarta gromade gwiazd zwana Praesepe, M 44 (po polsku Ul, ale nazwa ta
raczej nie jest popularna). Ta dosc mloda gromada slabo jest widoczna golym
okiem, a piekny widok przedstawia juz w lornetce. Zawiera w ogóle kilkaset
gwiazd na powierzchni trzykrotnie przekraczajacej rozmiarami rozmiary tarczy
Ksiezyca i lezy w odleglosci 180 pc.

Wenus w ciagu marca przechodzi z Ryb do Barana, oddala sie wiec od Slonca
i mozna ja ogladac po jego zachodzie. Mars jest w Wadze, widac go wiec przez
cala noc, Jowisz w Rybach i Saturn niedaleko w Baranie, obie wiec te planety
wieczorem juz zachodza. Pelnia Ksiezyca bedzie w marcu dwa razy: 2 i 31 III,
nów 17 III. Ksiezyc zblizy sie mocno do Regulusa (dwukrotnie: 1 i 28 III - tu
wieczorem zakrycie) i do Aldebarana 22 III - równiez wieczorem zakrycie.
Wreszcie 3 III Merkury znajdzie sie dosc daleko od Slonca i mozna próbowac
znalezc go o zmroku nisko na zachodnim niebie.

T.K.

Rozwiazanie zadania M 875. Niech D bedzie srodkiem ciezkosci trójkata ABC, a P dowolnym
punktem okregu o srodku w D. Wówczas

AP2 + BP2 + C1>2 = (AD + 751»2 + CiJD + Jjp)2 + (CD + Jjp)2 =

= AD2 + BD2 + CD2 + 3 . Jjp2 + 2 . Jjp(AD + BD + CD)

Pierwsze cztery skladniki nie zaleza od wyboru punktu P, wystarczy wiec wykazac, ze suma
w ostatnim nawiasie jest zerem. W tym celu oznaczamy przez E przeciecie prostych AB i CD.

a Wówczas AD + 815 = 2 . ED = -CD, bo srodkowe dziela sie w stosunku 2:1.
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (14)
ZADANIE: Dla jakich wartosci parametru a równanie

log7(x2 + ax) = log7(2x2 + 3x + 1)

ma dokladnie jedno rozwiazanie rzeczywiste x?

Rozwiazanie: Po opuszczeniu logarytmów równanie
przyjmuje postac

x2 + ax = 2x2 + 3x + 1,

skad

x2 + (3 - a)x + 1 = O.

Równanie kwadratowe ma dokladnie jedno rozwiazanie,

gdy L'l. = O. W naszym przypadku L'l. = (3 - a)2 - 4, co po
przyrównaniu do zera daje dwa rozwiazania: a = 1 i a = 5.

JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (15)
Ambrozy proponuje Bazylemu:
- Zagramy ...
- Nie mam czasu. Musz~ rozwiazac kilka równan.
- Jakich?

- (2 + x)X = 16.

- x = 2. Widzisz, jak szybko rozwiazalem!
- Tyle to i ja wiem. Zgadnac rozwiazanie kazdy potrafi.
Ale jak do niego dojsc?

- To proste. Nakladamy na obie strony logarytm dwójkowy
i otrzymujemy x log2 2 + x = 4, skad x + x = 4, czyli x = 2.
- Sprytne! Mam jeszcze dwa równania do rozwiazania,

zaraz je przelicze i mozemy w cos zagrac. (3 + x)X = 312,
pewnie trzeba nalozyc logarytm trójkowy:

x log3 3 + x = 12, x + x = 12, x = 6 ... Wyszlo' Ambrozy,

twoja metoda jest genialna. Jeszcze jedno. (2 + xt = 218.
- Nie masz co liczyc, wyjdzie 6.

- Czekaj, policze ... logarytmujemy dwójkowo,

x log2 2 + x = 18, x + x = 18, x = 9 ... Oj, chyba jednak
predko nie zagramy. Musze pomyslec, czemu wynik
wyszedl do góry nogami.

JWR

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (16)
ZADANIE: Dany jest trójkat prostokatny abakach

calkowitych a, b, c. Wiadomo, ze c = a + 7. Udowodnic,
ze wówczas a jest liczba parzysta.

Rozwiazanie: Z twierdzenia Pitagorasa mamy a2 + b2 = c2.

Przeprowadzimy dowód nie wprost. Gdyby liczba a byla
nieparzysta, to wówczas c bylaby parzysta. Liczba b

musialaby wiec byc nieparzysta.

Popatrzmy na reszty z dzielenia przez 4 liczb a2, b2 i c2.
Pierwsze dwie dziela sie przez 4 z reszta 1, ostatnia zas bez
reszty, co pokazuje, ze równosc a2 + b2 = c2 nie moze miec

miejsca. Zatem a musi byc liczba parzysta.
JWR

PISZEMY PRACE (3)
Rubryka adresowana jest do uczniów. Wyniki uzyskane w najlepszych pracach zostana omówione w Gammalimatiasie.
Najlepsze prace wezma udzial w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki.

WOKÓL WIELKIEGO TWIERDZENIA FERMATA

Rozstrzygniecie, czy równanie xn + yn = zn ma rozwiazania

w liczbach naturalnych x, y, z, dla n > 2, nie jest sprawa
prosta, ale wykonalna. Dzieki Andrew Wilesowi wiemy od
niedawna, ze takich rozwiazaLI nie ma. Nie zamierzamy

nikogo namawiac na dowodzenie Wielkiego Twierdzenia
Fermata.

Spróbujmy troche ulatwic ten temat. Moze zajac
sie równaniem xn + yn = zn+l? To z kolei za latwe:
x = y = z = 2 i juz.

A co Z x3 + y1 = z5? To juz troche trudniej rozwiazac

w pamieci. Ale po chwili namyslu znajdujemy x = 28,
Y = 26, Z = 25. Wystarczy bowiem w równosci

2n + 2n = 2n+l dobrac takie n, aby 31n, 41n i 51(n + 1).

Juz wiemy, jak sie za takie równania zabierac! Wezmy
wiec równanie X'I + y5 = Z6. vVystarczy znalezc takie n,
które dzieli sie przez 4 . 5 = 20 i przy tym n + 1 dzieli sie
przez 6 ... O nie! Za duzo bysmy chcieli - liczby n i n + 1
nie moga byc jednoczesnie parzyste.

Trzeba troche innej metody. Wyjdzmy od równosci

1 + 3 = 4 i przemnózmy ja obustronnie przez 2k . 31• Mamy
wtedy

2k . 31 + 2k .31+1 = 2k+2 . 3/.

Dobierzmy k i l tak, aby skladniki po lewej stronie tej

równosci byly odpowiednio czwarta i piata potega, a liczba
po prawej szósta. Chwila namyslu i znajdujemy k = 40
oraz l = 24, skad x = 210 .36, Y = 28 .35, Z = 27 .31.

A czy potrafisz rozstrzygnac, czy inne równania

typu xn1 + yn2 = zn3 maja rozwiazania? Przejrzyj
Delte 11/1997 - moze znajdziesz tam cos pomocnego przy
pisaniu pracy.

Prace prosimy przesylac pod adresem Gammalimatiasu do

30 kwietnia 1999 r. Autorów prosimy o podanie imienia,
nazwiska, adresu prywatnego, klasy oraz nazwy i adresu

szkoly. Prosimy o zaznaczenie, czy praca byla pisana pod
kierunkiem opiekuna - jesli tak, prosimy opadanie jego
imienia, nazwiska i adresu.

JWR

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:

Jaroslaw Weóblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu vVroclawskiego, Plac Gnll1waldzki 2/4,50-384 WROCLAW; e-mail: jwe@math.uni.wroc.pl
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