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"Ruchll S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratora; dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposób. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. "pod opaska" .
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realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamówienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.
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Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71
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tel. 620-10-19 i 620-12-17, wewn. 2366.
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z dokladnoscia

.
W pOCIagU

Grzegorz WROCHNA

Jednym z podstawowych, a jednoczesnie "tajemniczych" wyników
mechaniki kwantowej jest zasada nieoznaczonosci. Wedlug niej
niemozliwe jest jednoczesne okreslenie polozenia i predkosci danego
obiektu z dowolna dokladnoscia. Scislej, iloczyn niepewnosci
wyznaczenia polozenia ~x i pedu ~P nie moze byc mniejszy niz
polowa stalej Plancka n = h/27r = 1,0546· 10-34 Js, czyli

~x· ~P ~ n/2.

W mechanice kwantowej polozenie czastki mozna opisac za
pomoca tzw. paczki falowej. Paczka falowa to fala, której
amplituda jest istotnie rózna od zera dla skonczonej liczby
okresów n, a wiec w ograniczonym obszarze [ = nA. Oznacza to,

ze prawdopodobienstwo znalezienia czastki koncentruje sie w tym
wlasnie obszarze. Dlugosc A fali wyznaczona jest przez ped P czastki

(2) A = 27rn.
P

W naszej analogii kazdy wagon pociagu odpowiada jednemu

Autorzy dziekuja za wnikliwe uwagi
p. Miroslawowi Truszczynskiemu.

Podstawy sa dziedzina matematyki
zajmujaca sie poprawnoscia rozumowan
matematycznych, podstawowymi
strukturami matematyki (takimi, które
pozwalaja zdefiniowac wszelkie inne
struktury) oraz efektywnoscia obliczen
matematycznych. Te trzy obszary
skrystalizowaly sie w XX wieku w postaci
trzech duzych rozdzialów matematyki:
logiki matematycznej, teorii mnogosci
i teorii obliczalnosci. Postaramy sie opisac
rozwój kazdego z tych trzech rozdzialów
podstaw. Oczywiscie, opis nasz bedzie,
z koniecznosci, raczej pobiez~ym szkicem.

W wieku dwudziestym podstawami
matematyki zajmowali sie bardzo znani
matematycy i filozofowie, np. Cantor,
Frege, Hilbert, Russell, Godel, Tarski,
Kleene, Martin, Skolem, Solovay, Shelah
i Turing. Oczywiscie, spotkamy ponizej
wiele innych nazwisk - lista ta jest bardzo
niekompletna. W Polsce, oprócz Tars~iego,
badali podstawy: Chwistek, Ehrenfeucht,
Grzegorczyk, Jaskowski, Lesniewski,
Lindenbaum, Los, Mostowski, Rasiowa,
Sikorski, autorzy tego artykulu i wielu
innych. Podreczniki logiki i podstaw
(czesto ksiazki bardzo obszerne) zawieraja
glównie wyniki badan matematyków
dwudziestowiecznych. Obiektywne
streszczenie dwudziestowiecznego
rozwoju podstaw nie jest zatem zadaniem
prostym, szczególnie ze musimy to
wszystko zmiescic na kilkunastu stronach
maszynopisu. Ograniczymy sie zatem do
omówienia najistotniejszych rezultatów,
m.in. twierdzen Godla o zupelnosci
logiki pierwszego rzedu i o niezupelnosci
bogatszych teorii matematycznych,
niektórych twierdzen o niezaleznosci,
informacji o roli aksjomatów istnienia
bardzo duzych liczb kardynalnych itd.

Popatrzmy najpierw na stosunek podstaw
matematyki do reszty matematyki. Nasuwa
sie nam nastepujaca analogia. Dobry
mechanik, samochodowy nie musi znac
termodynamiki (na której opiera sie
funkcjonowanie samochodów). Podobnie
dobry matematyk, który nie ma pretensji

Podstawy
matematyki

W wieku XX
1. Wstep

Wiktor MAREK,
Jan MYClELSKI

~x. ~P= pA
4'

. , .nIeoznaczonosCIZasada

~l A v~v= -=-=-.
t 2t 2n

Ze wzoru w sposób oczywisty wynika, ze im wiekszy interwal
czasu, czy tez im dluzsza droge wybieramy, tym dokladniejszy
bedzie pomiar predkosci. Pamietac jednak nalezy, ze zawsze
bedzie to predkosc srednia na odcinku [ = nA. Innymi slowy,
polozenie pociagu x w chwili pomiaru znane jest z dokladnoscia
~x = [/2 = nA/2. Mamy wiec sytuacje typowa dla zasady
nieoznaczonosci: mozemy niezbyt precyzyjnie zmierzyc predkosc
na krótkim odcinku, ale w dosc dobrze okreslonym miejscu, lub
uzyskac duza dokladnosc pomiaru predkosci sredniej, rezygnujac
z precyzyjnego okreslenia miejsca. Ujmujac rzecz matematycznie,

VA
~x·~v= 

4

Wynik ten jest o tyle szokujacy, ze w mechanice klasycznej bez
dokladnej znajomosci polozenia i pedu nie mozemy nic powiedziec
o ewolucji ukladu. Dlatego czesto w popularnych przedstawieniach
mechaniki kwantowej zasada nieoznaczonosci ukazywana jest jako cos
niezwyklego. W niniejszym artykule spróbujemy rozjasnic nieco te
tajemniczosc, odwolujac sie do prostej analogii.

Wyobrazmy sobie, ze stoimy na peronie i chcemy zmierzyc predkosc
przejezdzajacego pociagu. Do dyspozycji mamy zegarek i wiemy,
ze kazdy wagon ma dlugosc A = 20 m. Pomiaru predkosci mozemy
dokonac, odmierzajac zegarkiem okreslony odcinek czasu t i liczac
wagony, które w tym czasie nas minely. Jesli minelo nas n wagonów,
to pokonana przez pociag droga wynosi [ = nA z dokladnoscia do
~l = A/2. W wyniku pomiaru otrzymamy predkosc

[ nAv=-=-
t t

(1)

lub w jezyku pedu

1



do glebszego wyksztalcenia poza swoja
specjalnoscia, nie musi znac podstaw
matematyki. Co wiecej, popularyzacja
termodynamiki wsród mechaników
samochodowych nie jest zadaniem
latwym - i na podobne trudnosci
napotyka popularyzacja podstaw
matematyki wsród matematyków.
Niektórych matematyków irytuje
sam fakt, ze ktos o zainteresowaniach
filozoficznych usiluje opisac, chocby
w czesci, funkcjonowanie ich umyslów
i wyjasniac w abstrakcyjny sposób,
czym jest matematyka. Podkreslaja oni,
ze matematyka, jaka znamy, uprawiana jest
od tysiacleci i osiagnela wielkie sukcesy
na polu opisywania rzeczywistosci bez
tego, by ktos wyjasnial jej nature. Ale
podstawy daja matematyczna teorie
tego, czym jest matematyka, tak jak
fizyka daje matematyczna teorie róznych
innych zjawisk i procesów fizycznych.
Jest naturalne, ze - jak kazdy opis
rzeczywistosc;i fizycznej - podstawy
sa niekompletne i stale sa rozwijane
i ulepszane .

Poniewaz podstawy traktuja matematyke
jako zjawisko fizyczne (proces konstrukcji
pewnych tekstów), nalezy dodac,
iz istnieja filozofowie i matematycy,
którzy mysla, ze ten punkt widzenia jest
nierozsadny, ze cos zaciemnia. Wierza
oni, iz matematyka jest nauka, -która
bada swiat idei platonskich (które sa
transcendentalne, czyli istnieja poza
swiatem fizycznym, niezaleznie od
ludzkosci) .

Godel, o którym bedziemy pisac wiele w tym
artykule, reprezentowal te opinie·

A zatem, ze matematyka nie jest
zjawiskiem czysto fizycznym, bo ma na nia
bezposredni wplyw swiat pozafizycznych
idei.

Jednakze matematyczne podstawy
matematyki obywaja sie bez takich
zalozen i prowadza do czysto fizykalnego
i nader kompletnego opisu zjawiska,
jakim jest matematyka. Dlatego liczni
filozofowie i matematycy (w tym autorzy
tego artykulu) odrzucaja platonizm, jako
zalozeuie sprzeczne z "brzytwa Ockhama"
(tj. tym, ze naj prostsze teorie zgodne
z faktami, czyli "nie mnozace bytów ponad
potrzebe", sa najbardziej przekonywajace).

Jak wspomnielismy wyzej, latwo wykazac
niekompletnosc wspólczesnych podstaw.
Na przyklad nie tlumacza one, czym
jest dobra matematyka. Wierzymy,
ze matematyka ma strukture postaci:

aksjomat y-definicj e-twierdzenia-dowody,

2

okresowi takiej fali. Mozemy wiec podstawic (2) do (1) i otrzymamy

.6.x . .6.p ~ n.

Pominelismy tu czynnik 27r/4, gdyz niezbyt precyzyjna definicja .6.x

i .6.p pozwala nam jedynie na dosc grube oszacowanie.

Do podobnego rezultatu mozemy dojsc takze w inny sposób, nie
poslugujac sie bezposrednio formalizmem falowym. Zauwazmy,
ze uzyskana "zasada nieoznaczonosci" (1) jest konsekwencja
"skwantowania" drogi, która mierzylismy w dyskretnych
jednostkach ).. Podobna role odgrywa w mechanice kwantowej
wielkosc fizyczna 5 zwana dzialaniem. Zazwyczaj dzialanie

definiujemy jako calke wzgledem czasu z róznicy miedzy energia
kinetyczna i potencjalna. Dla ruchu jednostajnego prostoliniowego
dzialanie mozna wyrazic iloczynem pedu p i drogi l,

5 = pl.
2

Wedlug mechaniki kwantowej dzialanie mozna okreslic z
dokladnoscia rzedu stalej Plancka n,

.6.52: n.

Postac kwantowomechanicznej zasady nieoznaczonosci mozemy

zatem odgadnac przez analogie, zastepujac we wzorze (1) kwant
drogi), kwantem dzialania n. Przybierze on wówczas postac

.6.x . .6.p 2: n.

Przedstawiona analogia, choc nie jest formalnym wyprowadzeniem,
dobrze ilustruje jedna z podstawowych idei mechaniki kwantowej:
niemoznosc jednoczesnego okreslenia polozenia i pedu z dowolna
dokladnoscia jest wynikiem istnienia kwantu dzialania n.

Ulamki lancuchowe okresowe
Marcin MAZUR

Ulamki lancuchowe pojawialy sie niejednokrotnie (ostatnio:
w kwietniu 1999) na lamach Delty. Nastepujace ciekawe twierdzenie
o nich udowodnil w roku 1770 francuski matematyk Lagrange.

Twierdzenie 1. Liczba niewymierna x ma okresowe rozwiniecie

na ulamek lancuchowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest pierwiastkiem
równania kwadratowego o wspólczynnikach calkowitych.

Zetknalem sie z tym twierdzeniem jako uczen szkoly sredniej.
Niestety, zadne dostepne mi wówczas zródla nie podawaly dowodu.
N abralem przez to przekonania, ze dowód ów musi byc niezmiernie
skomplikowany i nie wierzylem, ze móglbym twierdzenie Lagrange'a
udowodnic sam, a - jak wiadomo - "bez wiary nie da sie niczego
udowodnic" .

Okazuje sie jednak, ze dowód wymaga wylacznie pewnej
spostrzegawczosci i wladania indukcja matematyczna; jest w zasiegu
zdolnego ucznia szkoly sredniej, o czym postaram sie przekonac
Czytelnika ponizej.
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[grek(S) 1\ Vx(grek(x) :::} smiertelny (x))]
:::} smiertelny (S).

grek (-) i smiertelny (-) sa w tej formule
symbolami do opisu relacji unarnych.
Uzylismy tu kwantyfikatora ogólnego Vx
(dla kazdego x). Podobnie wprowadza
sie kwantyfikator egzystencjalny 3x
(istnieje x).

Grecy nie formalizowali sylogizmów
za pomoca formul. Niemniej jednak
analizowali sylogizmy i przez ponad dwa
tysiace lat teoria sylogizmów stanowila
centrum logiki. Matematycy starozytni
rozumowali podobnie jak my, intuicyjnie
rozumieli, co jest poprawnym dowodem
matematycznym, a co nim nie jest.
Dowody, które wymyslili, sa po dzis dzien
wykladane w szkolach i spelniaja dzisiejsze
standardy scislosci. W wieku XVII Leibniz
mial nadzieje stworzenia lingua universalis,
jezyka, który pozwalalby wyrazic zdania
matematyki, i calculus ratiocinator, który
by sprowadzal rozumowania do rachunków.

ale nie wiemy, dlaczego niektóre prace
matematyków wprawiaja nas w zachwyt,
a inne wydaja sie pozbawione pomyslów
lub wrecz nudne. Podstawy nie tlumacza
tez, jak matematycy buduja dowody
swych przypuszczen. Poniewaz nie mamy
dobrego modelu procesu budowy dowodów,
jest wiec jeszcze daleko do prawdziwie
efektywnego 'automatycznego dowodzenia
twierdzen (choc i w tej dziedzinie
osiagnieto spektakularne sukcesy).

Jak zada tego nasza definicja, na
wykladach podstaw matematyki studenci
poznaja zazwyczaj logike matematyczna,
teorie mnogosci oraz wprowadzenie do
teorii obliczalnosci (rekursji). Wszystkie
te czesci podstaw sa ze soba powiazane
i w historii, która ponizej przedstawimy,
beda przenikac sie wzajemnie. Ale
zapytajmy najpierw, jaki byl ich stan
w roku 1900.

Logika miala zawsze co najmniej dwa
aspekty - matematyczny i filozoficzny.
Aspekt filozoficzny pochodzi od
starozytnych Greków. Filozofia wymagala
pewnej precyzji rozumowania. W tym
celu filozofowie greccy, przede wszystkim
Arystoteles, chcieli zrozumiec, czym
sa poprawne dowody. Sformulowali
wiec sylogistyke, kodyfikujaca niektóre
poprawne rozumowania. Z punktu
widzenia dzisiejszej logiki byly to reguly
dotyczace relacji jednoargumentowych,
czyli unarnych. Tak wiec, jesli Sokrates jest
Grekiem, a wszyscy Grecy sa smiertelni,
to i Sokrates jest smiertelny. Dzis
zapisalibysmy ten sylogizm jako

Aa+B
Ca+D

l

l
+ l

mk+ a

l

a = no + ----~---:1'--
ni + +n2

a = mo + --------:;-1----
mi + +m2

Zacznijmy od przypomnienia niezbednych pojec. Dla dowolnej liczby
niewymiernej a okreslimy ciag liczb rzeczywistych (ak) i ciag liczb
calkowitych nk, jak nastepuje:

a = no + l
ni + +n2

l
(*) ao=a, ak+1={ad' nk=[akl.

Przez [x l i {x} oznaczamy odpowiednio czesc calkowita i ulamkowa
liczby x. Ograniczamy sie tu do liczb niewymiernych - dla
wymiernych a otrzymalibysmy ak E ;l, dla pewnego k, i wówczas
definicja liczby ak+l nie mialaby sensu. Zauwazmy, ze ak > l
i nk 2: l dla kazdego k > O. Odnotujmy ponadto równosci
ak = nk + l/ak+l' Przez indukcje dowodzimy, ze dla kazdej liczby
calkowitej k 2: O jest

Wynika stad, ze ciag liczb wymiernych

l
no + ---------- = [no; ni;···; nk llnl+-------

n2 +

+ l
+ -

nk ak+l

l+-
nk

jest zbiezny do liczby a. Piszemy a = [no; ni; n2; ... ], a ciag (ni)

nazywamy rozwinieciem liczby a na ulamek lancuchowy. Okazuje
sie, ze kazda liczba niewymierna ma jednoznaczny zapis postaci
[no; ni; n2; ... l dla pewnych calkowitych no, ni > O, n2 > O, ...

danych wzorami (*) i odwrotnie, kazdy taki ciag odpowiada pewnej
liczbie niewymiernej. Ulamki lancuchowe stanowia wiec swoisty
sposób zapisywania liczb rzeczywistych, podobnie jak znacznie
bardziej rozpowszechniony zapis dziesietny. Nastepujaca prosta
obserwacja bedzie dla naszych rozwazan bardzo uzyteczna: jesli
f3 = [nk+l; nk+2; ... l, to wówczas

l+- l
nk +-

f3

Powiemy, ze liczba niewymierna x ma okresowe rozwiniecie na
ulamek lancuchowy, jesli

Piszemy wówczas x = [lo; li; ... ; li; mi; m2; ... ; mk l. Zauwazmy, ze
jesli a = [mo; mi; m2; ... ; mk l, to wobec (* *) otrzymujemy równosc

3



Przystapmy wiec do dowodu ograniczonosci ciagów Uk i Wk. Wynika
on z nastepujacych trzech obserwacji:

dla pewnych liczb calkowitych A, B, G, D. Zatem a jest

pierwiastkiem trójmianu kwadratowego Gz2 + (D - A)z - B
o wspólczynnikach calkowitych. Ponownie uzywajac (**),
otrzymujemy

Ka + L
Ma+N

-Id + wno - u

d-(wnO-u)2
w

x = lo + 1
II + 1

12 +

gdzie Ul = wno - u i WI = d - ui. Skoro zas wl(d - u2), tow
liczby tlI, wI sa calkowite oraz wII(d - ui). Stosujac powyzsze

. d l' b . -Id + U2 d'rozumowame o ICZ y al, otrzymamy, ze a2 = ----, gZIe
w2

U2 = WInI - Ul, W2 = d - u~ sa liczbami calkowitymi i w21(d - u~).
WI

Oczywista indukcja dowodzi, ze dla dowolnej liczby calkowitej k :::: O

-Id + Uk d' l' b lk . k 'lmamy ak = ----, gZIe ICZ y ca OWIte Uk, wk o res one sa
wk

rekurencyjnie nastepujaco:

d . , ,. -Id+Uk wk-l
O notuJmy rownosCl ak = ---- = -;=;-wk vd - Uk

By osiagnac cel i wykazac, iz ciag ak jest okresowy, wystarczy
sprawdzic, ze dla pewnych s < t mamy as = at (dlaczego?), co
jest równowazne równosciom Us = Ut i Ws = Wt. Ostatnie równosci
otrzymamy, jesli uda nam sie uzasadnic, ze ciagi Uk i Wk sa
ograniczone. Istotnie, poniewaz ciagi te maja wyrazy calkowite,
wiec ciag par (Uk, Wk) ma wówczas tylko skonczenie wiele róznych
wartosci i dla pewnych s < t mamy (us,ws) = (Ut,Wt).

1+-1
li +-a

dla pewnych liczb calkowitych K, L, M, N. Zatem x jest równiez
pierwiastkiem pewnego trójmianu kwadratowego o wspólczynnikach
calkowitych. Tym samym udowodnilismy, ze liczba niewymierna,
która ma okresowe rozwiniecie na ulamek lancuchowy, jest
pierwiastkiem pewnego trójmianu kwadratowego o wspólczynnikach
calkowitych. Fakt ten zostal odnotowany juz przez Eulera. Nieco
trudniejszy dowód twierdzenia odwrotnego podal po raz pierwszy
Lagrange.

Zalózmy teraz, ze liczba niewymierna a jest pierwiastkiem trójmianu
kwadratowego ax2 + bx + c o wspólczynnikach calkowitych.
Dobrze znane wzory na pierwiastki równania kwadratowego daja

a = -Id + u, gdzie d = b2 - 4ac, u = ±b i odpowiednio w = =t=2a.
w

Wykazemy, ze odpowiadajace liczbie a ciagi ak i nk, okreslone
wzorem (*), sa okresowe.

Oczywiscie wl(d - u2). Ta prosciutka obserwacja jest kluczowa dla
calego dowodu. Istotnie, zauwazmy, ze

W polowie XIX wieku Boole wprowadzil,
przez analogie z algebra liczb, algebre
zdan. Dalszy rozwój logiki zawdzieczamy
De Morganowi, Peirce'owi, Fregemu
i innym matematykom i filozofom. Bylo
rzecza jasna, ze logika, jaka posluguje sie
matematyka, wykracza poza sylogistyke,
juz chocby dlatego, ze zajmuje sie nie tylko
relacjami unarnymi, lecz takze takimi,
które wiaza wiecej niz jeden obiekt. Na
przyklad, podstawowa w matematyce
relacja mniejszosci wsród liczb nie jest
unarna, lecz binarna, bo wiaze pary
elementów.

Rozwój analizy matematycznej
w wieku XVIII i brak dostatecznie

jasnych definicji ciaglosci, granicy
funkcji i innych podstawowych pojec
analizy spowodowal, ze trzeba bylo
sprecyzowac takie pojecia, jak liczba
rzeczywista, ciag, funkcja, etc. Pytanie,
czym sa liczby rzeczywiste, przewijalo
sie w pracach wielu matematyków
i filozofów dziewietnastowiecznych. Trzeba
bylo zdefiniowac (by uzyc terminologii
informatycznej), jakie sa podstawowe
"struktury danych" matematyki. Epokowa
ksiazka Dedekinda z 1'. 1883, Was sind
und was sollen die Zahlen zawierala

nastepujace stwierdzenie: "W nauce, co
dowód posiada, nie powinno byc bez
dowodu przyjete". Dedekind udowodnil
podstawowe wlasnosci liczb rzeczywistych,
wlasnosci, które poprzednio przyjmowano'
jako oczywiste. Stad tez pod koniec
wieku XIX nadszedl czas budowy podstaw
matematyki.

Sposród wielu matematyków, którzy
przyczynili sie do rozpoznania
podstawowych matematycznych struktur,
najwazniejszym byl G. Cantor, który
udowodnil, ze wszystkie przedmioty,
jakie rozwazaja matematycy, mozna
rozumiec jako zbiory. Co wiecej, okazalo
sie, ze taka interpretacja usuwa wszystkie
niejasnosci, które dawniej pojawialy sie
w matematyce. Na przyklad, za pomoca
pojecia zbioru latwo zdefiniowac pojecie
liczby naturalnej, stad zas liczby calkowitej
i wymiernej. Jak pokazal Dedekind
(i niezaleznie Cantor), przy uzyciu pojecia
zbioru (nieco trudniej) definiuje sie tez
liczby rzeczywiste.

Pojecie zbioru par pozwala zdefiniowac
z kolei pojecie funkcji. Podejscie takie
zrywalo z poprzednio uzywanym pojeciem
funkcji jako przepisu, algorytmu, który
z elementami dziedziny pozwalal laczyc
wartosci. W latach 80. i 90. XIX wieku
Cantor udowodnil wiele twierdzen teorii
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1. Jesli Uk < -..[d dla pewnego k > O, to ..[d + Uk < O, a poniewaz
..[d + uk .. Wk

ak = --- > 1, WieC Wk < O. Jako ze ak+l = r; > 1,Wk yd - Uk+l

musi byc ..[d - 'Uk+l < O, tzn. 'Uk+l > ..[d> O.

Ponadto Uk+l = nkWk - tlk < -Uk, wiec Itlk+ll < lUki·

2. Jesli Uk > ..[d dla pewnego k > O, to ..[d + Uk > O, a poniewaz
..[d + Uk .. Wk

ak = --- > 1, WleC Wk > O. Jako ze ak+l = r; > 1,Wk yd - Uk+1

musi byc ..[d - Uk+l > O, tzn. Uk+l < ..[d < Uk·

Ponadto Uk+l = nkWk - Uk > -tlk, wiec Itlk+ll < Itlkl·

3. Jesli lUk I < ..[d dla pewnego k > O, to ..[d + Uk > O, a poniewaz
..[d + Uk .. Wk

ak = --- > 1, WleC Wk > O. Jako ze ak+l = r; > 1,Wk yd - Uk+l

musi byc ..[d - Uk+1 > O, tzn. Uk+1 < ..[d.

Ponadto Uk+1 = nkwk - Uk > -Uk > -..[d, wiec l'tlk+ll < ..[d.

Zauwazmy teraz, ze jesli spelnione sa nierównosci IUiI > ..[d dla
i = 1,2, ... , s, to wówczas wobec wlasnosci 1 i 2 mamy lUli> IU21>
> ... > Ius I > ..[d. Liczby Ui sa calkowite, a zatem otrzymujemy
stad nierównosci ..[d < Ius I :S l'ull - s + 1. W szczególnosci, musi
byc s < IU11- ..[d + 1. Innymi slowy, lUko I < ..[d dla pewnego
ko :S lUli - ..[d + 1. Z wlasnosci 3 wynika wiec, ze lUk I < ..[d dla
kazdego k ~ ko. Tym samym ciag tlk jest ograniczony. Ponadto,
nierównosc ak = (..[d + tlk) / Wk > 1 pociaga za soba nierównosci
O < Wk < 2..[d dla k ~ ko. Wykazalismy wiec, ze ciagi tlk i Wk sa

ograniczone i co za tym idzie, liczba O:' ma okresowe rozwiniecie na
ulamek lancuchowy. Dowód Twierdzenia 1jest zakonczony.

N asze rozwazania pozwalaj a uzyskac nieco dokladniejsza informacje·
Niech kl bedzie najmniejsza taka liczba, ze (..[d - Uk)/Wk > O.

Oczywiscie kl :S ko· Latwo zauwazyc, ze ciag par (Uk, Wk), gdzie
k > kl, przyjmuje co najwyzej ..[d. 2Vd = 2d róznych wartosci.

Zatem istnieja takie s < t, ze (us, ws) = (Ut, Wt) i t - s < 2d. Innymi
slowy, okres podstawowy ulamka lancuchowego, równego liczbie 0:',

jest mniejszy niz 2d. Czytelnik zdola teraz bez trudu przekonac sie,
ze zachodzi nastepuj ace

Twierdzenie 2. Liczba niewymierna (..[d + u)/w, gdzie tl, w

sa liczbami calkowitymi i wl(d - u2), ma rozwiniecie na ulamek

lancuchowy postaci [no; nl;."; ni; ni+l;"'; ni+j]. Mozemy przy

tym przyjac za i taka najmniejsza liczbe k ~ O, ze (..[d - Uk)/Wk > O

i wówczas i:S max(1, IU11-..[d + 1). Ponadto j < 2d.

W szczególnosci, dla U = O i w = 1 otrzymujemy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 3. Dla pewnego j < 2d mamy ..[d = [no; nl; ... ; nj].

Ponadto nj = 2no.

Ostatnia czesc twiel'dzenia wymaga dodatkowych wyjasnieri. Poniewaz Wo ::: l, mamy

Wj+l ::: Wl ::: WOw! ::: d - Hi. Jako ze WjWj+l ::: d - Uj+l ::: d - ui::: Wj+l, wiec
Wj = l i aj = ../d + tLj. Zatem O < Vd - tLj < l, tzn. tLj = [../d] = no. Tym samym
nj = [aj] = 2no.

Jako przyjemne zadanie pozostawiamy Czytelnikowi uzasadnienie,
ze dla 1 :S s < j zachodza równosci ns = nj -s. Twierdzenie 3
mozna tez wykorzystac do opisu rozwiazan równania Pella
x2 - dy2 = 1 w liczbach calkowitych, ale to juz zupelnie inna
historia.
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mnogosci (zbiorów). Cantor zanalizowal
tez pojecia takie, jak porzadek liniowy,
wprowadzil pojecie dobrego porzadku
(a w konsekwencji i liczby porzadkowej).
Stad juz byl tylko krok do dowodów
uzywajacych indukcji pozaskonczonej .
Bylo to calkowicie nowe i silne narzedzie
w rekach matematyków. Wyszlo ono
istotnie poza indukcje wzgledem liczb
naturalnych oraz repertuar dowodowy
odziedziczony po Grekach.

Teoria obliczalnosci w kOlku XIX wieku

jeszcze nie istniala. Istnialy tylko liczne
przyklady algorytmów. Na przyklad
algorytm Euklidesa dla znajdowania
najwiekszego wspólnego podzielnika
lub algorytm Cardano rozwiazywania
równan trzeciego stopnia. Sprawy
efektywnosci zajmowaly matematyków
i filozofów greckich, a takze matematyków
pózniejszych. Newton i inni wielcy
analitycy az do polowy XIX wieku
nie akceptowali prawdziwosci zdali.
egzystencjalnych nie popartych
algorytmem konstrukcji odpowiedniego
przykladu. Jesli wiec twierdzili oni, na
przyklad, ze równanie r'ózniczkowe V' = -V
z warunkiem poczatkowym v(1,3) = 17
ma rozwiazanie, to trzeba bylo wiedziec,
jak owo rozwiazanie skonstruowac, innymi
slowy, podac przepis na obliczanie wartosci
takiej funkcji V(·).

Urzadzenia ulatwiajace liczenie
znane sa od starozytnosci. Liczydla
róznych systemów potrzebne byly do
obliczen. Wielu wyn'alazców, inzynierów
i matematyków budowalo maszyny,
które ulatwialy obliczenia. Artyleria
i finanse wymagaly szczególnie wielu
obliczen (i czesto dosc dokladnych). Stad
tez ze sztabów wojskowych, urzedów
podatkowych i banków pochodzilo
zapotrzebowanie na urzadzenia liczace.
Zostaly wynalezione maszyny do
dodawania i mnozenia, potrzebne
w spisach ludnosci, i inne maszyny
mechaniczne ulatwiajace obliczenia. Ale
pytania o istote pojecia obliczenia byly
rzadkie. W pierwszej polowie XIX wieku
Babbage zapl'Ojektowal nawet rodzaj
mechanicznego komputera uzywajacego
programów, ale pytanie, czym jest funkcja
obliczalna, nie zostalo jeszcze postawione.

Spróbujemy dalej przedstawic rozwój
trzech glównych nurtów podstaw
matematyki: teorii mnogosci, logiki i teorii

iII modeli, oraz teorii funkcji obliczalnych
w wieku XX.

Czesc druga ukaze sie w Delcie 11/1999.



Przyklad, w którym abstrahuje sie od wszelkich twierdzen
o ulamkach lancuchowych
W praktyce ulamek lancuchowy powstaje poprzez systematyczne wylaczanie
calosci i odwracanie pozostalego ulamka wlasciwego, aby znów bylo co
wylaczac:

1517_ 1 444_ 1· _1__ 1 1 _ 1 1 _ 1 __ 11073- + 1073- + 1073- + 185- + 1 - + 1
444 2+ 444 2+ 444 2+ -74

- 2+185 185
1

1 =1+ 1
l =1+ l 2+ l

~ 1+ l 2+ 1 2+ -1
2+ 1 2+ ----:r7 2+"2+ 185 2+ 7474

Dla liczby wymiernej operacja taka, oczywiscie, zawsze sie konczy. Gdy jednak
ulamek lancuchowy zwiniemy do postaci ulamka zwyklego, to otrzymamy jego

postac skrócona:
1 1 1 1 1 1 12 41

1+ ---1-- = 1+ ---1- = 1+ ---1 - = 1+ --1- = 1+ --5- = 1+ -29= 1+ 29= 29'
2+ ---1 - 2+ --1 2+ --2 2+ -12 2+ 12 12

2+--1 2+'5 2+5 5
2+ 2 2

To, przez co zostal skrócony, mozna odnalezc jako ostatnia "reszte" uzyskana
poprzednio przy wylaczaniu calosci, tu akurat 37. Nie zawsze jest to liczba
pierwsza (jak tutaj). Ale zawsze jest to najwiekszy wspólny dzielnik licznika
i mianownika rozwijanego ulamka (a wlasciwie, dlaczego tak jest?).

Dokladnie taka sama - wylaczanie calosci i odwracanie pozostalosci - jest
praktyka rozwijania w ulamek lancuchowy liczb niewymiernych. Oto przyklad
rozwiniecia najprostszej niewymiernosci kwadratowej. Pierwszy raz na sposób
arytmetyczny.

1
1

2+ 1
2+ 1

2+~

1 = ... =1+=1+ 1
2+ h+1

J ak widac, rzeczywiscie otrzymuje sie ulamek okresowy [1; 2].

A teraz geometrycznie. W kwadracie ABC D kreslimy okrag o srodku A
i promieniu AB. Przecina on przekatna w punkcie E, przez który kreslimy
styczna, otrzymujac na bokach kwadratu punkty S i T. Kreslimy teraz okrag
o srodku S i promieniu SB; przecina on BC w punkcie F'. Tym, co trzeba
zauwazyc, sa równosci SB = SE = ET = T D = SF = EC (rysunek) oraz
podobienstwo trójkatów BCE i ECF (bo LCBE = LCEF, jako kat wpisany
i kat dopisany, a kat C jest wspólny).

Gdy to juz wiemy, mamy:

AC CE 1 1 1 1
-A-B= 1+ -C-B= 1+ -C-B = 1+ CF = 1+ ---C-E- = ... = 1+ 1

CE 2+ CE 2+ CB 2+ 12+--- 12+-
2 + ...

1 1

h=1+(vI2-1)=1+ V2+1 =1+2+(v'2-1)

czyli tyle samo.

Zobaczyc, ze faktycznie chodzi o niewymiernosc kwadratowa, mozna tak.
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Oznaczmy
1

x=l+ 1
2+ 1

2+ 1

2+~

Jest to równowazne
1

x+1=2+ 1
2+ 1

2+ 1

2+~

_ Zadania

Uwaga: W zadaniach symbol [x]
oznacza najwieksza liczbe calkowita nie
przekraczajaca liczby x.

czyli x + 1 = 2 + X~l ' co dla x # -1 jest równowazne x2 = 2. Oczywiscie,
zeby tak pisac, trzeba wiedziec, ze nieskonczony ulamek przedstawiajacy x jest
zbiezny.

Mozna chwile pocwiczyc i wykonywac podobnie zamiane danego
nieskomplikowanego równania kwadratowego o wspólczynnikach calkowitych
(oczywiscie maj acego pierwiastek) na ulamek lancuchowy. Dla skomplikowanych
potrzebny jest dowód z artykulu.

Warto tu przypomniec inne twierdzenie Lagrange'a o ulamkach lancuchowych:
daja one najlepsze przyblizenia wymierne liczb niewymiernych. Znaczy to
tyle, ze jesli poczatkowy fragment ulamka lancuchowego, dla jakiejs liczby
niewymiernej a, jest zwyklym ulamkiem nieskracalnym, to lepsze przyblizenia
wymierne a mozna otrzymac tylko uzywajac ulamków o wiekszym mianowniku.

Tak wiec (patrz poczatek tej notki) ~~ jest najlepszym przyblizeniem .J2
sposród ulamków o mianownikach mniejszych od 30.

Ulamki lancuchowe wymyslil grecki matematyk Teajtetos (410-368 p.n.e.),
uczen Platona. Maja wiec te ulamki juz 2400 lat, zatem sa prawie dwukrot~ie
starsze od ulamków dziesietnych. Zostaly one wymyslone wlasnie dla poradzenia
sobie z niewymiernoscia. Pózniej jednak stracily pierwszoplanowa pozycje
w arytmetyce.

M.K.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 892. Wykazac, ze jesli p i q sa liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi, to

[~] + [~q] + [:q] + ... + [~(P_-_p~l)_q]= (p-1)(q-1).
Rozwiazanie na str. 12

M 893. Udowodnic, ze jesli T(k) jest liczba dzielników naturalnych liczby k, to dla
dowolnej liczby naturalnej n zachodzi równosc

[i] + [~] + ... + [;] =T(1)+T(2)+ ... +T(n).

Rozwiazanie na str. 14

M 894. Wykazac, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi równosc

[0i'] + [.ijn] + ... + [;:;In] = [log2 n] + [log3 n] + ... + [logn n].

Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 507. Zalózmy, ze na polaryzator pada wiazka swiatla spolaryzowanego liniowo.
W przypadku, gdy os polaryzatora jest równolegla do osi polaryzacji, zostaje
przepuszczona czesc 0'2 natezenia, natomiast gdy kat miedzy tymi osiami jest prosty
- czesc ("2.(Dla idealnego polaryzatora 0'2 = 1, ("2= O.) Jakie bedzie natezenie
przepuszczonego swiatla, jezeli na pare polaryzatorów, których osie tworza kat e, pada
prostopadle swiatlo niespolaryzowane o natezeniu lo? (Odbicia pomijamy.)
Rozwiazanie na str. 11

F 508. Miedzy dwa polaryzatory o wzajemnie prostopadlych osiach wsunieto trzeci
polaryzator o osi tworzacej kat e z osia pierwszego polaryzatora. Jakie jest natezenie
swatla przepuszczanego przez ten uklad? (Zakladamy, ze polaryzatory sa idealne
i straty pomijamy.)
Rozwiazanie na str. 16
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Akt ualnasci (nie ty lka) fizyczne
Koniec wakacji - czas do szkoly, w której na lekcjach
(glównie) chemii i (troche) fizyki dowiadujemy sie,
ze materia jest zbudowana z atomów. Ale jak te atomy
wygladaja? "Po pierwsze wcale nie wygladaja, bo sa
za male, zeby je zobaczyc." No, to juz od ladnych
kilkunastu (kilkudziesieciu) lat nie jest prawda.
W róznych mikroskopach mozna juz obejrzec obrazki,
na których widac pojedyncze atomy (choc oczywiscie
nie bezposrednio, tzn. nie sa to obrazki z mikroskopów
optycznych). No i co widac? Ano widac takie kuleczki czy
tez kupeczki, a moze guzeczki. Wszystkie o rozmiarach
rzedu 1 angstrema. I wszystko wygladaloby tak prosto,
gdyby nie zimni naukowcy. Dokladniej chodzi o tych,
którzy staraja sie zlapac atomy w pulapki i bezwzglednie
chlodzic. Jezeli atomy sa akurat bozonami, tzn. maja
calkowity moment pedu bedacy liczba calkowita,
to w takiej sytuacji moga stac sie kondensatem
Bosego- Einsteina, a wtedy wszystkie atomy sa w tym
samym stanie kwantowym i kazdy z nich rozpelza sie po
calym obszarze kondensatu. Taki kondensat ma zazwyczaj
makroskopowe rozmiary i mozna go oczywiscie zobaczyc,
bo swieci, jak go grzecznie poprosic. Tylko co wtedy
widac? Gdy wszystkie atomy sa w jednym stanie, to kazdy
foton pochodzi z równym prawdopodobienstwem z kazdego
z nich. Jezeli rozmiary czegos zdefiniujemy jako miejsce
w przestrzeni, gdzie to cos jest, to w tym przypadku
atom mozna z powodzeniem zobaczyc golym okiem!
Dalsze rozwazania nad tym, co to znaczy zobaczyc atom,
pozostawmy filozofom, a sami zajmijmy sie kondensatem.
Co z takimi rozmazanymi atomami robic? Mozna
zbudowac z nich odpowiednik lasera, który powinien
umiec wyslac wiazke rozmazanych atomów, tak jak laser
wysyla swiatlo. Okazuje sie, ze to daje sie zrobic, wybijajac
w odpowiedni sposób atomy z pulapki, w której utworzono
kondensat. Osiagniecia w tej dziedzinie ilustruja obrazki na
ostatniej stronie okladki. Na uwage zasluguje dokonanie
zespolu z NIST w Gaithersburgu. W tym przypadku
(w przeciwienstwie do pozostalych doswiadczen, w których
uwolnione atomy opadaja pod wplywem grawitacji) udalo
sie zaprojektowac eksperyment w sposób umozliwiajacy
wyslanie prawie ciaglego strumienia atomów w dowolnym
kierunku [1].

Inna grupa z tego samego instytutu wykorzystala
podobny zestaw doswiadczalny do zademonstrowania
nieliniowej optyki atomowej [2]. Optyczny odpowiednik
przeprowadzonego doswiadczenia polega na skierowaniu
trzech wiazek laserowych na osrodek o nieliniowym
wspólczynniku zalamania (tzn. zalezacym od intensywnosci
swiatla), w którym powstaje dodatkowa czwarta wiazka.
W przypadku atomów równiez uzyto trzech fal, tylko
ze nieliniowy osrodek nie byl konieczny. Obdarzone masa
i oddzialujace atomy same dla siebie tworza taki nieliniowy
osrodek. Zaobserwowanie czwartej fali atomów o pedach
róznych od wszystkich trzech fal pierwotnych mozna
wytlumaczyc w ten sposób, ze dwie wiazki tworza fale
stoja.ca, a trzecia sie na niej czesciowo rozprasza.

Wrócmy jeszcze raz na szkolna lekcje fizyki, na której
poznajemy budowe "normalnego" atomu. A tam nadal
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wokól maciupenkiego jadra kraza po orbitach elektrony.
Ten hybrydowy, klasyczno-kwantowy obrazek wymyslony
przez Bohra, przez dlugie lata konczyl edukacje szkolna,
jezeli chodzi o poznawanie budowy materii. Na fali
reformy oswiaty uda sie prawdopodobnie zastapic go
orbit alami elektronowymi, w których wystepuja rozmazane
elektrony. Nalezy nadmienic, ze elektrony te sa rozmazane
w zupelnie inny sposób niz bozonowe atomy. Kazdy
elektron jest rozmazany na wlasna reke. (Dygresja:
to jaki jest rozmiar punktowego podobno elektronu?)
Czy obrazek z elektronami krazacymi po planetarnych
orbitach nalezy wyslac na smietnik historii nauki? Okazuje
sie, ze nie do konca. Powodem sa silnie wzbudzone
tzw. atomy Rydberga. Odleglosc elektronu od jadra
dochodzi w nich do mikrona. Zewnetrzne elektrony moga
krazyc w takich atomach po eliptycznych orbitach zamiast
rozmazywac sie po calym atomie. Turgay Uzer opowiadal
w Atlancie (w czasie spotkania z okazji 100-lecia APS
- patrz Delta 6/1999) o systemach slonecznych atomowej
wielkosci, w których udalo sie stworzyc atomowy analog
planetoid trojanskich. To nie tylko ciekawostka. Uklady
takie swietnie nadaja sie do badania granicy pomiedzy
swiatem kwantowym i makroskopowym. Te same atomy
Rydberga sluza jako material w nowej dziedzinie sztuki:
rzezbieniu Rydberga. Jednym z czolowych artystów jest
Philip Bucksbaum z Uniwersytetu w Michigan. Za pomoca
sekwencji pulsów laserowych on i jego wspólpracownicy
potrafia wprowadzic atom w wiele stanów wzbudzonych
jednoczesnie, a nastepnie odczytac pelna informacje
w ten sposób zapisana. Jest to jakby analog holografii [3].
Bucksbaum i wspólpracownicy planuja zbudowac w ten
sposób komputer kwantowy zdolny do rozkladania na
czynniki liczb rzedu 210.

Atomy, jak widac, (wlasnie - widac) sa rózne. W dodatku
nie wiadomo, ile ich jest. Niedawno Robert Smolanczuk
zastanawial sie na naszych lamach "Gdzie konczy sie
tablica Mendelejewa?" (Delta 3/ 1998). Nasz au tor nie
poprzestal na tym, tylko opublikowal [4] przepis na
wytworzenie 118 pierwiastka. Grupa z Lawrance Berkeley
Laboratory postanowila sprawdzic recepte i na poczatku
czerwca oglosila odkrycie pierwiastków 118 i 116 oraz
wczesniej nie obserwowanych izotopów 114, 112, 110, Hs
i Sg [5]. O prawdopodobnym odkryciu pierwiastka 114
wczesniej doniosla grupa z Dubnej. Byloby to ja.dro
o wiekszej liczbie neutronów niz wytworzone w LBNL,
o niezwykle dlugim, jak na superciezkie jadra, czasie
zycia - az 30 sekund. Obydwa odkrycia potwierdzaja
istnienie dlugo poszukiwanej wyspy stabilnosci w okolicach
jadra o 114 protonach i 184 neutronach i daja nadzieje
na dotarcie do niej w niedlugiej przyszlosci. Moze takie
atomy beda zyly wystarczajaco dlugo, zeby sobie w nich
porzezbic?

Piotr ZALEWSKI

[1] E.W. Hagley i inni, Science 283 (1999) 1706.
[2] L. Deng i inni, Nature 398 (1999) 218.
[3] http://www . aip. org/physnews/graphics.
[4] R. Smolanczuk, Phys. Rev. C59 (1999) 2634.
[5] http://enews.lbl.gov./.



1 1 1 1 1
2" + 22 + 23 + 24 + 25 + ... = 1

mial dla Pawla i Tomka jasne znaczenie - cale jablko otrzymane
w kawalkach!!! Nie mieli tez chlopcy problemu ze zrozumieniem zapisu

Rys. 1. Dzieci dostaly cale jablko.

mala delia

Podzial swiatecznej pomaranczy

Nasi chlopcy, Pawel (7 lat) i Tomek (9 lat), dobrze wiedza, ze jesli

dostana ode mnie pól jablka G), potem pól polówki (~ . ~), potem pól

pozostalej cwiartki (~. (~ . ~) ), to dostana, gdy bede im tak bez

konca dodawal po kawalku, cale jablko. Wytlumaczylem im zapis:

w naszym podziale 21n = 2 . 2 .~ ... 2 = ~. (~. (~ ..... (~) )) jest

rozmiarem kawalka jablka, który chlopcy dostali w n-tym podziale,
1 równy kawalkowi, którego im jeszcze nie oddalem. Wzór

64

1
32

11111 1 1
2" + 22 + 23 + 24 + 25 + ... + 2n = 1 - 2n '

bo oddawal on dokladnie sytuacje po n-tym krojeniu, gdy zostal mi

jeszcze kawalek (2:)' a im tego kawalka brakowalo do calego jablka.

Ale jak wytlumaczyc dzieciom wzór na sume

1 1 1 1 1
3" + 32 + 33 + 34 + 35 + ...

czy

1 1 1 II?
5" + 52 + 53 + 54 + 55 + ....

My, matematycy, znamy dziesiatki metod obliczenia powyzszych sum.
Wiemy, ze opisuja one ciag geometryczny; ale jak przedstawic rozwiazanie
dostepne dla dzieci?

*****

Dawno, dawno temu, gdy mialem siedem lat, mama zdobyla na Wigilie
pomarancze. W tamtych czasach byla to prawdziwa zdobycz; specjal
wigilijny. Doczekalismy sie, przy koncu wieczerzy wigilijnej, podzialu
pomaranczy. Mama rozdzielila ja na trzy równe czesci, po jednej dala
mnie i bratu, a jedna zostawila sobie. Szybko polknelismy nasze kawalki
i poprosilismy mame o wiecej. Mama podzielila swoja czesc na trzy równe
kawalki, jeden zostawila sobie, a nam dala reszte. Po chwili z naszych
kawalków nic nie zostalo i jeszcze raz poprosilismy o wiecej. I znowu
mama podzielila swój maly kawalek pomiedzy nas i siebie. Nie minelo
wiele czasu i mama nie miala juz nic. Ja i mój brat zjedlismy po pól
pomaranczy. Bardzo nam smakowala.

9



Czesc mamyl
27

Rys. 2
Z tej historii, dzieci, plyna dwa moraly:
1. Mama zrobi wszystko dla swoich dzieci,

1 1 1 1 1 1
2, 3 + 32 + 33 + 34 + 35 + .. ' = 2'

*****

- A co bedzie - zapytal Tomek - jesli mamie znudzi sie dzielenie
i przerwie po stu podzialach?
- Nic nie bedzie - dopowiedzial Pawelek - mamie zostanie troche soku,
a moze tylko atom,
- Masz racje - odpowiedzialem - ale jesli mama przestanie dzielic po
trzech cieciach, to bedzie cos miala, chociaz dla smaku. A moze po kilku
podzialach na trzy równe czesci mama podzieli reszte l.la pól miedzy
dzieci. Kazde z dzieci dostanie znowu pól pomaranczy, ale formula bedzie
miala postac:

1 1 1 1 1 1 1(1) 13 + 32 + 33 + 34 + 35 + ... 3n + 2 3n = 2'

W formule n oznacza liczbe podzialów na 3 równe czesci, a 31n jest
wielkoscia ostatniego kawalka pozostalego mamie i rozdzielonego
przez nia na pól miedzy chlopców, Mozemy tez nasza formule zapisac
w postaci:

1 1 1 1 1 1 1 1(1)3 + 32 + 33 + 34 + 35 + ... + 3n = 2 - 2 3n .

- A co by bylo - zapytal Tomek - gdyby i mama, i tata przyniesli po
pomaranczy, a dzieci bylo troje?

- Kazdy dostalby po ~ pomaranczy - szybko powiedzial Pawelek, który
wlasnie nauczyl sie ulamków - ale mysle - dorzucil - ze rodzice
podzieliliby dalej swoje czesci.
- Jesli rodzice podzieliliby swoje czesci na piec równych kawalków, kazde

z dzieci dostaloby dodatkowo ~ . ~ = (~) 2 pomaranczy i rodzicom

zostaloby takze po kawalku wielkosci (~f.Jesli tak rodzice beda
dzielic bez konca, to dzieci dostana obie pomarancze, czyli kazde z nich

~ pomaranczy - podsumowal Tomek.
Zgodzilem sie i zapisalem formalnie, przeprowadzone przez dzieci,
rozumowame:

2 (2)2 (2)3 (2)4 25+ 5 + 5 + 5 + ... = 3'

A co bedzie, jesli po n cieciach rodzicom znudzi sie podzial i oddadza
reszte dzieciom? Pamietajcie, ze kazde z rodziców ma kawalek z n-tego
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podzialu, wielkosci (~) n.
- Jasne! Dzieci jest troje, wiec kazde dostanie od rodzica dodatkowo

~ (~) n, czyli od obojga rodziców ~ (~) n - zauwazyl Tomek.
- Mozemy to zapisac formula - podsumowalem:

2 (2)2 (2)3 (2)4 (2)n 2 (2)n 25+ 5 + 5 + 5 + ... + 5 + 3 5 = 3·
Czy mozemy przeprowadzic podobne rozumowanie, na przyklad,

11 (11)2 ?z 41 + 41 + ....
- Chyba tak - powiedzial po zastanowieniu Tomek i zaczal swoje
opowiadanie.
- Na poczestunek do naszej klasy, która ma 30 dzieci, przyszlo
11 rodziców, kazdy z pizza. Podzielili pizze miedzy dzieci i siebie.

K .d d l 11 11. D··· dl ... d·
az y osta ')() , 11 = 41 PIZZY· zleCI zja y swoJe porcje l ro Zlce

dzielili dalej. W koncu kazde dziecko zjadlo ~~ pizzy, a rodzicom nie
zostalo nic - zasmial sie Tomek.
- Algebraicznie otrzymamy - podsumowalem:

11 (11)2 (11)3 (11)4 (11)5 1141 + 41 + 41 + 41 + 41 + ... = 30·

- To ja umiem rozwiazac "nieskonczona sume" dla kazdej liczby dzieci
i rodziców - wykrzyknal Tomek.
Pomoglem Tomkowi zapisac formule dla d dzieci i r rodziców:

r (r)2 ( r )3 ( r )4 ( r )5 rd+r+ d+r + d+r + d+r + d+r +."=(i.

- A co bedzie, gdy rodzicom znudzi sie dzielenie i po prostu kaza
dzieciom wziac reszte pizzy? - zapytali chlopcy. Z pewnym trudem
zapisalismy:

r (r)2 ( r )3 ( r )4 ( r)5 (r)n r ( r)n rd+r+ d+r + d+r + d+r + d+r + ... + d+r +(i d+r = (i.

- Ale to smieszne - zachichotal Pawelek - jesli rodzice maja jedno
dziecko, to zje ono dwie pomarancze.
- Tak - powiedzielismy jednoczesnie z Tomkiem. Otrzymamy formule:

2 (2)2 (2)3 (2)43+ 3 + 3 + 3 + ... = 2.

***
Zjedlismy ze smakiem przygotowana przez mame pizze, a potem jablka
i pomaraftcze.

Mala Delte z pomoca Pawelka i Tomka przygotowal Józef PRZYTYCKI

l,] 4'222.2

I t/ lo = 2 (a + f ) cos O + 0/ , sm O.

Rozwiazanie zadania F 507.
Zalózmy, ze na uklad pada swiatlo o wektorze pola
elektrycznego (cos <p, sin <p). Jezeli os pierwszego polaryzatora
jest zorientowana wzdluz osi x l to przepuszczone swiatlo bedzie
opisane wektorem (Q cos 'Pl E sin I.p). Obrócmy teraz ten wektor
o kat O, aby przejsc do ukladu wspólrzednych zwiazanego
z drugim polaryzatorem. Otrzymamy:

(acos<pcosO - ,sin<psinO,acos<psinO + ESin<pcosO).

Wektor polaryzacji po przejsciu przez drugi polaryzator ma

11

nastepujaca postac w nowym ukladzie wspólrzednych:

(a' cos <pcos O - aESin <psin O, ,a cos <p sin O + " sin <pcos O) .

Natezenie swiatla jest dane przez sume kwadratów skladowych tego wektora:

I,(<p)/Io = a'(acos<pcosO - ,sin<psinO)' + ,'(a cos <p sin O + fsin<pcosO)2

Dla swiatla niespolaryzowanego musimy usrednic natezenie wzgledem kata <p,

co daje:



Sumowanie odwrotnosci
Pawel STRZELECKI

Suma odwrotnosci wszystkich liczb naturalnych jest nieskonczona. Sposród
niezliczonych dowodów tego faktu przypomnijmy dla porzadku jeden:

gdyby ciag Sn = 1+ ~+ ... + ~ mial skonczona granice S, to istnialaby
liczba n E N o tej wlasnosci, ze IS - Sn I < ~. W szczególnosci, nierównosc

n~l + n~2 + ... + n~k < ~ zachodzilaby wtedy dla wszystkich k E N.
Tymczasem,

1 1 1 1 1
--+--+ ... +- >n·- =-,
n + 1 n + 2 2n 2n 2

a zatem ciag Sn nie ma skonczonej granicy.

To, czy dodajac odwrotnosci wszystkich liczb naturalnych nalezacych do
pewnego podzbioru A C N, otrzymamy skonczony wynik, zalezy od tego,

'-- czy zbiór A jest odpowiednio "maly". Jesli, na przyklad, zbiór A sklada sie
tylko z poteg pewnej liczby wiekszej od 1 - powiedzmy 2, 3 czy 5 - to wtedy
suma wszystkich odwrotnosci liczb ze zbioru A jest skonczona. (Jesli ktos nie
wie, dlaczego tak jest, niech przeczyta Mala Delte o dzieleniu pomaranczy.)
Popatrzmy teraz na inne sytuacje.

00

Przyklad 1. Gdy wiadomo juz, ze L ~= +00,nietrudno wykazac, ze
n=l

(1) L ~=+00
nEA n

Rozwiflzauie zadania M 892.
Rozwazmy prostokat P o wierzcholkach

w punktach A(O, O), B(l), O), C(p, q)

i D(O, q). Liczba punktów kratowych
(o wspólrzednych calkowitych)
wewnatrz P jest równa (p - l)(q - 1).
Poniewaz liczby p i q sa wzglednie
pierwsze l wiec jedynymi punktalni

kratowymi na przekatnej AC sa jej
koi\ce. Zatem trójkat ABC zawiera

. (p - 1)(q-l)
'IN swoim wnetrzu ~

punktów kratowych. Z dt~ugiej strony,
liczba punktów kratowych o pierwszej
wspólrzednej równej k (O < k < p),

nalezacych do wnetrza L::. A BC, jest

[kq]równa p .Sumujac wzgledem k,
otrzymujelny zadana równosc.

dla kazdego A C N, który spelnia nastepujacy warunek: dla pewnej liczby b > O

czesc wspólna zbioru A i zbioru {l, 2, ... , n} ma, dla wszystkich dostatecznie
duzych n, przynajmniej [bn] elementów.

Intuicyjnie biorac, wlasnosc (1) jest wtedy oczywista: zbiór A jest stosunkowo
duzy, zawiera "ustalony procent" liczb naturalnych, wiec i suma odwrotnosci
wszystkich liczb z tego zbioru jest "ustalonym procentem" (nieskonczonej)

00

sumy wszystkich odwrotnosci L ~.Czytelnicy bez trudu zdolaja zamienic to
n=l

intuicyjne rozumowanie w scisly dowód.

Jesli wezmiemy mniejszy zbiór A, utworzony z rzadziej rozrzuconych liczb
naturalnych, wtedy z suma odwrotnosci moze byc rozmaicie. Oto kolejne
przyklady.

Przyklad 2. Suma odwrotnosci wszystkich pelnych kwadratów jest skOllczona,
d .... , ,. 1 <2 1 ". 1 1 1

g yz z OCzywiste] merownoscl n' _ . n(n+l) oraz rownosCl n(n+l) = li - n+l
wynika, ze dla dowolnej liczby k E N mamy

k 1 k 1 k (1 1)l-;n2 :S;2l-;n(n+l) =2l-; ;-n+l =

=2(1-~+~-~+ ... +~- k:l) <2.
Dodajac odwrotnosci pelnych kwadratów, z pewnoscia nie otrzymamy wiec
wyniku wiekszego od 2.

Przyklad 3. Gdy jako A wezmiemy zbiór wszystkich liczb pierwszych, to

wtedy suma L l bedzie nieskonczona - co oznacza, ze liczb pierwszych jest
pEA p

(w pewnym sensie) znacznie wiecej niz pelnych kwadratów. Rozbieznosci szeregu
odwrotnosci wszystkich liczb pierwszych dowiódl Leonard Euler. Przedstawimy
tu znacznie pózniejszy dowód tego faktu, pochodzacy od amerykanskiego
matematyka L Nivena.
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Rozwiazanie zadania M 894.
Obliczmy, ile liczb postaci xY l gdzie XJ y

sa Iiczban1i calkowitYlni wiekszyn1i od 1,

zawiera zbiór {l, 2, ... , n}. Mozemy to
zrobic na dwa sposoby. Dla ustalonej
podstawy x liczb takich jest [logx n] - 1,
a dla ustalonego wykladnika y jest
ich [-I;1n] - 1. Sumujac te wyrazenia,
otrzymujemy

x=2

= 2)~n] - (n -1),

a stad natychmiast wynika zadana
równosc.

Dowód prowadzimy nie wprost. Niech Pl = 2, P2 = 3, P3 = 5, ... bedzie ciagiem
00

wszystkich liczb pierwszych. Zalózmy, ze 2: l < +00. Istnieje wtedy taka
n=l Pn

liczba M, ze 2: l < M dla wszystkich k E N. Z nierównosci exp(x) = eX ;:::
Pn~k Pn

;::: l + x otrzymujemy

exp(M) ;:::exp ( L ~)= IIexp ( ~ ) ;:::
Pn~k Pn Pn~k Pn

( l ) , l;:::II l + --: ;:::L ; = s~,
Pn~k P n~k

gdzie suma z primem, S~ = 2:' ~, oznacza sume odwrotnosci wszystkich liczb
n<k

bezkwadratowych - to znaczy takich, które nie sa podzielne przez kwadrat zadnej
liczby naturalnej wiekszej od l, albo równowaznie, sa iloczynem róznych liczb
pierwszych.

Ostatnia nierównosc bierze sie stad, ze mnozac wszystkie nawiasy (1 + l),
otrzymujemy sume odwrotnosci wszystkich liczb bezkwadratowych, któ~ych

czynniki pierwsze nie przekraczaja k. Suma ta jest, oczywiscie, wieksza niz S~,
gdyz prócz odwrotnosci wszystkich liczb bezkwadratowych nie wiekszych od k

zawiera tez odwrotnosci niektórych wiekszych liczb.
k

Pomnózmy prawa strone otrzymanej nierównosci przez sume 2: n1" która, jak
n=l

juz wiemy, z pewnoscia jest mniejsza od 2. Otrzymamy wtedy nowa nierównosc

2exp(M);::: (L' ~).(t ~2).
n~k n=l

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze wynika,
ze mnozac skladniki obu nawiasów po prawej stronie, z pewnoscia otrzymamy
odwrotnosci wszystkich liczb naturalnych nie wiekszych od k, a prócz tego
odwrotnosci niektórych wiekszych liczb. Zatem

k l
2exp(M) ;:::Sk = L -.n

n=l

To juz jest oczywista sprzecznosc: dla k dazacych do nieskonczonosci prawa
strona nierównosci moze byc dowolnie duza, natomiast lewa strona w ogóle
od k nie zalezy. Owa sprzecznosc wziela sie stad, ze przypuscilismy, iz szereg00

odwrotnosci liczb pierwszych jest zbiezny - a zatem 2: l = +00.
n=l Pn

Z sumowaniem odwrotnosci liczb naturalnych wiaze sie nastepujaca, do dzis
otwarta, hipoteza ErdcSsa:

Niech A bedzie takim podzbiorem zbioru liczb naturalnych, ze
lL - =+00.n

nEA

Wtedy dla kazdego k E N zbiór A zawiera pewien ciag arytmetyczny dlugosci k.

Kazdy widzi, ze dla A = N to prawda (i nie jest to zbyt odkrywcze
spostrzezenie). Wykazac, ze jest tak równiez dla takich zbiorów A, o jakich
byla mowa w Przykladzie l, jest bardzo trudno - te wersje hipotezy ErdcSsa
udowodnil w 1975 roku Szemeredi. Dla tego przypadku nowy, istotnie inny
dowód podal niedawno William Timothy Gowers, jeden z ubieglorocznych
medalistów Fieldsa, nagrodzony przede wszystkim za wyniki z zakresu analizy
funkcjonalnej - i bylo to osiagniecie, o którym wspomniano przy okazji
nadawania medalu.

A w ogólnym przypadku nic nie wiadomo nawet dla k = 3, czyli dla najmniejszej
liczby k, dla której okreslenie ciag arytmetyczny dlugosci k cokolwiek znaczy.
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Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 1999

--
Klub 44

,• 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru u w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 371 (WT=2,45), 372 (WT=1,50),

373 (WT=1,74) i 374 (WT=1,48)
z numeru 12/1998 i 1/1999

Witold Bednarz - Tychy 43,87
Tadeusz Józefczyk - Pozna.n 42,19
Bogumila. Piotrowska. - Zielona. Góra. 39,07

Zadania z matematyki nr 385, 386
Redaguje Marcin E. KUCZMA

385. Wyznaczyc wszystkie liczby 8 > O, dla których jest prawdziwe nastepujace zdanie:
jezeli f: [O, 1] -+ R jest dowolna funkcja ciagla spelniajaca warunek f(O) = f(1), to dla
pewnej liczby x zachodzi równosc: f (x) = f (x + 8).

386. Niech n ::::2 bedzie ustalona liczba naturalna. Obliczyc maksymalna wartosc, jaka

moze miec suma I: IPiPjl2 dla n punktów Pl, ... , Pn lezacych na sferze o promieniu 1
(suma (;) skladników, odpowiadajacych wszystkim parom (i, j), i < j).

Zadanie 386 zaproponowal pan Krystian Bartniczek z Wiirselen.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/1999
Przypominamy tresc zadan:

381. Mamy dwie identyczne talie po u kart (n ?: 3); na kartach kazdej talii sa napisane liczby
od 1 do u, po jednej na kazdej karcie. Przy okraglym stole siedzi u osób; kazda trzyma dwie
karty. Co sekunde kazda osoba podaje karte z wieksza liczba sasiadowi z prawej strony (ruch jest
wykonywany jednoczesnie przez wszystkie uosób). Zabawa sie konczy, gdy któras z osób ma w rece
dwie jednakowe karty. Wyznaczyc wszystkie wartosci u, dla których opisany proces moze trwac
nieskonczenie.

382. Ciag (an) jest okreslony wzorami: aD = 2, a, = a2 = 1 oraz

an = - ~an-l - ~an-2 + tan-3 dla u ?: 3. Czy szereg aD + a, + a2 + a3 + ... jest zbiezny?

381. Zalózmy, ze n jest liczba nieparzysta: n = 2k + 1. Wykazemy, ze zabawa musi
sie zakonczyc w skonczonej liczbie ruchów. Obie karty, na których jest napisana
liczba ,,1", nie ruszaja sie w trakcie gry. Pozycja obu kart ,,2" staje sie takze stabilna
po co najwyzej dwóch ruchach. Po dalszych kilku ruchach stabilizuje sie pozycja
obu kart ,,3". I tak dalej: po skonczenie wielu ruchach ustabilizuje sie polozenie obu
kart "k" (i wszystkich kart z numerami mniejszymi) oraz polozenie jednej karty "k+l".
Jesli gra sie do tej pory nie zakonczyla, karty o ustabilizowanym polozeniu znajduja sie
u róznych osób. Druga karta "k+l" wedruje teraz wokól stolu az do spotkania ze swoja
blizniaczka. W tym momencie zabawa sie konczy.

Jezeli natomiast n jest liczba parzysta, to gra moze trwac nieograniczenie. Wystarczy,
zeby na starcie kazda osoba miala w rece jedna karte z liczba ~ n/2 i jedna karte .
z liczba> n/2. Po wykonaniu kazdego kolejnego ruchu kazda osoba nadal ma jedna
karte "duza" i jedna "mala", wiec cóz, trzeba grac dalej (wesolej zabawy).

382. Mamy tu rekurencje liniowa trzeciego rzedu, o stalych wspólczynnikach.
Wielomian charakterystyczny x3 + tx2 + tx - t ma pierwiastki: O' = t,
f3 = H-l + V3 i), / = H-l - V3 i). Szukamy wzoru jawnego w postaci
an = AO'n + Bf3n + c/n. Podstawiajac n = 0,1,2 (i znajac wartosci poczatkowe
ao, al, a2), dostajemy uklad trzech równan z niewiadomymi A, B, C, z których
wyznaczamy: A = i9936, B = l3( -5 + 8V3 i), C = l3( -5 - 8V3 i). Po kilku
nieciekawych przeksztalceniach postulowany wzór jawny przybiera postac:

Ciag (an) nie dazy do zera, wiec szereg I: an nie jest zbiezny.

Rozwiazanie zadania M 893.

['i;-] jest liczba liczb calkowitych
z przedzialu [1, nL które sa podzielne
przez k. Tak wiec kazda ze stron
równosci, która nalezy udowodnic, jest
równa sumie liczb dzielników wszystkich
liczb calkowitych z przedzialu [1, uj.

gdzie
{-lO

8n = -19
29

dla n = 3k,

dla n = 3k + 1,
dla n = 3k + 2.
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Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 1999

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 272 (WT=3,70) i 273 (WT=1,33)

z numeru 2/1999

I I I I
-, -,

278. Ocenic orientacyjnie minimalna predkosc jazdy na nartach wodnych. Przyjac mase narciarza
m = 70 kg, a laczna powierzchnie nart S = 0,4 mO.

Zadania z fizyki nr 282, 283
Redaguje Jerzy B. BROJAN

282. W zewnetrznym jednorodnym polu elektrycznym umieszczono prostopadle
do niego dwie przewodzace plytki i zwarto je, tak ze wskutek indukcji na plytkach
pojawily sie ladunki przeciwnego znaku. Czy wzajemne przyciaganie tych plytek jest
silniejsze, czy slabsze od rozciagajacego je oddzialywania ze strony pola zewnetrznego?

283. 4 lutego br. rosyjscy kosmonauci przeprowadzili (nieudany) eksperyment
z oswietleniem powierzchni Ziemi swiatlem slonecznym odbitym od zwierciadla
umieszczonego na orbicie. Jak podawala prasa, zwierciadlo bylo kolem o srednicy
25 m, a wysokosc orbity wynosila 360 km. Jesli odbita wiazka swiatla pada na
powierzchnie Ziemi prostopadle, a zwierciadlo jest plaskie, to jaka jest srednica
wytworzonego "zajaczka"? Czy mozna ja zmniejszyc, stosujac zwierciadlo wklesle? Ile
razy silniejsze jest oswietlenie takim zwierciadlem od Ksiezyca w pelni? Dane: srednica
katowa Slonca i Ksiezyca na niebie - okolo 32', srednie albedo Ksiezyca (wspólczynnik
odbicia swiatla od jego powierzchni) - 0,073.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/1999
Przypominamy tresc zadan:38,08

30,41
29,54
22,53
15,62

- Kra.ków
- Chocia.nów
- Bolesla.wiec
- Myszków
- Kielce

Zbigniew Ga.lias
Andrzej Nowogrodzki
Andrzej Idzik
Aleksa.nder Surma.
Artur Arciszewski

279. Jak wiadomo, dla obserwatora patrzacego znad wody obraz przedmiotów polozonych w glebi
wody znajduje sie plycej. Czy dla obserwatora patrzacego ukosnie obraz ten jest:
a) przesuniety wzgledem przedmiotu tylko w pionie, czy równiez w poziomie, a jesli tak, to w strone
obserwatora, czy w przeciwna?
b) polozony glebiej, niz dla patrzacego z góry, plycej, czy dokladnie na tej samej glebokosci?

278. Jesli narty sa nachylone do poziqmu pod katem a i calkowicie zanurzone
w wodzie, to pole przekroju odchylanego w dól strumienia wody wynosi S sin a, masa
wody przeplywajaca w ciagu czasu .6.t przez ten przekrój równa sie (2v.6.t . S sin a, czyli
ped p = mv = (2V2 S.6.t sin a. Zmiane tego pedu wynikajaca z odchylenia strumienia
przez narty otrzymamy, mnozac ped przez sin a, zatem sila dzialajaca na narty jest
dana wzorem F = (2V2 S sin2 a, a jej pionowa skladowa wynosi Fpion = F cos a =
= (2v2Ssin2 acosa. Maksymalna wartoscia wyrazenia sin2 acosa jest 2/(3V3)::::::: 0,38;
w wyniku przyrównania Fpion max do ciezaru narciarza mg otrzymujemy

M1isgVmin ::::::: ---S- :::::::2,1 m/s.0,38(2

Pewne watpliwosci w powyzszym rachunku moze budzic obliczenie ilosci wody
odchylanej przez narty oraz wartosc zmiany pedu. Ewentualne korekty objelyby
zaleznosc sily nosnej od kata a, a stad i wspólczynnik 0,38 w koncowym wzorze.

279. Aby wyznaczyc polozenie obrazu P', powinnismy rozpatrzec bieg dwóch bliskich
sobie promieni wybiegajacych z punktu P (rys.). Niech y bedzie glebokoscia P,
n - wspólczynnikiem zalamania wody, a i a + da - katami padania, j3 i j3 + dj3
- katami zalamania, y' - glebokoscia P', natomiast x - przesunieciem poziomym P'
(z dodatnim zwrotem w strone obserwatora). Z rysunku odczytujemy, ze

y tg a = x + y' tg j3, y tg( a + da) = x + y' tg(j3 + dj3).

Odejmujac te równania stronami, znajdujemy

I tg( a + da) - tg a
y = y tg(j3 + dj3) - tg j3 .

Przyrost funkcji tangens w liczniku i mianowniku nalezy
wyrazic za pomoca jej pochodnej i podstawic prawo
zalamania sin j3 = n sin a (albo jego rózniczkowa wersje
cos j3dj3 = n cos ada). Otrzymujemy

I cos3 j3 (1 - n2 sin2 0')3/2
y = y -n-c-o-s-3-a-= y ---n-c-o-s3-a--

J ak mozna sie przekonac, jest to malejaca funkcja
zmiennej a, czyli dla obserwatora z boku obraz lezy plycej
- odpowiedz na pytanie b). Aby odpowiedziec na pytanie
a), wyznaczmy przesuniecie poziome x

. 3

I slna(2)x = y tg a - y tg j3 = y --3 - n - l .cos a
Jak widac, wielkosc ta jest dodatnia.
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T.K

Patrz w niebo

Wrzesien

Rozwiazanie zadania F 508.
Oznaczmy przez h natezenie swiatla
przepuszczonego przez pierwszy
polaryzator. Wsuniety trzeci
polaryzator przepuszcza II cos2 (J

swiatla, a w takim razie ostatni
2 2 11 . 2

II COS O cos (1r/2 - O) = 4 Sin 20.
Natezenie swiatta przepuszczanego przez
ten uklad osiaga najwieksza wartosc dla
0= 1r/4.

Czesto slyszy sie, ze swoje istnienie zawdzieczamy Sloncu, bo to ono jest dla
nas zródlem wszelkiej energii. Mozna jednak te mysl dalej rozwijac i spytac,
czemu zawdzieczamy istnienie Slonca itd. Jasne, ze w ostatecznym rachunku
wszystko zawdzieczamy Wielkiemu Wybuchowi. Nie siegajmy jednak tak daleko
w przeszlosc i skupmy sie na jednym ogniwie tego lancuszka wzajemnych
zaleznosci, a stanowia go chyba niedoceniane przez ogól supernowe. Wiadomo
wprawdzie, ze wybuch supernowej to gigantyczna eksplozja gwiazdy, ale na
szczescie jest zjawiskiem tak rzadkim i odleglym, ze niczym nam nie grozi.
Rzeczywiscie, wybuch supernowej w odleglosci kilku parseków od Slonca
oznaczalby nasz koniec, wyglada jednak na to, ze w tak bliskim sasiedztwie
nie ma kandydatek na supernowe. Za to kiedys gwiazdy te przyczynily sie
do naszego powstania, tworzac budulec zarówno naszych cial, jak i Slonca
- mianowicie pierwiastki ciezkie.

Gwiazdy wiecej niz szesciokrotnie masywniejsze od Slonca koncza swoje
zycie eksplozja, która powoduje rozsianie w przestrzeni ciezkich pierwiastków
wyprodukowanych uprzednio w ich wnetrzach. Babel eksplozji rozpycha
zarazem otaczajaca supernowa materie miedzygwiazdowa, ogrzewa ja i po
okolo stu tysiacach lat rozprasza sie w niej. Ocenia sie, ze w Galaktyce
wybucha srednio jedna supernowa na dziesiec lat, przy czym widzimy tylko
nieliczne. Praktycznie niemozliwe jest wiec np. zaobserwowanie dwóch babli
eksplozji jednoczesnie, tymczasem taki wlasnie obiekt znalezli w Wielkim
Obloku Magellana astronomowie z University of Illinois okolo trzech lat temu.
Obiektem tym jest mglawica o symbolu DEM L316. W swietle widzialnym
(linii Ha wodoru) ma ona ksztalt balwanka o rozmiarach 5', co przy odleglosci
Wielkiego Obloku Magellana, wynoszacej w przyblizeniu 50 kpc, daje rozmiary
liniowe 70 pc. "Szyja" tego balwanka swieci w zakresie rentgenowskim, co
dowodzi wysokiej temperatury. Tam tez obserwuje sie silne turbulencje materii
mglawicy i chaotyczny przebieg linii pola magnetycznego. Wszystko wiec
dowodzi, ze rzeczywiscie balwanek powstal z polaczenia dwóch rozszerzajacych
sie babli, czyli musialy tam wybuchnac dwie supernowe rozdzielone mala
odlegloscia zarówno w przestrzeni, jak i w czasie. Astronomowie maja nadzieje,
ze skrupulatne badania tego wyjatkowego obiektu przyczynia sie do lepszego
zrozumienia procesów towarzyszacych eksplozji supernowych - ale na to trzeba
jeszcze poczekac.

Tomasz ](WAST

Letni Trójkat, czyli trójka bardzo jasnych gwiazd, w której sklad wchodza
Deneb (a Labedzia), Wega (a Lutni) i Altair (a Orla), przesunal sie juz lekko
ku zachodowi. Prawie w zenicie widzimy wieczorami Labedzia, a tuz na poludnie
od niego niepozorny gwiazdozbiór Lisa. Znajduje sie w nim sporo slabych
gwiazd, zadnej jednak charakterystycznej konfiguracji. Dlatego trudno jest tam
okreslic polozenie dosc ciekawego obiektu, mianowicie mglawicy planetarnej
M 27 (NGC 6853), zwanej od swego ksztaltu Hantlami. N a zdjeciach z dluga
ekspozycja widac, ze mglawica jest tarczka o srednicy 8', a Hantle to tylko
naj silniej swiecace jej obszary. Jasnosc mglawicy wynosi 7,6 mag, dzieki czemu
mozna jej poszukiwac nawet przez lornetke. Jej odleglosc wynosi 220 pc, a na
podstawie tempa ekspansji mglawicy jej wiek oceniony zostal na nie wiecej niz
4000 lat.

Wenus jest na granicy Raka i Lwa i wschodzi przed wschodem Slonca,
a 26 IX osiaga maksymalna jasnosc. Mars znajduje sie w Wezowniku (to duzy
gwiazdozbiór nie zaliczany do zodiakalnych, choc ekliptyka przezen przechodzi)
i wieczorem widac go nisko na poludniowym zachodzie. Jowisz i Saturn sa
w Baranie i planety te widac niemal przez cala noc. Nów Ksiezyca wypada
g IX, a pelnia 25 IX. Ksiezyc zakryje Aldebarana wieczorem 2 IX, a ponadto
zblizy sie mocno do Regulusa 8 IX i ponownie do Aldebarana 30 IX. Wreszcie
równonoc, czyli poczatek jesieni, przypada na 23 IX i dni - niestety - beda juz
odtad krótsze od nocy.
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (18')
- To dla jakiej najwiekszej liczby, która mi podasz, zabawa
sie zakonczy?
- No, dla jakiej?
- Dobre pytanie!
- Dobre, niedobre, spróbuj na nie odpowiedziec. - Celestyn
wyraznie chce zmusic Ambrozego do dalszego myslenia.
- Wiesz juz, ze taka najwieksza liczba istnieje. Oznacz ja
sobie jakos.
- Niech bedzie k.

- Co wiesz o tym k?

- Ze jesli podasz mi liczbe k, to zabayva sie zakonczy,
natomiast jesli podasz mi k + 1, to przez caly czas
bedziemy mówili Nie wiem.
- A jak to wyglada z punktu widzenia Bazylego?
- Bazyli jest prawie w tej samej sytuacji, co ja. Wprawdzie
to ja zaczynam odpowiadanie na twoje pytania, wiec
pozycja Bazylego nie jest identyczna, ale te pól kolejki do
tylu nie powinno wplynac na to, czy zabawa sie zakonczy,
czy nie. Sadze, ze Bazyli tez moze powiedziec: Jesli dostane
liczbe k, to zabawa sie zakonczy, a jesli k + 1, to nie.

- A co bedzie, jezeli liczbami, które dla was
przygotowalem, sa k i k + l?

- Wtedy zabawa sie ... eee... zaraz ... Ten z nas, który
otrzyma liczbe k, wie, ze zabawa sie zakonczy, a ten,
który dostanie k + 1, jest przekonany, ze swoich liczb nie
odgadniemy nigdy.
- To który sie myli?
- No... niby kazdy ma racje, kazdy swoja ... Juz wiem!
Zalozenie, ze to, czy gra sie zakonczy, zalezy tylko od
liczby, która ja otrzymam, bylo bledne! Losy zabawy zaleza
od obu liczb przygotowanych przez ciebie. Jesli te liczby sa
male, to gra sie zakonczy, a jak duze, to nie.
- To znaczy, iz istnieje takie k, ze jesli przygotowalem
liczby k - 1 i k, to gra sie jeszcze zakonczy, ale jesli
przygotowalem ki k + 1, to juz nie.
- Wlasnie!
- Co wiec bedzie, jesli podam ci liczbe k?
- To proste. Jesli Bazyli dostanie liczbe k - 1, to zabawa
sie zakonczy, a jesli k + 1, to nie.
- A jesli podam ci liczbe k, a nastepnie bedziecie mówic
z Bazylim Nie wiem przez 5 godzin?
- Mysle, ze gdyby zabawa miala sie zakonczyc,
zakonczylaby sie stosunkowo szybko, a przynajmniej
dobrze byloby wiadomo, jak dlugo ma trwac. Po
5 godzinach Niewiemowania byloby jasne, ze gra sie nigdy
nie skonczy.
- Wiedzialbys, ze gra sie nie skonczy?
- Oczywiscie.
- To co mialby Bazyli?
- Oczywiscie k + 1.
- Wiedzial bys to po 5 godzinach?
- Tak!!!
- To czemu klamalbys mówiac Nie wiem?

JWR

GRY (6)

Pomysl nad tym, drogi Czytelniku, i sprawdz za miesiac,
czy miales racje.

7

obwarowane jest takimi ograniczeniami, które gwarantuja,
ze gra sie zakonczy.

Chcac znalezc wygrywajace posuniecie, musimy wyobrazic
sobie, jak zagralibysmy w grze Nim, majac przed soba
stosy o licznosciach 2, 3 i 7. Oczywiscie zabralibysmy
6 bierek z trzeciego stosu. W naszej grze takie posuniecie
odpowiada przesunieciu bierki z pola 18 na pole 12. Jest
to jedyny ruch wygrywajacy. Do pierwszego stosu pól
dokladac nie mozemy, bo trudno przesunac lewy koniec
planszy. Liczby pól w drugim stosie w tym momencie tez
nie mozna zwiekszyc, gdyz bierka na polu 4 jest chwilowo
zablokowana.

A jaki ruch mozna wykonac w pozycji zlozonej z 6 bierek
na polach 6, 13, 19, 28, 29 i 33?
A w pozycji zlozonej z 7 bierek na polach 6, 8, 20, 25, 26,
35 i 50?

Wykonanie ruchu bierka z pola 18 powoduje "zabranie"
pól ze stosu 11-17, natomiast wykonanie ruchu bierka
z pola 10 powoduje dodanie pól do tego stosu (w powyzszej
pozycji mozemy dodac tylko 1 pole).

Widzimy, ze gra jest równowazna grze Nim, w której
mamy prawo nie tylko zabierac pola (nie uzywamy slowa
bierki, aby nie mylic ich z bierkami stojacymi na planszy)
ze stosów, ale równiez je dokladac, jednak dokladanie

Wlasciwie kazdy moze wskazac, co chce i powiedziec:
to sa stosy. Trzeba wiec uzasadnic, ze przy powyzszym
okresleniu stosów zaprezentowana gra zachowuje sie tak,
jak gra Nim.

Podobnie, ze stosu 5-7 mozemy zabierac pola, wykonujac
ruch bierka 8. Gdyby bierka 4 nie byla chwilowo
zablokowana, moglibysmy takze dodac pola do tego stosu.

Ostatni stos zlozony jest z pól 1-2, zabieranie pól dokonuje
sie przez wykonanie ruchu bierka z pola 3.

Stosy w zaprezentowanej w poprzednim f-limatiasie grze mozemy dostrzec, patrzac na pola miedzy pierwsza i druga bierka
od prawej, trzecia i czwarta, itd. Przy nieparzystej liczbie bierek ostatni stos reprezentuja pola lezace miedzy bierka polozona
najbardziej na lewo i lewym koncem planszy. W przedstawionej poprzednio pozycji dostrzegamy 3 stosy majace 2, 3 i 7
pól:

JWR

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4,50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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Dodatek Olimpijski
Zadania I stopnia

Olimpiady Fizycznej, Matematycznej i Astronomicznej
1999/2000

Olimpiada Fizyczna
W Olimpiadzie Fizycznej moga uczestniczyc uczniowie
szkól srednich dla mlodziezy, a takze - za zgoda komitetów
okregowych - niektórzy uczniowie szkól podstawowych,
a mianowicie laureaci konkursów przedmiotowych
z fizyki rekomendowani przez komisje konkursowe
oraz rekomendowani przez szkole uczniowie realizujacy
indywidualny tok nauki.

Rozwiazania zadan I stopnia nalezy przesylac w podanych
terminach do komitetów okregowych OF wlasciwych dla
miejscowosci, w których znajduja sie szkoly, do których
zawodnicy uczeszczaja.

Do zawodów II stopnia uczestnicy kwalifikowani sa
przez komitety okregowe na podstawie lacznej oceny
za zadania obu czesci zawodów I stopnia. Zawody
II stopnia odbywaja sie w dwóch turach - teoretycznej
i doswiadczalnej - w miastach, w których maja siedziby
komitety okregowe OF, jednoczesnie we wszystkich
okregach. Do tury doswiadczalnej kwalifikowani sa
uczniowie, którzy za zadania tury teoretycznej uzyskali
najwyzsze oceny.

Kwalifikacje do zawodów III stopnia przeprowadza
Komitet Glówny po sprawdzeniu, wedlug ujednoliconych
kryteriów, prac zawodników typowanych przez komitety
okregowe. Zawody III stopnia odbywaja sie w Warszawie.

Na podstawie lacznej oceny za rozwiazania zadan
teoretycznych i zadania doswiadczalnego w zawodach
III stopnia Komitet Glówny ustala liste laureatów
i finalistów. Przyznawane sa równiez wyróznienia za
rozwiazanie poszczególnych zadan.

Wszyscy uczniowie zakwalifikowani do zawodów III stopnia
sa zwolnieni z egzaminu maturalnego z fizyki. Ulatwienia
dla uczestników olimpiady przy ubieganiu sie o przyjecie
na studia ustalaja senaty poszczególnych uczelni. Laureaci
i finalisci sa z reguly zwalniani z calosci lub czesci
egzaminów wstepnych na kierunkach przyrodniczych,
technicznych, ekonomicznych, a nawet humanistycznych.
Laureaci moga byc równiez przyjeci z pominieciem
postepowania kwalifikacyjnego na studia medyczne.
Niektóre uczelnie przyznaly pewne przywileje uczestnikom
zawodów doswiadczalnych II stopnia.



XLIX OLIMPIADA FIZYCZNA

- ZADANIA ZAWODÓW I STOPNIA

Rozwiazania zadan I stopnia nalezy przesylac do Okregowych Komitetów Olimpiady Fizycznej
w terminach: czesc I - do 25 pazdziernika br., czesc n - do 20 listopada br. O kwalifikacji do
zawodów n stopnia bedzie decydowac suma punktów uzyskanych za rozwiazania zadan czesci I i n.
Szczególy dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalezc w broszurze i na afiszu
rozeslanych do szkól srednich.

CZESC I (termin wysylania rozwiazall - 25 pazdziernika 1999 r.)

Podaj lub wybierz i krótko uzasadnij prawidlowa odpowiedz (za kazde z 15 zadan mozna otrzymac maksimum
4 punkty).

Uwaga: Rozwiazania zadan nalezy zamiescic w kolejnosci ,zgodnej z ich numeracja. Wszystkie strony pracy powinny byc ponumerowane.
Na kazdym arkuszu nalezy umiescic nazwisko i imie oraz adres domowy autora pracy, a takze nazwe i adres szkoly, klase oraz nazwisko
i imie nauczyciela fizyki.

1. Dwa poruszajace sie samochody doznaja takich
samych oporów ruchu, zaleznych tylko od szybkosci v.
Silnik samochodu o masie m pracuje z moca P( v),

a silnik samochodu o masie 2m - z moca 2P(v). Który
z nich wczesniej osiagnie odleglosc 100 m od chwili
rozpoczecia ruchu?

2. Ze sprezynowej wyrzutni 1 wystrzelono wózek,
który zaslonil waska wiazke swiatla na czas 0,25 s

(rys. 1). Gdy wózek wystrzelono z wyrzutni 2, czas
ten wyniósl 0,4 s. Na jak dlugo wózek zasloni wiazke,
jezeli wystrzelimy go za pomoca obu sprezynek,
umieszczonych w wyrzutni jedna obok drugiej

(polaczonych równolegle)?
Uwaga!
a) Masa sprezynek jest do zaniedbania.
b) W kazdym przypadku wystrzelenia wózka

sprezynki byly sciskane do tego samego rozmiaru.

Rys. 2
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Rys. 3

Prety moga sie swobodnie obracac wokól zlaczy.
Ciezar kratownicy mozna pominac. Które z elementów
kratownicy mozna zastapic wiotkimi, nierozciagliwymi
linami nie naruszajac przy tym geometrii konstrukcji?

5. W punktach A i B (rys. 3) znajduja sie dwa
jednakowe glosniki skierowane w strone punktu C,
w którym znajduje sie mikrofon. Gdy wlaczony jest
glosnik A, natezenie dzwieku odbieranego przez
mikrofon jest równe 0,8 W 1m2. Ile wynosi natezenie
dzwieku, gdy wlaczony jest tylko glosnik B, a ile
wynosi, gdy wlaczone sa oba glosniki? Predkosc

dzwieku jest równa 340 mis. Oba glosniki sa zasilane
tym samym napieciem sinusoidalnym o czestotliwosci
170 Hz.
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rr-'~

~

C",'".,l
2

I~I

Rys, l

3. Pewna kometa okraza Slonce w czasie 75,7 lat.
Odleglosc komety od Slonca w perihelium wynosi
0,60 jednostki astronomicznej (AU). Jaki jest stosunek
maksymalnej predkosci komety do jej predkosci
minimalnej?

4. Do plaskiej kratownicy podczepiono ciezar W
(rys. 2). Kratownica moze obracac sie swobodnie
wokól zlacza przymocowanego do prawej podpory.
Z lewej strony przymocowano do kratownicy kólko,
które moze toczyc sie po poziomej podporze.
Wszystkie prety kratownicy maja jednakowa dlugosc.

6. Wiazka swiatla pada na szczeline, ugina sie i jest

rejestrowana w punkcie A (rys. 4). Jesli szczeline
zwezimy, natezenie swiatla w A
a) zmaleje niezaleznie od dlugosci fali swiatla,
b) wzrosnie niezaleznie od dlugosci fali swiatla,
c) wzrosnie lub zmaleje w zaleznosci od dlugosci fali

swiatla.

A.

Rys. 4

II



11. VVobwodzie przedstawionym na rysunku 8

kondensatory sa nienaladowane. Do jakich napiec
naladuja sie poszczególne kondensatory, gdy
zamkniemy oba klucze?

7. Aby krótkowidz mógl widziec odlegly przedmiot
ostro, w lunecie zbudowanej z dwóch soczewek
skupiajacych nalezy zmienic odleglosc miedzy tymi
soczewkami. Czy trzeba ja zwiekszyc, czy zmniejszyc?

8. Na dwa pryzmaty sklejone ze soba skierowano
promien swiatla, którego bieg pokazano na rysunku 5.
Oblicz wspólczynnik zalamania swiatla wzgledem
powietrza dla kazdego z pryzmatów.

Rys. 5

Rys. 7

m, q

m, q

9. Male cialo o masie m i ladunku Q zawieszono
na nieprzewodzacej i niewazkiej nici o dlugosci l

(rys. 6). W pewnej chwili nagle wlaczono jednorodne

pole elektryczne o natezeniu E. Oblicz maksymalna
predkosc uzyskana przez cialo.

Podaj wynik liczbowy dla: 1= 0,5 m, Q = 10-7 C,
m = 2 . 10-3 kg, E = 105 V Im.

Rys. 8

12. Namagnesowany pret, wytwarzajacy pole
magnetyczne o symetrii osiowej, obraca sie
w plaszczyznie pionowej wokól swojego nieruchomego
srodka O. W plaszczyznie poziomej spoczywa cienki

o

Rys. 6
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Rys. 9
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10. Trzy jednakowe, male kulki o masie m kazda,
jednakowo naelektryzowane ladunkami q, sa polaczone
nieprzewodzacymi, nierozciagliwymi i niewazkimi

nitkami o dlugosci l kazda (rys. 7). Poczatkowo nitki
sa napiete, zas kulki spoczywaja wzgledem pewnego
inercjalnego ukladu odniesienia, w którym nie dzialaja
zadne sily zewnetrzne. Oblicz maksymalne predkosci
kulek po przecieciu jednej z nitek.

III

przewodnik w ksztalcie okregu o srodku O' bedacym
rzutem pionowym punktu O (rys. 9). Wiedzac,
ze wartosc strumienia pola magnetycznego przez
powierzchnie ograniczona przewodnikiem osiaga
podczas obrotu magnesu maksymalna wartosc
<Pmax = 0,2 Wb, oblicz srednia bezwzgledna
wartosc SEM. Magnes obraca sie jednostajnie
z czestoscia li = 10 S-l.



13. W basenie plywa lódka, na dnie której lezy
kamien. Jezeli wyjmiemy ten kamien z wnetrza lódki
i podczepimy go pod dnem, to poziom wody w basenie
a) pozostanie taki sam,
b) obnizy sie,
c) podniesie sie.

14. Znane sa ciepla nastepujacych reakcji

zachodzacych w stalej objetosci:

c + O2 = CO2 + 97 kcal/(mol CO2) ,

2· CO + O2 = 2· CO2 + 68 kcal/(mol CO2)

Z powyzszych danych wynika, ze cieplo spalania wegla
na tlenek wegla wynosi
a) 29 kcal/(mol CO2),

b) 48,5 kcal/(mol CO2),

c) 82,5 kcal/(mol CO2).

15. Wiadro z lodem o temperaturze poczatkowej
_10° C wstawiono do pomieszczenia o temperaturze
+20° C.

a) Naszkicuj wykres zaleznosci od czasu t
temperatury T lodu (wody) znajdujacej sie
w wiadrze.

b) Rozwaz substancje, która rózni sie od wody
tylko wiekszym cieplem wlasciwym w stanie

stalym. N aszkicuj drugi wykres T( t) i porównaj
z wykresem z a) przy zalozeniu, ze masa
substancji jest taka jak w a).

c) Rozwaz substancje, która rózni sie od wody tylko
wiekszym cieplem topnienia. Naszkicuj trzeci

wykres T(t) i porównaj z wykresem z a) przy
zalozeniu, ze masa substancji jest taka jak w a).
Przyjmij, ze w ustalonej chwili temperatura
w kazdym miejscu w wiadrze jest jednakowa.

CZESC II (termin wysylania rozwiazan - 20 listopada 1999 r.)

Uwaga: Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc napisane na oddzielnym arkuszu papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy
umiescic nazwisko i imie oraz adres domowy autora pracy, a takze nazwe i adres szkoly, klase oraz nazwisko i imie nauczyciela fizyki. Do
pracy nalezy dolaczyc koperte zaadresowana do siebie.

ZADANIA TEORETYCZNE

Za kazde z trzech zadan mozna otrzymac maksimum 20 punktów.

Tl. Szosa na zakrecie o promieniu r = 60 m jest
tak nachylona, by samochód jadacy z predkoscia
v = 40 km/h mógl go pokonac nawet przy
bardzo sliskiej nawierzchni. Z jaka maksymalna
predkoscia samochód moze pokonac ten zakret, jezeli
wspólczynnik tarcia opon o jezdnie wynosi f = 0,5?

T2. Przedstawione na rysunku 10 jednorodne pola,

elektryczne o natezeniu E - wypelniajace
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Rys. la IV

pólprzestrzen z prawej strony plaszczyzny p

oraz magnetyczne o indukcji E - wypelniajace
pólprzestrzen z lewej strony plaszczyzny p, sa
wzajemnie prostopadle. Pole E jest prostopadle do
plaszczyzny p. Elektrony sa wstrzeliwane w obszar

pola elektrycznego w punkcie G (rys. 10) pod katem a
do plaszczyzny p z predkoscia vo, tak ze przelatuj ac
przez punkt H wpadaja w obszar pola magnetycznego
i ponownie przelatuja przez punkt G. Jaki jest zwiazek
miedzy E, E, vo i a? W którym obszarze elektrony
przebywaja dluzej, jezeli a = 60°?

T3. Kulista planete o promieniu R otacza

przezroczysta atmosfera, rozciagajaca sie na duza
wysokosc (> R) nad powierzchnie. Wspólczynnik
zalamania swiatla w tej atmosferze zmienia sie
wraz z wysokoscia zgodnie ze wzorem n = no - ah

i przyjmuje wartosci z zakresu od n = 1 do n = no. Na
jakiej wysokosci h nad powierzchnia planety promien
swietlny moze obiegac planete po okregu?



Przeslac nalezy rozwiazania dwóch (i tylko dwóch) zadan dowolnie wybranych z trzech podanych
zadan doswiadczalnych. Za kazde zadanie mozna otrzymac maksimum 40 punktów.

Dl. Masz do dyspozycji:
- listewke o przekroju kwadratowym o dlugosci

okolo 0,5 m,
- dwa kawalki tektury lub grubego kartonu

o rozmiarach okolo 5 cm x 5 cm,
- nitke lub cienki drut,
- ostry nóz (np. nóz do tapet),
- statyw z uchwytem,
- odwaznik o masie 2 g,
- kasze gryczana prazona,
- monete jednogroszowa·

Zbuduj wage, która posluzy Ci do wyznaczenia
masy ziarenka kaszy i monety. Zakladajac, ze
prawdopodobienstwo znalezienia ziarenka kaszy
o masie m opisane jest rozkladem statystycznym
Gaussa o sredniej wartosci masy ms i odchyleniu
standardowym 0", wyznacz:

- srednia mase m ziarenka kaszy,
- mase monety jednogroszowej .

Ocen blad pomiarowy i podaj jego glówne zródla.
Uwaga: Jezeli nie dysponujesz odwaznikiem 2 g, to
mozesz wykorzystac monete dwugroszowa. Przyjmij,
ze masa czystej, niezniszczonej monety dwugroszowej

równa jest 2,10 g.
Wskazówka: Przed pomiarami usun zarówno ziarna
polamane, jak i wyraznie odbiegajace wielkoscia od
pozostalych.

ZADANIA DOSWIADCZALNE

D2. Masz do dyspozycji:
- plastikowa linijke o dlugosci co najmniej 30 cm,
- dwa jednakowe, okragle dlugopisy lub flamastry

wykonane z plastiku.

Wyznacz stosunek wspólczynnika tarcia kinetycznego
do wspólczynnika tarcia statycznego miedzy linijka
i dlugopisem (flamastrem). Ocen dokladnosc swoich
pomiarów.

D3. Masz do dyspozycji:
- 5 jednakowych zarówek z dolutowanymi

drucikami miedzianymi, o napieciu znamionowym
okolo 2,5 V kazda,

- uklad zlozony z dwóch baterii 1,5 V kazda,
polaczonych szeregowo,

- woltomierz,
- amperomIerz,
- przewody z koncówkami umozliwiajacymi

wykonanie polaczen elektrycznych.
Wyznacz w mozliwie najszerszym zakresie:

- zaleznosc oporu zaróweczki od wielkosci

przylozonego napiecia - R(U);
- zaleznosc oporu zaróweczki od wielkosci

plynacego przez nia pradu - R(I).
Zinterpretuj wyniki i zaproponuj wyjasnienie ksztaltu
otrzymanej zaleznosci R( 1).
Uwaga: Ze wzgledu na maly opór zaróweczki zwróc
uwage na dokladne laczenie obwodu oraz na poprawne
podlaczenie woltomierza i amperomierza. Do laczenia
elementów ukladu mozesz wykorzystac standardowe
zlacza elektryczne, tzw. kostki.

ADRESY KOMITETÓW OKREGOWYCH OLIMPIADY FIZYCZNEJ

KOOF w Bialymstoku, ul. Lipowa 41, 15-224 Bialystok (woj. podlaskie, powiaty: ketrzynski, mragowski, piski,
gizycki, olecko-goldapski, elcki).

KOOF w Czestochowie, Al. Armii Krajowej 13/15,42-201 Czestochowa (woj. opolskie, woj. swietokrzyskie, powiaty:
czestochowski, klobucki, lubliniecki, myszkowski) .

KOOF w Gdansku, ul. Narutowicza 11/12, 80-952 Gdansk-Wrzeszcz (woj. pomorskie, woj. warminsko-mazurskie
z wylaczeniem powiatów: ketrzynskiego, mragowskiego, piskiego, gizyckiego, olecko-goldapskiego, elckiego).

KOOF w Gliwicach, ul. Boleslawa Krzywoustego 2, 44-100 Gliwice (woj. katowickie z wylaczeniem powiatów:
czestochowskiego, klobuckiego, lublinieckiego, myszkowskiego).

KOOF w Krakowie, ul. Reymonta 4, 30-059 Kraków (woj. malopolskie).

KOOF w Lublinie, pl. Marii Sklodowskiej-Curie l, 20-031 Lublin (woj. lubelskie).

KOOF w Lodzi, ul. Pomorska 149, 90-236 Lódz (woj. lódzkie).

KOOF w Poznaniu, ul. Umultowska 85,60-780 Poznan (woj. wielkopolskie).

KOOF w Rzeszowie, ul. Reytana 16A, 35-310 Rzeszów (woj. podkarpackie).

KOOF w Szczecinie, ul. Wielkopolska 15,70-451 Szczecin (woj. zachodnio-pomorskie, woj. lubuskie).

KOOF w Toruniu, ul. Grudziadzka 5,87-100 Torun (woj. kujawsko-pomorskie).

KOOF w Warszawie, ul. Koszykowa 75, 00-662 Warszawa (woj. mazowieckie).

KOOF we Wroclawiu, pl. M. Borna 9, 50-205 Wroclaw (woj. wroclawskie).

v



LI OLIMPIADA MATEMATYCZNA

ZADANIA KONKURSOWE ZAWODÓW I STOPNIA

I SERIA

1. Dana jest liczba naturalna n 2: 3. Udowodnic,
ze suma szescianów wszystkich liczb naturalnych
mniejszych od n, wzglednie pierwszych z n, dzieli sie
przez n.

2. W trójkacie ostrokatnym ABC spelniony jest
warunek LAC B = 2 LABC. Punkt D lezy na

boku BC, przy czym LBAD = l LABC. Dowiesc, ze
l l l

BD = AB + AC'

3. Suma liczb dodatnich a, b, c równa jest 1.
U dowodnic, ze a2 + b2 + c2 + 2v3abc S 1.

4. Kazdy punkt okregu jest pomalowany jednym
z trzech kolorów. Dowiesc, ze pewne trzy punkty
jednego koloru sa wierzcholkami trójkata
równoramiennego.

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja byc wyslane pod adresem wlasciwego komitetu okregowego
Olimpiady najpózniej dnia 11 pazdziernika 1999 r. Rozwiazania przeslane w terminie pózniejszym nie beda rozpatrywane.

II SERIA

5. Wyznaczyc wszystkie pary (a, b) liczb naturalnych,
dla których liczby a3 + 6ab + l i b3 + 6ab + l sa
szescianami liczb naturalnych.

6. Punkt X lezy wewnatrz lub na brzegu trójkata
ABC, w którym kat C jest prosty. Punkty P, Q i R
sa odpowiednio rzutami prostokatnymi punktu X
na boki BC, CA i AB. Udowodnic, ze równosc
AR . RB = BP . PC + AQ . QC zachodzi wtedy

i tylko wtedy, gdy punkt X lezy na boku AB.

7. Wykazac, ze dla dowolnej liczby calkowitej

dodatniej n i dowolnej liczby t E' (l, l) istnieja takie
liczby a, b E (1999,2000), ze

l l ( )n2an + 2bn < ta + (l - t)b .

8. Liczby c(n, k) sa okreslone dla liczb calkowitych
nieujemnych n 2: k w ten sposób, ze zachodza
równosci:

c(n, O) = c(n, n) = l dla kazdej liczby n 2: O,

c(n+1, k) = 2kc(n, k) + c(n, k-1) dla n 2: k> 1.

Dowiesc, ze c(n, k) = c(n, n-k) dla n 2: k 2: o.

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja byc wyslane pod adresem wlasciwego komitetu okregowego

Olimpiady najpózniej dnia 10 listopada 1999 r. Rozwiazania przeslane w terminie pózniejszym nie beda rozpatrywane.

III SERIA

9. Dane sa takie liczby calkowite dodatnie m i n, ze
mnlm2 + n2 + m. Wykazac, ze m jest kwadratem
liczby calkowitej.

10. W przestrzeni dane sa trzy wzajemnie prostopadle
---+ ~ ~

wektory jednostkowe OA, OB, OC. Niech w bedzie
plasz{;zyzna przechodzaca przez punkt O, zas Al,
BI, CI - rzutami punktów A, B, C odpowiednio na
plaszczyzne w. Wyznaczyc zbiór wartosci wyrazenia
OAI2 + OBI2 + OC/2 dla wszystkich plaszczyzn w.

11. Dana jest liczba calkowita dodatnia n oraz zbiór
M, zlozony z n2+1liczb calkowitych dodatnich
i majacy nastepujaca wlasnosc: wsród n+1liczb

dowolnie wybranych ze zbioru M znajduje sie
para liczb, z których jedna dzieli sie przez druga.
Udowodnic, ze w zbiorze M istnieja rózne liczby
al, ... , an+l spelniajace warunek: dla i = l, ... , n
liczba az dzieli sie przez az+l.

12. W trójkacie ostrokatnym ABC punkty D, E, F
leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB. Okregi
opisane na trójkatach AEF, BF D, CDE przecinaja
sie w punkcie P. Udowodnic, ze jezeli

P D BD P E CE P F AF- -
PE - AE' PF - BF' PD - CD'

to AD, BE, CF sa wysokosciami trójkata ABC.

Rozwiazania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja byc wyslane pod adresem wlasciwego komitetu okregowego
Olimpiady najpózniej dnia 10 grudnia 1999 r. Rozwiazania przeslane w terminie pózniejszym nie beda rozpatrywane.

VI



Olimpiada matematyczna wkracza w tym roku
szkolnym w druga polowe pierwszej setki swoich
edycji. Z grubsza biorac, oznacza to, ze lada chwila
beda w niej mogly startowac wnuki pierwszych
uczestników. Troche w tym przenosni, a troche
wlasnych doswiadczen, bowiem z perspektywy
warszawskiego komitetu okregowego olimpiady widac
wyraznie, ze impreza jest rodzinna: w kolejnych latach
wypada nam sprawdzac (miedzy innymi) prace dzieci
naszych blizszych i dalszych kolegów po fachu. Dzieje
sie to na tyle czesto, ze teza o rodzinnym charakterze
olimpiady nie wydaje sie calkowicie bezsensowna.

W mojej wlasnej szkole sredniej, wtedy, gdy do niej
chodzilem, obyczaj startowania w olimpiadzie nie
byl rozpowszechniony. Ot, zadania pierwszego etapu
wisialy sobie cichutko i skromnie w jednej z szarych

gablotek na jednym ze szkolnych korytarzy, a nam
wpajano, ze przede wszystkim mamy zdac na
studia, najlepiej politechniczne (czytaj: nauczyc sie
rozwiazywac kilkanascie rodzajów typowych zadan,
i przecwiczyc te umiejetnosc na materiale z tego
czy innego znanego zbioru). Zmagania z trudnymi
i nietypowymi zadaniami z szarej gablotki cieszyly sie
znacznie mniejszym powodzeniem, niz inne dostepne
licealistom ekstrawagancje.

Olimpiade poznalem pózniej, najpierw z opowiesci
kolegów na studiach, a potem niejako z drugiej strony
barykady (choc to niedobre slowo, bo olimpiada
zaciera róznice wieku i doswiadczenia). Widzialem
przygode, pasje i zrodzone na wiele lat przyjaznie
- i troche mi dzis zal, ze sam w olimpiadzie nie
startowalem. Jesli wiec, drogi Czytelniku, jestes
w takim wieku, ze mozesz jeszcze wybierac, zachecam
Cie: spróbuj. Nie czekaj, az w olimpiadzie wystartuja
Twoje dzieci.

P.S.

ADRESY KOMITETÓW OKREGOWYCH OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

Dla województwa pomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdansku,
ul. Abrahama 18, 81-825 Sopot.

Dla województwa slaskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14,
40-005 Katowice.

Dla województwa malopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4,
30-059 Kraków.

Dla województwa lubelskiego i podkarpackiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego,
pl. Marii Sklodowskiej-Curie 1, pok. 223, 20-031 Lublin.

Dla województwa lódzkiego i swietokrzyskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Wydzial Matematyki Uniwersytetu Lódzkiego, ul. Banacha 22,
90-238 Lódz.

Dla województwa wielkopolskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama
Mickiewicza, ul. Matejki 48/49, 60-769 Poznan.

Dla województwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.

Dla województwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikolaja
Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

Dla województwa mazowieckiego i podlaskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla województwa dolnoslaskiego i opolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej - Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego,
pl. Grunwaldzki 2/4,50-384 Wroclaw.
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INFORMACJE REGULAMINOWE

OLIMPIADA ASTRONOMICZNAXLIII

1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla uczniów
szkól srednich.

2. Zawody olimpiady sa trójstopniowe. W zawodach I stopnia
(szkolnych) kazdy uczestnik rozwiazuje dwie serie zadan,
w tym zadanie obserwacyjne. Rozwiazywanie zadan zawodów
II stopnia i III stopnia odbywa sie w warunkach kontrolowil,llej
samodzielnosci.

3. W pierwszej serii zadan zawodów I stopnia nalezy nadeslac,
do 12 pazdziernika 1999 r., rozwiazania 3 zadan, dowolnie
wybranych przez uczestnika sposród zestawu zawierajacego
4 zadania.

4. Rozwiazanie zadania obserwacyjnego nalezy przeslac
wraz z rozwiazaniami zadan drugiej serii zawodów I stopnia,
do 16 listopada br. Decyduje data stempla pocztowego.
Nadeslanie rozwiazania zadania obserwacyjnego jest warunkiem
koniecznym dalszego udzialu w olimpiadzie.

5. W przypadku nadeslania rozwiazan wiekszej liczby zadan
z danego zestawu, do klasyfikacji zaliczane beda rozwiazania
ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej serii i jedno zadanie
obserwacyjne) .

6. Rozwiazania zadan zawodów I stopnia nalezy przeslac za
posrednictwem szkoly pod adresem: KOMITET GLÓWNY
OLIMPIADY ASTRONOMICZNEJ, Planetarium
Slaskie, 41-500 Chorzów, skr. poczt. 10, w terminach
podanych w p. 3 i 4. Decyduje data stempla pocztowego.

PIERWSZA SERIA ZADAN

1. O trzech róznych parach gwiazd wiadomo, ze:
a) moc promieniowania jednej gwiazdy jest milion razy

wieksza, a jej promien tysiac razy wiekszy od drugiej;
b) temperatura efektywna jednej gwiazdy jest dwukrotnie

wyzsza, a jej moc promieniowania szesnastokrotnie
wieksza od drugiej;

c) obydwie gwiazdy sa tego samego typu widmowego
i maja jednakowe moce promieniowania.

Jakie mozna by podac dodatkowe relacje dotyczace cech

fizycznych danej pary gwiazd?

2. W dniu równonocy wiosennej, o godzinie 23.00 lokalnego
czasu prawdziwego slonecznego, satelita geostacjonarny
byl obserwowany w poludniku w miejscowosci o szerokosci
geograficznej cp = 50°. N a tle jakiego gwiazdozbioru byl on
wtedy widoczny?

3. W odleglosci '1' = 400 Mpc od nas znajduje sie gromada

galaktyk o srednicy k.atowej p = 15'. Maksymalna róznica
przesuniec ku czerwieni wynosi 6.z = 0,003, przy czym
róznice te zdarzaja, sie miedzy galaktykami polozonymi
na calym obszarze sfery niebieskiej zajmowanym przez
te gromade. Okresl ksztalt przestrzenny tej gromady
wynikajacy z prawa Hubble'a i skomentuj orientacje
przestrzenna uzyskanej bryly, wiedzac, ze jest ona
charakterystyczna dla wiekszosci gromad galaktyk.
Uwaga: odleglosc gromady okreslono z prawa Hubble'a, dla
H = 75 km/(s·Mpc).

VIII

7. Rozwiazania zadan powinny byc krótkie i zwiezle, ale
z wystarczajacym uzasadnieniem. W przypadku polecenia
samodzielnego wyszukania danych nalezy podac ich zródlo. Jako
dane traktuje sie równiez podrecznikowe stale astronomiczne
i fizyczne.

8. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisac na oddzielnym
arkuszu papieru formatu A-4. Kazdy arkusz oraz wszelkie
zalaczniki (mapki, wykresy, tabele itp.) nalezy podpisac
imieniem i nazwiskiem. W naglówku zadania o naj nizszej
numeracji nalezy umiescic dodatkowo: rok i miejsce urodzenia,
pelna nazwe szkoly, jej adres, klase i jej profil oraz adres
prywatny (z kodami pocztowymi).

9. O uprawnieniach laureatów i finalistów decyduja senaty
wyzszych uczelni. Wsród nagród dla najlepszych znajduja sie
teleskopy.

ZALECANA LITERATURA: obowiazujace w szkolach
srednich podreczniki do przedmiotów scislych; H. Chrupala,
M.T. Szczepanski 25 lat olimpiad astronom,cznych; Zadania
olimpiad astronomicznych XXVI-XXXV (w dwóch czesciach);
H. Chrupala, J. Kreiner, M. Szczepanski Zadania z ast,-onomii
z rozwiazaniami; J.M. Kreiner Astronomia z astrofizyka;
J. Mietelski Astronomia w geografii; E. Rybka Astronomia ogólna;
David H. Levy NIEBO - Poradnik uzytkownika; D.L. Moche
Astronomia - Przewodnik po Wszechswiecie; Slownik szkolny
- Astronomia - praca zbiorowa; atlas nieba; obrotowa mapa nieba;
czasopisma: Urania - Postepy Astronomii, Wiedza i Zycie, .'3wiat
Nauki, Delta, Fizyka w Szkole.

4. Na podstawie literatury opracuj temat: Metody
i dotychczasowe rezultaty poszukiwania planet wokól
gwiazd.

ZADANIA OBSERWACYJNE

1. Oszacuj srednia godzinna czestotliwosc co najmniej
dwóch znanych rojów meteorów w okolicy daty maksimum
aktywnosci danego roju.

2. Wyznacz moment zachodu Slonca rozumiany jako
moment stycznosci górnego brzegu tarczy Slonca z linia
horyzontu.

3. Jako rozwiazanie zadania obserwacyjnego mozna
równiez nadeslac opracowane wyniki innych wlasnych
obserwacji astronomicznych prowadzonych w latach 1998,
1999, a w szczególnosci z obserwacji zacmienia Slonca
w dniu 11 sierpnia 1999 r.

Rozwiazanie zadania obserwacyjnego powinno zawierac:

dane dotyczace przyrzadów uzytych do obserwacji
i pomiarów, opis metody i programu obserwacji,

standardowe dane dotyczace przeprowadzonej obserwacji

(m.in. date, czas, wspólrzedne geograficzne, warunki

atmosferyczne), wyniki obserwacji i ich opracowanie oraz
ocene dokladnosci uzyskanych rezultatów. W przypadku
zastosowania metody fotograficznej nalezy dolaczyc

negatyw. Rozwiazanie jednego zadania obserwacyjnego
nalezy nadeslac wraz z rozwiazaniami drugiej serii zadan
zawodów I stopnia - do dnia 16 li.stopada 1999 r.


