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Prawdopodobienstwo, informacja i zasady
Iwo BIALYNICKI-BIRULA

. , .nleoznaczonOSCI

Informacja to jedno z kluczowych pojec obecnej epoki. Celem tego artykulu
jest przedstawienie zasady nieoznaczonosci - jednej z podstawowych zasad
teorii kwantowej - w takiej formie, w której pojecie informacji bedzie odgrywalo
podstawowa role. Tradycyjna postac tej zasady, pochodzaca od jej odkrywcy
Wernera Heisenberga, dana jest wzorem

(l) 6..x6..p ~ h.

Iloczyn niepewnosci polozenia i niepewnosci pedu nie moze byc mniejszy
od stalej Plancka. Heisenberg wyrazil te zasade w nastepujacy sposób: "Im
dokladniej okreslone jest polozenie, tym gorzej znany jest ped i na odwrót" .
Wzór przedstawiajacy zasade nieoznaczonosci stal sie znakiem firmowym
teorii kwantowej, podobnie jak równanie Einsteina E = mc2 stalo sie znakiem
firmowym teorii wzglednosci. W tym artykule pokaze, ze bardziej trafne
sformulowanie tej zasady mozna uzyskac, przedstawiajac niepewnosc przy uzyciu
pojecia informacji. Przy tej okazji bedziemy mogli lepiej poznac istote informacji
i nauczymy sie takze precyzyjnie mierzyc jej ilosc.

Rozpoczniemy od spostrzezenia, iz niepewnosc i informacja to dwie strony tego
samego medalu. Uzyskujac informacje, likwidujemy niepewnosc i na odwrót
- tracac informacje, powiekszamy niepewnosc. Zdobywanie informacji mozna
traktowac jako proces podobny do napelniania woda zbiornika. Naplywajaca
woda (informacja) wypelnia pusta przestrzen zbiornika (niepewnosc). Objetosc
zbiornika mozna mierzyc iloscia wody, która mozna w nim zmiescic. Mozemy
zatem mierzyc niepewnosc i informacje ta sama miara - poslugujac sie ta sama
jednostka· Jednostka informacji jest bit. Oczywiscie jest to jednostka bardzo
mala i dlatego poslugujemy sie zazwyczaj jednostka 8 razy wieksza - bajtem,
która wystepuje na ogól w duzych porcjach w postaci kilobajtów, megabajtów,
gigabajtów i terabajtów. Skad wziely sie te jednostki i jak wiaza sie one
z pomiarem ilosci informacji? Za date narodzin wspólczesnej teorii informacji
przyjmujemy rok 1948, w którym amerykanski matematyk i inzynier Claude
Shannon sformulowal matematyczna teorie lacznosci. W teorii tej podstawowa
role odgrywa slawny wzór Shannona

(2) H = - 2..:>i log2Pi,

w którym liczby Pi oznaczaja prawdopodobienstwa wystapienia zdarzen,
o których wiecej powiem w dalszym ciagu. We wzorze Shannona H oznacza
informacje wyrazona w bitach. Poniewaz prawdopodobienstwo jest zawsze liczba
mniejsza od jednosci, informacja jest wielkoscia nieujemna, logarytm dwójkowy
liczby mniejszej od l jest ujemny.

W celu uzasadnienia swojego wzoru, Shannon posluzyl sie zwiazkiem miedzy
niepewnoscia i informacja. Wyjasnimy ponizej znaczenie wzoru Shannona,
poslugujac sie znana wszystkim gra w 20 pytan. Najpierw jednak omówimy kilka
podstawowych wlasnosci informacji i sposobu jej zapisu. Na to, by informacja
uzyskala konkretna tresc, zalozymy, ze jest ona zakodowana w ciagu znaków
o ustalonej dlugosci. W ogólnym przypadku nie musi to byc tekst slowny,
moze to byc przekaz muzyczny albo graficzny. Bedziemy zakladac, ze ilosc
informacji zawarta w takim ciagu znaków jest proporcjonalna do jego dlugosci;
dwa razy grubsza ksiazka zawiera dwa razy wiecej informacji. Poslugujac
sie terminologia fizyczna, mozna powiedziec, ze informacja jest wielkoscia
ekstensywna, proporcjonalna do objetosci nosnika, tak jak energia, masa, czy
entropia. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy naj prostszy mozliwy sposób
zapisu, korzystajacy z alfabetu skladajacego sie jedynie z dwóch znaków: O i 1.
Jest to zapis bardzo naturalny dla komputera, który w swej istocie rozumie
tylko taki alfabet binarny. W jezyku komputera slowem jest ciag zer i jedynek
o dlugosci N. Liczba N mierzy owa objetosc nosnika. Informacja zawarta
w slowie jest zatem proporcjonalna do N. Umówimy sie, ze wspólczynnik
proporcjonalnosci w tym zwiazku jest równy jednosci, to znaczy, ze

(3) Informacja_H = Dlugosc_Slowa.
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Rozwiazanie zadania M 922.
Zalózmy, ze istnieje punkt S wewnatrz
czworokata AIA2A3A4, który nie nalezy
do zadnego kola. Wtedy jednak kazdy
z katów AiSAi+l bylby ostry i suma
tych katów bylaby mniejsza niz 3600.

Sprzecznosc.

Latwo obliczyc, ze istnieje 2N róznych slów binarnych o dlugosci N. Miedzy
dlugoscia slowa i liczba mozliwych slów zachodzi wiec zwiazek

(4) Dlugosc_Slowa = log2(Liczba_Slów).

Umowa nasza oznacza zatem, ze, kladac we wzorze (3) wspólczynnik równy
jednosci, przyjelismy jako jednostke pomiaru informacji jeden bit; liczba liter
w binarnym slowie równa sie liczbie bitów. Jezeli wszystkie slowa sa równie
prawdopodobne, to prawdopodobienstwo p wystapienia danego slowa wynosi

(5) p = 1/Liczba-Slów.

Otrzymujemy zatem wynik, iz informacja zawarta w slowie, dla którego
prawdopodobienstwo wystapienia wynosi p, jest równa

(6) H(p) = -log2P.

Zilustruje teraz ten wynik na przykladzie gry w 20 pytan. Wykaze, ze okreslona
w powyzszy sposób miara informacji jest po prostu równa liczbie pytan, które
sa potrzebne do odgadniecia slowa. Rozwazania te ogranicze na razie tylko
do tej uproszczonej sytuacji, gdy wszystkie slowa sa równoprawdopodobne.
Dla ulatwienia obliczen ponumeruje wszystkie slowa o dlugosci N kolejnymi
liczbami naturalnymi od 1 do 2N i zastosuje nastepujacy sposób opisu procesu
zgadywania. Mamy przed soba 2N zakrytych komórek. W jednej z nich znajduje
sie SKARB. Miejsce ukrycia skarbu jest informacja, która chcemy posiasc.
Znalezienie tego skarbu jest oczywiscie tym samym, z matematycznego punktu
widzenia, co odgadniecie slowa. Dla zlokalizowania skarbu jako pierwsze
zadajemy nastepujace pytanie:

Czy skarb znajduje sie w lewej polowie komórek?

Jezeli odpowiedz na pierwsze pytanie brzmi TAK, to drugie pytanie bedzie
brzmialo:

Czy skarb znajduje sie w pierwszej cwiartce komórek?

Jezeli odpowiedz na pierwsze pytanie brzmi NIE, to drugie pytanie bedzie
brzmialo:

Czy skarb znajduje sie w trzeciej cwiartce komórek?

Kontynuujac taka strategie, odgadniemy z pewnoscia po dokladnie N pytaniach
miejsce ukrycia skarbu. Niepewnosc co do polozenia skarbu, istniejaca na
poczatku, zostaje calkowicie zlikwidowana przy uzyciu N pytan. Odpowiedz na
kazde pytanie daje nam 1 bit informacji, zmniejszajac takze niepewnosc o 1 bit.
Liczba pytan potrzebna do uzyskania pelnej informacji jest równa niepewnosci,
z jaka przystepujemy do gry. Jest ona jednoczesnie równa ilosci informacji
uzyskanej po odgadnieciu miejsca ukrycia,

Informacja_H = Liczba_Pytan.

Proces zgadywania zostal przedstawiony na rysunku 1 w postaci "drzewa pytan"
w prostym przypadku, gdy N = 2.

Rzeczywistosc jest na ogól jednak bardziej zlozona i rzadko do uzyskania
informacji mozemy skorzystac z tak banalnej strategii. Problem doboru
odpowiedniej strategii pojawia sie dlatego, ze na ogól prawdopodobienstwa
wystepowania róznych konfiguracji nie sa jednakowe. Wytlumacze to na
przykladzie zwyklego jezyka. Gdy, grajac w szubienice, mamy do odgadniecia
slowo zawierajace zestaw liter KU_A, to nie wiemy, czy ma to byc KULA,
KUMA, KUNA, KUPA czy KURA. Jezeli, natomiast, spotkamy sie
z zestawem SW _T, to wiemy, ze szukane slowo to SWIT. Dzieje sie tak
dlatego, iz kombinacja liter KU_A wystepuje czesto, zestaw zas SW _T
wystepuje rzadko, prawdopodobienstwo jego wystapienia jest male i informacja
niesiona przez ten zestaw liter, zgodnie ze wzorem (6), jest duza. Znajac
prawdopodobienstwa wystapienia róznych slów, mozemy znacznie ulepszyc
strategie ich odgadywania. Tak wlasnie robimy w tradycyjnej grze w 20 pytan.

Zilustruje te nowa strategie znowu na przykladzie poszukiwania skarbu.
Przypuscmy, ze jest on ukryty w jednej z czterech komórek i dodatkowo wiemy,
ze prawdopodobienstwo znalezienia go w pierwszej komórce jest równe 1/2,
w drugiej 1/4, w trzeciej i czwartej zas po 1/8. Nasza pierwotna strategia,
polegajaca na przepolawianiu zbioru komórek, pozwoli na znalezienie skarbu
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zawsze po dwóch pytaniach. Nie jest to jednak strategia optymalna, gdyz nie
wykorzystujemy w niej informacji o prawdopodobienstwach. Skuteczniejsza jest
strategia oparta na nastepujacych pytaniach:

Czy skarb znajduje sie w pierwszej komórce '?

Jezeli odpowiedz na pierwsze pytanie brzmi TAK, to znamy jego miejsce. Jezeli
odpowiedz na pierwsze pytanie brzmi NIE, to drugie pytanie bedzie brzmialo:

Czy skarb znajduje sie w drugiej komórce '?

Jezeli odpowiedz na drugie pytanie brzmi TAK, to znowu znamy jego miejsce.
Jezeli odpowiedz na drugie pytanie brzmi NIE, to trzecie pytanie bedzie
brzmialo:

Czy skarb znajduje sie w trzeciej komórce '?

Po trzecim pytaniu znamy juz na pewno polozenie skarbu. Drzewo pytan
w tym przypadku przedstawione jest na rysunku 2. Na pierwszy rzut oka
moze sie wydawac, ze nowa strategia jest gorsza, bo wymaga trzech, zamiast
standardowych dwóch pytan dla czterech komórek. Jezeli jednak skarb jest
w pierwszej komórce, to znajdujemy go juz po pierwszym pytaniu. Ten wlasnie
zysk przewaza nad strata. Mozna to potwierdzic, obliczajac srednia liczbe pytan,
wedlug znanego przepisu

Srednia_ Wartosc = Prawdopodobienstwo_1 * Wartosc_1+

+ Prawdopodobienstwo_2 * Wartosc_2 + ...

Srednia liczba pytan, obliczona wedlug tego wzoru, dla naszego zadania wynosi
, /1 1 1 1 7

Srednia_Liczba_Pytan = - * 1 + - * 2 + - * 3 + - * 3 = - < 2.
2 4 8 8 4

Uzyskalismy, dzieki nowej strategii, wynik lepszy od poprzedniego srednio
o 1/4 pytania. Mozna prosto wyjasnic, na czym polegala nasza nowa strategia.
Pytania dobieralismy w ten sposób, zeby prawdopodobienstwa uzyskania
odpowiedzi twierdzacej i przeczacej byly takie same. W podanym przykladzie
udalo sie nam to osiagnac. Przed sformulowaniem ogólnych wniosków
rozwazymy jeszcze jeden przyklad. Tym razem skarb ukryty jest w jednej
z szesciu komórek z nastepujacymi prawdopodobienstwami:

1 1 1 2 1 1
Pl = 3' P2 = 6' P3 = 6' P4 = 15' P5 = 15' P6 = 15'

Tutaj wybór optymalnej strategii nie jest juz oczywisty. W ogólnym przypadku
mozemy jedynie dazyc do tego, by równy podzial prawdopodobienstw uzyskac
w jak najlepszym przyblizeniu. Jedna z rozsadnych strategii zdefiniowana jest
przez drzewo pytan przedstawione na rysunku 3. Srednia liczba pytan wynosi
w tym przypadku 37/15. Okazuje sie, ze nie jest to jeszcze strategia optymalna.
Lepszy wynik dostajemy, zadajac pytania wedlug przepisu przedstawionego na
rysunku 4. Mimo iz wydluzylismy liste pytan w niektórych przypadkach az do
czterech, srednia liczba pytan wynosi tylko 36/15 = 2,4.

Poniewaz liczba pytan okreslala nam ilosc informacji, to srednia liczbe
pytan mozna utozsamic ze srednia informacja. W ten sposób doszlismy do
uzasadnienia wzoru Shannona. Wystepujaca w tym wzorze suma jest po prostu
srednia informacja, obliczona w ogólnym przypadku, gdy znane sa wszystkie
prawdopodobienstwa znalezienia skarbu w i-tej komórce. Mozna dowiesc,
ze niepewnosc jest najwieksza, gdy wszystkie prawdobodobienstwa sa równe
i wynosi wtedy log2 N. Natomiast w przypadku, gdy wiemy, w której komórce
znajduje sie skarb, niepewnosc. powinna byc równa zeru. I rzeczywiscie, jezeli
wszystkie prawdopodobienstwa Pi, poza jednym z nich, sa równe zeru, to H jest
równe zeru, bo logarytm liczby 1 jest równy zeru.

Wzór Shannona jest ogromnie wazny w teorii informacji, poniewaz zwiazane
jest z nim fundamentalne twierdzenie matematyczne, zwane twierdzeniem
o bezszumowym kodowaniu. W naszej interpretacji, polegajacej na zadawaniu
pytan, glosi ono, ze

NIE ISTNIEJE STRATEGIA, KTÓRA SREDNIO DAJE MNIEJSZA

LICZBE PYTAN, NIZ OKRESLA TO WZÓR SHANNONA.
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Rozwiazanie zadania M 923.
Niech s bedzie okregiem o najwiekszym
promieniu, S jego srodkien1, r - jego
promieniem, AIA2A3 kolejnymi
wierzcholkami lezacYlui na s. Zalózmy,
ze wielokat nie zawiera sie w s. Wtedy
istnieje wierzcholek Ak lezacy na
zewnatrz s. Mozelny bez straty ogólnosci
zalozyc. ze Ak' lezy po tej samej stronie
prostej A2 S co A3 i k jest najmniejsze
z lllozliwych. Latwo zauwazyc, ze prolTlien
R okregu 8, opisanego na trójkacie
A2A3Ak jest wiekszy niz r. a wierzcholki
A2. A3.···· Ak leza w 8,. Jesli A3Ak sa
kolejnyuli wierzcholkanl}, to otrzymujemy
sprzecznosc. ZalózulY wiec, ze nie
sa kolejne. Rozwazmy wszystkie
okregi opisane na trójkatach A3AiAk,
3 < i < k. Ich promienie sa nie mniejsze
niz R. Niech ten z nich (82). który ma
najlnniejszy pro111iell, przechodzi przez
Al (3 < l < k). Jasne jest. ze wszystkie
wierzcholki A3. A4 •.... Ak leza w 82.

Jesli A3Al Ak sa kolejnymi wierzcholkami.
to otrzynlalismy sprzecznosc. Jesli nie,
to powtarzalny powyzsza procedure w
odniesieniu do wierzcholków A3 ..... Al
itd. Po skonczenie wielu krokach

otrzymamy trzy kolejne wierzcholki, dla
których okrag przechodzacy przez nie ma
promieli wi«kszy niz r. Sprzecznosc.

Z twierdzenia tego wynika, ze nie mozna juz dalej poprawic strategii zgadywania
w naszym drugim przykladzie i uzyskac wyniku lepszego niz 36/15. Obliczona ze
wzoru Shannona wartosc informacji wynosi bowiem w tym przypadku:

H = log2(3) 2 * log2(5) 2log2(15/2) 2 * log2(15) = 2 3656.
3 + 5 + H + H ,

Gdyby istniala strategia, która daje srednia liczbe pytan 35/15 (z ogólnego
wzoru na srednia widac, ze w tym przypadku srednie sa zawsze
wielokrotnosciami 1/15), to byloby to sprzeczne z twierdzeniem o bezszumowym
kodowaniu, gdyz 35/15 = 2,3333 < 2,3656.

Pora teraz na zastosowanie wprowadzonych pojec do fizyki kwantowej.
Dokonujac pomiaru nad obiektem fizycznym, postepujemy podobnie, jak
przy poszukiwaniu skarbu: dazymy do uzyskania informacji, czyli do usuniecia
niepewnosci. Dla uproszczenia, rozwazmy czastke poruszajaca sie tylko
w jednym wymiarze, wzdluz osi x. Podzielmy te os na jednakowe ponumerowane
komórki o dlugosci dx. Rozmiar komórki mozemy uwazac za miare dokladnosci
pomiaru. Im mniejsza komórka, tym dokladniejszy jest pomiar. Oprócz
pomiarów polozenia bedziemy takze dokonywali pomiarów pedu czastki Px

w kierunku osi x. Os pedu tez podzielimy na jednakowe, ponumerowane komórki
o dlugosci dp, charakteryzujace dokladnosc pomiaru pedu. Teoria kwantów
pozwala na obliczenie wszystkich prawdopodobienstw znalezienia czastki w i-tej
komórce na osi x i wykrycie jej pedu w j-tej komórce na osi Px. Na podstawie
tych prawdopodobienstw mozemy obliczyc niepewnosc zgodnie ze wzorem
Shannona. Otrzymujemy dwa takie wzory: jeden na niepewnosc polozenia Hx,
a drugi na niepewnosc pedu Hp. Nie ma zadnego ograniczenia na wartosci tych
dwóch wielkosci rozwazanych z osobna. Kazda z tych dwóch miar niepewnosci
moze byc równa dowolnej rzeczywistej liczbie nieujemnej. Komórek na osi
rzeczywistej jest nieskonczenie wiele i niepewnosc moze byc dowolnie duza. Jezeli
jednak wiemy dokladnie, w której komórce znajduje sie czastka, to niepewnosc
jej polozenia redukuje sie do zera. Takie same wlasnosci ma tez niepewnosc
pedu,

o ::; Hx < 00, O ::; Hp < 00.

Ograniczenia na niepewnosci polozenia i pedu, wyrazajace zasade
nieoznaczonosci, pojawiaja sie przy jednoczesnym rozwazaniu niepewnosci
polozenia i pedu. Mam tu na mysli taka sytuacje, gdy dokonujemy pomiaru
zarówno polozenia i pedu na czastce, która jest w tym samym stanie
kwantowym, to znaczy zostala za kazdym razem tak samo przygotowana do
pomiaru. Moze to, na przyklad, oznaczac, ze uzyte do pomiaru czastki zostaly
wytworzone w akceleratorze pracujacym w trybie ciaglym. Kwantowa zasada
nieoznaczonosci, wyrazona przez wielkosci Hx i Hp, glosi, ze suma dla kazdego
stanu kwantowego musi byc wieksza niz pewna stala C, bedaca funkcja iloczynu
dxdp wielkosci komórek dx i dp charakteryzujacych dokladnosc pomiaru,

Hx +Hp > C.

Niestety, nie znamy dokladnej zaleznosci tej stalej od dxdp. Przed pietnastoma
laty udalo mi sie jedynie wyprowadzic wzór na C, sluszny dla malych wartosci
dxdp, z którego wynika nierównosc

Hx + Hp > log2(eh/2dxdp).

We wzorze tym e oznacza podstawe logarytmów naturalnych, h zas jest stala
Plancka. Z nierównosci tej widac, ze gdy dokladnosc pomiaru x i p rosnie, czyli
dx i dp maleja, to prawa strona nierównosci staje sie coraz wieksza, a zatem
suma niepewnosci polozenia i pedu rosnie. Jezeli czastka znajdzie sie w jednej
z komórek na osi x, to co prawda Hx znika, ale nieoznaczonosc w pedzie jest
co najmniej równa stalej C. Nie mozna wiec jednoczesnie zlokalizowac czastki
kwantowej w przestrzeni i zredukowac niepewnosci pedu do zera. Nie mozna
nigdy uzyskac jednoczesnie pelnej informacji o polozeniu czastki i o jej pedzie.
Poslugujac sie pojeciem informacji, mozna wiec nadac nowa forme starej
zasadzie nieoznaczonosci odkrytej przed przeszlo siedemdziesiecioma laty przez
Wernera Heisenberga.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Optyka w onkologii

Choroby nowotworowe to jedno znajpowazniejszych
zagrozen wspólczesnego czlowieka. Minie jeszcze
wiele lat, zanim w pelni nauczymy sie rozpoznawac
ich uwarunkowanie genetyczne, a jeszcze wiecej
czasu potrzebne bedzie na opracowanie skutecznych
i bezpiecznych terapii genowych. Tym bardziej ze wcale
nie jest pewne, czy skuteczne leczenie lub zapobieganie
nowotworom w ogóle jest mozliwe.

Jednak nawet wtedy olbrzymie znaczenie bedzie mialo
diagnozowanie tego rodzaju chorób. Zwlaszcza za
pomoca metod pozwalajacych na nieinwazyjne lub
prawie nieinwazyjne rozpoznawanie wczesnych zmian
nowotworowych.

Od ponad 100 lat fizycy dostarczaja w tej dziedzinie
nowych pomyslów diagnostycznych i terapeutycznych.
Coraz wiecej metod opartych jest po prostu na
uzyciu swiatla. Jednym z najnowszych osiagniec w tej
dziedzinie jest wykorzystanie tzw. spektroskopii swiatla
rozproszonego do nieinwazyjnego wykrywania wczesnych
zmian nowotworowych nablonka.

Nablonek wysciela narzady wewnetrzne i jamy ciala.
Czesto stanowi pierwsza obrone przed czynnikami
zewnetrznymi. Nowotwory o pochodzeniu nablonkowym,
stanowiace ponad 85% wszystkich nowotworów, rozwijaja
sie zazwyczaj z wczesnego stadium, zwanego dysplazja,
czyli nieprawidlowa struktura warstwy nablonka. Zmiany
te sa niedostrzegalne golym okiem. Standardowa metoda
diagnostyczna polega na pobraniu wycinka i zbadaniu
go pod mikroskopem, gdzie patologia uwidacznia sie
w postaci zwiekszonej liczby komórek o powiekszonych
jadrach zawierajacych wiecej chromatyny (materialu
genetycznego). Poniewaz przy nieinwazyjnym badaniu
wczesnego stadium nowotworu (np. za pomoca zwyklego
endoskopu) nie widac zadnych zmian, to diagnoza
musi opierac sie na pobraniu losowej serii wycinków
podejrzanego obszaru nablonka. Po pierwsze nie jest to juz
calkowicie dla pacjenta obojetne, a po drugie jest zmudne
i drogie.

Naukowcy z MIT Laser Biomedical Research Center
opracowali metode pozwalajaca na niemal automatyczne
wykrywanie tych zmian za pomoca spektroskopii swiatla
rozproszonego. Metoda opiera sie na pomiarze srednich
rozmiarów jader i wspólczynnika zalamania, który rosnie
wraz z koncentracja chromatyny.

Spektroskopii swiatla rozproszonego od dawna uzywano
do badania róznorodnych materialów od ukladów
pojedynczych atomów do zlozonych próbek ciala stalego.
Tkanka biologiczna jest jeszcze jednym przykladem takiej
zlozonej próbki. Rozwazmy wiazke swiatla padajaca na
warstwe komórek nablonka. Czesc swiatla odbija sie od
jader komórkowych, a reszta wnika w tkanke. Swiatlo,
które nie zostaje pochloniete, wydostaje sie z powrotem,
po raz wtóry rozpraszajac sie na jadrach komórek
nablonka. Spektrum swiatla odbitego zawiera wiec
informacje o jadrach komórkowych (bedacych glównymi
centrami rozpraszania) zagluszana przez dyfuzyjne tlo.
Zespól badawczy Michaela Felda opracowal dwie metody
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usuwania tego tla. Jedna opiera sie na modelowaniu
matematycznym, a druga na wykorzystaniu swiatla
spolaryzowanego (w procesie dyfuzji swiatlo traci
pierwotna polaryzacje). Analiza sygnalu otrzymanego
po odfiltrowaniu tla pozwala na wyznaczenie sredniego
rozmiaru jader i ich wspólczynnika zalamania. Okazuje
sie, ze podczas gdy srednica jader komórkowych zdrowego
nablonka wynosi 4,8 ± 0,4 J1.m, to w tkance patologicznej
rosnie do 9,75 ± 1,5 J1.m. Podobnie wspólczynnik zalamania
swiatla wzrasta z n = 1,035 do n = 1,045. Wizualizacja
badanego obszaru nablonka np. w postaci mapy, na której
stopien odchylenia od normalnosci badanych cech jader
komórkowych przedstawiany jest za pomoca kolorów,
pozwala na szybka i pewna diagnoze.

Dzieki zastosowaniu techniki endoskop owej metoda ta jest
równiez nieinwazyjna lub minimalnie inwazyjna. Koncówka
zbudowanego przez naukowców prototypu endoskopu ma
srednice zaledwie jednego milimetra. Swiatlo odbierane
jest szescioma swiatlowodami ulozonymi dookola jednego
swiatlowodu doprowadzajacego wiazke pierwotna. Technika
ta powinna znalezc praktyczne zastosowanie w najblizszej
przyszlosci.

Niestety, sama diagnoza nie wystarcza do rozwiazania
problemu. W wielu przypadkach jeszcze dlugo nie bedzie
mozna obejsc sie bez skalpela. A wtedy bardzo istotne
jest maksymalne ograniczenie interwencji chirurgicznej.
Ma to szczególne znaczenie np. w przypadku usuwania
nowotworów mózgu. Marzeniem chirurga bylby skalpel
automatycznie pokazujacy, czy jeszcze wycinany jest
guz nowotworowy, czy juz kroi sie zdrowa tkanke.
Science-fiction? Juz nie.

Marzenie staje sie rzeczywistoscia dzieki wykorzystaniu
mikrownekowych (ang. microcavity) laserów
pólprzewodnikowych. Paul Gourley, kierujacy zespolem
z Sandia National Laboratories, zwierza sie: "Ludzie nie
wierzyli, ze bedziemy mogli pompowac komórki przez
mikrolaser, wlaczyc je w proces laserowy i otrzymac
znaczace wyniki. A jednak mozemy wszystkie te rzeczy
zrobic. Mozemy szybko identyfikowac populacje komórek
o odbiegajacej od normy zawartosci protein, czyli takich
jak komórki nowotworowe, przepuszczajac zaledwie
kilkaset komórek - miliardowa czesc litra - przez
nasze urzadzenie" [2]. Prototyp ma rozmiary malej
monety i móglby byc umieszczony w rekojesci skalpela.
Pochlaniacz zasysalby plyn z naciecia, pozwalajac na
monitorowanie charakteru operowanej tkanki, precyzyjnie
podpowiadajac chirurgowi, gdzie powinien zakonczyc
interwencje·

Pozostaje jedynie zyczyc sobie, abysmy jednak nigdy
nie musieli korzystac z takich niewatpliwie uzytecznych
zastosowan.

Piotr ZALEWSKI

[1] R. Gurjan, V. Backman, J. VanDam, L.T. Perelman

i M.S. Feld Early Detection oj Cancer Using Light
Scattering Spectroscopy referatna konferencji

informacyjnej APS, Minneapolis, 23 marca 2000 r.

http://web.mit.edu/newsoffice/nr/2000/cancer.html

http://web.mit.edu/spectroscopy/www/APS.pdf

[2] SNL News Releases

http://www.sandia.gov/media/NewsRel/NR2000/candetec.htm



Hipparcos i paralaksy Tomasz KWAST

Rys. 1. Zaznaczony tu kat byl by
podwojona paralaksa, gdyby gwiazda
lezala w kierunku prostopadlym do
plaszczyzny orbity Ziemi. Ale z pomiaru
tego kata i przy znajomosci polozenia
gwiazdy jej paralakse zawsze mozna
wyznaczyc. Jezeli paralakse p wyrazi sie
w sekundach luku (jest to zawsze maly
kat), to odleglosc gwiazdy w parsekach

1
wynosi r = -.

p

Pomiar paralaksy gwiazdy to naj rzetelniejszy sposób wyznaczenia jej odleglosci.
Paralaksa (roczna, inaczej heliocentryczna) gwiazdy nazywa sie kat, pod jakim
widzialoby sie z niej promien ziemskiej orbity. Wyznaczenie tego kata dla jakiejs
gwiazdy polega w zasadzie na zmierzeniu (na niebie lub na zdjeciach) polozenia
tej gwiazdy wzgledem gwiazd okolicznych (domyslnie - dalszych) dwa razy
w odstepie pól roku. Zapewnia to, ze obserwator zobaczy badana gwiazde z jej
otoczeniem z punktów rozdzielonych odlegloscia 300 mln km. Gwiazda "blizsza"
powinna w czasie miedzy obserwacjami lekko sie przesunac, a z pomiaru
tego katowego przesuniecia mozna juz wyznaczyc odleglosc gwiazdy - jest to
zwyczajna zasada dalmierza (rys. 1). Nawiasem mówiac, niemoznosc zmierzenia
paralaks uwazano kiedys (w czasach przedteleskopowych) za argument przeciw
heliocentrycznemu modelowi Ukladu Slonecznego. W czasach Kopernika nikt
(poza nim) nie podejrzewal, ze gwiazdy moga byc tak odlegle, co okazalo sie
dopiero po zastosowaniu teleskopów, i to wcale nie najmniejszych.

Klasycznymi metodami mozna bowiem mierzyc paralaksy nie mniejsze od
O'; 01 - glównie wskutek obecnosci atmosfery. Zatem "porzadnie", tzn. bez
zadnych dodatkowych zalozen, mozna wyznaczac odleglosci gwiazd do
100 pc, a jest to niewielki ulamek rozmiarów Galaktyki. Przelomu dokonal
amerykanski satelita Hipparcos (od High Precision Parallax Collecting Satellite)
wystrzelony na okoloziemska orbite 8 VIII 1989. Jego glównym osiagnieciem
jest wyznaczenie paralaks 118000 gwiazd z dokladnoscia o rzad wielkosci lepsza
i to mimo ze wyposazony byl w raczej maly teleskop o srednicy zaledwie 29 cm
i ogniskowej 1,40 m. Oto zasada pomiarów. Uklad optyczny, przedstawiony
na rysunku 2, tworzy w ognisku teleskopu obrazy dwóch obszarów nieba
rozdzielonych odlegloscia 580• Oba obrazy padaja na "siatke dyfrakcyjna"
(nie o dyfrakcje tu chodzi, o czym dalej) o rozmiarach prawie jednego cala
kwadratowego i majaca 2688 linii. W miare obrotu satelity (jeden obrót trwa
128 minut) gwiazda widziana w pierwszym (wiodacym) polu widzenia przesuwa
sie po siatce, przez co sygnal elektryczny dawany przez jej swiatlo ulega
modulacji z czestoscia okolo 130 Hz (bo obraz gwiazdy przez siatke wedruje
20 s). Po 20 minutach gwiazda trafia do drugiego pola widzenia, jej obraz
znowu pojawia sie na siatce, a w pierwszym polu widzenia ukazuje sie jakas
inna gwiazda. Katowa odleglosc tych gwiazd wynosi w przyblizeniu 580, ale na
podstawie przesuniecia fazowego dawanych przez nie sygnalów (i, oczywiscie,
dokladnie znanej geometrii ukladu optycznego teleskopu Hipparcosa) odleglosc
te mozna okreslic z dokladnoscia do milisekundy luku! Przez te 20 minut
satelita, rzecz jasna, tez nie próznuje, lecz wyznacza wzajemne odleglosci kolejno

I
polewidzenial

- glównelustrowklesle

polewidzenia2/
lustroplaskie/

Rys. 2. Schemat optyczny teleskopu Hipparcosa.
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Sporzadzony na podstawie obserwacji
Hipparcosa Wielki Atlas Nieba mozna
zamówic li pana Piotra Brycha:
tel. 022-6180813.

_ Zadania

obserwowanych gwiazd na podstawie dokladnie znanego tempa wlasnej rotacji.
W miare jak satelita, zmieniajac usytuowanie osi obrotu, omiata coraz to
inne pasy nieba, w pamieci odbierajacego sygnaly komputera powstaje cos
w rodzaju sieci triangulacyjnej pokrywajacej cale niebo, przy czym dlugosci
ogromnej liczby skladajacych sie na nia luków znane sa z dokladnoscia o rzad
wielkosci lepsza od dokladnosci jakiejkolwiek paralaksy zmierzonej z powierzchni
Ziemi. W rezultacie uzyskany w ten sposób katalog gwiazd Hipparcosa stal sie
astrometryczna rewelacja.

Nieustannie omiatajac niebo, Hipparcos przez kilka lat obiegal wraz z Ziemia
Slonce, mierzyl wiec odleglosci katowe gwiazd w parach z róznych punktów
przestrzeni i w róznym czasie. Okresowe zmiany tych odleglosci (z okresem
rocznym) to, oczywiscie, przejaw ruchu obiegowego Ziemi, stad paralaksy
gwiazd. Zmiany zas systematyczne to efekt poruszania sie gwiazd w przestrzeni,
co umozliwia dokladniejsze wyznaczenie ruchów wlasnych ogromnej liczby
gwiazd. Graniczna paralaksa pomiarów Hipparcosa umozliwia siegniecie
na odleglosc jednego kiloparseka od Slonca, a to jest znaczacym ulamkiem
rozmiarów Galaktyki. Dokonana juz na tej podstawie analiza ruchów gwiazd
w okolicy Slonca dowodzi, ze tajemniczej ciemnej materii jest wokól nas
znacznie mniej, niz sie dotychczas zdawalo. Wyznaczone zostaly znacznie
dokladniej odleglosci "wzorcowych" gromad, Plejad i Hiad, co ma ogromne
znaczenie dla astrofizyki, bowiem gwiazdy tych gromad umozliwiaja
kalibrowanie innych metod wyznaczania wiekszych odleglosci. Niejako przy
okazji na podstawie obserwacji Hipparcosa powstal katalog i atlas Tycho,
zawierajacy ponad milion gwiazd o jasnosci 12,2 mag z mniej precyzyjnie
wyznaczonymi wspólrzednymi. To dopiero poczatek zbierania owoców z misji
Hipparcosa. Tymczasem opracowuje sie juz projekt nastepnego satelity zdolnego
- podobno - mierzyc paralaksy z dokladnoscia do dziesieciu mikrosekund
luku ...

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 922. Na bokach czworokata wypuklego jako na srednicach zbudowano cztery
kola. Udowodnic, ze pokrywaja one caly czworokat.
Rozwiazanie na str. 2

M 923. Dla kazdej trójki kolejnych wierzcholków wielokata wypuklego
poprowadzono okrag przechodzacy przez te wierzcholki. Udowodnic, ze ten
sposród otrzymanych okregów, który ma najwiekszy promien, zawiera caly
wielokat.
Rozwiazanie na str. 4

M 924. Czy istnieje figura wypukla F, która nie mozna pokryc pólkola
o promieniu l, a dwoma egzemplarzami F mozna pokryc kolo o promieniu l?
Rozwiazanie na str. 10

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 527. Plaska powierzchnie soczewki plasko-wypuklej o ogniskowej F pokryto
warstwa, odbijajaca swiatlo. W odleglosci d od soczewki od strony powierzchni
wypuklej ustawione jest punktowe zródlo swiatla. Wyznaczyc polozenie obrazu.
Przy jakich wartosciach d obraz bedzie rzeczywisty, a przy jakich pozorny?
Rozwiazanie na str. 12

F 528. Za pomoca obiektywu, który jest zbudowany z cienkich, scisle
przylegajacych soczewek, rozpraszajacej i skupiajacej, rzutujemy na ekran
pewien przedmiot. Odleglosc obiektywu od przedmiotu wynosi d = 25 cm,
a od obrazu f = 4 m. Wyznaczyc ogniskowa soczewki rozpraszajacej, jezeli jej
zdolnosc skupiajaca jest (co do wartosci bezwzglednej) dwa razy wieksza od
zdolnosci skupiajacej soczewki skupiajacej.
Rozwiazanie na str. 13
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mala del1a

Na czworakach

Patrzyli na pantere, a pantera na nich.
- Ciekawe, dlaczego tak podkulila nogi - glosno myslal Jasio.
- Pewnie dlatego, zeby bylo jej wygodnie - spróbowala odpowiedziec
Agatka. - Moja ciocia mówi, ze kazdy sie tak ustawia, zeby mu bylo
wygodnie. Takie jest prawo natury.
- Ale dlaczego akurat tak jest jej wygodnie? Z podkulonymi nogami ...
Przeciez gdyby chodzila po równej ziemi, to by tak nie podkulala nóg.
- Ale teraz stoi na pochylonej galezi. Dlatego stara sie przesunac swój
srodek ciezkosci do tylu.
- Dlaczego?
- Zeby nie spasc. Jesli linia laczaca jej srodek ciezkosci ze srodkiem
Ziemi nie przejdzie przez czworokat wyznaczony przez jej lapy, to sie
przewróci ...
- Chyba, ze ktos jej przyklei lapy do galezi butaprenem! - wtracila
Agatka.
Zgodnie zignorowali te uwage·
- ... A poza tym zawsze jest wygodniej, kiedy ciezar rozklada sie w miare
równomiernie na cztery lapy.
- No wlasnie, a jaki jest ten rozklad ciezaru na lapy?
- To proste. - Jacek z trudem dzwignal sie z lawki. W taki upal, jak
dzisiaj móglby spac caly dzien. - Popatrzcie ...
Podniósl z ziemi patyk i narysowal na piasku pantere na galezi.

Jesli O to srodek ciezkosci, FI sila nacisku na przednie lapy, a F2 sila
nacisku na tylne lapy, to musi zachodzic równosc taka, jak dla ramion
wagI

Fla = F2b.

Dlatego najlepiej, gdy a = b, bo wówczas tylne i przednie lapy unosza taki
sam ciezar.
Przez chwile zalegla cisza.
- A jak pantera chodzi, to dlaczego sie nie przewraca? - zastanowil
sie Jasio. - Przeciez wtedy srodek ciezkosci jej ciala nie lezy nad
czworokatem jej stóp, bo ... nie ma zadnego czworokata: jakas stopa musi
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byc nad ziemia i na samej ziemi jest co najwyzej trójkat lap.
~ A przeciez moze byc nawet tak, ze w jakiejs chwili na ziemi w ogóle
nie ma zadnej lapy, bo jak pantera biegnie, to tak skacze! - zauwazyla
Agatka.
- To prawda. - Jacek zgodzil sie z siostra, co zdarzylo mu sie chyba
pierwszy raz w tym miesiacu. - Podobno galopujacy gepard polowe drogi
pokonuje "w locie". I wtedy rzeczywiscie nie mozna mówic o równowadze
statycznej.
- O czym?
- O równowadze statycznej. To z grubsza biorac taka równowaga, która
pozwala zwierzeciu zatrzymac sie w bezruchu i nie przewrócic sie.
- A jak nie ma tej równowagi?
- To jak sie zwierze nagle przestanie ruszac, to sie przewróci. Zeby sie
poruszac w sposób statycznie zrównowazony, pantera musi miec zawsze
na ziemi trzy lapy, a jej srodek ciezkosci musi w kazdej chwili lezec nad
trójkatem lap, które akurat spoczywaja na ziemi. Jest to jednak mozliwe
tylko przy jednej sekwencji ruchów.
- Jak to?
- Tak to. Przebierac lapami moze pantera na rózne sposoby. Moze isc
np. "systemem" lewa przednia ~ prawa przednia - lewa tylna - prawa
tylna itd. Takie cykle mozna ulozyc na 6 róznych sposobów, ale tylko
jeden z nich gwarantuje równowage. - Niemozliwe! Tylko jeden?! - Ale
dlaczego tych sposobów jest akurat 6? Jasio z Agatka krzykneli niemal
jednoczesnie, a potem rzucili sie na kolana i zaczeli chodzic na czterech.
Jacek pokrecil glowa. Czy oni wszystko musza sprawdzac empirycznie?
Przeciez wystarczy narysowac romb, a w wierzcholkach cztery lapy
pantery i juz wszystko widac. Westchnal i odwrócil glowe w strone zebr.
Pantera zeszla z galezi i zniknela w ciemnym otworze. Tez nie mogla
patrzec na to, co dzialo sie przed jej klatka.

Mala Delte przygotowali: Anna BILSKA i Witold SADOWSKI

* Ziemia przeszla przez warkocze komet: Tebbutta
(1861 II) 29-30 czerwca 1861 r. i Halleya (1910 II)
19 maja 1910 r.

* Kometa 1858 VI Donati byla pierwsza, która
sfotografowano. Dokonal tego portrecista Usherwood
27 IX 1858 r. Niestety, zdjecie to zaginelo. Dopiero
zdjecie komety 1881 III Tebbutt, wykonane przez
P.J.C. Janssena 30 VI 1881 r. w Obserwatorium
Meudon, zachowalo sie do naszych czasów. Pózniej
odkrywano komety wlasnie dzieki fotografii.
Pierwsza taka byla kometa 1892 V Barnard 3.
Odkryl ja Edward Emerson Barnard 12 X 1892 r.
w Obserwatorium Licka. Co prawda wczesniej na
zdjeciu korony slonecznej, otrzymanym podczas
zacmienia Slonca 17 V 1882 r. w Kenii, równiez byla
kometa, lecz po zacmieniu jej nie odnaleziono.

* Pierwsza kometa, na która zostal skierowany
spektroskop, byla kometa 1864 III Donati-Toussaint.
Jej widmo obserwowal Gianbattista Donati 5 VIII
1864 r. we Florencji. Pierwsza zas, której widmo
sfotografowano, byla Wielka Kometa 1881 III, odkryta
22 V 1881 r. przez Johna Tebbutta.
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* Astronomem, który stracil zycie, poszukujac
komety byl Ernst Friedrich Wilhelm Klinkerfues.
Spadl on z platformy obserwacyjnej obserwatorium
w Getyndze 28 stycznia 1884 roku. Wczesniej odkryl
6 komet.

* Najmlodszym odkrywca komety byl amerykanski
milosnik astronomii M. Whitacker. 15 czerwca
1968 roku odkryl komete 1968 V Whitacker-Thomas,
jako 16-letni uczen, gdy po raz trzeci prowadzil
obserwacje swoim nowym teleskopem.

* Najstarszym odkrywca komety byl L. Swift. Swa
trzynasta komete 1899 I Swift odkryl majac 79 lat.

* Najwytrwalszym obserwatorem komet byl
amerykanski astronom George van Biesbroeck.
17 lipca 1967 roku, majac 87 lat, odszukal wedlug
efemerydy komete 1967 IX Finlay. Obserwacjami
komet i wyliczaniem ich orbit zajmowal sie do smierci
w 1974 roku, to jest do dziewiecdziesiatego czwartego
roku zycia.

Jadwiga BIALA



Algorytmy i zlozonosc obliczeniowa
Damian NIWINSKI

Kazdy adept matematyki zna momenty olsnienia rozwiazaniem trudnego
problemu. Co to jednak znaczy, ze problem byl trudny? Zapewne nie bez
znaczenia jest wiedza adepta: problem trudny dla ucznia, na przyklad
obliczenie dlugosci elipsy, moze nie byc takim dla studenta matematyki,
dostrzegajacego go jako przypadek szerszego zagadnienia, dla którego zna
metode rozwiazywania. Podobnie, matematyk uzbrojony w teorie grup
(a najlepiej takze w komputer) moze potraktowac jako rutynowe kolorowe
zagadki Rubika. Metode rozwiazywania zagadnien matematycznych, jaka da
sie zastosowac w wielu (zwykle nieskonczenie wielu) przypadkach, nazywamy
algorytmem. Algorytmy sa, byc moze, najbardziej widomym rezultatem
dzialalnosci matematyków: fizycy, inzynierowie, ekonomisci oczekuja od
matematyki przede wszystkim metod, które w powtarzalnych sytuacjach
pozwola im obliczac potrzebne wielkosci (które, oczywiscie, moga byc nie tylko
liczbami). Nie trzeba dodawac, ze mozliwosc automatyzacji obliczen za pomoca
komputera niepomiernie zwiekszyla zainteresowanie algorytmami.

Czy zawsze, dla sensownie postawionego problemu, mozna dobrac stosowna
metode algorytmiczna lub chocby miec nadzieje, ze kiedys taka metoda zostanie
znaleziona? Odpowiedz jest negatywna, co zilustrujemy historia tzw. dziesiatego
problemu Hilberta.

W 1900 r. David Hilbert przedstawil Miedzynarodowemu Kongresowi
Matematyków w Paryzu liste 23 najwazniejszych zagadnien, jakie, jego zdaniem,
wiek dziewietnasty pozostawil dwudziestemu do rozwiazania. Problem dziesiaty
dotyczyl znalezienia metody, która dla danego równania diofantycznego
(tj. równania algebraicznego z wieloma niewiadomymi, o wspólczynnikach
wymiernych) rozstrzygalaby, czy istnieje rozwiazanie w liczbach calkowitych.
Oczywiscie, jesli takie rozwiazanie istnieje, to zawsze w koncu mozna je
znalezc metoda kolejnych prób; z drugiej strony dla wielu poszczególnych
równan istnieja dowody braku calkowitych rozwiazan. Jednak, jak dowiódl
w 1970 r. rosyjski matematyk, Jurij Matijasiewicz (wówczas 24-letni), nie istnieje
algorytm, który, przyjmujac jako dana równanie diofantyczne, odpowiadalby
w skonczonym czasie na interesujace nas pytanie. Zauwazmy, ze juz samo
sformulowanie tego rezultatu wymagalo scislego okreslenia pojecia algorytmu.
Czytelnicy III czesci artykulu W. Marka i J. Mycieiskiego (Delta 1/2000)
pamietaja, ze dokonalo sie to w latach trzydziestych naszego wieku za sprawa
logików: Godla, Turinga, Posta, Churcha i Kleenego; wtedy tez opisano pierwsze
problemyalgorytmicznie nierozstrzygalne, tj. nierozwiazywalne przez zaden
algorytm.

Problemy nierozstrzygalne nie sa jakas rzadka anomalia w swiecie matematyki;
z grubsza mówiac, nierozstrzygalnosc pojawia sie zawsze, ilekroc problem jest
na tyle ogólny, by mozna w nim odzwierciedlic - byc moze poprzez zmyslne
zakodowanie - informacje o wszystkich potencjalnie mozliwych algorytmach.
Jednak znakomita liczba zagadnien waznych praktycznie nie jest az tak ogólna;
na przyklad w pewnym zastosowaniu mozemy potrzebowac jedynie równan
diofantycznych o trzech niewiadomych i stopniu co najwyzej piec.

O ile algorytm rozwiazujacy problem istnieje, mozliwe jest, jak wiemy,
przelozenie go na program komputerowy. Mozna by wiec pomyslec, ze granica
miedzy problemami rozstrzygalnymi a nierozstrzygalnymi jest jednoczesnie
granica stosowalnosci informatyki: kazdy problem rozstrzygalny moze byc
w praktyce rozwiazany przez komputer. Tak jednak nie jest. Moze sie bowiem
okazac, ze nasz komputer juz dla niewielkich danych potrzebuje takiego
czasu (np. setek lat), ze oczekiwanie na wynik traci sens. Dzieje sie tak
w szczególnosci, kiedy algorytm wymaga przegladania wszystkich permutacji
lub chocby wszystkich podzbiorów jakiegos zbioru. Nie wnikajac w nature
elementarnych operacji algorytmu, mozemy latwo obliczyc, ze gdyby nawet czas

B

c

•
o

A

D

Rozwiazanie zadania M 924.
Tak, np. taka jak przedstawiona na
rysunku, gdzie czworokat ABCD jest
kwadratem, a promien kola, z którego
wycinamy figure jest równy 1. To,
ze dwoma egzemplarzami tej figury
mozna pokryc kolo o promieniu l jest
jasne. Dowód tego, ze figura ta nie da
sie pokryc pólkola o promieniu l opiera
sie na tym, ze konce srednicy pólkola
musialyby byc pokryte punktami figury,
bedacymi koncami srednicy kola, z
którego wycinamy figure.
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Nie znaczy to, ze nigdy nie potrafimy
dowiesc, ze jakis rozstrzygalny problem
jest obliczeniowo trudny. Owszem,
dla kazdej "w miare porzadnej"
funkcji fen) (np. dla funkcji n2, 2n, n!)

potrafimy skonstruowac problem
nierozwiazywalny przez zaden algorytm
w czasie proporcjonalnym do fen),

a zarazem rozwiazywalny przez pewien
algorytm pracujacy w czasie (f(n))2
Jednakze konstrukcja ta, wzorowana
na przekatniowej konstrukcji problemu
nierozstrzygalnego, jest dosyc sztuczna
i rzuca niewiele swiatla na zagadnienie
zlozonosci "prawdziwych" problemów
obliczeniowych.

wykonywania takiej operacji byl najmniejszym sensownym czasem fizycznym
(jeden chronom, 10-43 s), to wykonanie kolejno 2n takich operacji dla n = 200
przekroczyloby czas zycia czlowieka, a dla n = 500 wiek Wszechswiata. Zapewne
niektóre operacje moglyby byc wykonywane jednoczesnie na wielu komputerach,
tu jednak predko napotkamy nieprzekraczalne ograniczenia przestrzeni, w której
takie komputery moglyby sie pomiescic (nie wspominajac o kosztach).

Rozwazmy dla przykladu wazne praktycznie zagadnienie znajdowania w grafie
tzw. cyklu Hamiltona, tj. petli, w której kazdy wierzcholek wystepuje dokladnie
raz. (Intuicyjnie, jest to najbardziej ekonomiczny sposób obejscia calego
grafu. ) Oczywista metoda polegalaby na przeszukiwaniu wszystkich mozliwych
permutacji zbioru wierzcholków grafu. Z matematycznego punktu widzenia jest
to niewatpliwie algorytm, jednak jego praktyczna stosowalnosc ogranicza sie do
bardzo malych grafów.

Dla porównania, analogiczne z pozoru pytanie o istnienie tzw. cyklu Eulera,
tj. petli, która dokladnie raz odwiedza kazda krawedz grafu, ma dobre
rozwiazanie algorytmiczne: Czytelnik slyszal zapewne o twierdzeniu, ze cykl
Eulera istnieje w grafie wtedy i tylko wtedy, gdy liczba krawedzi wychodzaca
z kazdego wierzcholka jest parzysta, a ten warunek mozna oczywiscie sprawdzic
w czasie proporcjonalnym do liczby krawedzi grafu.

Wspomniane rozwiazanie wymagalo jednak odkrycia eleganckiej wlasnosci
charakteryzujacej grafy Eulera. Byc moze jakas nieznana wlasnosc grafów
Hamiltona pozwolilaby i tutaj na skonstruowanie sprytnego algorytmu,
dzialajacego, powiedzmy, przynajmniej w czasie O(n5). Byc moze, jednakze
pomimo wysilków zadna taka wlasnosc nie zostala dotad znaleziona. Z drugiej
strony, co bardzo intrygujace, nie znamy równiez dowodu, który wykluczylby
istnienie algorytmu rozstrzygajacego interesujacy nas problem w czasie
O(n). Zagadnienie cyklu Hamiltona nie jest odosobnionym przypadkiem;
w istocie znane sa dziesiatki matematycznie naturalnych i praktycznie waznych
problemów, których stopien trudnosci obliczeniowej pozostaje nieznany.

Przedstawiona sytuacja nie powinna nas specjalnie martwic. Jak zwykle
w nauce, rzeczywiste trudnosci sa motorem rozwoju. Wspólczesne studia
nad algorytmami rozwijaja sie w dwóch kierunkach. Teoria zlozonosci

obliczeniowej próbuje wyjasniac, dlaczego niektóre problemy nie poddaja
sie próbom znalezienia dobrych rozwiazan algorytmicznych. Algorytmika
natomiast, inspirowana potrzebami praktycznymi, niestrudzenie poszukuje
takich rozwiazan, czesto na drodze rozszerzenia samego pojecia algorytmu.

Ujmujac rzecz pozytywnie, teoria zlozonosci dazy do okreslenia trudnosci

problemów algorytmicznych i klasyfikuje je ze wzgledu na stopien trudnosci.
Tradycyjnie, problem obliczeniowy uwaza sie za praktycznie rozwiazywalny,
o ile istnieje algorytm, który dla danych rozmiaru n pracuje w czasie
proporcjonalnym do nk, dla pewnej stalej k. Problemy o tej wlasnosci
tworza klase zwykle oznaczana symbolem P (lub PTIME, z ang. polynomial

time). Wspomniana w artykule W. Marka i J. Mycieiskiego (Delta 1/2000)
klase NPTIME (lub NP) mozna okreslic poprzez rzutowania problemów
z P, tj. A E NP, o ile A = {x : (:3y) R(x, y) /\ Iyl :S Ixlk}, gdzie R jest
relacja w klasie P, k jest stala, a Izl oznacza rozmiar z. Czytelnik moze
zauwazyc, ze problem cyklu Hamiltona jest w NP, gdyz relacja "permutacja ]f
wierzcholków grafu G jest cyklem Hamiltona w G" jest, oczywiscie, sprawdzalna
w czasie wielomianowym.

Swiat problemów obliczeniowych ma swoja strukture, która stopniowo
poznajemy. Okazuje sie, na przyklad, iz wiele z pozoru róznych problemów jest
w istocie bardzo do siebie podobnych, w tym sensie, ze jeden mozna uznac za
tlumaczenie drugiego. Wspomniane wyzej zagadnienie cyklu Hamiltona nie ma
na pierwszy rzut oka zwiazku z pytaniem, czy graf mozna pokolorowac trzema
kolorami tak, by konce krawedzi mialy rózne kolory, a to z kolei z pytaniem,
czy dana formula rachunku zdan jest spelniona przy jakims wartosciowaniu
zmiennych. A jednak, istnienie szybkiego (wielomianowego ) algorytmu dla
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Rozwiazanie zadania F 527.
Jezeli plaska powierzchnia soczewki
plasko-wypuklej jest pokryta warstwa
odbijajaca swiatlo, to jest ona
równowazna soczewce dwuwypuklej
o ogniskowej ~F. Wtedy, stosujac wzór
na zdolnosc skupiajaca soczewki

l l 2
f + d = F'

otrzymujemy
dF

f = 2d ~ F

Obraz zródla znajduje sie z tej samej
strony co przedmiot i jest rzeczywisty
dla d > f.

któregokolwiek z tych problemów pociagaloby za soba istnienie analogicznych
algorytmów dla pozostalych, a nawet dla wszystkich problemów ze wspomnianej
klasy NP. Problemy o tej wlasnosci nazywa sie zupelnymi w NP. Pojecie
to zostalo sformulowane pod koniec lat szescdziesiatych przez S. Cooke'a
i R. Karpa w USA i niezaleznie przez L. Levina w ówczesnym ZSRR.

Badanie stopnia pokrewienstwa miedzy problemami i wyróznianie problemów
zupelnych jest jednym z przedmiotów teorii zlozonosci. Innym waznym
kierunkiem jest porównywanie róznych miar zlozonosci. Oprócz czasu sensownie
jest bowiem badac takze rozmiar pamieci operacyjnej komputera, potrzebnej
do rozwiazania zadania, a takze np. liczbe komputerów (lub procesorów),
które moglyby rozwiazac to zadanie, pracujac równolegle, co moze (choc
nie zawsze musi) znakomicie przyspieszyc realizacje algorytmu. W ostatnich
latach, w zwiazku z rozwojem programów interakcyjnych, popularne staje sie
modelowanie dzialania komputera jako gry ze srodowiskiem; implikuje to nowe
miary zlozonosci, jak liczba rund lub liczba uczestników gry.

Przejdziemy teraz do algorytmiki, która, bedac po czesci dyscyplina inzynierska,
próbuje jakos radzic sobie z problemami trudnymi obliczeniowo. Jedna
z mozliwosci jest rozwijanie algorytmów heurystycznych, dzialajacych szybko
chocby w niektórych przypadkach, a takze aproksymacyjnych, tj. poszukujacych
rozwiazan bliskich optymalnym (na przyklad, zamiast cyklu Hamiltona
zadowalamy sie sciezka odwiedzajaca co najmniej 95 % wierzcholków). Nie
próbujac wyczerpywac ogromnego tematu, wspomnimy tu o kierunkach, które
nie rezygnuja z walki o rozwiazania optymalne.

Jak widzielismy na przykladzie problemu grafów Hamiltona,. "kamieniem
filozoficznym" algorytmiki bylby sposób na przeskoczenie koniecznosci
dokonywania wyczerpujacych przeszukiwan wszystkich mozliwosci. Oto kilka
pomyslów, jak mozna by to uzyskac.

W tak zwanych algorytmach probabilistycznych przeszukiwanie zostaje
zastapione przez losowy wybór. Idee takiego algorytmu porównac mozna do
egzaminu, kiedy student losuje, powiedzmy, 5 sposród ogloszonych wczesniej
100 pytan (zamiast odpowiadac na wszystkie 100). Jesli wszystkie odpowiedzi
beda dobre, egzaminator przyjmuje z duzym stopniem pewnosci, ze student
zna caly material - pewnosc ta w istotny sposób opiera sie na fakcie, ze student
nie mógl przewidziec wybranych losowo numerów pytan. Przelomowe znaczenie
w algorytmice mial zaproponowany w 1976 r. przez M.O. Rabina (korzystajacy
z idei G. Millera) probabilistyczny algorytm rozstrzygajacy, czy dana liczba n
jest pierwsza czy zlozona w czasie proporcjonalnym do (log n)3. W tescie tym
poszukuje sie droga losowania - nie ewentualnych dzielników liczby n, bo
te moga byc rzadkie, ale - subtelnych, a zarazem dosc licznych "swiadectw
zlozonosci". Chodzi tu o liczby x spelniajace alternatywe: x jest nietrywialnym
pierwiastkiem z jednosci mod n lub tez xn-l t:. 1 (mod n) (kiedy n jest liczba
pierwsza, wiemy z tzw. malego twierdzenia Fermata, ze nie ma takich x).
Algorytm Millera-Rabina moze co prawda z niewielkim prawdopodobienstwem
nie wykryc zadnego swiadectwa zlozonosci liczby zlozonej i tym samym uznac
ja za pierwsza, mimo to jednak, z uwagi na szybki czas i brak konkurencji,
uzywa sie go w praktyce do generowania wielkich liczb pierwszych, jakie
wykorzystywane sa nastepnie w systemie kryptograficznym RSA. Tak wiec
w algorytmach probabilistycznych poswiecamy nieco pewnosci na rzecz
szybkosci.

Radykalnym rozwinieciem idei algorytmu probabilistycznego jest glosny
ostatnio pomysl wykorzystania w obliczeniach efektów kwantowych. Element
losowosci pojawia sie tu w momencie pomiaru, kiedy to stan kwantowy zostaje
zaobserwowany jako klasyczny i informacja zawarta w tym ostatnim uznawana
jest za wynik obliczenia. Zanim jednak nastapi pomiar, komputer zachowuje sie
zgodnie z prawami mechaniki kwantowej. W rezultacie, uklad n rejestrów, który
w klasycznym komputerze przyjmowac moze w danej chwili co najwyzej jeden
z 2n mozliwych ciagów n bitów, powiedzmy w E {O, l}n, w komputerze
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Peter W. Shor na Miedzynarodowym
Kongresie Matematyków w Berlinie
(1998) otrzymal nagrode Nevannliny.

Rozwiazanie zadania F 528.
Zdolnosc skupiajaca obiektywu jest
równa s ulnie zdolnosci optycznych
soczewki skupiajacej i rozpraszajacej
Do = Ds - Dr· Zdolnosc skupiajaca
obiektywu jest wyrazona wzorelll

l l l d+f
Do = Fo = d + 7 =dl '

gdzie: Fo ogniskowa obiektywu,
d - odleglosc od obiektywu

do przedmiotu,
f - odleglosc od obiektywu

do obrazu.
D

Zgodnie z warunkiem zadania Ds = r
2

. Dr l .
I stad Do = 2 -Dr = -;;iDr, czyb

Dr = -2Do· Ostatecznie ogniskowa
soczewki rozpraszajacej jest równa

l l df
F =- ---=----""-12cm.

r Dr 2Do 2(d+ 1)

kwantowym moze w pewnym sensie przyjac je wszystkie jednoczesnie1
(na przyklad, w stanie kwantowym ~ L Iw)). Wyczerpujace

( 2)n wE{O,l}n

przeszukiwanie moze wiec zostac zastapione wygenerowaniem stanu kwantowego
obejmujacego naraz wszystkie mozliwosci.

Najbardziej, jak dotad, spektakularnym sukcesem poszukiwan w tym kierunku
jest zaproponowany przez P. Shora kwantowy algorytm rozkladu liczby
calkowitej na czynniki pierwsze. Najlepszy znany "klasyczny" algorytm
rozwiazuje to zagadnienie w czasie wykladniczym ze wzgledu na rozmiar
przedstawienia binarnego liczby n, choc z drugiej strony, faktoryzacja nie
ma charakteru problemu NP-zupelnego. Kwantowy algorytm Shora dziala
w czasie wielomianowym (dokladnie, C . (log n) 2 . (log log n) . (log log log n)).
Warto wspomniec, ze mozliwosc szybkiej faktoryzacji duzych liczb wywolalaby
spore zamieszanie, gdyz powszechnie stosowany algorytm szyfrowania RSA
opiera sie na hipotezie trudnosci tego problemu. Trzeba jednak pamietac,
ze gleboki matematycznie algorytm Shora istnieje na razie jedynie na papierze,
a komputery kwantowe (w odróznieniu od kwantowej kryptografii) wydaja sie
jeszcze dalekie od fizycznej realizacji.

Fizycznie zrealizowany zostal natomiast pomysl Adlemana, by do obliczen
wykorzystac reakcje biologiczne, a konkretnie zjawisko laczenia sie
komplementarnych odcinków DNA w slynna podwójna helise. Jako zadanie
obliczeniowe wybrano znany nam juz problem cyklu Hamiltona. W wyniku
siedmiodniowego eksperymentu pojawilo sie rozwiazanie. Co prawda testowany
graf byl niewielki, a wspomniane rozwiazanie jest dostrzegane przez czlowieka
w ciagu kilkudziesieciu sekund, jednak zastosowana tu technika moze dla duzych
grafów okazac sie szybsza niz komputer cyfrowy. Pamietajmy, ze mozliwosc
szybkiego rozwiazywania, chocby dziwaczna technika, zagadnienia cyklu
Hamiltona oznacza szybki algorytm dla dowolnego problemu klasy NP
(tlumaczenie takiego problemu na problem cyklu Hamiltona mogloby odbywac
sie za pomoca komputera tradycyjnego). W odróznieniu od wyrafinowanego
algorytmu Shora, idea testu Adlemana jest prosta. Wierzcholki i krawedzie
badanego grafu reprezentowane sa przez losowo wybrane odcinki DNA w taki
sposób, by wskutek komplementarnosci odpowiednich fragmentów, powstajace
w wyniku laczenia podwójne helisy reprezentowaly sciezki w grafie (nie tylko,
oczywiscie, sciezki Hamiltona). Kluczowym momentem jest tu mozliwosc
wygenerowania wszystkich lub niemal wszystkich sciezek "w jednej chwili"
(w ciagu kilku sekund); operacja taka jest, jak wiemy, praktycznie niewykonalna
na klasycznym komputerze. Faza eliminacji "zlych kandydatów", tak by w koncu
pozostalo jedynie poprawne rozwiazanie (tj. helisy reprezentujace sciezki
Hamiltona), wykorzystywala pomyslowo kilka róznych reakcji biologicznych
i to ona byla odpowiedzialna za stosunkowo dlugi czas. Eksperyment Adlemana
otwiera nowa droge w informatyce: byc moze, zamiast konstruowac wciaz nowe
komputery wystarczy umiejetnie interpretowac procesy przetwarzania informacji,
jakich pelen jest swiat, zwlaszcza swiat materii zywej.

Wskazówki do dalszej lektury
Kompendium wspólczesnej wiedzy o algorytmach, podanej w atrakcyjny i przystepny
sposób znajdzie Czytelnik w dostepnej w polskim przekladzie ksiazce Th.C. Cormena,
Ch.E. Leisersona i R.L. Rivesta Wprowadzenie do algorytmów, WNT 1997. Podstawy
teorii zlozonosci wylozone sa w klasycznym podreczniku J.E. Hopcrofta i J.D. Ullmana
Wprowadzenie do teorii automatów, jezyków i obliczen, PWN, Warszawa 1994.
Szeroka perspektywe problemów i kierunków badawczych tej teorii zakresla monografia
Ch.H. Papadimitriou Computational complexity, Addison-Wesley, 1995. Czytelnik,
zainteresowany dziesiatym problemem Hilberta, moze siegnac po ksiazke samego
J. Matijasiewicza, Diesiataja problema Gilberta, Nauka Publishers, 1993 (przeklad angielski:
Yuri V. Matiyasevich, Hilbert's Tenth Problem, The MIT Press, 1993). Twierdzenie to
przedstawione jest takze w akademickim podreczniku Z. Adamowicz i P. Zbierskiego Logika
matematyczna. PWN, Warszawa 1991. Eksperyment ACllemana przedstawiony jest przez
samego autora w miesieczniku Swiat nauki, nr 10 (86), pazdziernik 1998. Wreszcie, ciekawe
spojrzenie na granice komputerowej obliczalnosci przedstawia R. Penrose w ksiazkach
Nowy umysl cesarza, PWN, Warszawa 1995 i Makroswiat, mikroswiat i ludzki umysl,
Prószynski i S-ka, Warszawa 1997.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 3/2000
Przypominamy tresc zadan:

294. Cialo o masie m ("tlok") moze sie poruszac wzdluz linii prostej i jest polaczone
przegubowo za posrednictwem niewazkiego preta z kolem zamachowym o momencie
bezwladnosci I (rys.). Dane sa: dlugosc preta l oraz odleglosc r punktu jego
zamocowania na kole zamachowym od osi tego kola. "Tlok" i kolo poruszaja sie
bez tarcia. Jesli maksymalna predkosc katowa kola jest równa Wl, to ile wynosi jego
minimalna predkosc katowa W2? Obliczenia wykonac dla l = 2r.

295. Mikroskop tworzy obraz powiekszony 300-krotnie w odleglosci dobrego widzenia
(25 cm) od oka obserwatora. Jaka powinna byc dokladnosc ustawienia mikroskopu
wzgledem przedmiotu, jesli odleglosc obrazu od oka ma nie róznic sie od podanej
wartosci 25 cm wiecej niz o 5 cm?

294. Odleglosc "tloka" od osi kola jest dana wzorem

x = rcosa + Jl2 - r2 sin2 a,

gdzie a jest katem obrotu kola (rys.). Rózniczkujac
wyrazimy predkosc v "tloka" przez predkosc katowa kola
w = da/di:

( . r sin a cos a )
v = -wr sma + -;::========== .

J[2 - r2 sin2 a
Oznaczmy wyrazenie w nawiasie przez f(a); oprócz kata a

funkcja ta zalezy takze od stosunku l/r. Zgodnie z zasada
zachowania energii wielkosc Iw2 + mv2 = w2[I + mr2 f2(a)]

pozostaje stala w czasie ruchu ukladu, a poniewaz
minimalna wartoscia funkcji f jest O (dla a = O), wiec

w~axI = w~in(I + mr2 f'!nax)'

Wartosc fmax mozna wyznaczyc prawdopodobnie tylko
numerycznie - dla l/r = 2 wynosi ona fmax = 1,123.
Podstawiajac ja do powyzszego równania, otrzymujemy
rozwiazanie.

295 R" . k' ,. k l l l
. ozmcz uJac rowname soczew owe - + - = -f'x y

otrzymujemy I ~~ I = I ~; I, czyli iloraz dy/dx (stosunek
przesuniecia obrazu do przesuniecia przedmiotu) jest równy
kwadratowi powiekszenia p soczewki. Tak jest zarówno dla
obiektywu (l), jak i dla okularu (2):

IdYl 1- 2 IdY21_ 2dXl -Pl, dX2 -P2'

Poniewaz przedmiotem dla okularu jest obraz wytworzony
przez obiektyw, wiec IdYll = Idx21, a stad

I dY2! ( 2dXl = P1P2) ,

gdzie P1P2 jest danym calkowitym powiekszeniem. Jesli
przyjmiemy, ze przesuniecia sa dostatecznie male, aby
sluszne byly obliczenia oparte na rachunku rózniczkowym,
to kladac IdY21= 5 cm, otrzymujemy Idxll :::::0,6 m.

* * * * * * *

* Miesiac gwiazdowy (czas obiegu Ksiezyca wokól Ziemi)
wynosi G = 27,321661 dni, a miesiac synodyczny (odstep
czasu miedzy kolejnymi np. nowiami) S = 29,530589 dni.
Czy te liczby sa nam przez przyrode dane przypadkowo?
Otóz sa one zalezne. Mianowicie 3600/G to predkosc
katowa Ksiezyca w ukladzie inercjalnym, 3600/S to
jego predkosc w ukladzie obracajacym sie w takim
tempie, w jakim Slonce (pozornie) obiega Ziemie w ciagu
roku gwiazdowego, a wiec z predkoscia 3600/R, gdzie
R = 365,256362 dni. A predkosci katowe tez sie dodaja
i odejmuja, dlatego

l l l
S-a-H

Sprawdz!
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* Liczby blizniacze to liczby pierwsze rózniace sie
o 2. W 1998 roku rekordowo wielka taka pare tworzyly
242206083 . 238880± l. Do dzis nie wiadomo, czy istnieja
najwieksze liczby blizniacze, czy tez jest takich par
nieskonczenie wiele. Nietrudno natomiast przekonac sie,
ze "trojaczków" wsród liczb pierwszych (czyli takich
trzech, które kolejno róznia sie o 2) jest skonczenie wiele,
a dokladniej 1. Dlatego trojaczkami nazywa sie trójki liczb
postaci P, P + 2, P + 6 oraz postaci P, P + 4, P + 6; prosze
wskazac kilka przykladów.

* Kazda liczba calkowita nieujemna moze byc liczba
osi symetrii figury plaskiej. Dla figur przestrzennych
liczbami ich osi moga byc tylko O, nieskonczonosc i liczby
nieparzyste.



!=44
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/2000
Przypominamy tresc zadan:

397. Wielomian P(x) o wspólczynnikach rzeczywistych przyjmuje wartosci dodatnie dla wszystkich
x::: o. Udowodnic, ze dla pewnej liczby naturalnej n wielomian Q(x) = (1 + x)n P(x) ma wszystkie
wspólczynniki nieujemne.

398. Dla kazdej liczby calkowitej n ::: l wyznaczyc najwieksza liczbe calkowita, nie przekraczajacal
~-1

397. Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy P(x) jest trójmianem kwadratowym
bez pierwiastków rzeczywistych: P(x) = x2 - px + q, p2 < 4q. Dla kazdej liczby
naturalnej n mamy wówczas

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 389 (WT=2,37) i 390 (WT=I,91)

z numeru 11/1999
Andrzej Daniluk - Kraków 45,55
Rafal Pikula. - Wroclaw 41,33
Jaroslaw Lazuka - Warszawa 39,82
Tomasz Wietecha - Tarnów 37,94
Michal Adamaszek - Kety 37,78
Jerzy Witkowski - Radlin 34,62

Pan Daniluk zostaje dziewiecdziesiatym
czlonkiem Klubu 44 M.

n n+2

(l + xt P(x) = (2.:G)Xk) (x2 - px + q) = 2.: c(n,k) Xk,
k=O k=O

gdzie

(przyjmujemy (]) = O dla j < O oraz dla j > n). Wykazemy, ze dla dostatecznie
duzych n wspólczynniki c(n, k) (k = O,l, ... , n+2) sa nieujemne.

Dla k = O, k = l, k = n+l, k = n+2 wyrazenie c(n, k) przyjmuje odpowiednio
wartosci q, qn-p, n-p, l; sa to liczby nieujemne dla duzych n. Gdy zas
k = 2,3, ... ,n, wówczas

(l)
I

c(n, k) = Lir _n~ )1 . [Ae - (Bn + C)k + q(n2 + 3n + 2)],. n + 2.

(2)

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 288 (WT=2,46) i 289 (WT=3,91)

z numeru 12/1999

gdzie A = l + p + q, B = p + 2q, C = 1+ 2p + 3q. Przeksztalcamy wyrazenie
w nawiasie kwadratowym do postaci

( Bn+C)2 2A k - 2A + cm + (3n + 'Y,

gdzie
B2 2BC C2

et = q - 4A' (3 = 3q - 4A' 'Y = 2q - 4A'

Liczby A = l + p + q = P( -l) oraz et = (4q - p2)/4A sa dodatnie. Jesli zatem n jest
dostatecznie duza liczba naturalna, to wartosc wyrazenia (2) (wiec i (1)) jest dodatnia
dla k = 2,3, ... , n. To dowodzi tezy w rozwazanym przypadku (P( x) = x2 - px + q).

W przypadku ogólnym rozkladamy wielomian P na iloczyn czynników stopnia
nie wiekszego niz 2. Czynniki liniowe maja wspólczynniki dodatnie (bo wszystkie
pierwiastki rzeczywiste wielomianu P sa ujemne). Natomiast kazdy czynnik bedacy
nierozkladalnym trójmianem kwadratowym mozna pomnozyc przez pewien czynnik
postaci (l + x)m, otrzymujac - na mocy rozwazonego wczesniej przypadku - wielomian
o wspólczynnikach nieujemnych. Zatem mnozac wielomian P przez iloczyn wszystkich
tych czynników (l + x)m (odpowiadajacych wszystkim kwadratowym czynnikom
rozkladu P) otrzymujemy iloczyn wielomianów o wspólczynnikach nieujemnych.
Taki iloczyn tez jest oczywiscie wielomianem o wspólczynnikach nieujemnych; jest to
szukany wielomian Q. Stad teza zadania w przypadku ogólnym.

398. Ciagi o wyrazach an = (l + ~) n oraz bn = (l + ~) n+l sa zbiezne do wspólnej
granicy e. Wiadomo, ze pierwszy z nich jest rosnacy, a drugi malejacy. Zatem dla n ~ 2
zachodzi nierównosc an < e < bn-l, czyli

l l
1+-< ~<l+--;n n-l

lub równowaznie:
TOlnasz Wietecha
Aleksander Sunna.
Jaroslaw Lazuka
Artur Arciszewski

Marek Wójcicki
Grzegorz Milos
Tomasz Rudny

- Tarnów

- Myszk6w
~ Warszawa
- Kielce
- Szczecin
- Mielec
- Warszawa

43,32
31,25
28,51
26,43
24,61
21,95
20,86

ln-l < --- < n.y'e-l
To znaczy, ze dla n ~ 2 najwieksza liczba calkowita, nie przekraczajaca odwrotnosci
róznicy y'e - l, jest równa n - l (wynik prawidlowy takze dla n = l).
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Patrz w niebo

Lipiec

Nie istnieja dotychczas zadne przeslanki przemawiajace za istnieniem zycia
poza Ziemia, kazdy jednak przyzna, ze jezeli juz szukac zycia pozaziemskiego,
to przede wszystkim w poblizu gwiazd podobnych do Slonca. Tak sie akurat
sklada, ze najblizsza gwiazda, a Centaura, jest ukladem podwójnym gwiazd
wlasnie podobnych do Slonca (nawet potrójnym, lecz trzeci skladnik, Proxima,
jest bardzo slabym czerwonym karlem i nie mówmy teraz o nim). Podwójnosc
komplikuje sprawe, poniewaz uwaza sie, ze zycie moze istniec na planecie, jezeli
obiega ona swoja gwiazde po trwalej, niemal kolowej orbicie, a to w naturalny
sposób moze zapewnic gwiazda pojedyncza. Gwiazd podwójnych jest jednak
w Galaktyce w przyblizeniu polowa, nie mozna wiec ich obecnosci ignorowac.
Nic wiec dziwnego, ze badacze interesuja sie równiez szansami istnienia ukladów
planetarnych przy gwiazdach podwójnych. Chociaz wiec nie odkryto zadnych
planet przy a Centaura (niektórzy zapewne pamietaja, ze co innego pisal przed
laty Stanislaw Lem w Obloku Magellana), warto przedyskutowac, jakie planety
moga w takim ukladzie gwiazd istniec.

Jest to zreszta dosc podstawowe zagadnienie z mechaniki nieba, aczkolwiek
odpowiedz na postawione tu pytanie latwo jest uzyskac dla ukladu gwiazd
obiegajacych sie po orbitach kolowych. Skladniki a Centaura obiegaja
sie jednak po orbitach silnie wydluzonych, odleglosc gwiazd zmienia sie
w granicach od 11 do 36 j.a. i zachowanie sie orbit hipotetycznych planet
trzeba sledzic numerycznie. W wyniku obliczen przeprowadzonych niedawno
przez dwóch kanadyjskich astronomów okazalo sie, ze trwale orbity moglyby
miec planety obiegajace kazda z gwiazd w odleglosci nie wiekszej od 3 j.a.
Orbita obszerniejsza podlegalaby juz zbyt silnym zaburzeniom ze strony
drugiej gwiazdy. Odporniejsze na takie zaburzenia sa orbity, na których planety
krazylyby w kierunku przeciwnym do kierunku obiegania sie gwiazd (tzw.
orbity wsteczne) i one moglyby miec promienie do 4 j.a. Znacznie za to czulsze
na zaburzenia bylyby orbity o plaszczyznach prostopadlych do plaszczyzny
wzajemnych orbit gwiazd - musialyby byc ciasniejsze od orbity Merkurego.
Wreszcie sa do pomyslenia obszerne orbity ogarniajace obie gwiazdy a Centaura.
Trwalymi bylyby te, których promien przekraczalby 70 j.a.

Cale te rozwazania sa - jak to sie mówi - akademickie, ale nie do konca.
Rozmiary orbit okreslaja bowiem czestosci, jakich mozna by oczekiwac
w predkosciach radialnych gwiazd. A pomiary tych predkosci (dzieki zjawisku
Dopplera) sa obecnie poteznym narzedziem do poszukiwania pozaslonecznych
planet.

Tomasz KWAST

Konca swiata jakos nie bylo, oddychamy z ulga
i z nowa ciekawoscia mozemy patrzec w niebo.
Letnie niebo znowu z pólnocy na poludnie przecina
wieczorem Droga Mleczna, która mozna wtedy
zobaczyc w calej okazalosci, gdyz na ogól choc na
troche wyjezdzamy z miast w obszar czystszego
powietrza. Prawie w zenicie widzimy Korone
Pólnocna, Herkulesa i Lutnie, a troche ku pólnocy
Smoka. Jego najjasniejsza gwiazda, Thuban, byla
gwiazda biegunowa w czasach, gdy w Egipcie
powstawaly piramidy. To "zataczanie sie" osi ziemskiej
(precesja) jest spowodowane oddzialywaniem ze strony
Ksiezyca i Slonca na Ziemie, przy czym oddzialywanie
to ujawnia sie tylko dlatego, ze Ziemia jest lekko
splaszczona. W rezultacie biegun nieba, tzn. punkt,
w którym os ziemska przebija sfere niebieska, w czasie
okolo 26 000 lat obiega wokól bieguna ekliptyki, który
tez lezy w Smoku.

16

Jak juz wspomnielismy miesiac temu, 1 VII zachodzi
zlaczenie Marsa ze Sloncem konczace bogata serie
zlaczen jasnych planet. Co za tym idzie, Marsa jeszcze
z miesiac nie bedzie widac. Widac natomiast, choc
z trudem, Wenus, tuz po zachodzie Slonca, a Jowisza
i Saturna juz na dlugo przed jego wschodem; obie
planety sa w Byku. 1 VII jest tez nów Ksiezyca,
pelnia 16 VII i drugi nów 31 VII. We wszystkich
tych trzech dniach sa zacmienia, ale nic sobie po
nich nie obiecujmy, w pierwszym nowiu nastapi
bowiem czesciowe zacmienie Slonca, jednak widoczne
po drugiej stronie Ziemi, glównie z poludniowego
Pacyfiku. W czasie pelni bedzie calkowite zacmienie
Ksiezyca, u nas bedzie jednak wtedy srodek dnia,
a wiec Ksiezyca nie bedzie widac. Wreszcie w drugim
nowiu bedzie nastepne czesciowe zacmienie Slonca,
widoczne jednak tylko w strefie arktycznej. W lipcu
Ksiezyc nie zakryje zadnej jasnej gwiazdy.

T.K.



Liczba 7r w ukladzie dwójkowym

o liczbie 7r (1)
z okazji r-limatiasu numer [10Jr]= [Jr3] zamieszczonego
w Delcie [100Jr] male co nieco o liczbie Jr.

Raz w lll.aju, w druga niedziele,
Pi liczyl cyfry pan Felek.
POlnnozyl, wysumowal,
Cyferki zanotowal,
Ale lna ich niewiele.

n=ln=l

skad

Przy uwzglednieniu 1000 wyrazów otrzymujemy
przyblizenie Jr ::::::3,1415952 - 0,0029985i zgodne z dokladna
wartoscia Jr do piatego miejsca po przecinku. Ale tylko
w zakresie czesci rzeczywistej, bo urojona czesc liczby Jr
rózni sie juz na trzecim miejscu. Dodanie 1001-szego
wyrazu poprawia przyblizenie czesci urojonej, ale czesc
rzeczywista jest o wiele mniej imponujaca, gdyz dostajemy
Jr ::::::3,138999768 - 0,001499994i.

JWR

Liczba Jr (rzeczywista !) jest wyrazona za pomoca szeregu
o wyrazach zespolonych.

Uwzglednienie 10 wyrazów powyzszego szeregu daje
przyblizenie

Jr ::::::1023 V3 _ 473 i ::::::3 16409 - O 28155i .
560 1680' ,

Czesc rzeczywista liczby Jr jest przyblizona nie najgorzej,
blad jest mniejszy od 0,03. Troche pozostawia do zyczenia
przyblizenie czesci urojonej.

Czytelnikowi niezaznajomionemu z teoria funkcji
zespolonych w zupelnosci wystarczy ogólna znajomosc liczb
zespolonych oraz wzór

log z = In Iz I+ Arg z . i ,

gdzie Arg z jest argumentem liczby zespolonej z.

Kladac z = -l + V;i we wzorze (3.14) otrzymujemy

(1 V3.) Jr.
log(l + z) = log - + -~ =-~2 2 3

Najgorsze przyblizenia liczby 7r (2)

Idziemy do 2000 cyfr. Po drodze spotykamy naj mniejsze wartosci
d(1143) = d(1149) = d(1181) = 9, by skonczyc na rekordowym
d(2000) = 68, które oznacza 51,7% zer. Widac, ze jednak 7r lubi te
zera, oj lubi.

Wedrujemy dalej az do 3000 cyfr. Stwierdzamy, ze d(3000) = 92, co
daje 51,53% zer. Po drodze stwierdzamy, ze d nie spada ponizej 43
i odnotowujemy rekord d(2979) = d(2987) = 99.

Dojscie do 4000 cyfr niewiele zmienia. Marny bowiem d(4000) = 102,
co swiadczy o 51,275% zer. Po drodze odsetek zer nie spada nigdy
ponizej 51,13%, a d ponizej 85. Rekordowa wartosc d wynoszaca 110
przyjmowana jest szesciokrotnie.

Przegladamy piaty tysiac cyfr. Nowy rekord d(4083) = 115
z odsetkiem zer powyzej 51,4%, a potem spadek do d(5000) = 82
z 50,82% zer. Po drodze minimum d( 4946) = 70.

Ale wszystko ma swój koniec. Znajdujemy bowiem d(6374) = O oraz
d(6375) = -1. A potem d(6628) = -18.
Przegladajac 100000 cyfr stwiedzamy, ze rekord d( 4083) = 115 nie
zostaje pobity, podczas gdy d(85915) = -405. Przy tym d(58734) = O
jest ostatnia nieujemna wartoscia·

Bierzemy 1000 cyfr. Stwierdzamy, ze d(1000) = 24, co oznacza 51,2%
zer.

Logarytm. Wykorzystujemy rozwiniecie zespolonej funkcji
logarytmicznej w szereg potegowy:

00 zn.(_l)n+l Z2 Z3 Z4

(3.14) log(1+z)= L --n-- = Z-2+3-4+'"
n=l

Powyzszy wzór jest prawdziwy dla wszystkich liczb
zespolonych z f= 1 takich, ze Izl :::;1.

7 IDO (31)rtuH.atilltjn-OO
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Liczba Jr zapisana w ukladzie dwójkow)4!h ma przed
przecinkiem dwie jedynki, ale po przecinku zdecydowanie
woli zera. Jak zmierzyc te preferencje? Najodpowiedniejsza

wydaje sie funkcja d(n) = z(n) - j(n), gdzie
z( n) jest liczba zer wsród poczatkowych
n cyfr po przecinku rozwiniecia dwójkowego
liczby Jr, a j (n) jest liczba jedynek. Jesli d
jest dodatnia, to znaczy, ze zer jest wiecej niz
jedynek.

Obliczajac wartosci d( n) dla poczatkowych
liczb naturalnych n stwierdzamy, ze
z nielicznymi wyjatkami przedstawionymi
obok przyjmuje ona wartosci dodatnie.

Sprawdzajac poczatkowych 100 cyfr stwierdzamy, ze az 60
z nich to zera. 60% zer wsród 100 cyfr to duzo. Mamy przy
tym d(100) = 20.
Oczekiwac nalezy, ze odsetek zer bedzie zblizac sie do 50
wraz ze wzrostem liczby cyfr, którym sie przygladamy.
Bierzemy wiec 200 cyfr. Zer jest 61%. Przy tym
d(200) = 44, wiec d oddala sie od zera.
Przy 300 cyfrach odsetek zer spada wprawdzie do 58,33%,
ale d(300) = 50.
Po osiagnieciu rekordowej wartosci d(310) = 58 nastepuje
spadek do d(782) = 6. Odsetek zer jest wtedy na poziomie
50,38%.
I to by bylo na tyle, mozna powiedziec. Liczby zer
i jedynek prawie sie wyrównaly, przedstawienie skonczone.
No to jeszcze zostanmy na chwile i zobaczmy jak d spada
ponizej zera.

Wierszyki pozwalajace zapamietac poczatkowe cyfry
rozwiniecia liczby Jr najlatwiej pisac, gdy uzywa sie ukladu
dziesiatkowego. W takich wierszykach cyfry liczby Jr sa
reprezentowane przez liczby liter w kolejnych wyrazach,

choc pewien problem pojawia sie z zerem.
Jednak w ukladzie dziesiatkowym zero
pojawia sie w rozwinieciu Jr dopiero na
32-gim miejscu po przecinku. W ukladach
o podstawie mniejszej niz 8 jest wprost fatalnie
- zero pojawia sie juz na pierwszym miejscu
po przecinku. Dalej jest lepiej, ale uklad
dziesiatkowy jest bezkonkurencyjny wsród
ukladów o podstawie nie przekraczajacej 16.

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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