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Igraszki z ciagiem liczbowym Jaroslaw GÓRNICKI

•
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W obu przypadkach bez trudu stwierdzamy, ze sa to ciagi rosnace (kazdy wyraz
nastepny jest wiekszy od poprzedniego). Zbadajmy teraz ich ograniczonosc.

Ciag (a) jest ograniczony. Latwo wykazujemy to za pomoca indukcji
matematycznej:

Czesc I
Mozemy stwierdzic, ze ciag liczb rzeczywistych {an} jest zbiezny, nie obliczajac
jego granicy. Wystarczy, ze zbadamy dwie jego wlasnosci:

- monotonicznosc, czyli czy stale an+1 2: an, czy tez stale an+1 ::; an (warunki
te mozna oslabic zadajac, by wskazane nierównosci byly spelnione dla
wszystkich numerów n, poczynajac od pewnego k),

- ograniczonosc, czyli czy wszystkie wyrazy ciagu mieszcza sie w pewnym
skonczonym przedziale .

Wówczas mozemy skorzystac z bardzo prostego i uzytecznego twierdzenia [1].

TWIERDZENIE 1. Ciag liczb rzeczywistych, który jest monotoniczny
i ograniczony, jest zbiezny.

Wyposazeni w takie kryterium spróbujmy zbadac zbieznosc nastepujacych
ciagów:

••

•

••

••••.~..
~

jest zbiezny?

Odpowiedz na to pytanie wymaga znajomosci liczby e (~ 2,718281) (zob. [1])
i jest ona nastepujaca: wyzej okreslony ciag jest zbiezny dla 0,065988 ~ e-e ::;
::; a::; elle ~ 1,444667. Szczególy rozwiazania mozna znalezc w [2, str. 82-83]

• oraz [3, Prob. 30]. Jeszcze dalej idaca analize tego typu ciagów zawiera praca
[4, zad. 2.5.40]. Inne podejscie do badania zbieznosci ciagu, gdy nie potrafimy
latwo obliczyc jego granicy, laczy sie z nazwiskiem francuskiego matematyka
L.A. Cauchy'ego (1789-1857), który podal nastepujace twierdzenie [1]:
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Zatem ciag (a) jest zbiezny! Jak obliczyc (wyznaczyc) jego granice? Zalózmy,
ze liczba g (musi ona nalezec do przedzialu [J2,2]) jest granica tego ciagu.
Poniewaz miedzy nastepnym a poprzednim wyrazem ciagu zachodzi zaleznosc

an+1 = (J2)an,
mamy wiec równanie

g = (J2)g,

które wystarczy rozwiazac. W tym przypadku latwo odgadujemy, ze g = 2,

a poniewaz na przedziale [J2, 2] funkcja x -+ log2 x jest ciagla i rosnaca, zatemx
jest to rozwiazanie jedyne. Konkluzja jest wiec nastepujaca: ciag z przykladu (a)
jest zbiezny do liczby 2.

W przypadku ciagu z przykladu (b) sytuacja jest odmienna. Ten ciag nie
jest ograniczony! Korzystajac z indukcji matematycznej (i nierównosci
2 . (1,3)n+1 > n + 2) mozemy wykazac nierównosc

bn > (1,3t+l dla n = 1,2, ... ,

która oznacza to, ze ciag opisany w warunku (b) jest rozbiezny do +00. Te dwa
zadania sugeruja naturalne pytanie:

PYTANIE 1. Dla jakich wartosci rzeczywistych a > O ciag okreslony
wzorem

al = a i an+l = aan dla n = 1,2, ...

1



• TWIERDZENIE 2. Ciag {an} liczb rzeczywistych jest zbiezny wtedy i
tylko wtedy, gdy

"10>0 3k "1m,n?k lam - ani < c

(inaczej mówiac: gdy koncówka ciagu moze miec dowolnie mala
srednice)·

Kryterium to, niezaleznie od Cauchy'ego, podal tez czeski matematyk
B. Bolzano (1781-1848). Tak na marginesie, nietrywialny warunek
z Twierdzenia 2 za sprawa polskiego matematyka S. Banacha (1892-1945) zrobil
w matematyce oszalamiajaca kariere, ale to temat na calkiem inne opowiadanie.

Czesc II
Przeniesmy teraz nasze rozwazania ze zbioru liczb rzeczywistych (z prostej
liczbowej) do zbioru liczb zespolonych, czyli na plaszczyzne. Chcac zobaczyc,
jakie "niespodzianki" tu na nas czekaja, zbadamy zbieznosc "najbardziej"
zespolonego ciagu:

(c)
. ·i

• ''2. ·tt, t , t ,... ,

Aby zadanie mialo sens, ograniczymy sie
do tzw. wartosci glównej (potegowanie
w dziedzinie zespolonej jest bardziej
skomplikowane niz w dziedzinie
rzeczywistej i czesto prowadzi do funkcji
wielowartosciowych) .

gdzie i oznacza jednostke urojona, czyli liczbe zespolona spelniajaca równanie
i2= -1. Nie wdajac sie w techniczne zawilosci, skorzystajmy ze znanego
wzoru eix = cos x + isin x, gdzie x jest liczba rzeczywista. Otrzymujemy wtedy
ei1r/2 = i, skad i(2) = ii = e-1r/2 = 0,207879. Bierzemy kalkulator i obliczamy
dalej

Poniewaz o liczbach zespolonych nie mozemy
powiedziec, która jest mniejsza, a która wieksza, wiec
nie mozemy bezposrednio stosowac Twierdzenia 1.
Przypatrywanie sie czesciom rzeczywistym i czesciom
urojonym tych liczb tez, niestety, nie wskazuje na
jakas monotoniczna regularnosc. Zatem tym sposobem
(tymi srodkami) nie zdecydujemy, czy badany ciag
jest zbiezny. Aby wyjsc z tej nieprzyjemnej sytuacji,
wykonajmy symulacje komputerowa, zaznaczajac
na plaszczyznie zespolonej polozenia poczatkowych
wyrazów ciagu (c) (rysunek, [5]).

i(4) ~ 0,050092 + i· 0,602116,

i(5) ~ 0,387166 + i . 0,305270,

i(6) ~ 0,142561 + i . 0,400466,

i(lOOO) ~ 0,438282 + i ·0,360592.

1

+

0.8

.i ( . / ) 0,207879 .i(3) = il ~ iO,207879 = el1r 2 = el.O,326535 =

= cos 0,326535 + i sin 0,326535 = 0,947159 + i: 0,320764.

Wykonujac analogiczne obliczenia, otrzymujemy
nastepujace przyblizone wartosci:
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Widzimy, ze wyrazy tego ciagu, ukladajace sie wzdluz trzech spiralnych ramion,
koncentruja sie wokól punktu, który jest dobrze przyblizany przez i(lOOO).
Mamy wiec komputerowa sugestie: ciag z przykladu (c) jest zbiezny. Korzystajac
z takiego zalozenia, spróbujemy wyznaczyc jego granice z. Postapimy jak
w czesci L Poniewaz miedzy nastepnym a poprzednim wyrazem rozpatrywanego
ciagu zachodzi zaleznosc

wiec musi zachodzic tez równosc
·z

z = t ,

gdzie z = x + iy. Jednak rutynowe obliczenia (porównanie czesci rzeczywistych
oraz czesci urojonych) prowadza do ukladu równan
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{X = e-Y7r/2 cos (x~D 'y = e-Y7r/2 sin (x~) ,
którego bezposrednie rozwiazanie bez uzycia komputera jest trudne.
Komputerowa analiza tego ukladu lub otrzymanego z niego równania
przestepnego

y = X· tg (x~)
przekonuje nas, ze granice ciagu (c) rzeczywiscie zadowalajaco przybliza
wartosc i(1000).

Interesujaca moze byc odpowiedz na ogólniejsze pytanie:

PYTANIE 2. Dla jakich liczb zespolonych ciag okreslony wzorem

(1) al = z, an+l = zan, n = 1,2, ... ,

(2) al = z, a2 = Zi, a3 = zii, ...

jest zbiezny? Warto naszkicowac ten zbiór na plaszczyznie zespolonej.

Wydaje sie, ze w rozwiazaniu tego typu zagadnien bardzo pomocne moga byc
symulacje komputerowe. Moze prowadza one do fraktali. .. Wszystkim, którzy
podejma sie pracy nad tymi problemami, zycze sukcesu!

Kwantowy efekt Halla Michal KORCH

Jest to sprawozdanie z Warsztatów Fizyki
Ciala Stalego organizowanych przez
Krajowy Fundusz na rzecz Dzieci, spisane
przez jednego z uczestników.

I

Rys. 1. Efekt Halla.

B

Rys. 2. Zaleznosc oporu Halla od indukcji
pola magnetycznego w klasycznym efekcie
Halla.

W 1879 roku Edwin Robert Hall odkryl, ze jesli przewodnik, przez który plynie
prad elektryczny o natezeniu I, umiescimy w polu magnetycznym o indukcji B,
prostopadlej do kierunku pradu, to w przewodniku powstaje poprzeczne napiecie
elektryczne UH. Napiecie to mozna zmierzyc, podlaczajac woltomierz do
bocznych kontaktów tak, jak to pokazano na rysunku 1.

Zjawisko to jest wynikiem dzialania sily Lorentza na swobodne nosniki pradu.
Jesli tymi nosnikami sa elektrony, to sila Lorentza odchyli je w kierunku
jednej ze scianek, pozostawiajac przy przeciwnej sciance nadmiar ladunku
dodatniego. W rezultacie w przewodniku powstanie poprzeczne pole elektryczne,
dzialajace na elektrony sila przeciwna do sily Lorentza i zapobiegajace
dalszemu rozsuwaniu ladunków. Napiecie poprzeczne UH jest iloczynem
tego pola i szerokosci przewodnika. To klasyczne zjawisko zostalo nazwane,
na czesc odkrywcy, efektem Halla. Jest ono bardzo wazne w fizyce metali
i pólprzewodników, poniewaz pozwala na okreslenie znaku i koncentracji
nosników pradu. Dzielac napiecie poprzeczne UH przez natezenie I pradu
plynacego przez przewodnik, otrzymujemy tzw. opór Halla

UH B(1) RH=-=--,
I e·n·d

gdzie e jest ladunkiem nosnika pradu, n - liczba nosników w jednostce objetosci
przewodnika, a d - gruboscia przewodnika. Ze wzoru (1) wynika, ze opór RH
jest liniowa funkcja indukcji pola magnetycznego. Zauwazmy jeszcze, ze opór
Halla jest odwrotnie proporcjonalny do grubosci przewodnika.

Czy to oznacza, ze moze on byc dowolnie duzy dla odpowiednio cienkiej warstwy
przewodzacej? Oczywiscie nie, naturalna granice scieniania stanowi chociazby
rozmiar pojedynczej komórki elementarnej sieci krystalicznej materialu
przewodnika. Co wiecej, nalezy podkreslic, ze elektrony maja równiez nature
falowa i do pelnego ich opisu konieczne jest uzycie mechaniki kwantowej. W jej
ramach pokazano, ze klasyczny opis zalamuje sie, gdy grubosc warstwy d staje
sie porównywalna z dlugoscia fali elektronu. Wtedy energia kinetyczna ruchu
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Rys. 3. Zaleznosc oporu Halla od indukcji
pola magnetycznego w kwantowym
efekcie Halla.

elektronów w kierunku prostopadlym do warstwy przyjmuje tylko dyskretne
(skwantowane) wartosci. Jednak dla dwóch pozostalych kierunków nadal bedzie
sie ona zmieniac w sposób ciagly. W ten sposób gaz elektronowy uzyskuje
charakter dwuwymiarowy i opór Halla przestaje zalezec od grubosci. Wtedy
jednak zamiast wzoru (1) mozemy napisac

B
(2) RH=-,e· nd

gdzie nd jest liczba nosników, przypadajacych na jednostke powierzchni warstwy.
Wzór (2), podobnie jak (1), przewiduje liniowy wzrost oporu Halla w polu
magnetycznym. Jednakze badania doswiadczalne pokazaly, ze przewidywanie to
nie do konca jest sluszne. Stwierdzenie tego stalo sie mozliwe dzieki osiagnieciom
technologii pólprzewodników ostatnich kilkudziesieciu lat, które pozwolily
na praktyczna realizacje dwuwymiarowych ukladów elektronowych. Typowa
grubosc warstwy przewodzacej wynosi dla nich 10 nanometrów. Odpowiednio
cienkie próbki otrzymuje sie przez nakladanie kolejnych warstw atomowych
przewodnika na izolujace podloze za pomoca techniki znanej pod nazwa
epitaksji z wiazek molekularnych (MBE).

W 1980 roku Klaus von Klitzing z Instytutu Maxa Plancka ze Stuttgartu
badal efekt Halla w takim wlasnie dwuwymiarowym gazie elektronowym.
Niespodziewanie okazalo sie, ze w odpowiednio silnym polu magnetycznym
i w bardzo niskiej temperaturze zaleznosc oporu Halla od indukcji nie
odpowiada linii prostej, lecz ma charakter "schodkowy". Opór ten przyjmuje
kolejne stale wartosci

h
RH = -'-2'

Z • e

gdzie h jest stala Plancka, e - ladunkiem elektronu, a i - liczba naturalna (patrz
rysunek 3). Najwiekszym zaskoczeniem w uzyskanych wynikach jest niezwykla
"plaskosc" schodków. Pózniejsze badania wykazaly, ze wartosc oporu w obszarze
pojedynczego schodka jest stala z dokladnoscia lepsza niz 10-10. Ponadto
stwierdzono, ze dopóki próbka stanowi gaz dwuwymiarowy, to efekt jest zupelnie
niezalezny od innych, szczególowych wlasnosci, takich jak: geometryczny
ksztalt, koncentracja nosników czy rodzaj uzytego materialu. Wszystko to
sprawilo, ze ten tzw. kwantowy efekt Halla, którego odkrycie zostalo nagrodzone
Nagroda Nobla w 1985 roku, jest naturalnym kandydatem na wzorzec oporu
elektrycznego. (O kwantowym efekcie Halla pisalismy w "Aktualnosciach"
w numerze 12/1998 - redakcja.)

Uczestniczac w Warsztatach Fizyki Ciala Stalego organizowanych
przez Krajowy Fundusz na rzecz Dzieci, zorganizowanych w Instytucie
Fizyki PAN w Warszawie, uzyskalismy wyjatkowa okazje samodzielnego
pomiaru kwantowego efektu Halla. Nasz zespól badawczy to: Michal
Korch, Pawel Parys, Piotr Powalowski i Jakub Torenc. Pracowalismy pod
kierunkiem dr. Grzegorza Grabeckiego. Udostepniono nam odpowiednia
próbke z dwuwymiarowym gazem elektronowym. Byla to heterostruktura
pólprzewodnikowa AIGaAs/GaAs, w której powierzchniowa koncentracja
elektronów wynosila 3.1011 cm-2. Mielismy równiez dostep do elektromagnesu
nadprzewodzacego, umozliwiajacego generowanie pola magnetycznego o indukcji
do 9 T i ukladu niskotemperaturowego pozwalajacego schlodzic nasza
próbke do temperatury rzedu jednego Kelvina. Nie bedziemy tutaj jednak
szczególowo opisywac tych elementów ukladu, lecz zajmiemy sie tym, co nas
zainteresowalo najbardziej, czyli wielka dokladnoscia kwantowego efektu Halla.
Postanowilismy ja samodzielne sprawdzic. Nie moglismy liczyc, co prawda,
na osiagniecie dokladnosci 10-10, gdyz to wymagaloby posiadania niezwykle
wyrafinowanej aparatury. My mielismy do dyspozycji tylko standardowa
aparature sluzaca do niskotemperaturowych pomiarów elektrycznych. Niestety,
do dokladnych pomiarów oporu Halla nie mozna zastosowac, uzywanej do
"zwyklych" oporników, metody mostka Wheatstone'a, poniewaz osobnymi
sondami przepuszcza sie prad i osobnymi sondami mierzy sie napiecie. Dlatego
zastosowalismy uklad pomiarowy, przedstawiony schematycznie na rysunku 4.
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Nasza "dwuwymiarowa" warstwa, umieszczona w kriostacie
niskotemperaturowym, zostala polaczona szeregowo
z opornikiem dekadowym Rwz o dokladnosci 0,05%
(najdokladniejszym, jaki znalezlismy w pracowni). Pelnil
on w naszym eksperymencie funkcje oporu wzorcowego.
Zasada pomiaru oporu Halla polegala na porównaniu, za
pomoca tego samego miernika, napiecia Halla z napieciem
na oporze wzorcowym. Chociaz wydaje sie ona bardzo
prosta, to nie mozemy zapominac, ze nasza próbka byla
umieszczona w bardzo niskiej temperaturze, rzedu 1 K.
W takim przypadku bardzo istotne jest ograniczenie ciepla
Joule'a wywolanego przeplywem pradu. Przepuszczany prad
musial byc mniejszy od 1 Jl.A,w zwiazku z czym wartosci
mierzonego napiecia siegaly zaledwie kilku miliwoltów.
W takiej sytuacji zwykly woltomierz dawalby zbyt mala
dokladnosc ze wzgledu na zbyt maly stosunek sygnalu do
szumu. Zastosowalismy wiec technike zmiennopradowa

z woltomierzem fazoczulym VF. Prad przemienny w obwodzie byl wzbudzany za
pomoca generatora Gn (amplituda okolo 1 V, czestotliwosc 18 Hz), a natezenie
pradu ograniczylismy, wlaczajac w szereg bardzo duzy opornik R, rzedu 10 Mn
(rys. 4). Zasada fazoczulego pomiaru polega na jednoczesnym pomiarze slabego
i obarczonego szumami sygnalu z próbki i napiecia odniesienia, pochodzacego
z tego samego generatora Gn. Woltomierz "porównuje" czestotliwosc i faze obu
napiec przemiennych i "oczyszcza" mierzony sygnal z wszelkich przypadkowych
szumów. Oczyszczony sygnal wyjsciowy byl przetwarzany na postac cyfrowa
za pomoca l6-bitowego przetwornika analogowo-cyfrowego i kierowany przez
interfejs do komputera PC. Na wzorcowym oporniku dekadowym ustawiana
byla wartosc oporu bliska przewidywanej dla danego schodka, wedlug wzoru (3).
Mierzac opór wzorcowy, nalezalo pamietac, aby wykonywac ten pomiar
dokladnie w tych samych warunkach, co pomiar oporu Halla, tj. w silnym polu
magnetycznym, odpowiadajacym badanemu schodkowi. Wynika to z faktu,
ze opór szeregowy próbki wraz z kontaktami elektrycznymi zalezy od pola
magnetycznego, co moze prowadzic do pewnych zmian pradu w obwodzie.

napiecie-------,
odniesienia I

I
I
I
I
I
l
l

VF

Rys. 4. Uklad pomiarowy.
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Przykladowy wynik dla schodka i = 2 jest przedstawiony
na rysunku 5. Skala pionowa zostala wyznaczona przez
porównanie z oporem wzorcowym. Wyznaczona wartosc
oporu schodka wynosi 12903 ± 6 n. Zgadza sie to bardzo
dobrze z wartoscia teoretyczna 12906 n. Blad wzgledny
naszego pomiaru wynosi 0,05% i wynika on, oczywiscie,
z ograniczonej dokladnosci oporu wzorcowego. Zauwazmy
jednak, ze schodek na rysunku 5 jest praktycznie plaski,
a niewielkie odchylenia maja charakter prostokatnych
skoków o wartosci okolo 1 n. Jest to wynik zmian
zero-jedynkowych najmniej znaczacego bitu naszego
przetwornika analogowo-cyfrowego. To jest, oczywiscie,
najmniej sza zmiana oporu, która moglismy wykryc
i stanowi ona granice dokladnosci bezwzglednej pomiaru.
A zatem schodek jest rzeczywiscie niezwykle plaski,
tak ze przy uzyciu naszej aparatury jego nachylenia nie
bylismy w stanie uchwycic. Mozemy jedynie powiedziec,
ze wzgledna dokladnosc kwantyzacji oporu jest lepsza
niz 8 . 10-5, bowiem takiej wartosci odpowiada wlasnie
najmniejszy skok oporu. Przekonalismy sie zatem osobiscie

o niezwyklej dokladnosci kwantowego efektu Halla. A moze ktos z Czytelników
zaproponowalby jakas metode pozwalajaca na dalsze zwiekszenie dokladnosci
naszych pomiarów przy uzyciu tej samej aparatury?

5.4 5.6 5.8
Indukcja pola magnetycznego [T]

12940

12860 5.2

Rys. 5. Zaleznosc oporu poprzecznego próbki od indukcji

magnetycznej. Schodek dla i = 2.
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Uczestnicy Warsztatów bardzo serdecznie dziekuja dr. Grzegorzowi Grabeckiemu
i Instytutowi Fizyki PAN za umozliwienie samodzielnych badan i stala pomoc
przy ich przeprowadzaniu.
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Trzy równe róznice
Aleksander GÓRSKI

dwóch ,. ,
SZeSClanOW

(1)

Tozsamosc Ramanujana to wzór

p3 _ q3 = r3 _ t3

dla

p = 6a2 - 4ab + 4b2,

q = 4a2 - 4ab + 6b2,

r = 5a2 - 5ab - 3b2.

t = _3a2 - 5ab + 5b2,

Wzór Eulera i Bineta to z kolei wzór

p3 _ q3 = r3 _ t3

dla

p = 1+ (2b)3 - (a _ b)3,

q=a+3b_(a2+3b2)2,

r = -l + (2b)3 + (a + b)3,

t = -a + 3b + (a2 + 3b2)2.

Przykladowo mamy dla
m = l, n = l

63 _ (_8)3 = 93 _ 13 = 123 _ 103,

m = 2, n = l

_153 _ (_2)3 = 93 _ 163 = 333 _ 343,

m = l, n = 2

1383 - (_71)3 = 1443 _ 13 = 1503 _ 733.

Na przyklad mamy dla
m = 2, n = l, mln = 2:

_153 _ (_2)3 = 23 _ 153 =
= 93 _ 163 = 333 _ 343

m = 5, n = 3, mln = 1,67:

-3963 - (-590)3 = 5903 - 3963 =
= 7293 - 6253 = 18543 - 18403

Wielu matematyków interesowalo zagadnienie dwóch równych róznic dwóch
szescianów, a w szczególnosci rozwiazania tego zagadnienia w liczbach
calkowitych, ewentualnie wymiernych. Do najbardziej znanych rozwiazan naleza
wzory Ramanujana, Eulera i Bineta, a takze wzór

Sa nawet dwie równe sumy trzech biszescianów, np.

36 + 196 + 226 = 106 + 156 + 236.

Mozna jednak zapytac, czy istnieja trzy równe róznice dwóch szescianów,
a jesli tak, to czy ilosc rozwiazan tego zagadnienia jest skonczona, czy nie.
Wyjdzmy z tozsamosci Gerardina, wedlug której liczbe 1 mozemy przedstawic
na nieskonczenie wiele sposobów:

1= (9k4)3 + (1 + 9k3)3 - (9k4 + 3k)3.

Gdy za k podstawimy -k, to otrzymamy

1= (9k4)3 + (1- 9k3)3 - (9k4 - 3k)3.

Z porównania obu tych równosci mamy

Wykonujac z kolei podstawienie k = n/m, otrzymamy szukany wzór dajacy nam
nieskonczenie wiele trójek równych róznic dwóch szescianów

(9n4 - 3m3n)3 _ (m4 _ 9mn3)3 = (9n4)3 _ (m4)3 =
= (9n4 + 3m3n)3 - (m4 + 9mn3)3.

Powyzszy wzór charakteryzuje sie latwymi do zauwazenia wlasnosciami:
1. Zmiana znaku na przeciwny jednego z parametrów m lub n powoduje jedynie

zamiane rolami lewej i prawej róznicy szescianów przy zachowaniu srodkowej
róznicy bez zmian.

2. Wszystkie trzy wyrazenia, które po podniesieniu do szescianu stanowia
odjemne, tworza ciag arytmetyczny o róznicy 3m3n, a wszystkie trzy
wyrazenia, które po podniesieniu do szescianu stanowia odjemniki, tworza
ciag arytmetyczny o róznicy 9mn3.

3. Po podstawieniu mI = 3n oraz nI = m otrzymamy wzór na nieskonczenie
wiele trójek róznic dwóch szescianów, w którym liczby podnoszone do
szescianu sa 9-krotnoscia liczb podnoszonych do szescianu ze wzoru (1).
Takie rozwiazania nic istotnego do caloksztaltu zagadnienia nie wnosza.

Zauwazamy równiez, ze srodkowa róznica szescianów (9n4)3 - (m4)3 jako
róznica kwadratów jest zawsze róznica szescianów liczb dodatnich. Nasuwa
sie pytanie, czy pozostale dwie róznice szescianów moga byc jednoczesnie
róznicami dwóch szescianów dodatnich. Odrzucajac rozwiazania z parametrami
m lub n ujemnymi, które nic nowego poza przestawieniem prawej i lewej róznicy
szescianów nie wnosza, widzimy, ze i prawa róznica szescianów jest róznica
szescianów dodatnich. Po przeanalizowaniu odpowiednich nierównosci okaze sie,
ze otrzymamy trzy róznice szescianów dodatnich, gdy zachodzi zaleznosc

-Y3"< m <?-'9- - ,n
z tym, ze lewa róznice szescianów ujemnych mozna uznac za przestawiona
róznice szescianów dodatnich.

Tozsamosc Gerardina nie jest jedynym sposobem wyrazenia liczby 1 za pomoca
trzech szescianów na nieskonczenie wiele sposobów. Do podobnych wniosków
dojdziemy, analizujac tozsamosc
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Po podobnych rachunkach, jak poprzednio (s = t/u), uzyskujemy kolejny wzór
dajacy nieskonczenie wiele trójek równych róznic dwóch szescianów

[u(U9 + 9t3u6 + 3 . 63t6U3 - 12233t9)]3 - [3t(64t9 - 2 . 63t6u3 + 33t3U6 + U9W =
(2) = (UlO)3 - (33122tlO - 5. 33t4u6)3 =

= [u(u9 - 9t3u6 + 3· 63t6u3 + 12233t9)]3 - [3t(64t9 + 2· 63t6u3 + 33t3u6 - u9W.

Dla przykladu przy t = 1 i u = 1 mamy

-32303 - 26763 = 13 - 37533 = 45283 - 52623.
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Jak latwo zauwazyc, równiez w przypadku tej tozsamosci zmiana znaku
jednego z parametrów powoduje jedynie zamiane rolami lewej i prawej róznicy
szescianów, nie majac wplywu na róznice srodkowa, ale kolejne wyrazenia, które
po podniesieniu do szescianu tworza odjemne czy tez odjemniki, nie tworza tu
juz ciagu arytmetycznego.

Ustalenie, czy i przy jakich warunkach uzyskamy z drugiego ze wzorów róznice
dwóch dodatnich szescianów, wykracza poza temat niniejszego artykulu ze
wzgledu na koniecznosc rozwiazywania skomplikowanych ukladów nierównosci
wyzszych stopni i analizy bardzo duzych liczb wystepujacych we wzorze (2).
Z obu wzorów (1) i (2) wynika, ze mamy nieskonczenie wiele trójek równych
róznic szescianów liczb calkowitych i wymiernych. Podane wyzej wzory
nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci. Mamy np. rozwiazanie w liczbach
calkowitych nie wynikajace z wyzej wymienionych wzorów

1723 - 1353 = 1443 - 713 = 1383 _ (_1)3.

To pozwala przypuszczac, ze moga istniec takze czwórki równych róznic dwóch
szescianów liczb calkowitych .

_ Zadania

.• '.. ..

Redaguje Lukasz WIECHECKI

••••• • • •• e
•
•

Zadania te nalezy rozwiazac metodami czysto geometrycznymi.

M 949. Udowodnic równosc

Rozwiazanie na str. 12

M 950. Udowodnic równosc

7r 27r 1
cos - - cos - = -.

552

Rozwiazanie na str. 15

1 1 1
-:-'if = ~ + ~.
SIll"? sin7 SIll7

M 951. Udowodnic równosc

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Ewa CZUCHRY

7r 57r

ctg "6 + ctg 12 = 2.

a b

- /-

F 545. Przez pozioma rure z dwoma pionowymi odpowietrzaczami przeplywa
plyn doskonaly. Róznica miedzy poziomami cieczy w rurkach a i b wynosi 10 cm.
Srednice rurek sa takie same. Wyznaczyc predkosc plynu w poziomej rurze.
Rozwiazanie na str. 13

F 546. Na dnie pionowego cylindra o srednicy D = 0,5 m znajduje sie dziura
o srednicy d = 1 cm. Wyznaczyc zaleznosc miedzy szybkoscia obnizania sie
poziomu cieczy w naczyniu a wysokoscia tego poziomu.
Rozwiazanie na str. 16
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Jak to mozliwe?

mala delia

- Co zaraz? Slownictwo ci sie skonczylo? 
zirytowal sie Jacek, który nie mógl zebrac mysli
w tym balaganie.
- Byly tam drzewa - inteligentnie stwierdzil
Jasiek.
- Byly. Krowy tez byly - potwierdzil Jacek.
- Wiaterek wial na drzewa.
- Wial w te strone, w która lecial balon -
przyznal po namysle Jacek.
- A co robi powietrze, gdy nie moze leciec prosto?
- tryumfalnie zapytal Jasiek.
- Unosi sie w góre - powiedzial zza drzwi Waldek.
Wszedl do pokoju, nalal sobie babelków, wzial
ostatniego paczka i dodal - Nic z tego. Tam bylo
tylko jedno drzewko i to dosc rachityczne.
- Mówiles przeciez, ze caly szpaler?
- Eee, moze i szpaler, ale taki dosc rzadki, jedno
drzewko na hektar.
- To moze i reszte zmysliles?
- Alez drogi kuzynie, koncesja prozaika co do
srodków wyrazu to jedno, a dbalosc o istotne
szczególy drugie. Myslcie, myslcie - rzucil
i wyszedl z pokoju.
- No to juz nic nie wiem - Jasiek opadl na
oparcie fotela.
- Zastanówmy sie, o ile ten balon mógl sie
uniesc i skad wzielo sie wyjasnienie Waldka 
zaproponowala rzeczowo Hania.
Jacek po raz kolejny popatrzyl na nia z uznaniem
i postanowil zebrac mysli.
- Wyjasnienie naj prawdopodobniej pochodzi od

- Z tym balonem to on robi nas po prostu
w balona - stwierdzil Jasiek.

- Nie, to chyba prawda - pokrecil glowa Jacek.
- Przynajmniej w pewnym sensie - zgodzila sie
Hania Sieczkówna.

- Zaraz, albo prawda, albo w pewnym sensie 
przerwal Jasiek.
- Niekoniecznie, u Waldka to moze byc
koniunkcja - zauwazyl Jacek.
- Ko... co? - zapytala Agatka.
- Koniunkcja - Jacek popatrzyl na siostre
z lekcewazeniem - to znaczy ...
- To znaczy, ze Waldek wierzy w to, co mówi...
- Choc to nie musi byc prawda? - wszedl Hani w
slowo Jasiek.

- Choc wyjasnienie moze byc inne - dokonczyla.
- Nie moze, tylko musi. Ja go znam. Albo lze jak
pies (nie obrazajac psa), albo wciska zatechle
banialuki. Zatechle, zaslyszane banialuki 
zaperzyl sie Jasiek.
- Spokojnie, najpierw zbierzmy fakty - uspokoil
przyj aciela Jacek.
- Lecieli balonem, nisko, zapatrzyli sie na krowy
i juz mieli...
- ... wleciec na drzewa, - wpadla Wojtkowi
w slowo Agatka,
- ... gdy pilot pociagnal za linke - ciagnal
Sieczko Junior,
- taka od wypuszczania powietrza,
- a balon grzecznie uniósl sie...
- akurat tyle, ile trzeba - zakonczyla
przekrzykiwana relacje Agatka.
- A to jego wyjasnienie? - upomnial sie Jacek.
- Otwarcie górnej klapy powoduje ruch powietrza
wewnatrz balonu w góre. Po zamknieciu
klapy powietrze uderza w nia i unosi balon. 
rzetelnie powtórzyl Jasiek - Zatechle banialuki
- skomentowal.
- A dlaczego to nie moze byc prawda? - zapytala
Agatka.
- Bo to jakby rozpedzanie lódki za pomoca
dmuchania w zagiel - wyjasnil Jasiek - zaraz ...
zaraz, zaraz!
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pilota - powiedzial - inaczej Waldek nie bylby
taki pewny swego. Balon musial sie zachowywac
w taki sposób, ze takie wyjasnienie sie narzucalo.
- To znaczy? - zapytal Jasiek.
- Balon naj prawdopodobniej rzeczywiscie sie
troche uniósl, a przynajmniej uniósl sie kosz 
glosno pomyslala Sieczkówna.
- A w momencie zamkniecia klapy nastapilo takie
... sssluuP! - dodal Jacek.
- Jaki slup? - zainteresowal sie Wojtek.
- Taki dzwiek jak przy otwieraniu
automatycznego parasola? - zapytala Agatka.
- Wlasnie, cos takiego - zaaferowany Jacek
nie zauwazyl, ze przyznaje racje siostrze, która
usmiechnela sie z chochlikowata satysfakcja.
- A moze to bylo tylko zludzenie - Jasiek
podniósl sie z oparcia. - Taki blad perspektywy.
Wydawalo im sie, ze zawadza, a lecieli i tak
powyzeJ.
- Ale wtedy pilot by sie nie wyglupial, chyba
ze chcial pasazerów troche nastraszyc - Jacek
pokrecil glowa.
- Mysle, ze Waldek moze miec troche racji 
zamyslila sie Hania.
- Jak to, ta bajeczka o wyciaganiu sie za wlosy
z bagna ma byc prawdziwa? - Jasiek podskoczyl
na fotelu.
- No, niezupelnie. Ale otwarcie klapy rzeczywiscie
powoduje ruch powietrza w balonie.
- No, ale balon nie moze sie tak po prostu uniesc,
bo przeciez on ma bardzo duza powierzchnie i to
w kazda strone.
- Interesujace rzeczy opowiadasz, "powierzchnie
w kazda strone", ciekawe - Jacek skomentowal
slowa przyjaciela.
- No przeciez wiecie, o co mi chodzi! Balon musi
sie poruszac razem z otaczajacym go powietrzem.
- No wlasnie - potwierdzila Hania - zeby balon w
któras strone gwaltownie polecial, to ...
- ... trzeba usunac powietrze z drogi - krzyknal
Junior.
- Zaraz, zaraz. W jaki sposób? - wzruszyl
ramionami Jasiek.

- Powietrze, które ulatuje z balonu, jest
cieplejsze. Nad balonem tworzy sie maly komin
konwekcyjny, który zasysa powietrze z balonu.
- A jak zamknie sie klape, to zasysany bedzie
caly balon - z uznaniem dodal Jacek.
- Jest tylko problem z jednym facetem 
uprzedzila entuzjazm Hania.
- Z jakim facetem? - zdziwil sie Jasiek.
- Z Newtonem. Skad bierze sie energia potrzebna
do podniesienia balonu?
- Z obnizenia temperatury powietrza? - zapytal
Jacek.
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- Nie wiem, chyba to nie wystarczy. Moze tu
energia potencjalna tak bardzo sie nie zmienia, bo
chociaz balon sie unosi, to powietrze znad balonu
opada? Nie jestem pewna.
- Przydaloby sie zrobic doswiadczenie - stwierdzil
Jacek.

- Wlasnie - przytaknela Sieczkówna - wydaje mi
sie, ze wiem, dlaczego balon powinien sie troche
uniesc, ale z drugiej strony mam wrazenie, ze ten
ruch móglby byc minimalny. To trzeba sprawdzic.
- Tylko jak? - trzezwo zauwazyl Jasiek.
- A ja wiem, jak mozna zrobic sobie balon na
ogrzane powietrze - dumnie stwierdzil Wojtek.
- Potrzebne sa dwa worki na smieci, suszarka
i zelazko.

- Phi, to kazdy wie - obruszyla sie Agatka.
- A skad ten nagly przyplyw wiedzy? - zdziwil
sie jej brat.
- Mysle, ze z Festiwalu Nauki na Hozej 
zasmiala sie Hania.
- A ty skad wiesz, przeciez nie bylas z nami? 
zdziwil sie Junior.
- Znowu zapomniales, ze ja wiem o tobie
wszystko?
- Co mam zrobic z tymi workami? - Jasiek zdazyl
juz przyniesc dwa worki, zelazko i suszarke.
- Nie, te sie nie nadaja - stwierdzila Sieczkówna 
za solidne.
- To musza byc takie cieniutkie - potwierdzila
Agatka.
- A... takie, które do niczego sie nie nadaja?
Mamy chyba gdzies jedna taka paczke - wyszedl,
a po chwili wrócil z workami cienkimi jak bibulka.
- Te sa swietne - stwierdzil Wojtek. - Thzeba
teraz jednemu uciac dno, pozostaly rekaw dokleic
do drugiego worka za pomoca zelazka, rzecz jasna
przez papier, i balon gotowy.
- Nie masz jeszcze jednej suszarki? - zapytala
gospodarza Agatka.
- Jedna nie wystarczy? - zdziwil sie Jasiek.
- Gdyby byla druga, to mozna by bylo zrobic
zawody, czyj balon pierwszy doleci do sufitu.
U ciebie w holu jest chyba z piec metrów?
Drugiej suszarki nie bylo, ale znalazl sie stoper.
- A jednak doswiadczenia z prawdziwym balonem
nie da sie uniknac - stwierdzila Sieczkówna, gdy
juz skonczyli zawody.
- Chyba nie powiesz, ze masz do dyspozycji
prawdziwy balon? - zapytal Jacek.
- Waldek nie dal nam dojsc do slowa. Nasz byly
szczepowy jest baloniarzem. W tym roku ma
przyjechac na obóz, a ja mam nadzieje uzyskac od
rodziców pisemne pozwolenie na lot balonem ...

Mala Delte przygotowal Piotr ZALEWSKI



To jest takie madre, ze mozna zglupiec

Matematyka jest skomplikowana. Jest zbyt skomplikowana. Jest tak
skomplikowana, ze wszystkiego za jej pomoca da sie dowiesc.

Rys. 1

Mozna sie jeszcze zgodzic, ze kazdy
odcinek ma tyle samo punktów.
Faktycznie, jesli dwa odcinki
ustawimy odpowiednio pod lampa
(rys. 1), to promienie swiatla pokaza
nam, dlaczego tak jest.

Ale juz gdy wezmiemy pod uwage szkolna definicje, która orzeka, iz
figura to zbiór punktów, zobaczymy, ze nie wszystko jest w porzadku. Jesli
bowiem zbiory punktów w dwóch odcinkach sa takie same, to dlaczego
jeden z odcinków jest krótszy, a drugi dluzszy? Przeciez niczego poza
punktami w odcinkach podobno nie ma?

Mozna oczywiscie powiedziec, ze tutaj bylo popelnione oszustwo:
te zbiory sa takie same, ale inaczej polozone. To, ze jeden odcinek
jest dluzszy, a drugi krótszy, nie jest wcale bardziej dziwne, niz to,
ze rozciagnieta gumka ma inna dlugosc od nierozciagnietej, mimo ze obie
skladaja sie z tych samych czasteczek gumy.

Gorzej, ze mozna udowodnic, iz dowolne dwa odcinki nie tylko maja
tyle samo punktów, ale i dlugosc maja taka sama. Jesli przyrównamy
dwa odcinki o (na oko) róznej dlugosci, czyli zetkniemy ich konce, to
jeden bedzie sie musial wygiac, albo gdy jest sztywny - zlamac (rys. 2).
Wydaje sie wiec, ze zadnych watpliwosci co do tego, ze ich dlugosci sa
rózne, miec nie mozna.", \

" \, \, \
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\
\
\
\
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\
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Chociaz ... Mozemy przeciez kawalki zlamanego odcinka zlamac tak
samo jeszcze raz. Dalej róznica dlugosci pozostaje bez zmian, ale odcinki
sa juz bardziej sobie bliskie (rys. 3). To lammy dalej. I jeszcze dalej.
I dalej. Dwa takie nastepne lamania pokazane sa na rysunku 4. Bez
trudu mozna zauwazyc, ze kazdy punkt lamanego odcinka po pewnym
czasie (wlasciwie to mozna obliczyc, po ilu zlamaniach) bedzie dwa razy
blizej odcinka, niz byl poprzednio. Ale jesli nasz zapal do lamania sie nie
wyczerpie, to po pewnym czasie bedzie on znów co najmniej dwa razy
blizej. I znów dwa razy. I znów. Wobec tego w koncu wyladowac musi na
krótszym odcinku.

W zadnym jednak kroku dluzszego odcinka nie skracalismy. Kolejne
lamane mialy dokladnie taka sama dlugosc, jak poczatkowy dluzszy
odcinek. Wobec tego, skoro cala lamana w koncu wyladuje na krótszym
odcinku, to okazuje sie, iz wrazenie, jakoby jeden odcinek byl dluzszy,
a drugi krótszy, jest tylko zludzeniem rozpowszechnianym przez tych
nieuków, którzy nie opanowali dostatecznie dobrze matematyki.

No, ale z drugiej strony odcinki mozna odjac (rys. 5). Skoro wiec kazdy
odcinek ma (jak wykazalismy) taka sama dlugosc, to kazdy odcinek
ma dwa razy wieksza dlugosc od siebie. Wobec tego dlugosc ta musi
byc równa O. Choc podobno sa jeszcze inne liczby spelniajace równanie

---------- - - - - 2x = x, mianowicie liczby nieskonczone.

Rys.4

Rys.3

Rys.2

Rys.5
No dobrze, ale co jest bardziej absurdalne: czy fakt, ze wszystkie odcinki
maja dlugosc O,czy tez, ze wszystkie maja dlugosc nieskonczona?

Watpliwosciami podzielil sie Marek KORDOS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Slepa precyzja
W naukach spolecznych, medycynie, wszedzie tam,
gdzie obiektem badan sa ludzie, pojawia sie problem
rzetelnosci zbieranych informacji. Przy czym nie chodzi tu
o nierzetelnosc samych badaczy, czy tez niewlasciwe uzycie
instrumentów. Taka aberracja zdarza sie wszedzie. Chodzi
natomiast o trudnosc w wyeliminowaniu autosugestii,
naturalnej sklonnosci do postrzegania swiata nie takim,
jakim on jest, tylko takim, jakim nam sie wydaje, ze jest.

Wydawac by sie moglo, ze nauki scisle wolne sa od tego
typu problemów. Okazuje sie, ze nie do konca. Dziedzina,
w której "ludzkie chciejstwo" moze calkowicie zniszczyc
wysilki eksperymentatora, sa precyzyjne pomiary stalych
fizycznych, zwlaszcza wtedy, gdy odpowiada im równie
precyzyjne przewidywanie, kluczowe dla podstawowych
teorii. Jezeli przesledzi sie historyczne zapisy takich
pomiarów, to czesto daje sie zaobserwowac ich "plyniecie"
w czasie, wykraczajace poza publikowany margines bledu.
Bierze sie to stad, ze koncowy wynik mozna nieswiadomie
przesunac w granicach bledu w "poprawniejsza" strone.
W zwiazku z tym niektórzy stosuja nawet (oczywiscie
nieoficjalnie) tzw. regule 1r, wedlug której publikowany
blad nalezy najpierw pomnozyc przez 1r, a dopiero
potem (ewentualnie) zaczac sie przejmowac (lub cieszyc)
niezgodnoscia pomiaru z przewidywaniami.

Sytuacja dojrzala wreszcie do zmiany. Stopniowo
standardem w dziedzinie precyzyjnych pomiarów staje sie
takie prowadzenie analizy zbieranych danych, aby do konca
nie bylo wiadomo, jaki jest wynik. Sposobów na osiagniecie
takiego masochistycznego samozadowolenia wymyslono juz
calkiem sporo.

Wedlug jednego z takich schematów dziala zespól
badawczy Muon (g - 2) Collaboration zwiazany
z eksperymentem oznaczonym malo mówiacym symbolem
E82l, a dzialajacym w Brookhaven (USA) przy
synchrotronie AGS (Alternat ing Gradient Synchrotron).

Glównym celem eksperymentu jest precyzyjny pomiar
anomalnego momentu magnetycznego mionu. Choc brzmi
to strasznie, to sama idea pomiaru jest dosc prosta, a i sens
fizyczny mierzonej wielkosci nie taki trudny do zrozumienia.

Przypomnijmy sobie najpierw, ze mion jest nietrwala
czastka elementarna rózniaca sie od elektronu w zasadzie
jedynie masa: jest okolo 200 razy masywniejszy. Dodajmy
jeszcze dla porzadku, ze jak kazda punktowa czastka
o polówkowym wewnetrznym momencie pedu (spinie)
mion opisywany jest przez kwantowo-mechaniczne
równanie Diraca. Z równania tego (dla czastki naladowanej
elektrycznie) wynika, ze powinna ona miec moment
magnetyczny Jls = g 2;;'c %' gdzie m jest masa czastki,
a g = 2 stosunkiem zyromagnetycznym. Wyjasnienie
empirycznego faktu, ze stosunek zyromagnetyczny dla spinu
(g = 2) jest 2 razy wiekszy niz dla orbitalnego momentu
pedu (gL = 1), bylo jednym z pierwszych sukcesów
relatywistycznej mechaniki kwantowej.

Dla nas jednak wazniejsze jest, ze przewidywanie
g = 2 jest tylko pierwszym przyblizeniem. Wartosc
momentu magnetycznego nalezy poprawic, uwzgledniajac
samooddzialywanie. Teoria, która pozwala na wyznaczenie
takiej poprawki, jest kwantowa teoria pola.
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W rachunkach samooddzialywanie przejawia sie
chmura wirtualnych czastek otaczajacych kazda czastke
rzeczywista. Porównanie wyliczonej wartosci takiej
poprawki z wartoscia zmierzona pozwala na sprawdzenie,
czy w wirtualnej chmurze nie brakuje przypadkiem
jakiegos wkladu. Wskazywaloby to na istnienie czegos
wykraczajacego poza udokumentowany obraz mikroswiata.
Warto dodac, ze wklad od wirtualnych ciezkich czastek
jest w pierwszym przyblizeniu proporcjonalny do kwadratu
masy badanej czastki. Dlatego warto "meczyc sie"
z nietrwalym i trudnym do wytworzenia mionem, bo jest
on duzo masywniejszy od elektronu.

Sama (standardowa juz) metoda pomiaru jest bardzo
pomyslowa. Intensywna wiazka mionów jest wstrzykiwana
do kolowego pierscienia akumulacyjnego o bardzo

'jednorodnym, prostopadlym do plaszczyzny pierscienia
polu magnetycznym B. Ze wzgledu na sposób produkcji
miony sa w naturalny sposób spolaryzowane: kierunek
spinu jest zgodny z ich kierunkiem poruszania. Gdyby
anomalny moment magnetyczny mionu al" = (g - 2)/2 byl
zerowy, to pole magnetyczne nie zmienialoby poczatkowej
polaryzacji. Poniewaz tak nie jest, wiec spin wykonuje
precesje wokól kierunku pedu z czestoscia Wa = :'caI"B.
Jezeli jeszcze mionom nada sie tzw. magiczna wartosc

pedu p = ~, to eliminuje sie wklad do precesji od polay al"

elektrycznego, które jest uzywane do ogniskowania wiazki.
Predkosc ta przy okazji powoduje istotne relatywistyczne
wydluzenie czasu zycia mionu.

Teraz pozostaje "tylko" odpowiednio precyzyjnie zmierzyc
czestosc precesji Wa i natezenie pola magnetycznego B.

Czestosc precesji wyznacza sie, rejestrujac elektrony
pochodzace z rozpadu mionów. Ze wzgledu na maksymalne
lamanie parzystosci w tym rozpadzie kierunek, w którym
elektrony sa wysylane, jest maksymalnie skorelowany
z kierunkiem spinu. Pole magnetyczne jest natomiast
precyzyjnie monitorowane za pomoca czujników
wykorzystujacych jadrowy rezonans magnetyczny atomów
wodoru.

Najwazniejsze jest to, ze te dwa pomiary sa prowadzone
przez dwa niezalezne zespoly. Dopiero po zakonczeniu calej
wyrafinowanej analizy wyznacza sie koncowa wartosc al""

Nie ma sposobu, zeby niechcacy wynik "poprawic".

Ostatnio opublikowana [1] wartosc anomalnego momentu
magnetycznego (anty)mionu wynosi

al" = (11659202 ± 16) . 10-10.

Róznica w stosunku do przewidywania teoretycznego

6.al" = (43 ± 16) . 10-10

pozwala na odrzucenie modelu standardowego oddzialywan
fundamentalnych na poziomie ufnosci 99%!

Niezgodnosc ta moze byc powodem do radosci. Wskazuje
na rosnaca szanse bezposredniego zaobserwowania
czegos nowego w przygotowywanych eksperymentach
akceleratorowych. Sceptycy wola jednak troche poczekac.
Eksperyment E82l ma niedlugo zwiekszyc dokladnosc
jeszcze o czynnik 1r.

Piotr ZALEWSKI

[l] preprint hep-exj01020l7, z 8 lutego 2001 roku.



Macierze.
n-wymIarowe

Miroslaw ZWIRYN

Jest to skrót jednej z dwóch prac
nagrodzonych srebrnym medalem
na Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki w 2000 r.

Spróbujemy uogólnic pojecie macierzy na dowolny wymiar bedacy liczba
naturalna. Cóz to wlasciwie znaczy? Otóz jedna z definicji podaje, ze macierz
o n wierszach i k kolumnach to funkcja dwóch zmiennych, której dziedzina jest
iloczyn kartezjanski zbioru {l, 2, ... , n} oraz zbioru {l, 2, ... , k}, natomiast
wartosciami sa liczby zespolone. Jezeli teraz na tak zdefiniowana macierz
spojrzymy z geometrycznego punktu widzenia, to wyda nam sie ona obiektem
dwuwymiarowym. Powstaje mysl, by rozwazac macierze trój-, cztero- i wiecej
wymiarowe. Przykladowo, macierz trójwymiarowa to zbiór elementów
indeksowanych trzema liczbami. Do jednoznacznego okreslenia elementu
takiej macierzy potrzeba trzech liczb: numeru wiersza, numeru kolumny
i dodatkowo numeru trzeciej zmiennej, która nazwalem glebia. Dla macierzy
wiecej wymiarowych z oczywistych wzgledów wiersz zostal zastapiony l-sciana,
kolumna to 2-sciana itd. Macierz ma tyle wymiarów, ile ma róznych i-scian.
Zapiszmy teraz bardziej formalna definicje macierzy n-wymiarowej.

Definicja. Przyporzadkujmy kazdej n-tce uporzadkowanej (iI, i2"'" in) liczb
naturalnych, gdzie

1 < il < kI, 1 < i2 < k2, ••• , 1 < in < kn,

dowolna liczbe zespolona. Otrzymujemy funkcje (n zmiennych) na zbiorze
uporzadkowanych n-tek zwana macierza n-wymiarowa.

Dla tak zdefiniowanej macierzy n-wymiarowej mozna wprowadzic szereg pojec,
w prosty sposób uogólniajac standardowe definicje dla zwyklych macierzy.
W ten sposób mozna wprowadzic pojecie równosci macierzy, okreslic ich
dodawanie, odejmowanie czy mnozenie przez skalar. Podajmy dla przykladu
definicje transpozycji macierzy.

Definicja. Niech dana bedzie macierz A = [ai1,i2, ... ,in], gdzie il = 1,2, ... , k,
i2 = 1,2, ... , k, ... , in = 1,2, , k. Macierza transponowana macierzy A
nazywamy macierz A T = [bi1,i2, ,in], gdzie bili2 ... in = ain,in_l ... i1'

Znacznie trudniejsze okazuje sie zdefiniowanie analogii wyznacznika dla
macierzy n-wymiarowych. W dalszym ciagu zajmowac sie bedziemy tylko takimi
macierzami Ak' dla których kI = k2 = ... = kn = k, czyli odpowiednikami
macierzy kwadratowych. Pominiemy tez przypadek n = k = 1. Zacznijmy od
nastepujacej definicji.

Definicja. Wyznacznikiem pierwotnym stopnia n macierzy Ak' n =f. o,
nazywamy wyrazenie

detAk =
eri, i=1,2, ... ,n

n

LJ(o;)

(-1);=1 a011 021 ... Onl a012022 ... On2 ••• aOlk 02k ...Onk '

Rozwiazanie zadania M 949.
Rozwazmy trójkat równoramienny ABC

7r 27T 21T

z katami 5' 5' 5'
A

gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie permutacje:

Niech B D bedzie dwusieczna kata B.
Wtedy BC = BD = AD. Zalózmy,
ze BC = 1. Z trójkatów ABD i BCD

" 2"
mamy AB = 2 cos -, C D = 2 cos - .

5 5
Równosc AD = AB - CD daje teze.

B c

OnlOn2 .•• Onk

liczb 1,2, ... , k, natomiast J(Oi) jest iloscia inwersji w i-tej permutacji, przy
czym i = 1,2, ... ,n.
Zachodzi twierdzenie:

Twierdzenie

(*) Jesli n jest nieparzyste, to det Ak = o,
(**) Jesli natomiast n jest parzyste, to istnieja takie macierze, ze det Ak =f. o.

Powyzsze twierdzenie stanowi podstawe do dobrego zdefiniowania wyznacznika
dla macierzy wymiaru parzystego.

Pozostaje natomiast nierozwiazana kwestia okreslenia mnozenia macierzy
n-wymiarowych. Gdyby to sie udalo, mozna byloby uogólnic wiele waznych
twierdzen z teorii zwyklych macierzy.
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Na koniec pozwole sobie na pewna spekulacje. Badajac macierze n-wymiarowe,
zauwazamy ich odmienne zachowanie dla wymiarów parzystych i nieparzystych
(np. w zachowaniu wyznacznika pierwotnego). Jesli pójdziemy dalej i macierze
uwazac bedziemy za obiekty geometryczne, to nie jest wykluczone, ze róznice
w zachowaniu sie wyznacznika beda mogly byc wyjasnione na podstawie
wlasnosci samej przestrzeni. Pewne wlasnosci metryczne sa przeciez zalezne od
parzystosci badz nieparzystosci wymiaru: tak jest np. ze wzorem na objetosc
kuli n-wymiarowej. Miedzy innymi z tego wzgledu uwazam, ze traktowanie
macierzy jako obiektów geometrycznych moze byc istotne .

~• •• • •••••••• • ••• •

Stad

v = j2;;h ""V2 ~ "" 1,4 ~.s s

Rozwiazanie zadania F 545.
Róznica cisnien w obu rurkach jest
równa cisnieniu hydrodynamicznemu
przeplywajacej cieczy, czyli

2
pv

-2- = pgh.

Jesli A jest zbiorem, którego elementami
sa zbiory (taki zbiór nazywa sie czesto
rodzina zbiorów), to suma rodziny A jest
zbiór zlozony z wszystkich tych i tylko
tych elementów, które naleza do chocby
jednego zbioru z rodziny A.

Jesli zbiór to kolekcja, zgromadzenie pewnych obiektów (na przyklad
obdarzonych okreslona wlasnoscia) w jedna calosc, to rozpatrzmy kolekcje,
gromadzaca wszystkie zbiory X o nastepujacej, prostej do sformulowania
wlasnosci: X lf. X. Jesli ta kolekcja jest zbiorem Z, to sprawdzenie, czy Z ma
rzeczona wlasnosc, prowadzi do sprzecznosci. Istotnie, gdy Z lf. Z, to Z spelnia
warunek przynaleznosci do Z, a wiec Z E Z. Jesli zas Z E Z, to Z nie ma
wlasnosci definiujacej Z, zatem Z lf. Z. Tak wiec Z jest kolekcja, która nie moze
byc i nie jest zbiorem. Aby pozbyc sie takich paradoksów, zaksjomatyzowano
pojecie zbioru.

Georg Cantor, matematyk, którego prace spowodowaly narodziny teorii zbiorów
(zwanej w Polsce teoria mnogosci), udowodnil, ze zaden zbiór nie ma dosc
elementów, by mozna bylo w sposób róznowartosciowy kazdemu podzbiorowi
przypisac jeden element zbioru - na pewno nie wystarczy dla wszystkich
podzbiorów. Owo twierdzenie Cantora ma ciekawe konsekwencje, wynika z niego
w szczególnosci, ze nie istnieje zbiór, którego elementami bylyby wszystkie
zbiory. Inaczej mówiac, nie istnieje zaden wielki nadzbiór, gromadzacy w sobie
wszystkie zbiory. Gdyby W byl takim zbiorem, to nalezalby do niego kazdy
podzbiór zbioru W, bo kazdy taki podzbiór jest przeciez zbiorem, ale wtedy
moglibysmy kazdemu podzbiorowi A zbioru W przypisac element W, mianowicie
sam zbiór A - wbrew twierdzeniu Cantora. A wiec kolekcja wszystkich zbiorów
nie jest zbiorem. Co wiecej, nie jest zbiorem nawet kolekcja wszystkich zbiorów
jednoelementowych. Moglibysmy przeciez dla kazdego zbioru A utworzyc
jednoelementowy zbiór {A} (którego jedynym elementem jest zbiór A) i potem
- gdyby wszystkie zbiory jednoelementowe nalezaly do jednego, wspólnego
zbioru - wziac sume takich jednoelementowców (a na to teoria mnogosci
pozwala), a wtedy do takiej sumy nalezalby kazdy zbiór - co jest przeciez
niemozliwe, jak przed chwila widzielismy. Tak wiec zbiorów jednoelementowych
jest "za duzo", by mozna je bylo zebrac w zbiór. Ale to juz nie jest paradoks: to
twierdzenie teorii mnogosci.

Takie zbiory-niezbiory (powiedzmy, "zbiory") spotyka sie na tyle czesto,
ze pewnie warto cos z nimi zrobic, wiec zrobiono. Wybrano rozwiazanie
proste: zamiast pojecia pierwotnego (czyli niedefiniowanego w teorii) "zbiór"
wprowadzono pojecie "klasa", definiujac zbiór jako taka klase, która jest
elementem innej klasy. W ten sposób "zbiór" W stal sie obiektem legalnym,
podobnie jak "zbiór", do którego naleza wszystkie zbiory. Po prostu owe
"zbiory" sa klasami, ale nie zbiorami (i nie moga byc elementami innej klasy).

Filatelisci badaja znaczki pocztowe, klasyfikuja je i opisuja, przecietny
smiertelnik uzywa ich do wysylania listów. Przecietny smiertelnik-matematyk
uzywa zbiorów i "zbiorów", nie zastanawiajac sie nad ich klasyfikacja. I slusznie.
Zamiast dzielic kolekcje na klasy i zbiory, mozna sie umówic, ze mówimy tylko
o zbiorach, bedacych podzbiorami pewnego "wszechzbioru" (nazywanego
niekiedy zbiorem uniwersalnym). Wtedy wystarczy zwykla, "bezklasowa" teoria
mnogosci. A filatelisci moga rozwijac dalej swoje zainteresowania ...

Wiktor BARTOL

zbiory""Zbiory i
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2001

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Zadania z fizyki nr 316, 317
Redaguje Jerzy B. BROJAN

317. W Kosmosie jest wiecej neonu niz argonu, a jednak
atmosfera Ziemi zawiera prawie 1% argonu i tylko 0,0018%
neonu. Podac mozliwe przyczyny tej rozbieznosci.

316. Wahadlo Foucaulta zawieszone na linie o dlugosci
10 m zostalo odchylone od pionu o 1,5 m i puszczone.
Jesli zdarzylo sie to w Warszawie, to w jakiej odleglosci od
swojego polozenia równowagi przeleci srodek masy wahadla?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/2000

Przypominamy tresc zadan:

308. Pociag o dlugosci d jedzie po torze, na którym wystepuje wzniesienie o ksztalcie "trójkatnym"
(rys. 1), przy czym dlugosc kazdego z odcinków równi pochylej wynosi l, a wysokosc - h. Jesli
rozklad masy wzdluz pociagu jest jednorodny, a opory ruchu mozna zaniedbac (i nie ma tez napedu),
to jaki warunek musi spelniac predkosc poczatkowa v, aby pociag pokonal wzniesienie?

Rys. l

Rys. 2 \
309. Do izolowanego termicznie zbiornika zawierajacego wode o masie M wplywa strumien
wody o masie na jednostke czasu równej a i dokladnie miesza sie z woda w zbiorniku.
Jednoczesnie ze zbiornika wyplywa stalym strumieniem taka sama ilosc wody. Wykazac, ze jesli
temperatura T wplywajacej wody zalezy harmonicznie od czasu z amplituda To i czestoscia w (tzn.
T(t) = To sin wt + Tll, to temperatura wody wyplywajacej takze zalezy harmonicznie od czasu.
Obliczyc amplitude jej zmian.

308. Nalezy oddzielnie rozpatrzyc dwa przypadki:

a) Gdy d ~ 2l, energia kinetyczna pociagu musi wystarczyc
do wzniesienia odcinka pociagu o dlugosci 2l i masie 2ml / d

na wysokosc (1/2)h (wartosc srednia), czyli

mv2 > 2mlg!!:. albo v2 > 2l.
2 - d 2 gh - d

b) Gdy d :::;2l, srodek masy pociagu musi sie wzniesc

k"l-d/4h d
na wyso osc --l- ,a sta

v2 d- >2--.
gh - 2l

Pan Piotrowski powraca do Ligi po ponad
8 latach przerwy!

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 304 (WT=2,40), 305 (WT=4,OO)
zadan 306 (WT=I,40) i 307 (WT=3,10)

z numerów 10/2000 i 11/2000
Marek Wójcicki
Andrzej Idzik
Aleksander Surma

Andrzej Nowogrodzki
Tomasz Rudny
Jaroslaw Lazuka
.J scek Piotrowski
Tomasz Wietecha
Marian Lupiezowiec

- Szczecin
- Boleslawiec
- MY8Zk6w
- Chocianów
- Warszawa
- Warszawa
- Rzeszów
- Tarnów
- Zebrzydowice

41,97
38,06
35,38
35.06
25,62
34,93
15,34
15,29
14,39

309. Ze wzgledu na mieszanie woda ma w calej objetosci zbiornika jednakowa
temperature, równa temperaturze strumienia wyplywajacego - oznaczmy ja T'(t).
W ciagu czasu dt do zbiornika wplywa woda o masie a:dt i temperaturze T(t), a bilans
ciepla ma postac

a:dt(T - T') = MdT'.

Rozwiazemy to równanie "od tylu" , tzn. zalozymy, ze T' (t) = T~ sin wt + Tl (inaczej
konieczna bylaby znajomosc techniki rozwiazywania równan rózniczkowych).
Otrzymujemy

, MdT' , . ,Mw
T = T + --d = Tl + To smwt + To-- coswt.a: t a:

Sume ostatnich dwóch wyrazów mozna przeksztalcic do postaci To sin(wt + cp), co jest
zgodne z podana zaleznoscia T(t). Przesuniecie fazy cp jest tu malo istotne - mozna je
wyeliminowac w funkcji T(t), a za to wprowadzic w T'(t). Amplituda To wynosi

To = T~J1 + (MW/a:)2.

Dzielac równanie przez pierwiastek, znajdujemy rozwiazanie - szukana amplitude n.
14
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Termin nadsylania rozwiazan:

30 VI 2001

Zadania z matematyki nr 419, 420
Redaguje Marcin E. KUCZMA

419. Wyznaczyc najwieksza liczbe a oraz najmniejsza liczbe (3 takie, ze nierównosci

a < IPAI + IPBI + IPGI + IPDI <
- IABI + lAGI + IADI + IBGI + IBDI + IGDI - (3

zachodza dla kazdego czworoscianu ABG D i dla kazdego punktu P lezacego wewnatrz
tego czworoscianu.

420. Liczby dodatnie a, b, c, d spelniaja warunek a + b = c + d. Dowiesc, ze jezeli
nierównosc an + bn > cn + dn zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n> 1, to zachodzi
ona dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

Zadanie 420 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwiazanie zadania M 950.
Rozwazmy trójkat równoramienny ABC

71" 371" 371"

z katami 7' 7' 7'
A

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 12/2000
Przypominamy tresc zadan:

411. Ze zbioru {l, 2, 3, ... ,56} usunieto szesc liczb. Dowiesc, ze z pozostalego zbioru mozna wybrac
czterowyrazowy ciag (a, b, c, d) róznych liczb, w którym kazdy wyraz (od drugiego poczawszy) jest
liczba podzielna przez wyraz poprzedni.

A

dla n parzystych,
dla n nieparzystych.

gdzie
1 n----+c·-

sin(k7r/n) 4 '.=1

Równosc w tym szacowaniu zachodzi dla n-kata foremnego, a zatem napisana po
prawej stronie liczba jest szukana wartoscia minimalna.

412. Wielokat ma n boków, n przekatnych laczacych co drugi wierzcholek itd.,
n przekatnych laczacych co k-ty wierzcholek, dla k :::;m = [(n - 1)/2]; gdy n jest
liczba parzysta, wielokat ma ponadto n/2 przekatnych "glównych" (laczacych pary
wierzcholków przeciwleglych).

Ustalmy k E {l, ... ,m} i wezmy pod uwage przekatne laczace co k- ty wierzcholek (dla
k = 1 sa to boki wielokata). Te przekatne wyznaczaja n katów srodkowych al, ... , ano
Dlugosc i-tej przekatnej wynosi 2sin(ai/2). Obszary tych katów pokrywaja k-krotnie
kat pelny wokól srodka kola, wiec al + ... + an = 2k7r.

Z nierównosci Jensena dla funkcji f(x) = l/sinx, wypuklej w przedziale (0;7r), wynika
dolne oszacowanie sumy odwrotnosci dlugosci rozwazanych przekatnych:

411. Przedstawiamy zbiór M = {l, 2, 3, ... , 56} jako sume pieciu zbiorów:

A = { 1, 2, 4, 8, 16, 32},

B = {3, 6,12,24, 48},

G = {5, 10, 20, 40},

D = {7, 14, 28, 56}

E = M \ (A U B U G U D).
Zbiory A, B, G, D licza lacznie 19 elementów, zatem E jest zbiorem 37-elementowym.
Po usunieciu szesciu liczb ze zbioru M pozostaje w nim piecdziesiat liczb, z których
co najmniej trzynascie nalezy do sumy A U B U G U D. Co najmniej jeden ze
zbiorów A, B, G, D zawiera cztery z tych trzynastu liczb; tworza one ciag (a, b, c, d)
o wymaganej wlasnosci.

Biorac pod uwage wszystkie boki i przekatne, z wyjatkiem "glównych", dostajemy
oszacowanie dolne

412. Dla ustalonej liczby naturalnej n obliczyc minimalna wartosc, jaka moze miec suma
odwrotnosci dlugosci wszystkich boków i przekatnych n-kata wpisanego w okrag o promieniu l.

oraz

n ~ (k7r) n ~ 1SI + S2 + ... + Sm ~ '2 ~ f -:;:; = '2 ~ -.-. -- ...•=1 .=1
Kazda z przekatnych glównych (dla n parzystego) jest nie dluzsza niz srednica kola,
równa 2, wiec suma odwrotnosci ich dlugosci jest nie mniejsza niz (n/2) . (1/2),
czyli n/4. Wobec tego pelna suma 5, o której mowa w zadaniu, spelnia nierównosc

[(n-1)/2]

5>!!:. "'"- 2 ~

Niech BBI = l bedzie wysokoscia
w trójkacie ABC, D zas takim punktem
na AC, ze AD = BD. Wtedy

271"

LBDC = 7' Z trójkatów ABBI' l
BDBI, BCBI mamy AB = AC = --71"-'

sin 
7

l l
BD = AD = ~, CD = BC =-s:;;-'sin- sin-

7 7
Z równosci AC = AD + CD wynika teraz
teza.

B

B

Rozwiazanie zadania M 951.
Rozwazmy taki trójkat

71"

równoramienny ABC, ze LA = 6'
AB = AC.

Niech BD = l bedzie jego wysokoscia.
Wtedy AB = AC = 2,

71" 571"

AD = ctg 6' CD = ctg 12 i z równosci
AD + CD = AC wynika teza.
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Rozwiazanie zadania F 546.
Oznaczmy przez SI pole przekroju
cylindra, przez VI predkosc obnizania

sie poziomu cieczy. Niech S2 bedzie
przekrojenl otworu na dnie, a V2

predkoscia wyplywania cieczy z otworu.
Z prawa Bernoulliego mamy

vi + 2gh = v;,
a z zachowania objetosci cieczy

VIS1 = V2S2'

Rozwiazujac te dwa równania,
otrzymujelny

7r D2 7rd2

Wiemy, ze SI = 2 i S2 = 2 i stad

poniewaz d4 « D4.

Sprostowanie
Przepraszam za niezamierzone oszustwo,
które ukazalo sie w r-Iimatiasie 36
(Delta 12/2000). Otóz wlasnosc 11
liczby 37 dotyczy trójkata, w którym
jedna z przyprostokatnych jest siódma,
a nie, jak napisalem, czwarta czescia
obwodu. Czwarta czesc obwodu ma
przyprostokatna trójkata z wlasnosci 7.

JWR

Patrz w niebo

Zorza polarna to swiecenie wysokich warstw atmosfery wywolane przez wiatr
sloneczny, czyli szybkie czastki naladowane (glównie protony i elektrony) lecace
ze Slonca. Co prawda, chroni Ziemie przed nimi jej pole magnetyczne, ale nie
do konca skutecznie. Mianowicie, wiatr sloneczny, jak kazda plazma, nie moze
"wiac" w poprzek linii pola, latwo natomiast slizga sie wzdluz nich. Ziemskie
pole magnetyczne przypomina pole zwyklego magnesu sztabkowego z biegunami
magnetycznymi umieszczonymi w poblizu biegunów geograficznych (tylko
ze przy biegunie pólnocnym jest magnetyczny biegun S, a na Antarktydzie
biegun N, ale to tutaj nieistotne). Wskutek takiego ukladu linii pola wiatr
sloneczny nie moze wniknac do atmosfery w strefie równikowej Ziemi, natomiast
zeslizguje sie latwo do stref polarnych - dlatego tam zorze sa na porzadku
dziennym, podczas gdy nigdy nie wystepuja w strefie goracej. W Polsce zorze
sa zjawiskiem bardzo rzadkim. Latwo domyslic sie, ze zorze powinny pojawiac
sie czesciej w okresach aktywnosci Slonca, gdy wiatr sloneczny przybiera na sile.
I rzeczywiscie, taka korelacje sie obserwuje.

Wlasciwie identyczny mechanizm powinien wywolywac zorze na innych
planetach Ukladu Slonecznego, co oczywiscie wypada sprawdzic obserwacyj nie.
Mozliwosc tego sprawdzenia stworzyl Teleskop Hubble'a, gdyz dzieki niemu
widac zorze polarne na Jowiszu i Saturnie, co wiecej - mozna je obserwowac
systematycznie. Okazalo sie, ze na obu tych planetach oba bieguny sa otoczone
przez pierscienie swiecacej atmosfery, czyli ze ziemskie zorze to marny odblask
tego, co mozna by zobaczyc na tych planetach. Jest to o tyle zaskakujace,
ze natezenie pola magnetycznego Saturna jest porównywalne z natezeniem
pola ziemskiego, a wiatr sloneczny w jego okolicach musi byc rzadszy. niz przy
Ziemi. Co innego Jowisz: nic dziwnego, ze przy jego 20-krotnie silniejszym
polu magnetycznym zorze sa tak intensywne. Niestety, to wszystko nie jest
takie proste, bo zorze na Saturnie sa skorelowane z aktywnoscia Slonca, a na
Jowiszu nie. Jest tak, poniewaz swiecenie jowiszowej atmosfery powoduja czastki
pochodzace z lo, naj aktywniejszego wulkanicznie globu w Ukladzie Slonecznym.
To lo rozsiewa na swojej orbicie materie, która nastepnie wchlania Jowisz za
posrednictwem swojego pola magnetycznego. A skutek wizualny jest ten sam.

Tomasz KWAST

Kwiecien

Najokazalszym gwiazdozbiorem wiosennego wieczornego nieba jest niewatpliwie
Lew. Jego najjasniejsza gwiazda (1,34 mag), Regulus, lezy prawie na ekliptyce,
przez co, wraz z trzema innymi jasnymi gwiazdami polozonymi tez w poblizu
ekliptyki, zaliczany byl w Sredniowieczu do tzw. gwiazd królewskich,
wyznaczajacych pory roku. Ale Kopernik zdetronizowal te gwiazde, nadajac
jej te wlasnie, uzywana do dzis nazwe, która oznacza Malego Króla. W poblizu
gammy Lwa, jakby na szyi tradycyjnie rysowanego zwierzecia, znajduje sie
radiant, czyli pozorne zródlo listopadowego roju meteorów, Leonidów. Tak sie
jednak sklada, ze kto wieczorem w polowie listopada nawet obserwuje ten rój,
to naj prawdopodobniej nie bedzie wiedzial, ze to Leonidy, gdyz Lew wtedy jest
jeszcze pod horyzontem (wschodzi dopiero kolo pólnocy), a w drugiej polowie
nocy na ogól sie spi.

Ostatniego dnia marca Wenus miala zlaczenie ze Sloncem, ale szybko sie
od niego oddala, a nawet na poczatku maja osiagnie maksimum jasnosci
- w kazdym razie w drugiej polowie kwietnia mozna ja ogladac w Rybach na
wschodnim niebie przed wschodem Slonca. Mars jest na granicy Wezownika
(który nie jest zaliczany do gwiazdozbiorów zodiakalnych) i Strzelca; wschodzi
kolo pólnocy i jest przez caly czas nisko nad horyzontem. Jowisz i Saturn sa
w Byku i obie te planety widac krótko wieczorem na zachodzie. Pelnia Ksiezyca
wypada 8 IV, nów 23 IV. Zadnych jasnych gwiazd w kwietniu Ksiezyc nie
zakrywa.
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DLACZEGO? (3)

Aby przeanalizowac zachowanie ciagu, podanego
w poprzednim r-limatiasie, zacznijmy od analizy ciagów
skonstruowanych podobnie, ale znacznie prosciej.

Mam tu na mysli ciagi zwiazane z problemem Collatza
znanym potocznie jako problem 3n + 1. Znacie ten
problem? Jak znacie, to poczytajcie.

Niech funkcja g bedzie zdefiniowana jak nastepuje.
Aby otrzymac liczbe g(n), dzielimy liczbe 3n + 1 przez
najwieksza potege dwójki, przez jaka sie da. Do dzis
nierozstrzygnieta hipoteza przewiduje, ze zaczynajac od
dowolnej liczby n i iterujac funkcje g, zawsze dojdziemy do
jedynki. Innymi slowy, hipoteza ta glosi, ze ciag iteracji
nie trafi na cykl zlozony z liczb wiekszych od 1 ani nie
ucieknie do nieskonczonosci.

Hipoteza taka na pewno nie zachodzi dla ciagów bedacych
iteracjami funkcji f opisanej przed dwoma miesiacami,
gdyz znajdujemy lO-elementowy cykl jej iteracji: 47, 541,
1037, 5963, 2743, 701, 4031, 46357, 4231, 331, 47.

Trudno wyrobic sobie intuicyjny poglad na istnienie lub
nieistnienie takich cykli. Ale dobra intuicja moze pomóc
nam ocenic, czy ciag iteracji ma tendencje rosnaca czy
malejaca·

Przyjrzyjmy sie funkcji g zwiazanej z ciagami ,,3n + 1".
Interesuje nas zmiana wielkosci liczby po wykonaniu
operacji g. Co robi ta funkcja z liczba n? Po pierwsze
mnozy ja przez 3. Tym, ze dodaje 1, nie bedziemy
sobie zawracac glowy, jesli interesuje nas przypadek
duzych liczb n. Jesli n jest wartoscia funkcji g,
a tak jest, kiedy analizujemy wielokrotne iteracje
funkcji g, to jest liczba nieparzysta, zatem liczba
3n + 1 jest parzysta. Funkcja g na pewno podzieli ja
przez 2. Nie mamy teraz najmniejszych przeslanek,
aby rozstrzygac co do parzystosci liczby (3n + 1)/2,
mozemy wiec przyjac (intuicja!), ze bedzie ona parzysta
z prawdopodobienstwem 1/2. Wtedy funkcja g

podzieli ja przez 2 i otrzymamy znowu liczbe parzysta
z prawdopodobienstwem 1/2, wiec kolejne (trzecie)
dzielenie przez 2 bedzie mialo miejsce w 1/4 przypadków.
A z prawdopodobienstwem 1/8 bedzie mialo miejsce
takze czwarte dzielenie przez 2. Oczywiscie slowu
"prawdopodobienstwo" nie nadajemy tu scislego sensu,
wiec prosze nie pytac o przestrzen zdarzen elementarnych.

Podsumujmy: funkcja g mnozy nieparzysty argument
przez 3, na pewno dzieli wynik przez 2, w 1/2 przypadków
jeszcze raz przez 2, w 1/4 jeszcze raz itd. Oczekujemy wiec
srednio

1 1 1 1
1+-+-+-+-+ ... =2

2 4 8 16
dzielen przez 2. Oczekiwac nalezy, ze funkcja g mnozy

(srednio!) argument przez 3/4, czyli ma dosyc wyrazna
tendencje malejaca. Ma tez, oczywiscie, losowe kaprysy,
które jednak na dluzsza mete musza zostac przezwyciezone
przez tendencje malejaca.

Czego wiec oczekujemy po 1000 iteracji funkcji g? Ze
przemnozy argument przez

(3) 10004: ::::; 1,1515 . 10-125,
czyli ze skróci go o okolo 125 cyfr - statystycznie ubywa
jedna cyfra co 8 iteracji.

Przewidywania te dobrze zgadzaja sie z doswiadczeniem.
Wylosowalem 1000 liczb nieparzystych z przedzialu
(10200; 1,001.10200), a nastepnie do kazdej z nich
1000 razy zastosowalem funkcje g. Najmniejsza
z otrzymanych liczb miala 25 cyfr (kolejna 36),
a najwieksza 118. Po odrzuceniu 5% najmniejszych
i 5% najwiekszych pozostale miescily sie w przedziale
53-97 cyfr. Polowa liczb miala 67-85 cyfr, a srednia
geometryczna wszystkich liczb wynosila 1,57· 1075.

Wystarczy wiec analogiczne rozumowanie zastosowac do
funkcji f.

Wartosci funkcji f sa niepodzielne przez 2, 3, 5
i 7. Rozwazmy wiec liczbe n niepodzielna przez
zadna z powyzszych liczb. Wówczas liczba 23n + 1
na pewno dzieli sie przez 2, przez 3 dzieli sie
z prawdopodobienstwem 1/2, przez 5 z'1/4, przez 7 z 1/6.
Wezmy pod uwage siódemke. Liczba 23n + 1 dzieli sie
przez 7 z prawdopodobienstwem 1/6, po raz drugi podzieli
sie przez 7 z prawdopodobienstwem 1/42, po raz trzeci
z 1/294 itd. Srednio oczekujemy podzielnosci przez 7
w potedze

1( 1 1 1 ) 76 1 + "7 + 49 + 343 + ... = 36'

Podobnie oczekujemy, ze operacja f wykona 5/16 dzielenia
przez 5, 3/4 dzielenia przez 3 i 2 dzielenia przez 2.

Nalezy wiec oczekiwac, ze wykonanie operacji f srednio
mnozy argument przez

23
::::;1,0449,

co oznacza tendencje do przyrostu jednej cyfry co okolo
52,427 iteracji funkcji f. Po 15,6 milionach iteracji ten
efekt powinien wiec dac przyrost rzedu 300 tysiecy cyfr!!!
Powinien wiec zdominowac wszelkie lokalne wahania.
Po wielu milionach iteracji ciag, o ile od razu nie wpadl
w jakis cykl, powinien zawedrowac w setki tysiecy cyfr!!!

DLACZEGO wiec tego nie zrobil?

DLACZEGO?

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (24')

Wyjasnienie oszustwa (24):

Nie jest prawda, ze szescianiki w przeciwleglych narozach
maja ten sam kolor - maja rózne kolory! Tak wiec
usuwajac przeciwlegle naroza, pozostawiamy 255
szescianików bialych i tylez czarnych. Wnikliwy Czytelnik
bez trudu znajdzie sposób podzialu danej figury na
prostopadlosciany 1 x 1 x 2.

JWR

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4,50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl

17


