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Zielone 1 czarne

Swiatlo to fala elektromagnetyczna, czyli rozchodzace
sie w przestrzeni zaburzenie pola elektrycznego

i magnetycznego. Dtugoéci fal swietlnych zajmuja
stosunkowo waski przedzial wsréd wszystkich
mozliwych fal elektromagnetycznych (od okoto 400 nm
dla fioletu do okolo 750 nm dla czerwieni), stanowiacy
widmo widzialne, pieknie prezentowane przez

tecze. Fale odpowiadajace r6znym barwom zawarte

w dostarczanym przez Slonce Swietle naturalnym maja
niejednakowe natezenia. Swiatlo o tym szczegblnym
sktadzie wywoluje wrazenie bieli. Z kolei czarne

sa substancje pochtaniajace cate promieniowanie
widzialne. Wrazenie barwne najczedciej jest skutkiem
dzialania substancji (barwnikéw), ktérych molekuly
pochlaniaja swiatlo z czeéci widma. Pozostala czesé
jest odbijana. Substancja zawierajaca barwnik jest
wtedy postrzegana jako kolorowa. Na przyklad
barwnik jest czerwony, jesli pochlania gléwnie $wiatto
niebieskie i zielone.

Poniewaz fala elektromagnetyczna jest fala
poprzeczna, $wiatlto moze ulegaé polaryzacji. W fali
spolaryzowanej liniowo zaburzenie polega na tym,

ze wektor natezenia rozprzestrzeniajacego si¢ pola
elektrycznego zmienia dlugosc¢ i zwrot, pozostajac

w jednej plaszczyZnie, przy czym jego koniec zakredla
plaska falista lini¢ — sinusoide. W fali spolaryzowanej
kolowo wektor o stalej dlugosci przemieszcza si¢

i jednoczesnie obraca (jak lopata $migta lecacego
samolotu). Jego koniec zakresla wtedy krzywa

w przestrzeni — linie Srubowa. Mozliwe sa oba kierunki
obrotu — w prawo i w lewo. Swiatlo zwykle mozna
traktowac jak wiele fal o polaryzacji liniowej; kazda

z nich za$ mozna traktowac jako sume dwéch fal
spolaryzowanych kotowo w prawo i w lewo.

W Delcie 10/2002 opisany zostal ,pozorny” charakter
zielonego zabarwienia piér ptakow. Zielony kolor jest
wynikiem interferencji $wiatta w elementach struktury
piér, ktére nie zawieraja zadnego zielonego barwnika.
W niniejszym artykule chciatbym przedstawié
analogiczne zjawisko pozornego zabarwienia — tez
zreszta zielonego — wystepujace u pewnego chrzaszcza.

Barwy odgrywaja wielka role w swiecie owadéw.
Dotyczy to zarowno otoczenia, w ktorym kolory niosa
informacje o zyciowym znaczeniu, jak i ubarwienia
samych owadow, ktére réwniez bywa warunkiem
przezycia. Skrzydla motyli, ciala gasienic lub pokrywy
chrzaszczy dostarczaja wielu przykladéw form
zachwycajacych doborem koloréw i ksztaltem rysunku.
Najczesciej wzory te powstaja dzigki obecnosci
barwnikow. Niektore owady zawdzieczaja swoje
zabarwienie innemu zjawisku — interferencji $wiatta

w cienkich przezroczystych blonkach, ktére w réznej
formie obecne sa na powierzchni ciala. Bierze si¢

to stad, ze niektore sposrod fal Swietlnych odbitych
od obu powierzchni btonki wzmacniaja sie, inne zas
ostabiaja. Obserwowane §wiatto ma wiec sktad
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yhienaturalny”, ktéry daje charakterystyczne mieniace
sie zabarwienie.

Tutaj przedstawione jest podobne, lecz bardziej
wyrafinowane zjawisko. Dzigki niemu chrzaszcz

o nazwie kruszczyca zlotawka (Cetonia aurata) jest
zielony ze zlotawym polyskiem (zdjecie 1 na tylnej
okladce). W pokrywie jego skrzydel i pancerza
(réwnie skomplikowanej jak kazda inna tkanka
zywego organizmu) znajduje sie, miedzy innymi,
warstwa o specyficznej strukturze: przy przesuwaniu
sie w glab pancerza obserwujemy, ze kierunek,
wzdluz ktérego utozone sa dlugie molekuty chityny

i bialek, ulega skreceniu w lewo (jak kierunek

desek, z ktérych sporzadzono stopnie kreconych
schodkéw). Skomplikowane oddzialywanie fali $wietlnej
z takim zakreconym osrodkiem jest przyczyna jego
ciekawych wlasnoéci optycznych. Z naturalnego
$wiatla padajacego na pancerzyk chrzaszcza zostaje
wydzielone $wiatlo spolaryzowane kolowo w prawo

i silnie pochloniete w glebszych warstwach. Pozostala
czesé Swiatla — spolaryzowana kolowo w lewo —
zostaje zawr6cona (co okresla sie¢ mianem odbicia
dyfrakcyjnego). Efekt ten jest najsilniejszy dla fal
$wietlnych, ktérych dlugosé jest bliska skokowi
zakreconej struktury (wysokosci ,,pietra” kreconych
schodkéw). U kruszezycy maksymalne dyfrakcyjne
odbicie zachodzi dla Swiatta zielonego. Wtasnie w ten
spos6b uzyskuje ona zielone zabarwienie. Przekonuje
nas o tym zdjecie 2. Przy jego wykonywaniu odbite
zielone $wiatto spolaryzowane kotowo zostato
najpierw zamienione na swiatto spolaryzowane
liniowo (za pomoca plytki z krysztalu kwarcu zwanej
éwiercfaléwka), a nastepnie wygaszone za pomoca
polaryzatora.

Cwieréfaléwka to plytka o odpowiedniej grubosci wycieta

z krysztalu dwéjlomnego, tj. osSrodka, w ktérym fale o réznej
polaryzacji biegna z réznymi predkosciami. Zamienia ona
$wiatto spolaryzowane kotowo na spolaryzowane liniowo

linia $rubowa zostaje ,splaszczona” w sinusoide. Polaryzator
mozna poréwnaé do plotu zbudowanego z pionowych sztachet.
Przez szczeliny miedzy nimi mozna przepchnaé tylko pionowe
tyczki — ukosne i poziome zostang zatrzymane. Odpowiednio
ustawiony polaryzator moze wygasi¢ $wiatto spolaryzowane
liniowo o ,niepasujacym” kierunku wektoréw pola elektrycznego
(,tyczek”).

W ten sposoéb zdjecie to ujawnia, ze pancerzyk
chrzaszcza jest czarny (tj. nie zawiera barwnika, ktéry
pochlanialby tylko czesé widma $wiatla widzialnego).

Opisane zjawisko powstawania mieniacych sie

barw znane jest jako selektywne odbicie Swiatta

i jest charakterystyczna cecha cieklych krysztaléw
cholesterolowych. Kruszczyca nie jest jedynym
chrzaszczem, ktory zawdziecza urode temu efektowi.
Taki sam spos6b powstawania rozmaitych koloréw
—na calym ciele lub tylko na czesci — stwierdzono

u kilkunastu innych gatunkow.



Co udowodnit Manindra Agrawal?

Jerzy BROWKIN

1. Liczbe naturalng n nazywamy pierwsza, jezeli ma dokladnie dwa dzielniki:
11 n. Liczbe naturalna n nazywamy ztozona, jezeli ma co najmniej trzy
dzielniki, tzn. oprécz dzielnikow 1 i n ma jeszcze dzielnik d, gdzie 1 < d < n.
Wtedy réwniez liczba naturalna n/d jest dzielnikem liczby n. Gdyby obie
liczby d i n/d bylty wicksze od v/n, to mielibySmy n =d-n/d > \/n -/n =n,
co daje sprzecznos¢. Zatem kazda liczba zlozona n ma dzielnik wigkszy od 1

i nie przekraczajacy /n .

Jezeli wiec chcemy zbadaé, czy liczba naturalna n jest pierwsza czy zlozona, to
wystarczy dzielié ja przez wszystkie liczby naturalne d, gdzie 1 < d < /n. Jezeli
cho¢ w jednym przypadku dzielenie da si¢ wykonaé¢ bez reszty, to znajdziemy
dzielnik liczby n rézny od 1 i od n, a zatem n jest liczba ztozona. W przeciwnym
razie n jest liczba pierwsza.

Ten algorytm badania pierwszosci liczby naturalnej n jest zbyt pracochtonny,
wymaga bowiem wykonania okolo y/n operacji elementarnych (dzielen).

0Od dawna poszukiwano algorytméw, ktore wymagalyby wykonania znacznie
mniejszej liczby operacji. Historia tych poszukiwan jest diuga, lecz nie bedziemy
jej tu omawia¢. W kazdym razie zaden ze znalezionych algorytméw nie dziatal
istotnie szybciej niz oméwiony wyzej algorytm polegajacy na dzieleniu n przez
wszystkie liczby naturalne nieprzekraczajace /1 .

Przetom nastapil dopiero w roku 2002, gdy Manindra Agrawal i jego uczniowie
— Neeraj Kayal i Nitin Saxena — z Politechniki w Kanpur (Indie) podali
algorytm dla zbadania, czy dana liczba naturalna jest pierwsza czy ztozona,
wymagajacy wykonania znacznie mniejszej liczby operacji. Algorytm ten jest tak
prosty, ze przytoczymy go nizej. Duzo bardziej skomplikowane jest uzasadnienie,
ze jest on poprawny.

2. Algorytm AKS badania, czy liczba n jest pierwsza, czy zlozona.

Krok 1. Badamy, czy istnieja takie liczby naturalne » > 21 s > 2, ze n = r°.
Jezeli TAK, to liczba n jest zlozona, jezeli NIE, to przechodzimy do nastepnego
kroku.

Komentarz. Gdyby n = r*, gdzie r > 2, to n>2°. Stad s < logn/log2. Wystarczy wiec
zbadaé, czy liczba 7 = {/n jest calkowita dla 2 < s < logn/log2. Mamy wiec do zbadania
C1logn liczb, gdzie Cy jest pewna stala.
Krok 2. Bierzemy liczbe r = 2 i badamy, czy r dzieli n. Jezeli TAK, to n jest
liczba zlozona, gdy r jest mniejsze od n, i jest liczba pierwsza, gdy r = n.
Jezeli NIE, to badamy, czy
1) liczba r — 1 ma ,duzy” dzielnik pierwszy g, tzn. spelniajacy nieréwnosé

q > 4+/r logn.
2) liczba n("=1/4 — 1 jest podzielna przez 7.

Jezeli 1) lub 2) nie zachodzi, to jako r bierzemy nastepna liczbe pierwsza
i postepujemy analogicznie.
Komentarz. Wiadomo, ze istnieje taka stala Ca, ze dla pewnej liczby pierwszej
r < C2(logn)® zachodzi 1) i 2).
W kroku 2 badamy wiec co najwyzej Ca(logn)® liczb r i albo jedna z nich dzieli n
(wtedy liczba n jest zlozona), albo znajdziemy liczbe pierwsza r spelniajaca 1) i 2).
Krok 3. Mamy liczbe pierwsza r spelniajaca warunki 1) i 2). Dla kazdego a,
gdzie 1 < a < 24/7 logn, dzielimy wielomian
(X —a)"— X" —a przez X" — 1.
Jezeli za kazdym razem reszta z tego dzielenia jest wielomianem o wszystkich

wspblezynnikach podzielnych przez n, to liczba n jest pierwsza. W przeciwnym
razie jest ona zlozona.

Komentarz. Jak wiemy, 7 < C2(logn)%, zatem liczba wielomianéw rozpatrywanych w kroku 3
nie przekracza 2,/r logn < 2v/C3 (logn)* = C3(logn)?, gdzie C5 jest pewna stala.
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Zadania

Wobec tego w calym algorytmie liczba operacji elementarnych wykonanych
na liczbach lub wielomianach nie przekracza

Cilogn + Cy(logn)® + Cs(logn)?t.
To wyrazenie jest pewnym wielomianem od logn, méwimy wiec, ze algorytm
AKS dziala w czasie wielomianowym.
Algorytm oméwiony na poczatku wymagal wykonania y/n operacji. Poniewaz

I = nl/? = gllegn)/(2log2) _ (21/(210g2))

jest funkcja wykladnicza od logn, wigc mowimy, ze ten algorytm dziala w czasie
wykladniczym.

logn

Funkcja wykladnicza rosnie duzo szybciej niz funkcja wielomianowa.
Zatem dla dostatecznie duzych n algorytm AKS dziata duzo szybciej niz
algorytm oméwiony na poczatku.

Istotnie nowym pomystem w algorytmie AKS jest Krok 3. Niestety, trudno

to zilustrowaé na prostym przyktadzie, poniewaz dla zbadania, czy ,mata”

liczba n (powiedzmy, mniejsza niz 10%) jest pierwsza, wystarczy zastosowaé tylko
pierwsze dwa kroki tego algorytmu.

Doktadniejsze informacje o omawianych tu sprawach mozna znalez¢ w Internecie
pod adresem: http://www.cse.iitk.ac.in

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 597. Wykonano kondensator zlozony z dwoch uktadéw plaszczyzn
przewodzacych (rysunek obok). Zaniedbujac efekty brzegowe, znalezé pojemnosé
tego kondensatora. Odlegtos¢ miedzy plaszczyznami jednego ukladu jest
jednakowa i réwna 2d, a liczba plaszczyzn wynosi 2n.

Rozwiazanie na str. 5

F 598. Jedna plaszczyzne nienaladowanego kondensatora o pojemnosci C'
uziemiono, a druga polaczono dlugim cienkim przewodem ze znajdujaca si¢

w duzej odlegloéci przewodzaca kula o promieniu r i tadunku ¢g. Jaki tadunek
zostanie na kuli?

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

W ponizszych grach uczestniczy dwoje zawodnikéw: Alicja i Bartek. Gracze
wykonuja posunigcia na przemian. Gre zaczyna Alicja. Przegrywa ten, kto nie
moze wykona¢ ruchu zgodnego z regutami gry.

M 1027. Na stole lezy n cukierkow. W kazdym ruchu gracz musi zje$¢ mniej
niz polowe pozostalych na stole cukierkéw, ale co najmniej jeden. Na przyktad,
dla n = 3 w pierwszym ruchu Alicja musi zjes¢ 1 cukierek, po czym Bartek

nie ma ruchu. Wyznaczyé n € N, dla ktérych Alicja ma strategie wygrywajaca.
Rozwiazanie na str. 5

M 1028. Na stole leza dwie grupy ztozone odpowiednio z m i n zetonéw

(m,n > 1). W pojedynczym ruchu gracz wybiera grupe, a zetony wybranej
grupy wyrzuca do kosza. Druga grupe dzieli na dwie nowe grupy (po co najmniej
jednym zetonie). Dla jakich (m,n) Bartek ma strategie wygrywajaca?
Rozwiazanie na str. 6

M 1029. Na poczatku na tablicy napisana jest liczba naturalna n > 2.
Posuniecie gracza polega na zastapieniu napisanej na tablicy liczby £ liczba
k — d, gdzie d jest dzielnikiem k oraz 1 < d < k. Wyznaczy¢ n, przy ktorych
Alicja ma strategie wygrywajaca.

Rozwiazanie na str. 16
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Twierdzenie Du Faya

Du Fay byl matematykiem francuskim zyjacym

w pierwszej polowie XVIII wieku. Wykazal on, ze:
réznica pdl pieciokatéw foremnych ABCDE

i AB'C'D'E’' — opisanego i wpisanego w ten sam
okrag — réwna sie polu pieciokgta foremnego
wpisanego w okrag o $rednicy réwnej bokowi
AB pieciokata opisanego.

Tlustruje to rysunek 1: pola zaznaczone kolorem sa
réwne (zapiszmy to Ps = ps).

Rys. 1. Illustracja twierdzenia, gdy n = 5.

Okazuje sie, ze twierdzenie to jest prawdziwe

w przypadku dowolnego n-kata, a nie tylko gdy

n = 5. Oznaczmy przez P,, pole figury z lewej strony
powyzszego rysunku, gdy pieciokat zastapimy n-katem
(a przez p, — pole figury z prawej strony).

Aby sie przekonaé¢ o prawdziwosci twierdzenia, nalezy
obliczy¢ pola n-katéow opisanego i wpisanego w dany
okrag o promieniu r.

Pierwsze z nich jest réwne Fy = nr? tg(n/n), a drugie
Fy = 1/2nr?sin(27/n),
P —F _Fy— nr?(sin/n)3
cosm/n

Natomiast p,, obliczymy stosujac wzér na Fy przy
promieniu R = rtg(mw/n), bo taki jest wzdér na poldéwke
boku n-kata foremnego opisanego na okregu

o promieniu r. Przekonamy sie, ze P, = p,,.

Zauwazmy tez, ze lim P, = 0, a przy duzych n
P, ~ [r3r?] /n?.

Dowd6d Du Faya dla pieciokata jest czysto
geometryczny. Wystarczy bowiem ,mala modyfikacja”
rysunku 1, polegajaca na tym, ze figure z prawej
strony przesuniemy tak, by odcinek C'D byl érednica
(przesunigtego okregu).

Czworokat
E'CA'U jest
rombem. Mamy
bowiem: E'C =
=CA =AU =mry
(jest to promien
okregu, w ktory
wpisaliSmy
pieciokat CRSTU,
a zarazem polowa

Rys. 2 boku CD)
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Ponadto, co ma kluczowe znaczenie, odcinki E'C’
i UA’ sa réwnolegle. Bowiem suma miar katéw E'C A’
i1 CA'U jest réwna:
3 1
(%) =7 + : 2 =m.
Przekatne kazdego rombu dziela go na 4 przystajace
trojkaty prostokatne, zatem pola tréjkatéw E'C A’
i CA'U sa réwne, tj. Ps = ps. To rozumowanie
mozna ,uratowa¢” w przypadku dowolnego n-kata:
w réwnaniu (x) mamy wtedy 7[(n — 2)/n] 4+ 27/n = 7.

Jest jeszcze jedna interpretacja tego twierdzenia.
7 wierzchotkéw pieciokata wpisanego prowadzimy
proste prostopadte do bokéw pieciokata opisanego:
A'J B'K,C'L,D'M,E'N.

Utworza one
pieciokat foremny
(na rysunku 3
ZazZNaczony

na szaro), ktérego
pole jest réwne
polu figury
kolorowej na tym
rysunku, tj. Ps.
Ze srodka O
opuszczamy
prostopadte
0SioOwW

do odcinkéw E'N i E'A’. Powstaje prostokat OSE'W,
tj. OS = A’E’/2. Ten odcinek (OS) jest réwny
wysokosci tréjkata A’UC z rysunku 2 poprowadzonej
z wierzcholka A’.

Rys. 3

Mozemy sobie teraz rozwazy¢ sytuacje odwrotna.
Mianowicie taka, ze wezmiemy kolo opisane i wpisane
w ustalony pieciokat foremny. Spéjrzmy na ponizszy
rysunek.

Rys. 4

Niech OA bedzie promieniem kota opisanego, OF —
promieniem kola wpisanego. Twierdzenie Pitagorasa
daje: OA% = OF? + AF? = OF? + AB? /4. Stad:
7(0OA% — OF?) = 1AB? /4, to znaczy, ze réznica pol
kota opisanego i wpisanego w pieciokat foremny
réwna sie polu kota o $rednicy réwnej bokowi
tegoz pieciokata. Pozostaje to prawda w przypadku
dowolnego n-kata foremnego.



Rozwigzanie zadania F 597.

Niech liczba plaszczyzn wynosi i = 4,
wtedy C' = 3e0S/d (trzy réwnolegte
kondensatory). Analogicznie dla ¢ = 6:
C = 5Cy, gdzie Cy = €0 S/d itd. Zatem,
dla 2n ptlaszczyzn:

C=2n—-1)Co = (2n —1)goS/d.

Rozwigzanie zadania M 1027.
Niech A bedzie zbiorem tych n € N, dla

ktérych Alicja ma strategie wygrywajaca.
Niech B = N\ A. Wykazemy indukcyjnie,

ze B = {Qk :k=0,1,2,...}. Latwo
zauwazy¢, ze 1,2 € B. Zakladamy, ze

{1,2,....n—=1}NB =

={2":k=0,1,2,..., 2" < n}.

Jesli n = 2™ dla pewnego m, to

po pierwszym ruchu Alicji pozostanie

na stole wigcej niz 2™~ i mniej niz 2™
cukierkéw. Z zalozenia indukcyjnego

w tym momencie istnieje strategia
wygrywajaca dla rozpoczynajacego, czyli
dla Bartka. Zatem 2™ € B.

Jesli n nie jest powyzszej postaci, to
n=2"4+k k< 5. Woéwcezas Alicja
w pierwszym ruchu moze zjesé k
cukierkéw, pozostawiajac Bartka z 2™
cukierkami w sytuacji przegranej.
Zatem n € A.

O wygladzie cial w ruchu

Andrzej NOWOJEWSKI, Jakub KALLAS,
Andrzej DRAGAN

Szczegdlna teoria wzglednosci dostarcza swoim adeptom niezwyklych wrazen.
Pierwsza reakcja jest jednak zawsze zdziwienie. Tempo uplywu czasu jest
wzgledne? Rozmiary ruchomych obiektéw zaleza od obserwatora? Nonsens!

A jednak tak wtasnie jest i nasz zdrowy rozsadek okazuje si¢ by¢ ztym doradca.
Watpliwosci nie ma tylko co do jednej rzeczy: teoria wzglednosci jest niezwykle
ciekawa 1 wzbudza zainteresowanie nie tylko fizykéw, ale takze amatoréw

i kibicow nauki.

Aby przyblizy¢ te wspaniala teorie szerszemu gronu, napisano wiele ksiazek
popularnonaukowych, a wéréd nich, jako jedna z pierwszych, urocza ksiazeczke
laureata Nagrody Nobla, George’a Gamowa ,,Pan Tompkins w Krainie Czarow”.
Jej tytulowy bohater przenosi sie we $nie do swiata, w ktérym predkosé $wiatla
jest niewiele wieksza od predkosci pedzacego rowerzysty i gdzie wszystkie
niestychane relatywistyczne zjawiska sa na porzadku dziennym. Pan Tompkins
na wlasne oczy moze przekonaé sig, ze jadacy rower jest krétszy, a zegarek

na rece rowerzysty chodzi wolniej. Dzieki wizycie w ,,Krainie Czaréw” Pan
Tompkins (wraz z Czytelnikiem) zamiast studiowaé trudne podreczniki

moze na wlasnej skorze przekonaé sie na czym polega teoria wzgledno$ci.
Lektura ksiazeczki Gamowa bytaby swietnym sposobem na wyobrazenie
relatywistycznego Swiata, gdyby nie jeden drobny szczegdl, o ktérym autor
celowo, badz przypadkiem zapomnial. .. Otéz Pan Tompkins podrézujac po
Krainie Czaréw stwierdza, ze wszystkie ruchome przedmioty skracaja sie

w kierunku ruchu. I jest tak w rzeczywistosci, np. jadacy rower jest zawsze
krétszy o czynnik /1 — (v/c)?, gdzie v jest predkodcia roweru, a ¢ predkoscia
Swiatta. Nie oznacza to jednak wcale, ze rower bedzie wygladal na krétszy!

Nic podobnego! Zapewne brzmi to nieco od rzeczy, ale wezmy pod uwage

fakt, Ze obraz roweru jest tworzony przez $wiatlo docierajace do obserwatora
zawsze 7z pewnym opoOznieniem. Jesli zatem sam rower porusza sie z predkoscia
poréwnywalna z c, to gdy Swiatto dotrze do oka Pana Tompkinsa, rower

w miedzyczasie zdazy sie nieco przesunaé (dokladnie ten sam efekt mozemy
stwierdzi¢ styszac lecacy odrzutowiec: dzwigk nie dochodzi z miejsca, w ktérym
on sie znajduje). Jednakze pozorne ,przesunigcie” ruchomego obiektu to

nie wszystko. Jesli przejezdza on dostatecznie blisko, to czas potrzebny

na dotarcie $wiatla z réznych jego cze$ci do oka obserwatora moze by¢ istotnie
rozny. Oznacza to, ze na fotografii jadacego roweru swiatlo docierajace

do kliszy z przedniego kota musiato by¢ wyemitowane w innej chwili niz
Swiatto z tylnego kota! Ta rozbiezno$¢ staje si¢ oczywiscie tym wigksza im
szybciej porusza sie rower. W przypadku Krainy Czaréw, w ktérej rowery
poruszaja sie z predkosciami niemal réwnymi tamtejszemu c, efekt ten zaczyna
odgrywaé kluczowa role i obraz roweru powinien sta¢ sie w niezwykty sposéb
znieksztalcony. ChcielibySmy teraz pokazaé¢, w jaki sposéb mozna nauczy¢ sie
rysowac obiekty w relatywistycznym ruchu, oczywiscie na przyktadzie roweru.
Skupmy sie dla uproszczenia na obiektach plaskich poruszajacych sie w swojej
plaszczyznie. Plaska krzywa mozemy opisaé¢ za pomoca réwnania postaci

(1) F(z,y) =0,

gdzie F jest pewna funkcja dwéch zmiennych. Na przyktad okrag o promieniu
R i érodku w poczatku ukladu wspolrzednych jest opisany rownaniem

22 +y? — R? = 0. Rozwazajac zatem pewien obiekt, ktérego kontur jest opisany
w spoczynku réwnaniem (1), mozemy latwo powiedzieé¢ jaki bedzie rzeczywisty
ksztalt tego obiektu, jesli bedzie sie on poruszaé z predkoscia v wzdluz osi
OX. Wystarczy w tym celu przeksztalci¢ wspolrzedne zgodnie z transformacja
Lorentza:

(2)

xr — vt

V1= (v/c)?

€T —
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Rozwigzanie zadania M 1028.

Niech A bedzie zbiorem wszystkich

par (m,n), m,n € N, dla ktérych
istnieje strategia wygrywajaca dla Alicji.
Wykazemy przez indukcj¢ wzgledem

m + n, ze

(m,n) € A < 2|m-n.

Oczywiscie (1,1) € A. Rozwazmy
najpierw przypadek, kiedy na stole sa
grupy po m i n zetonéw i 2| m. Jesli
Alicja odrzuci grupe z n zetonami,

a druga podzieli na grupy liczebnosci 1
im — 1, to poniewaz 2 1 - (m — 1),
przy inteligentnej grze Alicji, na mocy
zalozenia indukcyjnego, przegra Bartek.
Zatem (m,n) € A.

Jesli 21 mn, to przy dowolnym ruchu
Alicji powstanie grupa skladajaca sig
z parzystej liczby zetonéw. Wowczas
wygra Bartek.

CE"

o ] >
I to jest
cala filozofia!
Otrzymamy P S

wowcCzas nowy,

ruchomy kontur,

ktory w dowolnej

chwili ¢ opisany jest

roéwnaniem == )

3) F(Lvty) o

V1= (v/c)?
W przypadku okregu
dostalibysmy elipse poruszajaca == ) O
sie¢ wzdluz osi OX i splaszczona
w kierunku ruchu o odpowiedni
czynnik. W ksiazeczce George’a
Gamowa, Pan Tompkins ,widzial”
ruchome obiekty, ktorych ksztatty
opisywane byty wlaénie réwnaniami
postaci (3), czyli bez zadnych znieksztalcen,
ktére w rzeczywisto$ci musialyby sie pojawic.
Postaramy sie teraz odpowiedzie¢ na pytanie,
jak owe znieksztalcenia naprawde wygladaja.

Najlatwiej bedzie rozwazy¢ fotografie
poruszajacego sie obiektu, wykonang aparatem
umieszczonym w pewnej odleglosci d od plaszczyzny

ruchu i zwréconym w jej kierunku. Niech aparat

znajduje sie¢ w punkcie z = y = z = 0, a plaszczyzna
opisana bedzie réwnaniem z = d. Poniewaz swiatlo
porusza sie zawsze z predkoscia ¢ niezalezna od ruchu

zrodla lub obserwatora, to jesli po wyemitowaniu przez
obiekt w chwili ¢ i w punkcie (z,y, z), dotarto do aparatu
w chwili tops, musi by¢ spelniony zwiazek:

(4) c(tobs — t) = Va2 +y% + 22

Jedli zatem fotografie wykonano w ustalonej chwili ¢,ps,

to rozwiazujac uklad réwnan (3) i (4) mozemy znalezé punkty, E g

z ktorych swiatto dotarto do aparatu. Najlepiej pozby¢ sie z réwnan
czasu t, ktéry nas nie interesuje. Wyznaczajac t z réwnania (4)

i wstawiajac do (3) dostajemy nowe réwnanie, ktérego wlasnie
szukaliSmy:

(sc(v/c) (ctons — 27+ g2+ 22) )
(5) a v =0

1—(v/c)?

Roéwnanie to opisuje zarejestrowany przez aparat fotograficzny kontur
poruszajacego sie ciala, ktérego ksztalt w spoczynku zadany jest réwnaniem (1).
Wystepuje tu dodatkowy parametr ¢, opisujacy moment wykonania zdjecia,
ktéry mozemy wybraé¢ dowolnie. Postugujac sie analogiczng metoda, mozna

bez trudu uogdlni¢ powyzszy wynik na ruch cial tréjwymiarowych, my jednak
pozostaniemy przy najprostszym przypadku, zeby pokazaé jak interesujace
rzeczy wynikaja z otrzymanego réwnania. Przykladowy kontur przedstawiajacy
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Rozwigzanie zadania F 598.

Potencjaly kuli i polaczonej z nim
powierzchni sg jednakowe, a potencjal
uziemionej plaszczyzny jest rowny zeru.
Poniewaz potencjal punktu lezacego

w nieskonczonoéci jest réwny zeru,

a za taki mozna z warunkéw zadania
uwazaé¢ dana kule, okazuje sie, ze kule

i kondensator mozna uwazac za polaczone

réwnolegle:

stad

9  qo—¢q
dmegr c

q=

g0
1+ C/(4meor)”

nieruchomy rower znajduje si¢ na rysunku w lewym rogu. Zauwazmy, ze obraz
roweru jest wyjatkowo prosty do przeanalizowania, ze wzgledu na to, ze sktada
sie wylacznie z odcinkéw i okregdéw, opisywanych elementarnymi réwnaniami.
Dlatego postugujac sie réwnaniem (5) mozemy przeanalizowaé wyglad kazdego
z tych elementéw osobno, a nastepnie zlozyé otrzymane ksztalty w jedna calosé.

Numeryczne rozwiazania tego réwnania ukazane sa jako seria rysunkow. Sa to
Hfotografie” roweru jadacego z predkoscia v = 0,8 ¢, wykonane z odleglosci
od plaszczyzny ruchu réownej srednicy kota roweru w kilku rownych odstepach
czasu. Przyznacie, ze zdjecia sa niezwykle zaskakujace! Na trzecim od gory
zdjeciu, $rodek przedniego kola akurat mijal obserwatora. Wezedniejsze zdjecia
ukazuja jak tylna wigksza czeé¢ roweru zbliza sie, podczas gdy na kolejnych
przednie fragmenty roweru juz sie oddalaja od aparatu. Jak wida¢ szybko
poruszajacy sie rower wydaje sie by¢ wydluzony, gdy sie do nas zbliza, skrécony
za$, gdy oddala. Skrocenie rozmiar6w roweru nastepuje w poblizu aparatu i jest
tym szybsze, im blizej jest dany fragment. Wlasnie dlatego kola maja przez
kilka chwil ksztalt rogalika. Srodek kola jest blizej nas i szybciej sie skraca
niz pozostale fragmenty. Efekt ten przypomina nieco akustyczne zjawisko
Dopplera, znane na przyklad z gwaltownego obnizenia wysokosci dzwieku
przejezdzajacej na sygnale karetki. W naszym relatywistycznym przypadku
jest podobnie: przejezdzajaca karetka ulegtaby pozornie gwaltownemu
skroceniu i spowolnieniu. Na serii ,zdje¢” mozemy zobaczy¢ takze inne ciekawe
zjawisko. Otéz rower zblizajacy sie do nas (taki jakim go widzimy) porusza sie
znacznie szybciej niz oddalajacy. Mijajac aparat z pozoru gwaltownie zwalnia,
mimo ze rzeczywisty rower porusza sie bez przyspieszenia. Dlaczego tak sie
dzieje? Rozwazmy pewien punkt zblizajacego sie¢ do nas roweru. W chwili ¢,
z punktu A (patrz rysunek ponizej) zostaje wyslany foton, ktéry dociera do
obserwatora O w chwili ¢;, pokonujac droge c(t, — t,). W chwili ¢, punkt bedac
w polozeniu B (po przebyciu drogi v(t, — t,)) wysyla do obserwatora kolejny
foton, ktéry rejestrowany jest w chwili ¢.. Foton przebyl droge c(t. — t). Zatem
wedlug obserwatora rozwazany punkt w chwili ¢, znajdowal sie w polozeniu A,
za$ w chwili ¢, byl w B. Obserwowana predkos¢ punktu u jest wiec réwna
stosunkowi pokonanej przez niego pozornie drogi do czasu, w ktorym to sie
odbyto:

Gdy punkt sie
Avitb—td) B A v(ts—ta) B do nas zbliza
C(tb — ta) > C(tC — tb)

O/e;
o - (patrz rysunek),
Z wiec u > v.
zblizanie (0] (0] oddalanie ;Ynﬁ:tz };iagguﬁfsdgd dala,
o(ty — tq) analogicznie mamy
T e —ty) c(ty —ta) < c(te —tp),

wiec u < v.

Dzigki $cidlejszej analizie tego zjawiska dowiadujemy sie, ze predkos¢ pozorna
ciala poruszajacego sie z predkoscia ¢/2 jest wigksza od ¢, gdy sie do nas zbliza!
Z kolei w przypadku oddalania si¢ od nas predkos$¢ pozorna nigdy nie przekroczy
predkoéci $wiatta.

Na podstawie rysunkéw mozemy sie zatem przekonaé, ze Pan Tompkins
obserwujac mijajacy go rower, stwierdziltby, ze najpierw rower wydaje si¢
nienaturalnie wydluzony i zbliza sie szybciej niz w rzeczywistosci, a nastepnie,
w momencie mijania, rower nagle wydaje sie wyhamowywac i skraca¢ wzdluz
kierunku ruchu, zupelnie jak gdyby byl wykonany z gumy! Musimy oczywiscie
pamietad, ze jest to jedynie pozorny obraz, a w rzeczywistosci rower caly

czas jest lorentzowsko skrocony i porusza sie ze stala predkoscia. Te ciekawe
wnioski dotycza oczywiscie nie tylko roweréw, ale wszystkich cial bedacych

w relatywistycznym ruchu. Dlatego mozemy si¢ domyslaé, ze Kraina Czarow,
ktéra odwiedzil Pan Tompkins musi by¢ jeszcze niezwyklejsza, niz przedstawil to
George Gamow.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Wszyscy chyba pamigtamy rysunki weza boa zamknigtego
i otwartego oraz rysunek baranka, ktory zadowolit Matego
Ksiecia:

— Ca c’est la caisse. Le mouton
que tu veuz est dedans.’

Rysunek w prawym dolnym rogu tej strony jest podobny
do rysunku ,zamknietego weza boa”. Nie wszyscy widza,
ze zawiera on ,wieksza polowe” naszej wiedzy na temat
ewolucji Wszech$wiata. A wydaje sie, ze wiemy catkiem
duzo i to do$¢ zaskakujacych rzeczy.

Wykres ten zostal przygotowany przez zespét
eksperymentu Wilkinson Microwave Anisotropy Probe
(WMAP) [1] dzialajacego w ramach NASA. Eksperyment
ten polega na mierzeniu anizotropii reliktowego
promieniowania tta za pomoca instrumentu umieszczonego
w cieniu Ziemi (w punkcie Lagrange’a L2).

O wynikach tego eksperymentu byto dosé¢ glosno w marcu
tego roku. Na pierwszych stronach wielu gazet pojawita sie¢
zielono-niebieska mapa anizotropii. Wszyscy dowiedzieli sie
nie tylko, co to jest promieniowanie reliktowe, jak i kiedy
je odkryto, ale przed wszystkim, ze Wszechdwiat w ¢wierci
wypelniony jest nieznanej natury ciemng materia, w az
70% jeszcze bardziej tajemnicza ciemng energia, a zaledwie
kilka procent stanowi znana nam materia, nazywana przez
kosmologéw materia barionows.

»Wszystko to i wiecej jeszcze” w zasadzie wynika

z zamieszczonego wykresu, a doktadniej z dopasowania tej
kolorowej krzywej do punktéw doswiadczalnych, gdyz jej
przebieg zalezy od parametréow ewolucji Wszechswiata.

Sprébujmy tego ,zamknietego weza” troche otworzy¢.
Mozna powiedzieé, ze punkty doswiadczalne odpowiadaja
zmierzonym wartosciom stopnia korelacji temperatury
promieniowania reliktowego dla danej odleglosci katowej.
Im wiecej dla danego ,rozstawu cyrkla” znajdziemy

par kierunkéw wykazujacych odchylenie temperatury

w te samg strone, tym wyzej ,wzniesie sie” dany punkt
doswiadczalny. Rozklad ptaski odpowiadalby niezaleznosci
korelacji od skali. Jest on taki dla ,rozstawéw” wiekszych
od okoto 10° (czyli na lewo od gtéwnego maksimum), co

doktadnie zmierzyt eksperyment COBE ponad 10 lat temu.

Od tamtego czasu rozpoczeto poszukiwania pokazanej
na wykresie, a wczedniej przewidywanej, struktury
maksiméw dla mniejszych skal katowych.

Wyglad tej struktury zalezy wlasnie od parametréw
kosmologicznych. Bardzo wiele eksperymentdéw
stacjonarnych i balonowych przeprowadzono w ostatnich
latach. Trzeba wspomnieé¢ przynajmniej eksperymenty
ACBAR i CBI, ktére sa w stanie mierzy¢ skale katowe
mniejsze niz WMAP. Czesé wynikéow tych zespolow jest
pokazana na wykresie (calo$¢ wychodzi poza skale rysunku
z prawej strony). Wszystkich przebil jednak WMAP dzigki
bardzo dobrej doktadno$ci pomiaru pierwszych dwoch
maksimoéw.

Dlaczego jednak ma to tak wielkie znaczenie?

Prezentowany wykres jest obrazem tlumionej fali
akustycznej uchwyconej w momencie rekombinacji plazmy
w neutralne atomy. Zdarzyto sie to niecalte 400 k lat

po Wielkim Wybuchu i spowodowato przezroczystosé
Wszechéwiata dla fotonéw, ktére teraz, ostygniete

do okoto 2,7 K, obserwujemy. Nie jest mozliwe niezalezne
przypisanie okreslonej zmiany ksztaltu funkcji na
prezentowanym wykresie konkretnemu parametrowi
kosmologicznemu. Mocno upraszczajac, mozna jednak
powiedzieé, ze polozenie pierwszego maksimum pozwala
na powigzanie wieku Wszech$wiata, tempa jego

ekspansji i krzywizny (od krzywizny zalezy suma katéw

w trojkatach) z gestoscia materii, od ktoérej zalezy réwniez
wysokos¢ maksimum, a sposéb ttumienia kolejnych
oscylacji jest zwiazany ze skladem materii [1].

Otrzymywane wyniki sugeruja, ze krzywizna jest zerowa,
ale materii jest za malo, zeby to osiggnaé — potrzebne
jest ujemne cisnienie samej przestrzeni, czyli ciemna
energia. Wyniki te sg zgodne z pomiarami statej Hubble’a
za pomocy teleskopu HST, obserwacja przyspieszajacej
ekspansji Wszechswiata za pomoca supernowych

typu la i analizg przestrzennego rozktadu galaktyk.
Dodanie ktérejkolwiek z tych trzech informacji pozwala
na stwierdzenie, ze gesto$¢ energii we Wszechdwiecie

jest z doktadnoscia do 3 % réwna gestosci krytycznej,

a to pociaga za soba stwierdzenie, ze ciemna energia
stanowi 73 £ 4 % energetycznego bilansu Wszech§wiata.
Zwyklej materii jest tylko 4,4 + 0,4 %, a reszt¢ powinna
stanowi¢ zimna ciemna materia, czyli materia w postaci
nieodkrytych jeszcze masywnych czastek.

Bedzie mozna to samemu sprawdzi¢, gdyz wszystkie
dane WMAPa maja by¢ publicznie dostepne [2]. Kazdy
(z odpowiednia wiedza — to nie takie proste) bedzie mogt
w ofiarowanej skrzynce poszukaé ukrywajacego sie w niej
baranka.

Piotr ZALEWSKI

T,,To jest skrzynka. Baranek, ktorego chcesz, jest w §rodku.” Antoine
de Saint Exupéry, Le petit prince.

[1] http://map.gsfc.nasa.gov
[2] http://lambda.gsfc.nasa.gov
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Granica

Sir Arthur Eddington (1882-1944) byl wybitnym astrofizykiem pierwszej potowy

XX wieku. Jednym z bardziej znanych wynikow jego prac jest stwierdzenie

Eddingtona

roli, jaka w masywnych gwiazdach spelnia cisnienie promieniowania. Dlatego

krytyczna jasnosé gwiazdy, przy ktérej gradient cisnienia promieniowania

Marcin KIRAGA

rownowazy sile przyciagania grawitacyjnego, nazywamy dzis$ jasno$cia

Eddingtona Lg. Dla sferycznie symetrycznej gwiazdy o masie M wynosi ona

L =4nGMc/k,

gdzie G jest stala prawitacji, ¢ predkoscia $wiatla, a k srednim wspotczynnikiem
pochlaniania promieniowania na jednostke masy. Zatem w zaleznosci od masy,
sktadu chemicznego, temperatury i gestoéci warstw powierzchniowych

kazda gwiazda ma swoja wlasna warto$¢ jasnosci Eddingtona. Warto jednak
oceni¢ jej gorne ograniczenie, ktére bedzie dotyczyto gwiazd goracych.

Otéz wspdlezynnik pochlaniania x jest najmniejszy, gdy osrodek jest catkowicie
zjonizowany, a promieniowanie jest rozpraszane na swobodnych elektronach.

W dodatku w tej sytuacji warto$é¢ wspotczynnika pochlaniania nie zalezy

ona

Przy temperaturze wynoszacej kilkanascie tysiecy
kelwinéw materia gwiazdy nie jest calkowicie
zjonizowana, wiec jej nieprzezroczystosé k jest
wigksza niz u gwiazd goretszych. Dlatego wsréd
gwiazd chlodniejszych od 10 000 K nie ma gwiazd

o bardzo wysokiej jasnosci (jest to tzw. granica
Humphreysa—Davidsona). Najmasywniejsze

gorace gwiazdy, opuszczajac w wyniku ewolucji

ciag gléowny, nie moga — peczniejac — znacznie
obnizy¢ swojej temperatury powierzchniowej, bo
towarzyszylby temu wzrost nieprzezroczystosci, a tym
samym mozliwos¢ osiggniecia granicy Eddingtona.
Dlatego tez czerwonym nadolbrzymem moze stac sie
gwiazda o masie nieprzekraczajacej okoto 30 mas
Slofica. Bardzo jasne (masywne) gwiazdy o niskich
temperaturach obserwuje sie wyjatkowo, a osiagniecie
przez nie granicy Eddingtona zawsze moze zaowocowad
niestabilno$cia warstw zewnetrznych i znaczna utrata
masy (co prawdopodobnie obserwujemy w erupcjach
bardzo jasnych i goracych gwiazd zmiennych).

Jasne gwiazdy traca jednak znaczna cze$¢ swojej
masy na skutek wiatru napedzanego przez ich
promieniowanie, nawet jezeli ich jasno$¢ jest

znacznie ponizej jasnosci Eddingtona. Wynika

to z obecnosci w ich atmosferach czeéciowo
zjonizowanych pierwiastkéw odpowiedzialnych za
wysoka nieprzezroczysto$é. Przyktadem takich gwiazd
o jasnosci bliskiej krytycznej i o szczegdlnie silnych
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od dlugodci fali (taki osrodek nazywany jest szarym). W przyblizeniu wynosi

k=0,2(14 X) cm?/g,

gdzie X oznacza wagowa zawarto$¢ wodoru w materii gwiazdy. Maksymalna
jasnosé Eddingtona, wyrazona w jasnosciach i masach Stonica przy typowym
X = 0,7, wynosi wtedy

M
©

Jak wida¢, Slonce jest obecnie daleko od granicy Eddingtona. Sa jednak
gwiazdy, ktérych duza jasnos¢ powoduje klopoty ze stabilnoscia zewnetrznych
warstw. Na przyklad, jasnos¢ gwiazd ciagu glownego silnie zalezy od ich mas
i gwiazda o masie 100 mas Slonica powinna mie¢ juz jasnos$¢ bliska jasnosci
Eddingtona, czyli kilka milionéw razy wieksza niz Stonce.

wiatrach gwiazdowych sa gwiazdy Wolfa—Rayeta,
ktore powstaja w wyniku ewolucji najmasywniejszych
gwiazd ciagu gléwnego.

A co z naszym Stoncem? Obecnie jego wlasne
promieniowanie nie ma praktycznie zadnego wplywu
na utrate masy (wiatr stoneczny pochodzi z goracej
korony), ale na ostatnim etapie ewolucji bedzie jednym
z decydujacych czynnikéw. Rozmiary fotosfery Stonca
i jego jasnosé stana sie — odpowiednio — kilkaset

i kilka tysiecy razy wieksze niz obecnie. Jasnos¢
bedzie stanowila okolo 10% maksymalnej jasnosci
Eddingtona, ale w okresie kilkudziesigciu tysiecy lat
rozlegla otoczka zostanie rozproszona. Odsloniete
jadro bedzie przez nastepne kilkanascie tysiecy lat
oswietlalo rozszerzajaca sie mglawice planetarna

i stanie si¢ typowym bialym kartem.

Pojecie jasnosci Eddingtona stosuje si¢ rowniez

do obiektow, ktére swoja energie promieniowania
czerpia z akrecji materii. W przypadku czarnych
dziur niemajacych powierzchni, w ktéra moze uderzy¢
opadajaca materia, sferycznie symetryczna akrecja
zawsze bedzie dawala jasnos$¢ znacznie mniejsza

od Lg. Ale w przypadku istnienia dysku akrecyjnego
mozliwe jest przekroczenie jasnosci Eddingtona.
Mianowicie materia moze splywaé w ptaszczyznie
réwnikowej i byé wyrzucana (na skutek pochlaniania
promieniowania i innych czynnikéw) z obszaru
centralnego w kierunku do niej prostopadtym.



Granica Roche’a

Na stronie Ziemi zwréconej do Ksiezyca ocean podnosi sie (nastepuje przyplyw),
poniewaz Ksiezyc przyciaga silniej wode niz wnetrze Ziemi. Woda jest tu
wszak o 6370 km blizej Ksiezyca niz $rodek Ziemi. Na stronie przeciwnej
wnetrze Ziemi jest przyciagane silniej niz oceaniczna woda, dlatego tam
rowniez ocean podnosi sie. Nietrudno jest oszacowac réznice przyspieszen
grawitacyjnych bedaca przyczyna tego zjawiska. Jezeli przez R oznaczymy
promien Ziemi, a odleglo$é Ksiezyca (duza w poréwnaniu z promieniem Ziemi)
przez r = 3,84 - 103 m, to réznica ta w przyblizeniu wyniesie
1 1 R

Aa =GM [m — 7“2] ~ 2GM7“_3’
gdzie G to stala grawitacji, a M = 7,35 - 10?2 kg to masa Ksiezyca.
Podstawiwszy wartosei liczbowe stwierdzamy, ze réznica ta (czyli ,przyspieszenie
pltywowe”) jest rzedu 1 um/s?. A wiec mala, ale widocznie wystarczajaca, by
oceany podnosily sie o kilka metrow.

Ale nie o to chodzi. Jasne, ze gdyby Ksiezyc byl plynny, to Ziemia
powodowataby jego ptywy, i to znacznie silniejsze, gdyz ma znacznie wicksza
mase. Widzimy tez, ze przyspieszenie plywowe jest tym wigksze, im blizej
znajduje si¢ cialo powodujace pltywy — jest odwrotnie proporcjonalne do trzeciej
potegi odlegtosci. Warto wiec moze sprawdzi¢, czy dostatecznie blisko planety
przyspieszenie plywowe ma prawo by¢ wicksze niz wlasne przyspieszenie
grawitacyjne satelity na jego powierzchni — co doprowadzitoby do katastrofy.
Innymi stowy, sensowne staje si¢ pytanie: czy ptynny satelita moze obiegac
swoja planete w dowolnie malej odlegtosci?

Wyprowadzony tu wzoér nie da nam odpowiedzi na to pytanie. Jest on

przeciez stuszny w przypadku, gdy odleglosé cial jest duza w poréwnaniu z ich
rozmiarami. Dla odleglosci matej problem ten jest trudny rachunkowo, zostal
jednak zbadany, aczkolwiek réwniez przy pewnych upraszczajacych zatozeniach.
Mianowicie postuluje sie, ze satelita zbudowany jest z jednorodnej i niescisliwej
cieczy, obiega planete w niezmiennej odleglosci w takim samym czasie, w jakim
sie obraca (czyli jest tzw. satelita synchronicznym — jak nasz Ksiezyc), a jego
ksztalt jest dokladnie elipsoidalny. W wyniku zawilych obliczen okazuje sig,

ze satelita o gestodci ps obiegajacy planete o gestosci p moze ,zy¢” nie blizej
niej niz w odlegtosci 2,455{/p/ps jej promieni (liczac od srodka planety).

Ta krytyczna odleglos¢ nazywana jest granica Roche’a. Zwréémy uwage, ze np.
pierécienie Saturna mieszcza sie wewnatrz jego granicy Roche’a (przy zalozeniu,
ze p = ps). Z tego nie musi wynikaé, ze jakie$ cialo uleglo tam rozerwaniu, bo
moze — odwrotnie — drobne brytki nie zebraly sie w wiekszy glob.

W kiepskich powiesciach fantastycznych spotyka sie scene, jak zaloga
nerwowo oczekuje, co stanie sie, gdy statek kosmiczny przekroczy granice
Roche’a planety, do ktérej wlasnie sie zbliza. Scena taka jest w ogole bez
sensu, bo przede wszystkim skoro mialoby sie cos staé, to nie nalezalo sie

do tej planety zbliza¢. Ale i tak nie stanie sie nic, bo nie ma prawa: statek
jest przeciez metalowy, a nie ptynny. Bardzo silne przyspieszenia plywowe
wystepuja oczywidcie w poblizu zwartych obiektow, takich jak gwiazdy
neutronowe czy czarne dziury, ale przy zblizaniu si¢ do nich statek ulegtby
zagladzie duzo wczesniej z zupelnie innych powodéw. A moze na koniec
Czytelnik wyjasni, dlaczego woda wypuszczona luzem we wnetrzu zalogowej
stacji kosmicznej zbiera sie w kule? — mozna to czasami zobaczy¢ nawet

w telewizji. Przeciez stacja kosmiczna obiega Ziemie ponizej ziemskiej granicy
Roche’a!l Tymczasem te kule wodne nie do$é, ze nie maja zamiaru sie rozpadad,
to nie wykazuja nawet $ladu deformacji ptywowe;.

T. K.
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Granica
Chandrasekhara

Kazda stabilna gwiazda zawdziecza swa stabilno$é¢ tzw. réwnowadze
hydrostatycznej, czyli temu, ze w kazdym miejscu gwiazdy ciezar elementu
objetosci réwnowazony jest przez wypdr hydrostatyczny (pomijamy ci$nienie
promieniowania). Ci$nienie gazu u podstawy elementu objetosci jest zawsze
odrobine wicksze niz u jego szczytu i réznica ta to wlasnie wypor réwnowazacy
ciezar. Z kolei ci$nienie to makroskopowy efekt tego, ze czastki gazu tworzacego
gwiazde nieustannie sie zderzajac, przekazuja sobie wzajemnie ped (oczywiscie
miedzy innymi). Im wiecej jest czastek w jednostce objetosci (wieksza gestosé p),
albo im szybciej czastki sie poruszaja (wyzsza temperatura T'), tym wieksze jest
ci$nienie gazu P, czyli P ~ pT. Gaz, ktory podlega temu prawu, nazywa sie
gazem doskonalym, a powyzsza zalezno$¢ rownaniem stanu gazu doskonatego
lub réwnaniem Clapeyrona.

Czy to znaczy, ze gaz moze nie podlega¢ temu tak oczywistemu prawu? Ot6z
moze! Jednym z takich dziwolagow jest gaz elektronowy, ktéry ujawnia swoje
istnienie i wlasnosci przy ogromnej gestoséci materii. Przede wszystkim elektrony
przestaja wtedy trzymac si¢ jader atomowych, a ponadto dochodzi do glosu
mechanika kwantowa, w szczegdlnosci zakaz Pauliego. Prawo to zabrania dwoém
elektronom znalez¢ si¢ w tym samym stanie kwantowym. W duzym uproszczeniu
chodzi o to, ze wedlug mechaniki kwantowej cata przestrzen to ogromna liczba
malych komorek”, a kazdej przypisana jest pewna energia. Zakaz Pauliego
moéwi, ze w jednej komorce jest miejsce tylko dla jednej czastki (elektronu).
Dopdki kazda czastka ma do dyspozycji mnéstwo komérek, to wszystkie czastki
skacza swobodnie miedzy nimi i gaz jest gazem doskonalym. Gdy jednak zrobi
sie bardzo ciasno, to rosng szanse, ze do tej samej komoérki cheialoby wskoczy¢
kilka czastek jednoczesnie. W szczegolnosci, skoro czastki najchetniej obsadzaja
komorki o najnizszych energiach, to gléwnie tam zaczyna brakowaé miejsca,
przez co elektrony o duzych energiach nie moga sie swojej energii pozby¢.

W takim gazie elektronowym powstaje nadwyzka czastek szybkich i zadne
chlodzenie gazu jej nie likwiduje. Cisnienie gazu zalezy wtedy tylko od jego
gestosci — gaz taki nazywa sie gazem zdegenerowanym.

Zdegenerowany gaz elektronowy jest odpowiedzialny za ci$nienie w bardzo
gestych centralnych czesSciach dostatecznie masywnych gwiazd. Gdy gwiazda
taka odrzuca warstwy zewnetrzne (tworzace przez pewien czas mglawice
planetarna), odslania sie to wlasnie jej zdegenerowane jadro, tzw. bialy karzel.
Jest on obiektem stabilnym, czyli w nim réwniez ciezar kazdego elementu
objetosci réwnowazy wypér hydrostatyczny, ale w tym przypadku wypor
okreslony jest przez réwnanie stanu gazu zdegenerowanego. Prowadzi to

do zaskakujacych konsekwencji. Gestosé takiej gwiazdy (centralna czy $rednia
— wszystko jedno) jest funkcja jej masy, podobnie jej promien, ale o ile wigkszej
masie odpowiada wieksza gesto$é, to promien jest malejaca funkcja masy.
Zmaczy to, ze gdyby na bialego karlta zrzucaé¢ dodatkowa materie, to stawalby
sie coraz gestszy, ale zarazem coraz mniejszy! Teoria budowy bialych kartow,
stworzona przez amerykanskiego astronoma (pochodzenia hinduskiego)
Subrahmanyana Chandrasekhara (laureata Nagrody Nobla z 1983 r.),
przewiduje, ze przy masie réwnej 1,457M gwiazda taka mialaby nieskonczong
gestod¢ i zerowy promien — masa ta zwana jest granica Chandrasekhara.

Tyle méwi teoria. A co, gdyby (1) na biatego

karta naprawde nadal spadala materia, albo gdyby
(2) we wnetrzu masywnej gwiazdy miato dojsé

do degeneracji jadra o masie przekraczajacej granice
Chandrasekhara? Z tym moze by¢ rozmaicie.

W pierwszym przypadku bialy karzel co jakis

czas pozbywa si¢ czesci materii splywajacej nan

z towarzyszace] mu gwiazdy — zjawisko takie to
wybuch tzw. gwiazdy nowej. Jest to termojadrowa
eksplozja w cienkiej warstwie materii na powierzchni
biatego karta, przy czym jemu samemu doraznie nic
zlego przy tym sie¢ nie dzieje. Natomiast proba

11

przekroczenia granicy Chandrasekhara konczy sie
tragicznie. Jezeli bowiem w wyniku dlugotrwatego
gromadzenia si¢ materii na bialym karle niemal
osiggnal on graniczna mase, to musi wreszcie
eksplodowad, a nazywa sie to supernowa typu la.
W drugim przypadku stabilny bialy karzet w ogdle
nie ma prawa powstac, zatem struktura wnetrza
masywnej gwiazdy musi ulec gruntownej i gwaltownej
przebudowie. Zachodzi wtedy wybuch gwiazdy
supernowej typu Ib lub II, a po eksplozji zostaje
gwiazda neutronowa lub czarna dziura.



Maia delld

Zadania o Ziemi

W dobrym przyblizeniu Ziemia jest kula — bryta o nieskomplikowanej,
lecz interesujacej geometrii. Niektére, nawet dobrze znane wtasciwosci
geometryczne ksztattu kulistego wciaz jednak nas zaskakuja. Hugo
Steinhaus pisal, ze glob ziemski jest ,niepraktycznie zbudowany”.

To prawda, ale dzigki temu matematycy maja co robi¢, cho¢by

i wymysla¢ tamigtowki takie jak ta, powszechnie znana.

Zadanie 1. Wyszedtem z namiotu, poszedtem 1 km na potudnie, potem
1 kilometr na zachéd. Idac teraz stale na péinoc, wrocitem do punktu
wyjscia i ku swojemu przerazeniu zauwazylem, ze niedZzwiedz wyjad?

mi wszystkie zapasy zywnosci. Jakiego koloru byt ten niedZzwiedz?
Oczywiscie biatego, bo taka wedréwka mozliwa jest tylko w okolicach
biegunéw. Na biegunie poludniowym nie ma niedzwiedzi, a te w okolicy
bieguna poélnocnego sa biate.

Przypomnijmy rozmiary Ziemi. Bedziemy przyjmowac, ze jest ona kula
o promieniu 6371 km. W rzeczywistosci Ziemia jest nieco sptaszczona
wzdluz osi biegunowej. Jej promien réwnikowy wynosi 6378,160 km,

a biegunowy 6356,775 km. W tej sytuacji podany tu ,,promien kuli” jest
promieniem kuli o takiej objetosci, jaka naprawde ma Ziemia.

Wiemy, ze bieguny na Ziemi maja szerokos¢ geograficzna 90 stopni,
ale nie maja zadnej dlugosci geograficznej. Potudniki zblizaja sie

do siebie i schodza si¢ w jeden punkt — wlasnie biegun. Rownolezniki
maja rézng dlugosé (zawsze 27r, ale im blizej bieguna, tym mniejsze
jest 7). Najdtuzszy jest oczywiscie réwnik.

Zadanie 2. Obliczy¢ dlugosé rownoleznika o szerokosci geograficznej a.
Ktéry z réwnoleznikow jest o potowe krotszy niz rownik? Jaka dlugosé
ma rownoleznik przechodzacy przez Twoja miejscowos¢? Ile kilometrow
jest z Twojej miejscowosci do bieguna pdéinocnego? Do bieguna
potudniowego?

Rozwiazanie. DojdZ do niego sam(a). Narysuj Ziemie w przekroju, od
Arktyki do Antarktydy. Wtedy réwnoleznik (niech bedzie on na pétkuli
péinocnej) stanie sie cieciwa tego kola. Polacz érodek kola z biegunem
poinocnym i punktem koncowym cieciwy. Widzisz, gdzie utworzyt sie kat
prosty, prawda? Przypomnij sobie teraz, co to jest szeroko$¢ geograficzna
i co to jest kosinus. Wyliczysz, ze promien szukanego réwnoleznika to
Rcosa, gdzie R jest promieniem Ziemi. Zatem dlugoscia rownoleznika
jest 2R cos a. O potowe krotszy niz rownik jest rownoleznik 60°.
Rozstrzygnij nastepne pytania.

Zadanie 3. 7 lotniska w Balicach wystartowal samolot. Poleciat 222 km
na péinoc, potem 222 km na wschod, 222 km na poludnie i 222 km
na zachod. Gdzie wyladowal?
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Ziemia

W tym punkcie, z ktérego wystartowal? Oczywiscie, ze. .. nie.
Wskazowka: na wschod i zachdd lecimy wzdtuz rownoleznikéw, ktore
maja rézna diugosé. . .

Wszyscy wiemy, ze Balice to lotnisko krakowskie, a do rozwiazania
zadania potrzebna jest nam szerokos¢ geograficzna tego lotniska.
Przyjmijmy ¢ = 50 stopni (naprawde jest to kilkanascie sekund katowych
wiecej). Pamietamy, ze jeden stopien dlugosci geograficznej na réwniku
jest rowny 111 km. Przyjelidémy, ze Ziemia jest kula, a zatem jeden
stopien na potudniku jest tez rowny 111 km, a wiec 222 km potudnika
to 2 stopnie.

Musimy znaé¢ dlugos¢ dso réwnoleznika 50° oraz dlugosé dso
rownoleznika 52°. Mamy dso = 2w R cos ¢, gdzie ¢ = 50°, a R jest
promieniem Ziemi, R = 6371 km, natomiast dso, = 2w R cos 52°. Zatem
dso = 25731 km. Jeden stopief na tej szerokosci to 228 = 71,5 km.
Natomiast dso = 24645 km, wiec jeden stopien na tej szerokosci

to 68,5 km. Samolot polecial zatem 2 stopnie na péinoc. Znalazt

sie na 52 réwnolezniku (z mapy mozemy odczytaé, ze to okolice
Lowicza), potem 2% = 3,24 stopnia na wschéd (troche na pin.-zach.
od Bialej Podlaskiej) i 2 stopnie na poludnie (wtedy znalazl si¢ miedzy
Jarostawiem i Lubaczowem). Byl teraz 3,24 stopnia od Krakowa, czyli
3,24 - 71,5 = 231,7 km. Po przeleceniu 222 km w kierunku zachodnim
znalazl si¢ zatem o prawie 10 km na wschod od Balic. Jedli ladowal, to

gdzie$ na polu pod Batowicami. ..

Zadanie 4. Ile jest réwny promien horyzontu na Ziemi?

Odpowiedz zalezy oczywiscie od wysokosci patrzacego. Przyjmijmy,

ze ma on oczy na wysokosci h metréow, w punkcie H. Niech R bedzie
promieniem Ziemi, O — $rodkiem Ziemi, HC odlegloscia horyzontu.

Z tréjkata prostokatnego OCH mamy HC? = OH? — OC?, czyli

HC? =(R+h)>—- R?>=2Rh+ h%. Jedlinp. h = 1,5 m, to HC ~ 4372 km.
Ale dwumetrowy mezczyzna, majacy oczy na wysokosci 1,90 m widzi

o 550 metrow dalej. Dla niego horyzont jest odlegly o 4920 metrow. Jezeli
wzniesiemy si¢ na 10 km nad réwnine, to nasz promien widzenia bedzie
juz znaczny, okoto 357 km.

Zadanie 5. Milosnicy Tatr wiedza, ze widac je juz z Krakowa.
Obliczmy, na jaka wysokos¢ trzeba si¢ wzbi¢ nad Gdansk, zeby zobaczy¢
wierzchotek Swinicy (2301 m). Na rysunku obok punkt G to Gdansk,

S — Swinica. Przyjmujemy, ze Gdansk lezy na poziomie morza i ze
odlegloéé ,w poziomie” miedzy Gdanskiem a Swinica jest réwna

575 km. Chcemy obliczyé¢ dtugo$é odcinka GH. Przyjmiemy, ze dtugosé
okregu kola wielkiego przechodzacego przez Gdansk i Swinice jest
rowna 40000 km. Kat srodkowy GOZ na rysunku obok ma zatem

o5 - 21 ~ 0,0903 radianéw. Katy OPH i OPS sa proste, zatem

cos L POS = Wngm Wyznaczamy stad (za pomoca kalkulatora),
ze kat POS ma 0,0269 radianéw, zatem kat HOP ma 0,0634 radiany.
Obliczamy stad GH = 55 — R~ 12,8 km. Juz z niespelna

13 kilometréw znad Gdanska widaé¢ wierzchotki Tatr. Nie sa to wcale
tylko wyliczanki teoretyczne. Piszacy te stowa widziatl bardzo wyraznie
caly tancuch Tatr z samolotu tuz po wylocie z Warszawy w stroneg
Wroctawia 24 listopada 2002 roku. Wspomnijcie to, gdy bedziecie patrzeé
ze Swinicy na péinoc.

Malq Delte przygotowat Michat SZUREK
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Klub 44
@

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2003

Czolowka ligi zadaniowe]j
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
447 (WT = 2,87) i 448 (WT = 1,69)
z numeru 10/2002
Janusz Olszewski — Suwalki 43,08

Tomasz Wietecha — Tarnéw 39,96
Jerzy Cisto — Wroctaw 37,23

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 463, 464
Redaguje Marcin E. KUCZMA

463. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa dlugosc linii tamanej zamknietej

o nastepujacych wlasnosciach:

e wierzchotki tamanej sa réznymi punktami przestrzeni R?, ktérych wspétrzedne
naleza do zbioru {0, 1,2};

e kazde dwa sasiednie boki tamanej sa prostopadle i maja dtugos$é 1.

464. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC, a proste AP, BP, C'P przecinaja

boki BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Dowies¢, ze

|AP|-|BP|-|CP|>8-|PD|-|PE|-|PF).

Zadanie 464 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 2/2003
Przypominamy tres¢ zadan:

455. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |AB| > |AC|. Dwusieczna kata zewnetrznego przy
wierzchotku A przecina okrag opisany na tym tréjkacie ponownie w punkcie E. Punkt F' jest rzutem
prostokatnym punktu E na bok AB. Dowie§¢, ze |AB| — |AC| = 2|AF|.

456. Czy istniejg takie liczby niewymierne o > 1, 8 > 1, ze dla kazdej pary dodatnich liczb
catkowitych m, n zachodzi nieréwnosé o] # B8] 7

455. Kat EAB, wpisany w dany okrag, ma miare 90° — 1 - |[<CAB], czyli
polowe miary kata wpisanego opartego na tuku C'AB; stad wniosek, ze punkt E
jest srodkiem tego luku, a zatem |BE| = |CE|.

Na przedluzeniu odcinka BA odkladamy odcinek AG o dlugosci |AG| = |AC].
Punkty C' i G leza symetrycznie wzgledem prostej AE (dwusiecznej kata CAG).
Otrzymujemy réwnosé |EG| = |EC| = |EB|. Wysokosé EF trojkata
réwnoramiennego BEG jest wiec jego srodkowa: |FB| = |FG|. Stad

|AB| — |AC| = |AB| — |AG| = (|AF| + |FB|) — (|[FG| — |AF|) = 2|AF|.

456. Takie liczby istnieja. Przyklad: a = v/6, § = /3. Przypusiémy, ze
dla pewnej pary wykladnikéw catkowitych m,n > 1 zachodzi rownosé
la™| = |B™] = k. Wowcezas n > m oraz
< (@m)? < (k+1)?2 <) < (k+1)%
czyli
E? < 6™ < k? + 2k, k2 < 3" < k2 + 2k,
Stad wynika oszacowanie
2k > |6™ — 3" =3™|2" =37 > 3™,
Jednoczesnie k < a™ = 6™/2. Wobec tego 3™ < 2-6™/2; a taka nieréwnogé
ma miejsce jedynie dla m = 1, 2, 3. Dla tych trzech warto$ci wyktadnika m czes¢
calkowita |a™ | przyjmuje wartosci 2, 6, 14, rozmijajace sie z wartodciami | 5" |,
ktére dla n =1, 2, 3, 4, 5 wynosza kolejno 1, 3, 5, 9, 15. To pokazuje, ze liczby
a =6, 3 =+/3 maja wlasnosé, o ktéra chodzi.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VIII 2003

N

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
348 (WT =1,85) i 349 (WT = 2,95)
z numeru 12/2002

Aleksander Surma — Myszkéw 44,06
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 43,22
Marek Wéjcicki — Szczecin 42,07
Andrzej Idzik — Bolestawiec 34,91
Tomasz Wietecha — Tarnéw 30,76
Marian Lupiezowiec — Gliwice 20,09
Michat Jé6zwikowski — Btlonie 12,65

Pan Aleksander Surma jest juz trzecim
Weteranem, ktory zdobyt 44 punkty
po raz czwarty.

Zadania z fizyki nr 360, 361
Redagugje Jerzy B. BROJAN

360. Oceni¢ orientacyjnie maksymalna predko$é todzi o dlugosci 10 m,
szerokosci 2 m i masie 2 tony, jesli napedzajacy ja silnik rozwija moc 50 kW.

361. Wedlug ogdlnej teorii wzglednosci gwiazda odchyla przebiegajace w jej
poblizu promienie $wietlne. Odchylenie to mozna analizowaé, przyjmujac, ze

na zewnatrz gwiazdy o masie M w odleglosci r od jej $rodka wspotezynnik
zalamania przestrzeni wynosi n = 1 + 27“, gdzie a = GM/c? (M — masa gwiazdy,
G — stala grawitacji). Obliczy¢ kat odchylenia promienia przebiegajacego

tuz obok Stonica. Jesli Zrodto swiatta jest bardzo odlegle, to czy czas zwloki
(nadwyzka czasu przejscia promienia, wynikajaca z jego spowolnienia w polu
grawitacyjnym) ma skorficzong warto$é¢? Masa Stofica wynosi 2 - 103° kg, $rednica
1,4 -105 km.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 2/2003

Przypominamy tres¢ zadan:

352. Jednorodny pret moze si¢ obracac¢ bez tarcia wokoét poziomej osi osadzonej w klocku
spoczywajacym na poziomej powierzchni (rys.). Jaka jest minimalna warto$é wspétczynnika tarcia
miegdzy klockiem a powierzchnig niezbg¢dna do tego, aby po odchyleniu preta do poziomu i puszczeniu
klocek nie ruszyl z miejsca? Masa klocka jest pomijalnie mala w poréwnaniu z masg preta.

353. W dos$wiadczeniu opisanym w jednym z zeszlorocznych numeréw Wiedzy i Zycia badano zimne
neutrony (tzn. neutrony o bardzo matlej energii kinetycznej) odbijajace sie¢ od poziomej powierzchni
i wykryto ich kwantowe poziomy energetyczne w polu grawitacyjnym Ziemi. Wedlug podanej
informacji wysoko$é¢ stopnia miedzy sgsiednimi poziomami wynosila 15 pm. Zastosowaé analiz¢
wymiarows w celu potwierdzenia tej wartosci (co do rzedu wielkoSci).

352. Niech dlugosé preta wynosi 21, jego masa — m, a kat odchylenia od

pionu — a. Wprowadzmy takze oznaczenie momentu bezwladnosci preta
wzgledem punktu zawieszenia I, predkosci katowej w = da/dt i przyspieszenia
katowego € = dw/dt. Podstawowe (i wzajemnie réwnowazne) réwnania opisujace
ruch preta to II zasada dynamiki ruchu obrotowego i zasada zachowania energii:

1
Ie = —mglsina, §Iw2 = mgl cos a.

Po podstawieniu I = %le rOwnania te przybieraja postac
4le = —3gsina, 2lw? = 3gcosa.
Sktadowsg pozioma F; i pionowa Fy sity dzialajacej na gérny koniec preta
wyznaczymy z 11 zasady dynamiki ruchu postepowego srodka preta
F, =md*z/dt*, F, =mg—md®y/dt?,
gdzie x = Isinq, y = lcosa (0$ y jest zwrécona w dot).
Dwukrotne rézniczkowanie daje wyrazenia

d*z/dt* = lecosa — lw?sina, d?y/dt? = —lesina — lw? cosa.

Wykorzystujac wyzej wyprowadzone wzory na € i w?, otrzymujemy zaleznosé F,
iFyoda:

9 9
F, = ——mgsinacosa = —-—mgsin 2q,
3 3 11 9
F, :mg(l— Zsin2a+§COSQa) :mg(g—l-gcosQa).

Widzimy, ze maksymalna bezwzgledna wartosé ilorazu F,/F, wystepuje dla
a = 45° i jest réwna %. Tyle musi wynosi¢ wspélczynnik tarcia, aby klocek nie
ruszyl z miejsca.

353. Nalezy wyrazi¢ wielkosS¢ [ o wymiarze dlugosci przez stala Plancka h, mase
neutronu m oraz przyspieszenie ziemskie g. Zgodno$¢ wymiarow osiagniemy

tylko wtedy, gdy
B2
I = (stala bezwymiarowa) - {/ —5—.
m-g
Podstawiajac dane liczbowe h = 6,6 - 10734 Js, m = 1,7-1072" kg, g = 9,8 m/s?,
znajdujemy warto$¢ pierwiastka réwna 25 pm, co oznacza zadowalajaca
zgodnosé.
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Rozwigzanie zadania M 1029.
Wykazemy przez indukcje, ze przy
inteligentnej grze obu graczy Alicja
wygra dokladnie wtedy, gdy 2| n.
Latwo zauwazyé, ze Alicja wygra przy
n = 2 i przegra przy n = 3.

Jesli na tablicy napisana jest liczba
nieparzysta n, to n — d jest liczba
parzysta dla dowolnego d|n i mniejszg
niz n. Z zalozenia indukcyjnego wynika,
ze w tym momencie Bartek ma strategi¢
wWygrywajaca.

Jesli na tablicy jest napisana liczba
parzysta n, to Alicja moze ja

zastapi¢ liczbg nieparzystg n — 1.
Liczby nieparzyste prowadza jednak

do przegranej. Zatem w tym przypadku
wygra Alicja.

Patrz w niebo

Zdolnosé rozdzielcza obserwacji radioastronomicznych dawno przewyzszylta
rozdzielczos$é optyczna. Najmniejszy kat rozréznialny przez teleskop (lub
pojedynczy radioteleskop) wynosi w przyblizeniu (w radianach) tyle, co stosunek
dlugosci fali odbieranego promieniowania do $rednicy (radio)teleskopu. Fale
radiowe sa wprawdzie znacznie dluzsze od optycznych, ale Srednice teleskopow
radiowych (w kazdym razie $rednice efektywne) w jeszcze wiekszym stopniu
przewyzszaja Srednice teleskopéw optycznych. Sa bowiem sposoby, aby

anteny rozdzielone tysiacami kilometréw wykorzystaé jako male fragmenty
radioteleskopu o $rednicy zblizonej do Srednicy Ziemi. W rezultacie uzyskuje sie
radiowa rozdzielczo$é rzedu 10~ sekundy huku.

Obiektem poddanym tak szczegbélowym obserwacjom stala sie okoto trzech

lat temu aktywna galaktyka M87, a doktadniej — jej centrum zawierajace
czarna dziure o masie 3 mld mas Stonca. Chodzilo o zbadanie obszaru, skad

z predkodcia przy$wietlng wyplywaja w przeciwne strony strugi materii.
Podana tu rozdzielczo$é katowa przy odlegtosci galaktyki réwnej 15 Mpc
odpowiada dtugosci 0,01 pc, a to z kolei 30 promieniom samej czarnej dziury.
Badaniom mozna byto w tym przypadku poddaé struge biegnaca ku Ziemi,
gdyz to jej promieniowanie jest, zgodnie z teoria wzglednosci, wzmocnione,
natomiast strugi oddalajacej si¢ od Ziemi — ostabione. Obserwacje potwierdzily
to, co wladciwie podejrzewano od do$é dawna, ze mianowicie w formowaniu
strug bierze udzial pole magnetyczne. Wyrzucanie strug w przeciwne strony
wymuszone jest przez otaczajacy czarna dziure dysk akrecyjny. Trzeba wiedzie¢,
ze goraca, zjonizowana materia (plazma) i pole magnetyczne zachowuja sie

w przyblizeniu jak galareta przeniknigta wiazka sprezystych nici. Galarecie tej
latwo jest poruszaé sie¢ wzdluz nici (linii pola), a jezeli energicznie chciataby
porusza¢ si¢ w poprzek linii, to pociagnie je za soba. Dlatego wirujacy dysk
akrecyjny porywajac linie pola, zmusza je do nawijania sie na jego oS symetrii.
W ten sposéb linie pola magnetycznego tworza jakby dwie liny skrecone

w przeciwnych kierunkach, a liny te z kolei staja sie jedyna droga ucieczki dla
materii wyrzucanej z otoczenia czarnej dziury. Stad tak symetryczna budowa
tych osobliwych obiektow. Tomasz KWAST

Czerwiec

Chyba malo kto zdaje sobie sprawe z tego, jak wiele jest gwiazd zmiennych

i jak rozmaicie moga wygladac ich krzywe jasnosci. Jest tak dlatego, ze
gwiazdy te sa na ogdl odlegle, a wiec stabe, choé jest ich tez kilka wsrdd tych
niewielu tysiecy widocznych na niebie bez pomocy przyrzadéow optycznych.

W Koronie Pélnocnej, ktora w czerwcowe wieczory widaé¢ w poblizu zenitu, sa
np. dwie gwiazdy o ,,przeciwnych” typach zmiennosci. T Coronae Borealis to
gwiazda, ktéra bedac na ogél na granicy widocznosci gotym okiem, od czasu
do czasu stabnie do 14 mag. Jest ona przedstawicielka calej grupy gwiazd,
ktére w niejednakowych odstepach czasu wyrzucaja zwigkszone ilosci wegla
wyprodukowanego w wyniku wlasnych reakcji termojadrowych. Jasnosé¢ gwiazdy
wraca do normalnego poziomu, gdy rozproszy si¢ jej ,weglowa” otoczka. Dla
odmiany R Coronae Borealis to tzw. nowa powrotna, czyli od czasu do czasu
silnie rozbtyskujaca wskutek termojadrowej eksplozji wodoru sptywajacego

na nia z gwiazdy towarzyszacej. W maksimum blasku osiaga wtedy 2 mag.

Wenus jest w Byku, a Saturn na granicy Byka i Blizniat, planety te sa wiec
bardzo blisko Stonica, dlatego ich nie widaé¢. Jowisz jest w Raku i wieczorami
swieci nad zachodnim horyzontem, a Mars w Wodniku i wida¢ go w drugiej
polowie nocy. Na poczatku miesigca mozna rano prébowaé odszukaé¢ Merkurego,
ktéry 3 VI znajdzie sie najdalej katowo od Stonca. Pelnia Ksiezyca wypada
14 VI, a néw 29 VI. Zadnych zaé¢miefi ani zakryé jasnych gwiazd w czerweu nie
bedzie. 21 VI nastapi przesilenie letnie, czyli poczatek lata i zarazem od tej daty
dni beda sie juz skracaé. Ale wakacje dopiero si¢ zaczynaja!

T. K.
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KOLOROWANKI —
NUMEROWANKI (4)

Tym razem rzecz bedzie o marnotrawstwie. Przypusémy,
ze mamy szachownice o boku 2n 4 1 podzielona

na pola jednostkowe. Chcemy wyciaé¢ z niej, tnac tylko
po bokach pdl, mozliwie najwiecej kwadratow o boku 2.
Pytanie jest oczywiste: ile i jak?

7 jednej strony potrafimy nawet z kwadratu o boku

2n wyciaé n? kwadratéw. Z drugiej za$ strony po
wycieciu n? kwadratéw z szachownicy o boku 2n + 1
pozostaje niewykorzystana powierzchnia 4n + 1,

ktora wystarczytaby na dodatkowe n kwadratow, o ile
umieliby$Smy przeprowadzi¢ podzial w odpowiedni
sposéb. Niestety, ta powierzchnia zmarnowadé si¢ musi.
Pokolorujmy niektore pola jak na rysunku 1.

Rys. 1

Wéwezas pokolorowanych zostalo n? pél i kazdy kwadrat
o boku 2 zawiera pokolorowane pole. Zatem wyciecie wiecej
niz n? kwadratéw nie jest mozliwe.

Podobnie z szachownicy o boku 3n + 2 nie wytniemy wiecej
niz n? kwadratéw o boku 3, co tatwo wynika z kolorowania
przedstawionego na rysunku 2.

Rys. 2

Analogiczne rozumowanie pokazuje, ze z szachownicy
o boku 4n + 3 nie uzyskamy wiccej niz n* kradratéw
o boku 4. Na przyklad z szachownicy o boku 51 mozemy
wyciaé¢ 144 kwadraty o boku 4 (rysunek 3). Jezeli jednak
nie bedziemy sie upieraé, aby podzial przebiegal wzdtuz

linii szachownicy, mozna uzyska¢ 145 kwadratow,
dokonujac podziatu jak na rysunku 4. Nalezy przy tym
zwrécié uwage, ze 9 -4 - /2 ~ 50,91 < 51.

Rys. 3

KRERHLRK
SRRLLLLKS

Rys. 4

Jesli dopuscimy podziaty nieprzebiegajace wzdtuz linii
szachownicy, zagadnienie znalezienia najwigkszej liczby
mozliwych do uzyskania kwadratéw jest bardzo trudne.
Udowodniono, ze pewne nieregularne metody wycinania
kwadratow pozwalaja uzyskaé z kwadratu o boku 100000,1
wigcej niz 1000002 + 6000 kwadratéw jednostkowych.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (36)

Zadanie: Rozwazamy ostrostupy, ktérych podstawa
jest romb, a wszystkie Sciany boczne sa trojkatami
réwnoramiennymi.

Wyznaczy¢ wszystkie romby, ktére moga by¢ podstawa
opisanego wyzej ostrostupa.

Rozwigzanie: Niech romb ABC' D bedzie podstawa,
natomiast S wierzchotkiem ostrostupa.

Poniewaz $ciany boczne ostrostupa sa trojkatami
rownoramiennymi, wszystkie krawedzie boczne ostrostupa
sg réwnej dtugosci, a co za tym idzie, punkty A, B, C, D
leza na sferze o srodku S i promieniu réwnym diugosci
krawedzi bocznej. Zatem romb ABC'D jest wpisany

w okrag bedacy przecigciem tej sfery i plaszczyzny
podstawy ostrostupa. Na rombie mozna opisaé¢ okrag
wtedy i tylko wtedy, gdy jest on kwadratem, tak wiec
romb spelniajacy warunki zadania musi by¢ kwadratem.
Zbudowanie ostrostupa o podstawie kwadratowe;j

i réwnoramiennych $cianach bocznych nie nastrecza
zadnych trudnosci.

OdpowiedZ: Rombami spelniajacymi warunki zadania sa
jedynie kwadraty.

Korespondencje¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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Zadania II stopnia oraz finalu

Olimpiady Astronomicznej, Fizycznej i Matematycznej

LIV OLIMPIADA MATEMATYCZNA 2002/2003

ZAWODY II STOPNIA (2122 lutego 2003)

1. Dowiesé, ze istnieje taka liczba catkowita n > 2003,

o w ciagu (g) (?) (721)(2:03)

kazdy wyraz jest dzielnikiem wszystkich wyrazdw
po nim nastepujacych.

2. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o.
Dwusieczne katéw DAB i ABC przecinaja si¢

w punkcie P, a dwusieczne katéw BCD i CDA
przecinaja si¢ w punkcie Q. Punkt M jest Srodkiem
tego tuku BC' okregu o, ktéry nie zawiera punktéw

D i A. Punkt N jest érodkiem tego tuku DA okregu o,
ktéry nie zawiera punktow B i C. Dowieéé, ze punkty
P i Q lezg na prostej prostopadlej do M N.

3. Dany jest wielomian
W(z) = z* — 323 + 52% — 9z.
Wyznaczyé¢ wszystkie pary réznych liczb catkowitych
a, b spetniajacych réwnanie
W(a) = W(b).

4. Wykazadé, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 3
istnieja liczby catkowite z, y, k spelniajace warunki:
0 <2k <poraz kp+3 =22+ 42

5. Punkt A lezy na zewnatrz okregu o o §rodku O.

Z punktu A poprowadzono dwie proste styczne

do okregu o odpowiednio w punktach B i C.

Pewna styczna do okregu o przecina odcinki AB i AC
odpowiednio w punktach F i F. Proste OF i OF
przecinajg odcinek BC odpowiednio w punktach

P i Q. Udowodnié, ze z odcinkow BP, PQ i QC
mozna zbudowaé trojkat podobny do tréjkata AEF.

6. Kazdej parze liczb calkowitych nieujemnych
(x,y) jest przyporzadkowana liczba f(z,y) zgodnie
z warunkami:

£(0,0) =0
f2x,2y) = f(2x+ 1,2y + 1) = f(x,y),
fQx+1,2y) = f(2z,2y + 1)=f(z,y) + 1 dla z,y > 0.
Niech n bedzie ustalong liczba calkowita nieujemng
i niech a, b beda takimi liczbami catkowitymi
nieujemnymi, ze f(a,b) = n. Rozstrzygnad, ile jest
liczb « spelniajacych réwnanie f(a,z) + f(b, z) = n.



ZAWODY III STOPNIA (14-15 kwietnia 2003)

1. W trojkacie ostrokatnym ABC odcinek CD jest
wysokoscia. Przez srodek M boku AB poprowadzono
taka prosta przecinajaca péiproste CA i CB
odpowiednio w punktach K'i L, ze CK = CL.
Punkt S jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie
CKL. Wykazaé, ze SD = SM.

2. Liczba a jest dodatnia i mniejsza od 1. Dowiesé,
ze dla kazdego skoniczonego, $cisle rosnacego ciagu
nieujemnych liczb catkowitych (k1, ..., k,) zachodzi
nieré6wnosé

n 2 n
1+a
ki Qki
(Za ) < 1—a Za .
i=1 =1

3. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W
o wspoélczynnikach catkowitych, spelniajace
nastepujacy warunek:

dla kazdej liczby naturalnej n liczba 2™"—1 jest
podzielna przez W (n).

4. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie liczby
catkowite x, y, z, ze 0 < & < y < z < p. Wykazad,

ze jesli liczby 23, 33, 23 daja takie same reszty przy
dzieleniu przez p, to liczba x2 + y2 + 22 jest podzielna
przez x +y + z.

5. Sfera wpisana w czworoé$cian ABCD jest styczna
do sciany ABC w punkcie H. Druga sfera jest styczna
do $ciany ABC' w punkcie O oraz jest styczna do
plaszczyzn zawierajacych pozostale $ciany tego
czworo$cianu w punktach, ktore do czworo$cianu nie
naleza. Dowiesé, ze jezeli O jest érodkiem okregu
opisanego na trojkacie ABC, to H jest punktem
przeciecia wysokosci tego trojkata.

6. Niech n bedzie dodatnia liczbg catkowita parzysta.
Udowodnié, ze istnieje permutacja (x1,Za, ..., Zy)
zbioru {1,2,...,n}, spelniajaca dla kazdego
i€{1,2,...,n} warunek:

Tiy1 jest jedng z liczb 2x;, 2z;—1, 2x;—n, 2z;—n—1,
Przy CZYm Tpi1 = 1.

Informacje o przebiegu LIV Olimpiady Matematycznej

I. W zawodach stopnia pierwszego wzigto udzial
1587 uczniéw, do zawoddéw stopnia drugiego
zakwalifikowano 597 uczniéw, a do zawodéw stopnia
trzeciego — 126 uczniéw.

II. Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej

na posiedzeniu w dniu 17 kwietnia br. postanowit
przyznaé 14 osobom dyplom laureata i nagrody
pierwszego, drugiego i trzeciego stopnia.

Otrzymali je nastepujacy zawodnicy (w nawiasie
podano liczbe uzyskanych punktéw, na 36 punktéw
mozliwych):

Nagrody stopnia pierwszego

I miejsce: Marcin PILIPCZUK (385 pkt. ), kl. IV, XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie (nauczyciele: Leszek
Sidz, Agnieszka Katamajska, Michal Krych, Joanna Jaszunska
i Jakub Onufry Wojtaszczyk).

IT miejsce: Pawel JANUSZEWSKI (30 pkt.), kl. IV,
V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie (nauczyciele:
Mieczystaw Jedrzejowski i Zdzistaw Pogoda).

I1T miejsce: Witold REBACZ (29 pkt.), kl. IV, V LO

im. Augusta Witkowskiego w Krakowie (nauczyciele: Lucyna
Cieciwa, Mieczystaw Jedrzejowski, Zdzistaw Pogoda, Michat
Kapustka, Grzegorz Kapustka i Witold Jarnicki).

IV miejsce: Kamil DUSZENKO (28 pkt.), kl. III, XIV LO
im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu (nauczyciel: Bozena
Inglot).

Nagrody stopnia drugiego
V-VI miejsce:

Michat LASON (24 pkt.), kl. IV, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (n.: Ryszard Gruca, Lucyna
Cigciwa, Mieczystaw Jedrzejowski, Zdzistaw Pogoda i Pawet
Walter).

Aleksander ZABLOCKI (24 pkt.), kl. IV, IV LO
im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu (n.: Zbigniew Bobinski,
Maria Kobus i Alina Semrau).

VII miejsce: Barttomiej ROMANSKI (23 pkt.), kl. III,
XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie (n.: Jerzy
Bednarczuk, Wiktor Bartol i Jakub Onufry Wojtaszczyk).

Nagrody stopnia trzeciego

VIII miejsce: Bartosz WALCZAK (20 pkt.), kl. IV, V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie (n.: Lucyna Cigciwa,
Ryszard Gruca, Mieczystaw Jedrzejowski i Pawel Walter).

IX-X miejsce:

Krzysztof CHOROMANSKI (18 pkt.), kl. III, IT LO
im. Stefana Batorego w Warszawie (n.: Alfreda
Klimczewska).

Mateusz MICHALEK (18 pkt.), kl. III, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (n.: Urszula Szwedzicka, Jacek
Dymel, Tomasz Michalek i Pawel Walter).

XI miejsce: Jan CZAJKOWSKI (17 pkt.), kl. IV, XIV LO
im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu (n.: Wiestaw Suchocki,
Zbigniew Romanowicz, Artur Jez i Mateusz Kwasnicki).



XII-XIV miejsce:

Tomasz KAZIMIERCZUK (14 pkt.), kl. IV, I LO
im. Mikotlaja Kopernika w Kroénie (n.: Ewa Wierdak).

Joanna PANECKA (14 pkt.), kl. IV, XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie (n.: Agnieszka
Katamajska, Leszek Sidz i Michat Krych).

Lech STAWIKOWSKI (14 pkt.), kl. III, IIT LO im. Adama
Mickiewicza we Wroctawiu (n.: Augustyn Kaluza, Zbigniew
Romanowicz i Rafal Kulik).

ITI. Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej
na tym samym posiedzeniu postanowil wyréznié
16 zawodnikdw:

Miejsca XV-XXVIII:

Jadwiga COGIEL (12 pkt.), kl. IV, I LO w Lublificu
(n.: Urszula Pesik i Jézef Kalinowski).

Piotr DANILEWSKI (12 pkt.), kl. III, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (n.: Urszula Szwedzicka, Janina
Ktlapyta, Ryszard Gruca i Marzanna Jaszczewska).

Maria DONTEN (12 pkt.), kl. IV, XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie (n.: Agnieszka Kalamajska, Leszek Sidz,
Jakub Onufry Wojtaszczyk i Michal Krych).

Rafat FABIANSKI (12 pkt.), k. IV, LO im. Macieja
Rataja w Strzelcach Krajenskich (n.: Beata Domaradzka).

Michal JASZCZYK (12 pkt.), kl. III, XIII LO w Szczecinie
(n.: Michat Szuman i Beata Bogdanska).

Damian KONIECKI (12 pkt.), kl. IV, I LO im. Mikotaja
Kopernika w Krosnie (n.: Ewa Wierdak).

Tomasz KURAS (12 pkt.), kl. ITI, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (n.: Urszula Szwedzicka i Janina
Klapyta).

Tomasz KURPIOS (12 pkt.), kl. IV, Zespotu Szkét
Ogodlnoksztatcacych nr 4 w Bydgoszczy (n.: Halina
Kwiatkowska).

Tomasz LENARCIK (12 pkt.), kl. III, I LO im. Stefana
Zeromskiego w Kielcach (n.: Katarzyna Dabrowska-Adach,
Andrzej Lenarcik i Maciej Sekalski).

Stefan LAPICKI (12 pkt.), kl. I, IIT LO im. Adama
Mickiewicza we Wroclawiu (n.: Augustyn Kaluza).

Arkadiusz PAWLIK (12 pkt.), kl. IV, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (n.: Lucyna Cigciwa, Mieczystaw
Jedrzejowski, Ryszard Gruca, Zdzistaw Pogoda i Witold
Jarnicki).

Michal PILIPCZUK (12 pkt.), kl. III, 20. Spotecznego
Gimnazjum Ogdlnoksztatcacego w Warszawie (n.: Joanna
Jaszuniska, Adam Smélski i Jakub Onufry Wojtaszczyk).

Piotr PLOSZYNSKI (12 pkt.), kl. IV, IV LO im. Tadeusza
Kosciuszki w Toruniu (n.: Henryk Pawlowski).

Kacper ZAJAC (12 pkt.), kl. I, IIT LO im. Adama
Mickiewicza we Wroctawiu (n.: Augustyn Kaluza, Pawel
Glowacki i Zbigniew Romanowicz).

Miejsca XXIX-XXX:
Aleksander PIOTROWSKI (11 pkt.), kl. III, VI LO

im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich w Bydgoszczy (n.: Zdzistawa

Graczyk i Henryk Pawlowski).

Przemystaw UZNANSKI (11 pkt.), kL. IV, III LO
im. Marynarki Wojennej w Gdyni (n.: Wojciech Tomalczyk).

IV. W skilad delegacji polskiej na XLIV
Miedzynarodowa Olimpiade Matematyczna,
ktora odbedzie sie w Tokio (Japonia) w dniach
10-20 lipca br. powolani zostali:

Kamil Duszenko,

Pawel Januszewskt,

Michat Lason,

Marcin Pilipczuk,

Witold Rebacz,

Aleksander Zablocki.

Jako zawodnikow rezerwowych powolano Bartlomieja
Romarnskiego i Bartosza Walczaka.

V. Na XXVI Austriacko-Polskie Zawody
Matematyczne, ktore odbedg sie w dniach

21 czerwca—1 lipca br. w Austrii w miejscowosci Graz
powotano delegacje, w sktad ktorej wejda:

Krzysztof Choromansksi,

Jan Czajkowsksi,

Michat Pilipczuk,

Barttomie; Romansksi,

Lech Stawikowsks,

Bartosz Walczak.

Zawodnicy rezerwowi: Tomasz Lenarcik i Kacper
Zajqc.

VI. Powotano tez delegacje na XIV Olimpiade
Matematyczna Panstw Baltyckich, ktéra odbedzie
sie na Lotwie na poczatku listopada br. Sklad tej
delegacji jest nastepujacy:

Piotr Danilewski,

Michatl Jaszczyk,

Tomasz Kuras,

Stefan Lapicksi,

Mateusz Michalek.

Zawodnicy rezerwowi: Tomasz Lenarcik i Kacper
Zajqc.

VII. Ob6z naukowy Olimpiady Matematycznej
odbedzie sie w dniach 1-15 czerwca br. w Domu
Wezasowym Zgoda w Zwardoniu. Na obéz ten zostaly
powolane nastepujace osoby:

Tomasz Kuras,
Tomasz Lenarcik,
Stefan Lapicksi,
Mateusz Michalek,
Hubert Orlik-Grzesik,
Michal Pilipczuk,
Witold Rebacz,
Barttomiej Romanski,
Bartosz Walczak,
Kacper Zajgc.

Maciej Balawender,
Krzysztof Choromansksi,
Jan Czajkowsksi,

Piotr Danilewski,
Kamil Duszenko,
Andrzej Grzesik,
Aleksander Jankowski,
Pawel Januszewski,
Michatl Jaszczyk,
Leszek Jurkowski,

Zawodnicy rezerwowi: Maciej Jaskowski, Pawel Gora

i Jakub Kallas.

Wskutek uwzglednienia ewentualnych odwotan sktady
powyzszych delegacji moga ulec zmianie.



LII OLIMPIADA FIZYCZNA 2002/2003

Komitet Gléwny Olimpiady Fizycznej: http: /www.kgof.edu.pl

ZADANIA ZAWODOW II STOPNIA

1. Wewnatrz satelity poruszajacego si¢ po orbicie
geostacjonarnej umieszczono uktad dwéch matych,
identycznych kulek o masie duzo wigkszej od masy
taczacego je sztywnego preta. Uklad moze swobodnie
obracaé si¢ wokol nieruchomego wzgledem satelity
$rodka preta. Znajdz poltozenia réwnowagi uktadu
kulek i preta. Wyznacz okres matych drgan uktadu
w plaszczyZnie orbity wokél polozenia réwnowagi.
Uwaga: Sity grawitacji dzialajace na obie kulki nie sa réowne,
mozesz jednak przyjaé, ze sa réwnolegle.

Wskazéwka: Dla matych wartosci z mozna stosowaé

przyblizenie: m ~1—2z.

2. Ichtiolog ogladal przez lupe rybke ptywajaca

w akwarium na glebokosci h = 10 cm. Uzyta lupa
byta soczewka dwuwypukla o obu promieniach
krzywizn réwnych R = 25 cm, wykonana ze szkla

o wspoélczynniku zalamania n = 1,5. Lupa umieszczona
zostala poziomo na wysokosci w = 5 cm nad
powierzchnia wody w taki sposob, aby obserwowana
rybka znajdowala sie na osi symetrii soczewki.
Nastepnie ichtiolog opuscit lupe na powierzchnie wody
zanurzajac jedng strone soczewki. Jakie bylo polozenie
obrazu rybki w obu przypadkach? Wspélczynnik

4

zatamania $wiatla w wodzie n/ = 3

3. W niektérych sondach kosmicznych stosuje sie
zrodla energii wykorzystujace zjawisko rozpadu 8~
(z jadra emitowany jest elektron) zachodzace miedzy
innymi w plutonie 2*'Pu.

Rozwaz ogniwo skladajace si¢ z kwadratowej
blaszki o grubosci d = 0,1 mm i boku a = 10 cm
wykonanej z plutonu 24! Pu umieszczonej pomiedzy
przewodzacymi blaszkami o grubosci dostatecznej,
by pochtonaé wszystkie wyemitowane elektrony.
Zewnetrzne blaszki sa ze soba zwarte i tworza
elektrode ujemna, natomiast srodkowa plutonowa
blaszka tworzy elektrode dodatnig. Odlegltosé
pomiedzy srodkowa blaszka a kazdg z blaszek
zewnetrznych wynosi [ = 1 mm. Oblicz stacjonarne
natezenie pradu generowanego przez to ogniwo.

Wyznacz czas, po ktérym napiecie nieobcigzonego
ogniwa wzrosnie od 0 do U = 100 V.

Gestos¢ plutonu p = 19,8 25, a jego czas
polowicznego zaniku T' = 13 lat. Przyjmij, ze wszystkie
wyemitowane elektrony docierajg do elektrody
ujemnej, a czas tadowania jest zaniedbywalnie krétki
w poréwnaniu z czasem polowicznego zaniku.

Zadanie do$wiadczalne. Element ruchomy glosnika
mozna traktowaé jako ciato sztywne, o pewnej masie,
przymocowane sprezyscie do obudowy glosnika.
Element ten moze wykonywaé drgania harmoniczne.

Masz do dyspozycji:

e glodénik,

e generator napiecia sinusoidalnego o regulowane;j
czestotliwosci,

e woltomierz napiecia zmiennego,

e trzy monety 50 gr o masie 3,95 g kazda,

e monete 2 zl,

e kawalki dwustronnej tadmy klejacej o gestosci
powierzchniowej 0,01 g/cm?,

e papier milimetrowy,

e przewody elektryczne umozliwiajace zestawienie
uktadu doswiadczalnego.

1. Wyznacz mase monety 2 zl.
2. Wyznacz mase elementu ruchomego glosnika.

Wskazéwka: Polacz glodnik z generatorem i wyznacz
czestotliwosdé, dla ktérej napiecie zmienne mierzone na glosniku
osigga maksymalng wartos¢. Przyjmij, ze czestotliwo$¢ ta
odpowiada czestotliwosci drgan wlasnych elementu ruchomego
glodnika.

element ruchomy

uzwojenie

_ ]

magnes siaﬁ/////

sprezyste elemen
mocujgce

ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA

1. Dwie pétkule o promieniach
R, wykonane z izolatora,
natadowano réwnomiernie
tadunkami o gestosciach
objetosciowych py i po 1 zblizono

v

do siebie na bardzo niewielka odlegtos¢ — rysunek.
Oblicz site wzajemnego oddzialywania tych potkul.

2. W korytku przymocowanym do réwni pochylej
o kacie nachylenia o = 1° plynie nielepka ciecz



o0 gestoéci p = 1 g/ecm? i przewodnictwie wlasciwym
o =100 2~ 'm~!. Pionowe $cianki korytka wykonane
z idealnie przewodzacego materiatu sg zwarte ze soba,
a dno jest ptaskie
i nieprzewodzace.
Calo$¢ znajduje sie
IB w jednorodnym,
gl skierowanym
pionowo
w gore, polu
magnetycznyim.

Oblicz, jaka warto$¢ ma indukcja tego pola, jezeli
stacjonarny i jednorodny przeplyw cieczy odbywa sie
ze stala predkoscia v = 5m/s.

Przyjmij, ze przeplyw masy odbywa sie tylko wzdluz
korytka, a indukowany prad elektryczny ptynie

w poprzek. Przyjmij warto$¢ przyspieszenia ziemskiego
g =981 m/s?.

3. Plaska, doskonale czarna powierzchnia

o statej temperaturze T, jest umieszczona
rownolegle do innej doskonale czarnej plaszczyzny
o stalej temperaturze T},, nizszej od Ty,. Miedzy
powierzchniami jest préznia.

W celu zmniejszenia powodowanego promieniowaniem
przeplywu ciepla pomiedzy powierzchniami
umieszczono ekran zlozony z m cienkich czarnych
plyt odizolowanych od siebie termicznie i lezacych
réwnolegle do plaszczyzn.

Ile razy zmniejszyl sie strumien promieniowania
(energia przekazana w jednostce czasu na jednostke
powierzchni) pomiedzy plaszczyznami po wstawieniu
ekranu?

Wyznacz temperatury kolejnych ptyt 1, 2,....,m

i podaj wartosci liczbowe dla m =9, Ty, = 1300° C,
T, = 300° C. Efekty zwiazane ze skoniczonymi
rozmiarami powierzchni zaniedbaj.

Zadanie doswiadczalne. Masz do dyspozycji:

o zaroéwke z widknem wolframowym, o napieciu
znamionowym 2,2 V,

e oscyloskop,

e zasilacz napiecia statego, regulowanego w zakresie
0+-3V,

e opornik o opornosci 1 €2,

e przewody elektryczne,

e papier milimetrowy.

Dodatkowo, w czesci B zadania, masz do dyspozycji
uktad elektroniczny przetwarzajacy napiecie state

z zakresu od 1 V do 3 V w napiecie zmienne

o regulowanej amplitudzie Uy oraz regulowanym
okresie 7 (patrz rysunek).

A
U

Uy

>
>

0 1121 T 321 21 czas
Czes¢ A. Wyznacz doswiadczalnie moc oddawana
przez zaréwke do otoczenia w zaleznosci od
temperatury jej widkna. Uzyskane wyniki przedstaw
na wykresie.

Czes¢ B. Wyznacz mase goracej czesci widkna
zarowki. Przyjmij, ze ciepto wlasciwe wolframu nie
zalezy od temperatury i wynosi c,, = 1440 Jkg='K~!.
W obu czeéciach zadania przyjmij, ze opér widkna
zaréwki R,, jest liniowa funkcja temperatury:

Ry(T) = Ro(1+ ar(T - Tp)),
gdzie T' — bezwzgledna temperatura wlékna, natomiast

Ry — opor widkna w temperaturze pokojowej Tj.
Przyjmij ap = 4,5-107% K, Ty = 295 K.

Uwaga! Przed wlaczeniem napigcia zasilania popros asystenta
o sprawdzenie uktadu.

Laureaci LII Olimpiady Fizycznej 2002/2003

1. Szymon Piotr SZAFRANIEC, kl. IV, IT LO im. Marii
Sktodowskiej-Curie w Gorzowie WIkp. (nauczyciel:
mgr Bogumita Jankowska).

2. Marcin Lukasz PILIPCZUK, kl. IV, XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie (nauczyciel: dr Elzbieta
Zawistowska).

3. Krzysztof IWASZCZUK, kl. IV, I LO im. Adama
Mickiewicza w Bialtymstoku (nauczyciel: mgr Miroslawa
Zuber).

4. Barttomiej Maciej SZCZYGIEL, kl. III, IT LO
im. Cypriana Kamila Norwida w Jeleniej Gorze (nauczyciel:
mgr Andrzej Jarnuszkiewicz).

5. Tomasz Wiktor KAZIMIERCZUK, kl. IV, I LO
im. Mikotaja Kopernika w Kroénie (nauczyciel: mgr Barbara
Lenert).

6. Leszek Grzegorz GRUDZIEN, kl. IV, I LO
im. Jana Sniadeckiego w Kielcach (nauczyciel: mgr Beata
Predota).

7. Piotr Krzysztof MIGDAEL, kl. I, V LO w Bielsku-Bialej

(nauczyciel: mgr Ewa Gajda).

8. Mateusz Michal NOWACZYK, kl. III, I LO
im. Mikolaja Kopernika w Lodzi (nauczyciel: mgr Hanna
Szyburska).

9. Jerzy Stanistaw ORLOWSKI, kl. IV, XXVII LO
im. Tadeusza Czackiego w Warszawie (nauczyciel: mgr Maria
Kusmierek).

10. Damian KONIECKI, kl. IV, I LO im. Mikolaja
Kopernika w Krosnie (nauczyciel: mgr Grzegorz Depczytiski).



11. Kamil FABER, kl. IV, XIV LO im. Stanistawa Staszica

w Warszawie (nauczyciel: mgr Stanislaw Lipiniski).

12. Jan Aleksander GUTT, kl. IV, XIV LO im. Stanistawa

Staszica w Warszawie (nauczyciel: mgr Stanistaw Lipiniski).

13. Michatl Piotr HELLER, kl. IV, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (nauczyciel: mgr Ryszard Zapala).

14. Lukasz Piotr BAK, kl. III, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (nauczyciel: dr Stawomir
Brzezowski).

15. Pawel Zbigniew BUDZOWSKI, kl. IV, LO im. Komisji
Edukacji Narodowej w Stalowej Woli (nauczyciel: mgr
Stanistaw Szymonik).

16. Artur Jan FIJAEKOWSKI, kl. IV, IIT LO im. Adama
Mickiewicza w Katowicach (nauczyciel: dr Halina Broda).

17. Piotr STAWINSKI, k1. IV, I LO im. Stanistawa Dubois
w Koszalinie (nauczyciel: mgr Maria Klysz).

18. Krzysztof Grzegorz SOBCZAK, kl. IV, V LO
im. ks. Joézefa Poniatowskiego w Warszawie (nauczyciel:
mgr Anna Mazurkiewicz).

19. Pawet SLEDZ, k1. III, XIII LO w Szczecinie (nauczyciel:
mgr Krzysztof Lyszczek).

20. Mateusz Jozef MICHALEK, kl. III, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (nauczyciel: dr Stawomir
Brzezowski).

21. Lukasz PAWICKI, kl. IV, XIV LO im. Polonii
Belgijskiej we Wroclawiu (nauczyciel: mgr Marian Bak).

22-23. Marek Jerzy SZYPROWSKI, kl. IV, XIV LO
im. Stanistawa Staszica w Warszawie (nauczyciel:
mgr Stanistaw Lipinski).

22-23. Adam Jan LATOSINSKI, kl. IV, I Spoteczne LO
im. Hetmana Jana Tarnowskiego w Tarnobrzegu
(nauczyciel: mgr Jacek Bak).

XLVI OLIMPIADA ASTRONOMICZNA 2002/2003

ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA (druga seria)

1. Planetoida o $rednicy d = 65 km, obiegajaca Stonce
po orbicie kotowej w okresie P = 5,5 lat, zakrywa
odlegta gwiazde. W czasie zakrycia planetoida porusza
sie na sferze z predkoscia p = 26”/godz., a jej elongacja
wynosi v = 90°. Zakladajac, ze planetoida ma ksztalt
sferyczny, a zakrycie zachodzi centralnie, oblicz czas
zakrycia. Jak nazywaloby sie to zjawisko, gdyby
uczestniczyl w nim Pluton, a nie zakrywana gwiazda?
Dane dotyczace Plutona znajdz samodzielnie i podaj
ich zrédlo.

2. Dwie gwiazdy z trudem mieszczg sie na srednicy
pola widzenia teleskopu. Oblicz deklinacje tych gwiazd
wiedzac, ze sa one sobie rowne, a ich rektascensje
réznig sie o Ao = 0,"1. Wiadomo tez, ze pewna

gwiazda lezaca na réwniku niebieskim przechodzi
przez srednice pola widzenia tego teleskopu w czasie
At = 2 min.

3. Pewna gwiazda jest odlegla od nas o 250

lat $wietlnych. Moc promieniowania od tej
gwiazdy wynosi 6,4 - 10710 W/m?, a maksimum
promieniowania przypada na dlugoséé fali

A =2,634-10~7 m. Oblicz temperature, promief
i catkowita moc promieniowania tej gwiazdy

w jednostkach promieniowania Stonca.

4. Krétko opisz jedno z najciekawszych dla Ciebie
wydarzen astronomicznych ostatnich kilku lat.
Podaj zrédta swoich informacji.

ZADANIA ZAWODOW II STOPNIA

1. Dla gwiazd ciagu gtéwnego temperatura T
z dobrym przyblizeniem jest proporcjonalna do ilorazu
masy M i promienia R, czyli

T M

~ 5

Istniejg réwniez zwiazki miedzy masa i promieniem.
Dla gwiazd o masach matych i $rednich jest
w przyblizeniu R ~ M. W przypadku gwiazd bardzo
masywnych mozna przyja¢ R ~ VM. Postugujac sie
tymi wzorami oszacuj czas przebywania na ciggu
gléwnym gwiazd o najmniejszych masach (8% masy
Stonca) wiedzac, ze gwiazda o masie Stonca znajduje
si¢ na ciagu gléwnym przez okoto 1010 lat. Oszacuj
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roéwniez mase, jaka moga mieé¢ najmasywniejsze
gwiazdy, przyjmujac, ze za gwiazde mozna uznaé
obiekt, ktory pozostaje na ciagu gtéwnym przez czas
co najmniej rzedu 10* lat.

Dla uproszczenia przyjmij, ze stale proporcjonalnosci
dla gwiazd o malych i duzych masach sa takie same
jak dla Stonca.

2. 18 stycznia 2000 roku nastapilo zderzenie z Ziemia
duzego meteoroidu, ktéry nazwano Tagish Lake od
nazwy jeziora, w okolicach ktérego spadtly jego resztki.
Zwiazany ze zderzeniem bolid byl doskonale



obserwowany i udalo sie zmierzy¢ prawie wszystkie
interesujace wielkosci z nim zwiazane. Z pewnym
przyblizeniem, majacym na celu ulatwienie rachunkéw,
dane te przedstawiaja sie nastepujaco:

e moment spadku 16"43™ UT,
e miejsce spadku 60 N, 135 W,

e azymut lotu 155° (azymut liczony od poludnia
przez zachdd, a wiec bolid lecial z kierunku
péinocno-péinocno-zachodniego),

e catkowita energia wypromieniowana w czasie
zjawiska wyniosta 1,1 -10'2 J,

e predko$é w atmosferze 15 km/s,

o gestosé meteoroidu (na podstawie znalezionych
meteorytéw) okoto 1500 kg/m?.

Wiedzac, ze na promieniowanie zamienito sie okoto
5% energii mechanicznej ciala, a meteoroid lecial
praktycznie w plaszczyznie ekliptyki, oblicz promien
meteoroidu i oszacuj wielka péto$ orbity.

Uwagi:

1. Parametry dotyczace Stofica, Ziemi oraz jej orbity
potraktuj jako dane. Predkos¢ ciala na eliptycznej orbicie

keplerowskiej ma postaé

gdzie:

M — masa Stonca,

G - stala grawitacji,

r — odlegtosé¢ od Stonca,
a — wielka pélos orbity.

2. Ulatwieniem rozwigzania moze by¢ sporzadzenie rysunku
zdarzenia widzianego od strony péinocnego bieguna ekliptyki.

3. W ewolucji gwiazd wprowadza si¢ pojecia
odpowiednich skal czasowych. Jedna z nich jest
dynamiczna skala czasowa okreslana jako czas
potrzebny do zapadniecia sie gwiazdy, podczas jej
kurczenia si¢, gdyby nie bylo sil przeciwdzialajacych
takiemu kurczeniu. Wtedy bylby to spadek swobodny
warstwy zewnetrznej do Srodka gwiazdy. Oszacuj

ten czas dla Stonca, przyjmujac mase Stonca

Mg = 2-10% kg i promien Stofica Rs = 7 - 108 m.

4. Przeczytaj tekst zalaczonego fragmentu

artykulu (,,Winda do nieba”, Polityka nr 49,

7 grudnia 2002), a nastepnie przedyskutuj realnosé
(od strony fizyczno-astronomicznej) proponowanego
przedsiewziecia.

ZADANIA ZAWODOW III STOPNIA

1. W lutowym numerze Sky & Telescope z roku 2001
ukazala si¢ notatka o znalezieniu pary prawie
bliZzniaczych zwiazanych grawitacyjnie planetoid

o jasnosci 24 magnitudo kazda. Wedlug tej notatki
okres wzajemnego obiegu planetoid wynosi okoto

4 lat, odleglo$¢ katowa — cztery sekundy, a odleglos¢
miedzy tymi cialami — 130 tysiecy kilometréw.
Dodatkowo podano, ze rozmiary planetoid wynosza
okolo 100 kilometréw. Powyzsze dane sa przyblizone
i dlatego sa nieco sprzeczne. Przedyskutuj je,

a w szczegolnosci rozpatrz problem rozmiaréw
planetoid w éwietle pozostalych przytoczonych
danych. W celu poréwnania uzyj danych Charona
znajdujacego sie w zblizonej odleglosci od Stonca
(wg Szkolnego Slownika Astronomii: magnitudo 16,8,
promient 595 km, masa 1,77 - 10%! kg).

2. W drugim etapie olimpiady spotkalismy sie

z tzw. dynamiczna skalg czasowa. Ewolucja obtoku
gazowego moze zachodzi¢ w czasie zblizonym do tej
skali, jezeli energia kurczacego sie obtoku nie jest
zamieniana na energie termiczng. Zachodzi to

w przypadku intensywnego chlodzenia (np. przez
wypromieniowanie) lub gdy w obloku pojawi sig
»kanal” pochlaniajacy energie. W pierwszym
przypadku mamy do czynienia z kurczeniem sie
niezjonizowanego gazu, a w drugim, gdy energia
grawitacyjna zamieniana jest na energie dysocjacji
i jonizacji. Kurczenie obtoku nastepuje w kazdym
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przypadku, gdy energia grawitacyjna jest wigksza

co do modutu od energii termicznej, a w przeciwnym
przypadku nastepuje rozprezanie. Zakladajac dla
uproszczenia, ze energia grawitacyjna obtoku jest
opisana wzorem®

3GM?
5R

E,=—

gdzie M — masa obloku, R — jego promien, oszacuj:

1. Jaka gesto$¢ musi mie¢ oblok wodoru Hy o masie
réwnej masie Stofica (2 - 103° kg) i temperaturze
20 K, by moc zaczaé¢ kurczenie.

2. Jaki bedzie promien powstalej w ten sposéb
protogwiazdy, jezeli zalozy¢, ze polowa energii
grawitacyjnej wydzielonej w trakcie kurczenia

zostanie zamieniona na energie dysocjacji
(4,5 eV na czasteczke) i jonizacji (13,6 eV na atom,
1eV=1,6-10"1J), a promien protogwiazdy
odpowiada momentowi, gdy jonizacja dotyczy calej
gwiazdy.

1 Wzér jest wprawdzie stuszny dla sferycznego i jednorodnego
obtoku, powinien jednak daé¢ wartosci zblizone

do rzeczywistosci, mimo ze prawdziwy oblok nie jest
jednorodny ani pod wzgledem gestosci, ani temperatury.

3. Asteroida 2002 NY 40 zblizyla si¢ do Ziemi
na odlegto$¢ 540 000 km. Na rysunku zaznaczono
pozycje planetoidy w dniu zblizenia.



Nachylenie orbity asteroidy do ekliptyki jest
niewielkie. Zaktadajac, ze asteroida jest kula
odbijajaca swiatlto jak ziemski Ksiezyc i wiedzac,

ze jej jasnos¢ obserwowana wynosita 6,5 mag oraz
korzystajac z dodatkowych przyjetych przez siebie
danych i uproszczen, ocen $rednice planetoidy.
Wymien wszystkie przyjete przez siebie uproszczenia
i zalozenia oraz przeprowadz ocene jako$ci swojego
oszacowania.

Mars

[

[~ ( Merkury — =

Slonce

Wenus Ziepid 002 NY 40

\_/

4. Aparatura planetarium odtworzy dwukrotnie
wyglad nieba obserwowany w obecnych czasach przez
Lhipotetycznego” obserwatora z powierzchni jednej

z planet Ukladu Stonecznego*. Okresl z mozliwie
najwieksza dokladnoscia czas i miejsce obserwacji.

Podaj pelne uzasadnienie odpowiedzi.

*Na kopule planetarium byl odtworzony wyglad nieba

z powierzchni Merkurego w dniu, w ktérym z Ziemi obserwuje
si¢ przejScie Merkurego przed tarcza Storica (7 maja 2003 r).
Rozwigzujac zadanie uczestnik dysponowal Atlasem Nieba

i Kalendarzem Astronomicznym na 2003 r.

5. Na podstawie samodzielnie przeprowadzonych
obserwacji Ksigzyca**:

a) ocen jego wspélrzedne horyzontalne,
b) zaznacz na zalaczonej mapce linig terminatora,

¢) dokonaj identyfikacji widocznych w polu widzenia
lunetki elementéw powierzchni zaobserwowanych
w poblizu terminatora.

d) wyznacz kat pomiedzy kierunkiem przechodzacym
przez konice linii widocznego terminatora
a kierunkiem kota godzinnego przechodzacego przez
Ksiezyec.

**Zadanie byto rozwiagzywane na tarasie obserwatorium

astronomicznego. Uczestnik dysponowal mala lunetka,

mapa Ksiezyca, Atlasem Nieba, Kalendarzem Astronomicznym
na 2003 r. oraz dokladnym zegarem.

6. W dniu 7 maja 2003 roku pomiedzy 5,2" oraz
10,5" UT nastapi przejscie Merkurego przed tarcza
Stonca. Podaj przyblizony termin nastepnego
podobnego zjawiska.

Przyjmij nastepujace zalozenia:
1. Orbity Ziemi i Merkurego sa okregami.

2. Srednica katowa tarczy Slofica obserwowanego
z Ziemi wynosi 32'.

3. Wielka pétos (w przyjetych zalozeniach promien)
orbity Merkurego a = 0,387 AU.

4. Nachylenie orbity Merkurego wzgledem ekliptyki
1 =7,0°

5. Okres obiegu Merkurego woké! Stoica wynosi
87,974,

6. Srednica Merkurego wynosi 4880 km.
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Bartosz FORNAL, kl. IV, I LO im. Barttomieja
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